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Thèmes
Ceci est une sorte d’index thématique.

1 : tribu, algèbre de parties, λ-systèmes et co.
2 : théorie de la mesure
3 : intégration
4 : suites et séries
5 : polynôme de Taylor
6 : séries de Fourier
7 : normes
8 : topologie produit
9 : espaces métriques, normés
10 : gaussienne
11 : compacts
12 : densité
13 : espaces de fonctions
14 : fonctions Lipschitz
15 : formule des accroissements finis
16 : limite et continuité
17 : différentiabilité
18 : points fixes
19 : théorèmes de Stokes, Green et compagnie
20 : permuter des limites
21 : applications continues et bornées
22 : inégalités
23 : connexité
24 : suite de Cauchy, espace complet
25 : application réciproque
26 : déduire la nullité d’une fonction depuis son
intégrale
27 : équations différentielles
28 : injections
29 : logarithme
30 : inversion locale, fonction implicite
31 : convexité
32 : fonction puissance
33 : dualité
34 : opérations sur les distributions
35 : transformée de Fourier
36 : convolution
37 : méthode de Newton

38 : méthodes de calcul
39 : espaces vectoriels
40 : définie positive
41 : norme matricielle, norme opérateur et rayon
spectral
42 : série de matrices
43 : rang
44 : extension de corps et polynômes
45 : décomposition de matrices
46 : systèmes d’équations linéaires
47 : formes bilinéaires et quadratiques
48 : arithmétique modulo, théorème de Bézout
49 : polynômes
50 : zoologie de l’algèbre
51 : invariants de similitude
52 : diagonalisation
53 : endomorphismes cycliques
54 : déterminant
55 : polynôme d’endomorphismes
56 : exponentielle
57 : types d’anneaux
58 : sous-groupes
59 : groupe symétrique
60 : action de groupe
61 : classification de groupes
62 : produit semi-direct de groupes
63 : théorie des représentations
64 : isométries
65 : caractérisation de distributions en probabi-
lités
66 : théorème central limite
67 : lemme de transfert
68 : probabilités et espérances conditionnelles
69 : dénombrements
70 : enveloppes
71 : équations diophantiennes
72 : techniques de calcul

Thème 1 : tribu, algèbre de parties, λ-systèmes et co. Il existe des centaines de notions
de mesures et de classes de parties.
(1) Le plus souvent lorsque nous parlons de mesure est que nous parlons de mesure positive,

définition 15.20 sur un espace mesuré avec une tribu, définition 15.1.
(2) Une mesure extérieure est la définition 15.13
(3) Une algèbre de partie : définition 15.16. Une mesure sur une algèbre de parties : défini-

tion 15.14. L’intérêt est que si on connait une mesure sur une algèbre de parties, elle se pro-
longe en une mesure sur la tribu engendrée par le théorème de prolongement de Hahn 15.68.

(4) Un λ-système : définition 15.30.
(5) Une mesure complexe : définition 15.198.
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En théorie de l’intégration, si X est une partie de Rn, la convention est de considérer des
fonctions

f :
`
X,LebpXq˘Ñ `

R,BorpRq˘.
Voir les points 15.106 et 15.150 pour les conventions à ce propos.

À propos d’applications mesurables :
(1) Une fonction continue est borélienne, théorème 15.49.
À propos de tribu induite :

(1) Définition 15.6.
(2) Les boréliens induits sont bien les boréliens de la topologie induite : BorpY q “ BorpXqY ,

théorème 15.50.

Thème 2 : théorie de la mesure
Mesure À propos de mesure.

(1) Mesure positive, mesure finie et σ-finie, c’est la définition 15.20.
(2) Le produit de tribus est donné par la définition 15.112,
(3) Produit d’une mesure par une fonction, définition 15.187.
(4) le produit d’espaces mesurés est donné par la définition 15.208.
(5) Mesure de Lebesgue sur R, définition 15.127.
(6) Une partie de R non mesurable au sens de Lebesgue : l’exemple 15.141.
(7) Mesure de Lebesgue sur RN , définition 15.210.
(8) Mesure à densité, définition 15.187.

Théorèmes d’approximation Il est important de pouvoir approcher des fonctions continues
ou Lp par des fonctions étagées, sinon on ne parvient pas à faire tourner la machine de
l’intégration de Lebesgue.
(1) Si f : S Ñ r0,`8s est une fonction mesurable, le théorème fondamental d’approxima-

tion 15.105 donne une suite croissante de fonctions étagées qui converge vers f .
(2) Les fonctions simples sont denses dans Lp, proposition 28.44.
(3) Encadrement d’un borélien A par un fermé F et un ouvert V par le lemme 15.201 :

F Ă A Ă V avec µpV zF q ă ε.
(4) Approximation Lp de la fonction caractéristique d’un borélien par une fonction continue

par le théorème 15.203.

Thème 3 : intégration À propos d’intégration.
(1) Intégrale associée à une mesure, définition 15.151
(2) L’existence d’une primitive pour toute fonction continue est le théorème 13.308.
(3) La définition d’une primitive est la définition 13.135.
(4) Primitive et intégrale, proposition 15.232.
(5) Intégrale impropre, définition 15.245.
L’ordre dans lequel les choses sont faites.

— Nous commençons par considérer des fonctions f : Ω Ñ r0,`8s dans la définition 15.151.
— Nous donnerons ensuite quelque propriétés restreintes au fonctions à valeurs positives, par

exemple
(1) La convergence monotone 15.160,
(2) Lemme de Fatou 15.164.
(3) (presque) linéarité pour les fonctions positives, théorème 15.165.
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— La définition pour les fonctions à valeurs dans R puis C est 15.168.
— Pour les fonctions à valeurs dans un espace vectoriel, c’est la définition 15.176.

Quelque résultats :
(1) Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes, alors

ş
AYB f “

ş
A f `

ş
B f , proposition 15.173.

<++>

Thème 4 : suites et séries
Suites Les suites réelles sont en général dans la proposition 8.11 et ce qui s’ensuit. Cette propo-

sition est souvent prise comme définition lorsque seules les suites réelles ne sont considérées.
(1) Les suites adjacentes, c’est la définition 8.23. Cela sert pour les séries alternées, théorème

12.80, qui sert pour étudier la série de Taylor de lnpx` 1q, voir le lemme 16.73 et ce qui
l’entoure.

(2) La définition de la convergence absolue est la définition 12.59.
(3) Une suite réelle croissante et majorée converge, proposition 8.18.
(4) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème 8.19.
(5) Pour tout réel, il existe une suite croissante de rationnels qui y converge, proposition

8.4.
Série Les séries sont en général dans la section 12.5.

(1) Quelques séries usuelles en 12.6.3 : série harmonique, géométrique, de Riemann, et la
mythique arithmético-géométrique.
(1a) La série harmonique diverge :

ř
k

1
k “ 8, exemple 12.74.

(1b) La série géométrique :
řN
k“0 q

k “ 1´qN`1

1´q , exemple 12.75.

(1c) Une autre cool série :
řN
k“1

1
kpk`1q “ N

N`1 , lemme 12.79.
(2) Critère des séries alternées, théorème 12.80.
(3) Convergence d’une série implique convergence vers zéro du terme général, proposi-

tion 12.66.
Sommes infinies Nous pouvons dire plusieurs choses à propos d’une somme infinie.

(1) Une somme indexée par un ensemble quelconque est la définition 12.99.
(2) La définition de la somme d’une infinité de termes est donnée par la définition 12.56.
(3) si la série converge, on peut regrouper ses termes sans modifier la convergence ni la

somme (associativité) ; Pour les sommes infinies l’associativité et la commutativité dans
une série sont perdues. Néanmoins, il subsiste que
(3a) si la série converge absolument, on peut modifier l’ordre des termes sans modifier

la convergence ni la somme (commutativité, proposition 12.97).
(4) Permuter une somme infinie avec une application linéaire : fpřiPI viq “

ř
iPI fpviq, c’est

la proposition 12.108.

Thème 5 : polynôme de Taylor
Énoncés Il existe de nombreux énoncés du théorème de Taylor, et en particulier beaucoup de

formules pour le reste.

(1) Énoncé : théorème 13.359.
(2) Une majoration du reste est dans le théorème 16.34
(3) De classe C2 sur Rn, proposition 13.366.
(4) Avec un reste donné par un point dans sx, ar, proposition 13.370.
(5) Avec reste intégral, proposition 21.149 et théorème 21.146 pour le cas simple RÑ R.
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(6) Le polynôme de Taylor généralise à l’utilisation de toutes les dérivées disponibles le
résultat de développement limité donné par la proposition 13.112.

(7) Pour les fonctions holomorphes, il y a le théorème 27.30 qui donne une série de Taylor
sur un disque de convergence.

Utilisation Des polynômes de Taylor sont utilisés pour démontrer des théorèmes par-ci par-là.
(1) Il est utilisé pour justifier la méthode de Newton autour de l’équation (35.93).
(2) On utilise pas mal de Taylor dans les résultats liant extrema et différentielle/hessienne.

Par exemple la proposition 18.70.
Quelque développements Voici quelque développements limités à savoir. Ils sont calculables en

utilisant la formule de Taylor-Young (proposition 13.375).

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` x
nαpxq ordre n, proposition 16.68

cospxq “
pÿ

k“0

p´1qkx2k

p2kq! ` x2p`1αpxq ordre 2p` 1,proposition 19.69

sinpxq “
pÿ

k“0

p´1qkx2k`1

p2k ` 1q! ` x2p`2αpxq ordre 2p` 1,proposition 19.69

lnp1` xq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn ordre n, proposition 16.72

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk exact proposition 16.74

lnp2q “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
exact proposition 16.74

p1` xql “
lÿ

k“0

ˆ
l

k

˙
xk exact si l est entier.

p1` xqα “ 1`
nÿ

k“1

αpα´ 1q . . . pα´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq ordre n.

Dans toutes ces formules, la fonction α : RÑ R vérifie limtÑ0 αptq “ 0.
Le développement limité en 0 d’une fonction paire ne contient que les puissances de x d’ex-
posant paire. Voir comme exemple le développement de la fonction cosinus.

Thème 6 : séries de Fourier
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 30.11.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 29.21.
— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 29.18.
— Nous allons montrer la convergence de

ř
kPZ ckpfqeinx vers fpxq dans divers cas :

(1) Si f est continue et périodique, convergence au sens de Cesaro, théorème de Fejèr 29.5.
(2) Convergence au sens L2

´
r0, 2πs

¯
dans le théorème 28.108.

(3) Si f est continue, périodique et si sa série de Fourier converge uniformément, théorème
29.13.

(4) Si f est périodique et la série des coefficients converge absolument pour tout x, propo-
sition 29.14.

(5) Si f est périodique et de classe C1, théorème 29.15.
Il est cependant faux de croire que la continuité et la périodicité suffisent à obtenir une
convergence, comme le montre dans la proposition 29.18.
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Thème 7 : normes

Définition Espace vectotiel normé : définition 7.106.

Équivalence de norme (1) Définition de l’équivalence de norme 12.3.

(2) La proposition 12.5 sur l’équivalence des normes }.}2, }.}1 et }.}8 dans Rn.

(3) En général pour les normes }.}p, il y a des inégalités dans 13.350 et 18.96 ; voir aussi le
thème 7.

(4) La proposition 18.106 donne l’inégalité }x}q ď n
1
q
´ 1
p }x}p dès que 0 ă q ă p.

(5) Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes, théo-
rème 12.6.

(6) Montrer que le problème a´ b est stable dans l’exemple 35.26.

(7) La proposition 12.22 donnant ρpAq ď }A} utilise l’équivalence de toutes les normes sur
un espace vectoriel de dimension finie.

Norme opérateur et d’algèbre voir le thème 41.

Thème 8 : topologie produit

(1) La définition de la topologie produit est 7.9.

(2) Pour les espaces vectoriels normés, le produit est donné par la définition 12.41.

(3) L’équivalence entre la topologie de la norme produit et la topologie produit est le lemme 12.42.

Thème 9 : espaces métriques, normés

(1) Un espace métrique est un espace muni d’une distance, définition 7.87.

(2) La distance entre un point et un ensemble est la définition 7.100.

(3) Le théorème-définition 7.88 donne la topologie sur un espace métrique en disant que les
boules ouvertes sont une base de la topologie (définition 7.54).

(4) La définition de la convergence d’une suite est la définition 7.25.

(5) Dans un espace vectoriel normé, une application est continue si et seulement si elle est bornée,
proposition 12.25.

(6) Un espace vectoriel topologique qui possède en tout point une base dénombrable de topologie
accepte une distance, théorème 9.33.

Thème 10 : gaussienne

(1) Le calcul de l’intégrale ż

R

e´x2
dx “ ?π

est fait de deux façons dans l’exemple 15.262. Dans les deux cas, le théorème de Fubini 15.259
est utilisé.

(2) Le lemme 30.17 calcule la transformée de Fourier de gεpxq “ e´ε}x}2 qui donne ĝεpξq “`
π
ε

˘d{2
e´}ξ}2{4ε.

(3) Le lemme 30.20 donne une suite régularisante à base de gaussienne.

(4) Elle est utilisée pour régulariser une intégrale dans la preuve de la formule d’inversion de
Fourier 30.22
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Thème 11 : compacts
Propriétés générales Quelques propriétés de compacts.

(1) La définition d’un ensemble compact est la définition 7.43.
(2) Les compacts sont les fermés bornés par le théorème 8.9.
(3) Le théorème de Borel-Lebesgue 8.6 dit qu’un intervalle de R est compact si et seulement

si il est de la forme ra, bs.
(4) Théorème des fermés emboîtés dans le cas compact, corollaire 7.53. À ne pas confondre

avec celui dans le cas des espaces métrique, théorème 9.51.
(5) L’image d’un compact par une fonction continue est un compact, théorème 7.86.
(6) Suites dans un compact

(6a) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème 8.19.
(6b) Dans Rn, toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème

8.36. La démonstration de ce théorèma est non seulement plus compliquée que le
cas général, mais utilise en plus le cas dans R ; lequel cas n’est pas démontré de
façon directe dans le Frido.

(6c) Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite contient une sous-
suite convergente. C’est le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.97. La démonstration
de ce théorème est indépendante.

(7) Une fonction continue sur un compact est bornée et attein ses bornes, théorème 7.99.
(8) Une fonction continue sur un compact y est uniforément continue, théorème de Heine

13.89.
Produits de compacts À propos de produits de compacts. C’est un compact dans tous les cas

métriques 1.
(1) Les produits d’espaces métriques compacts sont compacts ; c’est le théorème de Tykho-

nov. Nous verrons ce résultat dans les cas suivants.
— R, lemme 8.8.
— Produit fini d’espaces métriques compacts, théorème 9.66.
— Produit dénombrable d’espaces métriques compacts, théorème 9.68.

Thème 12 : densité
(1) Densité des polynômes dans

´
C0`r0, 1s˘, }.}8

¯
, théorème de Bernstein 37.133.

(2) Densité des polynômes dans
`
C0pIq, }.}8

˘
lorsque I “ ra, bs, corollaire 37.134.

(3) Densité de DpRdq dans LppRdq pour 1 ď p ă 8, théorème 28.47.
(4) Densité de S pRdq dans l’espace de Sobolev HspRdq, proposition 32.15.
(5) Densité de DpRdq dans l’espace de Sobolev HspRdq, proposition 32.17.

Cela est utilisé pour le théorème de trace 32.19.
(6) Les applications étagées dans les applications mesurables (qui plus est avec limite croissante),

théorème fondamental d’approximation 28.50.
(7) Les fonctions continues à support compact dans L2pIq, théorème 28.51.
(8) Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q pour 1 ď p ă 8. Deux démonstra-

tions indépendantes par le théorème 29.6 et le théorème 28.70.
Les densités sont bien entendu utilisées pour prouver des formules sur un espace en sachant qu’elles
sont vraies sur une partie dense. Mais également pour étendre une application définie seulement
sur une partie dense. C’est par exemple ce qui est fait pour définir la trace γ0 sur les espaces de
Sobolev HspRdq en utilisant le théorème d’extension 18.121.

Comme presque tous les théorèmes importants, le théorème de Stone-Weierstrass possède de
nombreuses formulations à divers degrés de généralité.

1. Si vous connaissez des exemples non métriques de produits de compacts qui ne sont pas compacts, écrivez moi.
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— Le lemme 13.299 le donne pour la racine carré.

— Le théorème 13.305 donne la densité des polynômes dans les fonctions continues sur un
compact.

— Le théorème 13.302 est une généralisation qui donne la densité uniforme d’une sous-algèbre
de CpX,Rq dès que X sépare les points.

— Le théorème 13.303 donne le même résultat pour la densité dans CpX,Cq.
— Le lemme 29.1 est une version pour les polynômes trigonométriques.

— Le lemme 13.299 est une cas particulier du théorème 13.305, mais nous en donnons une
démonstration indépendante afin d’isoler la preuve de la généralisation 13.303. Une version
pour les polynômes trigonométriques sera donnée dans le lemme 29.1.

Le théorème de Stone-Weierstrass est utilisé pour prouver la densité des polynômes trigonomé-
triques dans les fonctions continues sur S1, voir la proposition 28.87.

Thème 13 : espaces de fonctions En ce qui concerne les densités, voir le thème 12.

Topologie Les espaces de fonctions sont souvent munis de topologies définies par des semi-normes.

(1) La topologie des semi-normes est la définition 9.74.

(2) La définition 31.10 donne les topologies sur C8pΩq, DpKq et DpΩq.
(3) La topologie ˚-faible sur D 1pΩq est donnée par la définition 31.17.

L’espace L2`r0, 2πs˘ C’est un espace très important, entre autres parce qu’il est de Hilbert et est
bien adapté à la transformée de Fourier.

(1) Un rappel de la construction en 28.72.

(2) Le produit scalaire xf, gy est donné en (28.331) et la base trigonométrique est (28.332).

(3) La densité des polynômes trigonométriques dans LppS2q est le théorème 28.70 ou le
théorème 29.6, au choix.

(4) Une conséquence de cette densité est que le système trigonométrique est une base hil-
bertienne de L2 par le lemme 28.107.

L’espace L2 est discuté en analyse fonctionnelle, dans la section 28.4 et les suivantes parce
que l’étude de L2 utilise entre autres l’inégalité de Hölder 28.33.
Le fait que L2 soit une espace de Hilbert est utilisé dans la preuve du théorème de représen-
tation de Riesz 28.128.

Thème 14 : fonctions Lipschitz

(1) Définition : 13.254.

(2) La notion de Lipschitz est utilisée pour définir la stabilité d’un problème, définition 35.25.

Thème 15 : formule des accroissements finis Il en existe plusieurs formes :

(1) Une version adaptée aux espaces de dimension finie est le théorème 13.252.

(2) Pour les fonctions RÑ R en le théorème 13.129.

(3) Une généralisation pour les intervalles non bornés : théorème 13.130.

(4) Espaces vectoriels normés, théorème 12.151
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Thème 16 : limite et continuité
(1) Limite d’une fonction en un point : définition 7.62. Il n’y a pas unicité en général comme le

montre l’exemple 7.29 dans un espace non séparé.
(2) La proposition 9.83 donne l’unicité de la limite dans le cas des espaces duaux pour la topologie

˚-faible. La proposition 7.65 nous dira qu’il y a unicité dès que l’espace d’arrivée est séparé.
(3) Définition de la continuité d’une fonction en un point et sur une partie de l’espace de départ :

définiton 7.66.
(4) Continuité sur une partie si et seulement si continue en chaque point, c’est le théorème 7.69.
(5) Voir l’exemple 13.64 traité en détail.

Thème 17 : différentiabilité
(1) Définition générale de la différentielle sur des espaces vectoriels normés : la proposition 12.133.
(2) Nous parlons de différentielle en dimension finie et donnons une interprétation géométrique

en 13.20.1.
(3) La recherche d’extrema d’une fonction sur Rn passe par la seconde différentielle, proposi-

tion 18.70.
(4) Lien entre différentielle seconde (hessienne) et convexité en la proposition 18.94 et le corol-

laire 18.96.
(5) La différentielle est liée aux dérivées partielles par les formules données au lemme 13.195

dfapuq “ BfBu paq “
d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq “ ∇fpaq·u.

Thème 18 : points fixes
(1) Il y a plusieurs théorèmes de points fixes.

Théorème de Picard 18.34 donne un point fixe comme limite d’itérés d’une fonction
Lipschitz. Il aura pour conséquence le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40, l’équation
de Fredholm, théorème 18.39 et le théorème d’inversion locale dans le cas des espaces
de Banach 18.48.

Théorème de Brouwer qui donne un point fixe pour une application d’une boule vers
elle-même. Nous allons donner plusieurs versions et preuves.
(1a) Dans Rn en version C8 via le théorème de Stokes, proposition 21.30.
(1b) Dans Rn en version continue, en s’appuyant sur le cas C8 et en faisant un passage

à la limite, théorème 21.31.
(1c) Dans R2 via l’homotopie, théorème 27.19. Oui, c’est très loin. Et c’est normal parce

que ça va utiliser la formule de l’indice qui est de l’analyse complexe 2.
Théorème de Markov-Kakutani 21.36 qui donne un point fixe à une application continue

d’un convexe fermé borné dans lui-même. Ce théorème donnera la mesure de Haar 21.37
sur les groupes compacts.

Théorème de Schauder 21.32 qui est une version valable en dimension infinie du théo-
rème de Brouwer.

(2) Pour les équations différentielles
(2a) Le théorème de Schauder a pour conséquence le théorème de Cauchy-Arzela 21.33 pour

les équations différentielles.

2. On aime bien parce que ça ne demande pas Stokes, mais quand même hein, c’est pas gratos non plus.
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(2b) Le théorème de Schauder 21.32 permet de démontrer une version du théorème de
Cauchy-Lipschitz (théorème 18.40) sans la condition Lipschitz, mais alors sans uni-
cité de la solution. Notons que de ce point de vue nous sommes dans la même situation
que la différence entre le théorème de Brouwer et celui de Picard : hors hypothèse de
type « contraction », point d’unicité.

(3) En calcul numérique
— La convergence d’une méthode de point fixe est donnée par la proposition 35.47.
— La convergence quadratique de la méthode de Newton est donnée par le théorème 35.53.
— En calcul numérique, section 35.5
— Méthode de Newton comme méthode de point fixe, sous-section 35.6.2.

(4) D’autres utilisation de points fixes.
— Processus de Galton-Watson, théorème 39.48.
— Dans le théorème de Max-Milgram 26.59, le théorème de Picard est utilisé.

Thème 19 : théorèmes de Stokes, Green et compagnie
(1) Forme générale, théorème 21.73.
(2) Rotationnel et circulation, théorème 25.8.

Le théorème de Stokes peut être utilisé pour montrer le théorème de Brower, proposition 21.30.

Thème 20 : permuter des limites
Fonctions définies par une intégrale Les théorèmes sur les fonctions définies par une inté-

grale, section 18.4. Nous avons entre autres
(1) Bi

ş
B f “

ş
B Bif , avec B compact, proposition 18.25.

(2) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 18.15.
(3) Si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 18.16 qui donne la

continuité de F pxq “ ş
Ω fpx, ωqdµpωq.

(4) Pour dériver
ş
B gpt, zqdt avec B compact dans R et g : RˆCÑ C, il faut aller voir la

proposition 27.17.
(5) En ce qui concerne le x dans la borne, le théorème 15.232 lie primitive et intégrale en

montrant que F pxq “ şx
a fptqdt est une primitive de f (sous certaines conditions). Le

théorème fondamental de l’analyse 15.233 en est une conséquence.
Conegence monotone Théorème de la convergence monotone, théorème 15.160.
Fubini Le théorème de Fubini permet non seulement de permuter des intégrales, mais également

des sommes parce que ces dernières peuvent être vues comme des intégrales sur N muni de la
tribu des parties et de la mesure de comptage 3. Nous utilisons cette technique pour permute
une somme et une intégrale dans l’équation (27.131).
— le théorème de Fubini-Tonelli 15.256 demande que la fonction soit mesurable et positive ;
— le théorème de Fubini 15.259 demande que la fonction soit intégrable (mais pas spécia-

lement positive) ;
— le corollaire 15.258 demande l’intégrabilité de la valeur absolue des intégrales partielles

pour déduire que la fonction elle-même est intégrable.
Limite et dérivées, différentielle (1) Permuter limite et dérivée, théorème 13.297.

(2) Permuter limite et dérivées partielles, théorème 13.298.
(3) Permuter limite et différentielle, théorème 16.6.
Quelque remarques sur les techniques de démonstration.

3. Mesure de comptage, définition 15.227.
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(1) Le résultat fondamental 13.297 est démontré sans recourrir à des intégrales. Une preuve
alternative, plus courte, avec des intégrales est donnée en 15.240.

(2) Les résultats un peu plus élaborés 13.298 et 16.6 sont prouvés avec des intégrales, mais
devraient pouvoir être adaptés.

Somme et dérivée Permuter somme et différentielle, théorème 16.6.
Limite et mesure Une mesure n’est pas toujours une limite, mais la définition d’une mesure

positive sur un espace mesurable parle de permuter limite et mesure : définition 15.20(2).

Thème 21 : applications continues et bornées
(1) Une application linéaire non continue : exemple 12.34 de ek ÞÑ kek. Les dérivées partielles

sont calculées en (26.135).
(2) Une autre application linéaire non continue en l’exemple 12.35 : la dérivation sur les poly-

nômes.
(3) Une application linéaire est bornée si et seulement si elle est continue, proposition 12.25.

Thème 22 : inégalités
Inégalité de Jensen (1) Une version discrète pour f

`ř
i λixi

˘
, la proposition 18.100.

(2) Une version intégrale pour f
` ş
αdµ

˘
, la proposition 28.31.

(3) Une version pour l’espérance conditionnelle, la proposition 37.52.
Inégalité pour les normes `p (1) Hölder pour Lp : }fg}1 ď }f}p}g}q, proposition 28.33.

(2) Hölder pour `p : }x}q ď n
1
q
´ 1
p }x}p, proposition 18.106.

<++>
Inégalité de Minkowsky (1) Pour une forme quadratique q sur Rn nous avons

a
qpx` yq ďa

qpxq `a
qpyq. Proposition 11.281.

(2) Si 1 ď p ă 8 et si f, g P LppΩ,A, µq alors }f ` g}p ď }f}p ` }g}p. Proposition 28.37.
(3) L’inégalité de Minkowsky sous forme intégrale s’écrit sous forme déballée

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

1{p
ď

ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq.

ou sous forme compacte
››››x ÞÑ

ż

Y
fpx, yqdνpyq

››››
p

ď
ż

Y
}fy}pdνpyq

Transformée de Fourier Pour tout f P L1pRnq nous avons }f̂}8 ď }f}1, lemme 30.8.
Inégalité des normes Inégalité de normes : si f P Lp et g P L1, alors }f ˚ g}p ď }f}p}g}1,

proposition 28.56.

Thème 23 : connexité
(1) Définition 7.38
(2) Une partie de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle, proposition 8.34.
(3) Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs : proposition 14.17.
(4) Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs : proposition 14.18.
(5) Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs, proposition 14.18.
(6) Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs, proposition 14.19.
(7) Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe, lemme 14.13.
(8) Les groupe Upnq et SUpnq sont connexes par arcs, lemme 14.14.
(9) Le groupe SOpnq est connexe mais ce n’est pas encore démontré, proposition 14.15.

(10) Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 18.112.
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Thème 24 : suite de Cauchy, espace complet Nous parlons d’espaces topologiques complets.
À ne pas confondre avec un espace mesuré complet, définition 15.56.
(1) Corps complet : définition 1.73(6), espace métrique complet : définition 9.22.
(2) La définition 9.21 donne la notion de suite de Cauchy dans un espace métrique.
(3) La définition 9.19 donne la notion de suite de τ -Cauchy dans un espace vectoriel topologique.
(4) Deux espaces métriques (avec une distance) peuvent être isomorphes en tant qu’espaces

topologiques, mais ne pas avoir les mêmes suites de Cauchy, exemple 9.25.
(5) La proposition 9.26 donne l’équivalence entre les suites de Cauchy et les suites τ -Cauchy

dans le cas des espaces vectoriels topologiques normés.
(6) L’exemple 9.25 est un exemple pire que simplement une suite de Cauchy qui ne converge pas.

Le problème de convergence de cette suite n’est pas simplement que la limite n’est pas dans
l’espace ; c’est que la suite de Cauchy donnée ne convergerait même pas dans R.

(7) Le théorème 18.125 est un théorème de complétion d’un espace métrique.
(8) Dans R, une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy, théorème 9.39(2).
(9) Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy, propostion 9.27.
Quelques espaces qui sont complets sont listés ci-dessous. Attention : la complétude est bien

une propriété de la métrique ; le même ensemble peut être complet pout une distance et pas pour
une autre. Souvent, cependant la distance à considérer est donnée par le contexte.

(1) Les réels R, théorème 9.39.
(2) Un espace vectoriel normé sur un corps

complet est complet, proposition 9.43.
(3) La proposition 13.282 donne quelques es-

paces complets. Soit X un espace topolo-
gique métrique pY, dq un espace espace mé-
trique complet. Alors les espaces
(3a)

`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘

(3b)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘

(3c)
`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘

sont complets.

(4) Le lemme 13.283 dit que
`
C0pA,Bq, }.}8

˘

est complet dès que A est compact et B
est complet.

(5) L’espace DpKq est complet tant pour la to-
pologie des semi-normes que pour la topo-
logie métrique (qui sont les mêmes). C’est
la proposition 31.14.

(6) L’espace S pΩq est complet et métrisable
par la proposition 31.56.

(7) L’espace LppΩ,A, µq par le théorème
28.40.

La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables n’est pas spécialement dérivable. Même
si les fonctions sont de classe C8, la limite n’est pas spécialement mieux que continue. En effet, le
théorème de Stone-Weierstrass 13.305 nous dit que les polynômes (qui sont C8) sont denses dans
les fonctions continues sur un compact pour la norme uniforme. Vous ne pouvez donc pas espérer
que

`
CppX,Y q, }.}8

˘
soit complet en général.

Thème 25 : application réciproque
(1) Définition 7.76.
(2) Dans le cas des réels, des exemples sont donnés en 13.7.
(3) Continuité, proposition 7.78.
(4) Théorème de la bijection 13.61 (qui contient aussi de la continuité).
(5) Dérivabilité, proposition 13.119.

Thème 26 : déduire la nullité d’une fonction depuis son intégrale Des résultats qui
disent que si

ş
f “ 0 c’est que f “ 0 dans un sens ou dans un autre.

(1) Il y a le lemme 15.179 qui dit ça.
(2) Un lemme du genre dans L2 existe aussi pour

ş
fϕ “ 0 pour tout ϕ. C’est le lemme 28.59.
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(3) Et encore un pour Lp dans la proposition 28.132.
(4) Si

ş
fχ “ 0 pour tout χ à support compact alors f “ 0 presque partout, proposition 31.1.

(5) La proposition 28.22 donne f “ 0 dans Lp lorsque
ş
fg “ 0 pour tout g P Lq.

(6) Une fonction h P C8c pIq admet une primitive dans C8c pIq si et seulement si
ş
I h “ 0. Théo-

rème 18.2.

Thème 27 : équations différentielles L’utilisation des théorèmes de point fixe pour l’existence
de solutions à des équations différentielles est fait dans le chapitre sur les points fixes.
(1) Le théorème de Schauder a pour conséquence le théorème de Cauchy-Arzela 21.33 pour les

équations différentielles.
(2) Le théorème de Schauder 21.32 permet de démontrer une version du théorème de Cauchy-

Lipschitz (théorème 18.40) sans la condition Lipschitz
(3) Le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40 est utilisé à plusieurs endroits :

— Pour calculer la transformée de Fourier de e´x2{2 dans le lemme 30.17.
(4) Théorème de stabilité de Lyapunov 33.34.
(5) Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 33.35
(6) Équation de Schrödinger, théorème 33.41.
(7) L’équation px´ x0qαu “ 0 pour u P D 1pRq, théorème 31.64.
(8) La proposition 33.37 donne un résultat sur y2`qy “ 0 à partir d’une hypothèse de croissance.
(9) Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 33.39.

Thème 28 : injections
(1) L’espace de Sobolev H1pIq s’injecte de façon compacte dans C0pĪq, proposition 32.6.
(2) L’espace de Sobolev H1pIq s’injecte de façon continue dans L2pIq, proposition 32.6.
(3) L’espace L2pΩq s’injecte continument dans D 1pΩq (les distributions), proposition 31.20.

Thème 29 : logarithme
(1) Le logarithme pour les réels strictement positifs ln : s0,8r Ñ R est donné en la défini-

tion 16.58.
(2) Les principales propriétés sont dans la proposition 16.60 : lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq etc.
(3) La proposition 16.74 donne la série

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (-2.2)

(4) L’exemple 21.148 donne l’encadrement 0.644 ď lnp2q ď 0.846.
(5) La proposition 16.94 dit que toute matrice complexe admet un logarithme. En particulier

une série explicite est donné pour le logarithme d’un bloc de Jordan.
(6) Sur les complexes, le logarithme ln : C˚ Ñ C est la définition 27.54. Attention : ce n’est pas

la seule définition possible.
(7) La série harmonique diverge à vitesse logarithmique, et la série des inverses des nombres

premiers, c’est encore plus lent : théorème 16.83.

Thème 30 : inversion locale, fonction implicite
Des énoncés (1) Inversion locale dans Rn : théorème 18.47. Pour un Banach c’est le théo-

rème 18.48.
(2) Fonction implicite dans un Banach : théorème 18.49.

Des utilisations (1) Utilisé pour montrer que le flot d’une équation différentielle est un Cp-
difféomorphisme local, voir 33.30.

(2) Pour le théorème de Von Neumann 18.62.
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Thème 31 : convexité L’essentiel des résultats sur les fonctions convexes sont dans la sec-
tion 18.11. On a surtout :
(1) Définition des fonctions convexes : 18.76 et 18.92 en dimension supérieure.
(2) En termes de différentielles, 18.93 pour la différentielle première et 18.96 pour la hessienne.
(3) Une courbe paramétrée convexe est la définition 22.87.
(4) L’enveloppe convexe d’une courbe fermée simple et convexe : 22.89.
(5) Courbure et convexité d’une courbe paramétrée : section 22.12.4.
(6) Une courbe paramétrée convexe est localement le graphe d’une fonction convexe par le

lemme 22.88.
(7) La convexité est utilisée dans la méthode du gradient à pas optimal de la proposition 18.109.
En terme de parties convexes, on :

(1) Définition 10.24 d’une partie convexe d’un espace vectoriel.
(2) Une boule est convexe, exemple 10.25.

Thème 32 : fonction puissance Il y a beaucoup de choses à dire. . .
Définition Nous considérons, pout a ą 0, la fonction ga : R Ñ R donnée par gapxq “ ax. La

définition de cette fonction se fait en de nombreuses étapes.
(1) an pour n P N en la définition 1.59.
(2) an pour n P Z en la définition 13.309.
(3) a1{n pour n P Z en la définition 13.311.
(4) aq pour q P Q en la définition 13.311.
(5) n

?
x en la définition 13.313.

(6) La fonction ga est Cauchy-continue sur Q, c’est la proposition 13.324.
(7) ax pour a ą 0 et x P R en la définition 13.326.
(8) az pour a ą 0 et z P C en la définition 19.19.

Quelque propriétés (1) Pour tout q P Q, il y a un ?q dans R, proposition 1.130.
(2) Si a ą 0 et x, y P R nous avons paxqy “ payqx “ axy par la proposition 13.337.
(3) La fonction puissance est strictement croissante (en ses deux arguments), proposition

13.332.
Dérivation Comme toutes les choses sur la fonction puissance, les preuves sont assez différentes

selon que l’on parle de ax ou de xa.
(1) La fonctions puissance est strictement croissante, proposition 13.332
(2) La fonction ax est dérivable et sa dérivée vérifie g1apxq “ gapxqg1ap0q, proposition 13.340.
(3) La formule de dérivation pour x ÞÑ xq avec q P Q est la proposition 13.349.
(4) La dérivation de x ÞÑ xα avec α P R est la proposition 15.242. Si elle est tellement loin,

c’est parce qu’elle nécessite de permuter une limite de fonctions avec une dérivée.
(5) Pour la formule générale de dérivation de x ÞÑ ax demande de savoir les logarithmes

(proposition 16.66).
L’équation fonctionnelle L’exponentielle et plus généralement la fonction puissance gapxq “ ax

peut être introduite au moyen d’une équation fonctionnelle au lieu de l’équation différentielle
usuelle. Cette fameuse équation fonctionnelle est

fpx` yq “ fpxqfpyq (-2.3)

en la définition 13.342.
(1) Équivanlence entre l’équation fonctionnelle et l’équation différentielle, proposition 13.347.
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(2) La fonction gapxq “ ax vérifie l’équation fonctionnelle gapx ` yq “ gapxqgapyq et les
conséquences. C’est la définition 13.342 et les choses qui suivent.

(3) L’équation fonctionnelle pour une fonction continue f : R Ñ S1 est traitée dans la
proposition 13.353.

Une définition alternative de la fonction puissance serait de poser directement

ax “ ex lnpaq.

De là les propriétés se déduisent facilement. Dans cette approche, les choses se mettent dans l’ordre
suivant :
— Définir exppxq par sa série pour tout x.
— Démontrer que exppqq “ expp1qq pour tout rationnel q (première partie de la proposition

16.57).
— Définir e “ expp1q.
— Définir, pour x irrationnel, ax “ exppx lnpaqq.
— Prouver que ex “ exppxq pour tout x.

Thème 33 : dualité Ne pas confondre dual algébrique et dual topologique d’un espace vectoriel.
(1) Définition de la base duale 4.113.

Dual topologique et algébrique Ils sont définis par 4.112. Le dual algébrique est l’ensemble
des formes linéaires, et le dual topologique ne considère que les formes linéaires continues (en
dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toutes continues).

Topologie Une topologie possible sur le dual d’un espace vectoriel topologique est celle ˚-faible
de la définition 9.81.
Nous comparons les topologies faibles et de la norme en la section 12.11.

Théorèmes de dualité Quelques théorèmes établissent des dualités entre des espaces courants.
(1) Le théorème de représentation de Riesz 26.17 pour les espaces de Hilbert.
(2) La proposition 28.128 pour les espaces Lp

`r0, 1s˘ avec 1 ă p ă 2.
(3) Le théorème de représentation de Riesz 28.130 pour les espaces Lp en général.
Tous ces théorèmes donnent la dualité par l’application Φx “ xx, .y.

Thème 34 : opérations sur les distributions
(1) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par l’équation (31.96).
(2) Dérivation d’une distribution, proposition-définition 31.22.
(3) Produit d’une distribution par une fonction, définition 31.21.

Thème 35 : transformée de Fourier
(1) Définition sur L1, définition 30.1.
(2) La transformée de Fourier d’une fonction L1pRdq est continue, proposition 30.7.
(3) L’espace de Schwartz est stable par transformée de Fourier. L’application F : S pRdq Ñ

S pRdq est une bijection linéaire et continue. Proposition 30.14

Thème 36 : convolution
(1) Définition 28.52, et principales propriétés sur L1pRq dans le théorème 28.53.
(2) Inégalité de normes : si f P Lp et g P L1, alors }f ˚ g}p ď }f}p}g}1, proposition 28.56.
(3) ϕ P L1pRq et ψ P S pRq, alors ϕ ˚ ψ P S pRq, proposition 28.155.
(4) Les suites régularisantes : limnÑ8 ρn ˚ f “ f dans la proposition 30.19.
(5) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par l’équation (31.96).
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Thème 37 : méthode de Newton
(1) Nous parlons un petit peu de méthode de Newton en dimension 1 dans 35.6.
(2) La méthode de Newton fonctionne bien avec les fonctions convexes par la proposition 35.55.
(3) La méthode de Newton en dimension n est le théorème 35.61.
(4) Un intervalle de convergence autour de α s’obtient par majoration de |g1|, proposition 35.47.
(5) Un intervalle de convergence quadratique s’obtient par majoration de |g2|, théorème 35.53.
(6) En calcul numérique, section 35.6.

Thème 38 : méthodes de calcul
(1) Théorème de Rothstein-Trager 21.95.
(2) Algorithme des facteurs invariants 4.106.
(3) Méthode de Newton, théorème 35.61
(4) Calcul d’intégrale par suite équirépartie 29.8.

Thème 39 : espaces vectoriels
(1) Existence d’une base. Pour un espace vectoriel quelconque, proposition 4.20.
(2) Théorème de la base incomplète. Pour un espace vectoriel quelconque, théorème 4.21.

<++>

Thème 40 : définie positive
(1) Une application bilinéaire est définie positive lorsque gpu, uq ě 0 et gpu, uq “ 0 si et seulement

si u “ 0 est la définition 11.4.
(2) Un opérateur ou une matrice est défini positif si toutes ses valeurs propres sont positives,

c’est la définition 11.191.
(3) Pour une matrice symétrique, définie positive si et seulement si xAx, xy ą 0 pour tout x.

C’est le lemme 11.196.
(4) Une application linéaire est définie positive si et seulement si sa matrice associée l’est. C’est

la proposition 11.195.
Remarque : nous ne définissons pas la notion de matrice définie positive dans le cas d’une matrice
non symétrique.

Thème 41 : norme matricielle, norme opérateur et rayon spectral Quelque définitions
(1) Définition de la norme opérateur : définition 12.10.
(2) Définition du rayon spectral 12.15.
La norme matricielle n’est rien d’autre que la norme opérateur de l’application linéaire donnée

par la matrice.

(1) Lien entre norme matricielle et rayon spectral, le théorème 12.27 assure que }A}2 “
a
ρpAtAq.

(2) Lien entre valeurs propres et norme opérateur : le lemme 12.28 pour les matrices symétriques
strictement définies positives donne }A}2 “ λmax.

(3) Pour toute norme algébrique nous avons ρpAq ď }A}, proposition 12.22.
(4) Dans le cadre du conditionnement de matrice. Voir en particulier la proposition 35.108 qui

utilise le théorème 12.27.
(5) Rayon spectral et convergence de méthode itérative, proposition 35.144.

Pour la norme opérateur nous avons les résultats suivants.

(1) La majoration }Au} ď }A}}u} est le lemme 12.17.
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(2) Définition d’une algèbre : 3.71 et pour une norme d’algèbre : 12.14.
(3) La norme opérateur est une norme d’algèbre, lemme 12.20.
(4) Pour des espaces vectoriels normés, être borné est équivalent à être continu : proposi-

tion 12.25.
(5) Le lemme à propos d’exponentielle de matrice 16.117 donne :

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq.

La norme opérateur est utilisée pour donner une norme sur les produits tensoriels, définition
12.129.

Une norme matricielle donne une topologie. Il y a donc également des liens entre rayon spectral
et convergence de série. Dans cette optique, pour les séries de matrices, voir le thème 42.

Thème 42 : série de matrices
(1) Rayon spectral et norme opérateur : thème 41.
(2) Exponentielle de matrices : thème 56.
(3) Série entière de matrices : section 16.12.
(4) Pour la série

ř
k A

k “ p1´Aq´1.
— Pour un espace de Banach : proposition 12.158.
— Pour les matrices nilpotentes : proposition 11.162.
— En lien avec le rayon spectral (si et seulement si ρpAq ă 1) dans la proposition 16.113.
— Le lemme 16.28 parle de la série entière

ř
nPN znk “ p1´ zkq´1.

Cette série est utilisée entre autres dans la proposition 35.164 pour prouver qu’une M-matrice
irréductible vérifie A´1 ą 0.

Thème 43 : rang
(1) Définition 4.38.
(2) Le théorème du rang, théorème 4.39
(3) Prouver que des matrices sont équivalentes et les mettre sous des formes canoniques, lemme 4.104

et son corollaire 4.105.
(4) Tout hyperplan deMpn,Kq coupe GLpn,Kq, corollaire 4.105. Cela utilise la forme canonique

sus-mentionnée.
(5) Le lien entre application duale et orthogonal de la proposition 4.121 utilise la notion de rang.
(6) Le lemme 11.252 parle de commutant et utilise la notion de rang. Ce lemme sert à prouver

diverses conditions équivalentes à être un endomorphisme cyclique dans le théorème 11.253.

Thème 44 : extension de corps et polynômes
(1) Définition d’une extension de corps 6.51.
(2) Pour l’extension du corps de base d’un espace vectoriel et les propriétés d’extension des

applications linéaires, voir la section 11.14.
(3) Extension de corps de base et similitude d’application linéaire (ou de matrices, c’est la même

chose), théorème 11.255.
(4) Extension de corps de base et cyclicité des applications linéaires, corollaire 11.254.
(5) À propos d’extensions de Q, le lemme 6.155.
(6) Corps de rupture : définition 6.102 existence par la proposition 6.109. Il n’y a pas unicité.
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(7) Corps de décomposition : définition 6.118. Attention : le plus souvent nous parlons de corps
de décomposition d’un seul polynôme. Cette définition est un peu surfaite. Existence par la
proposition 6.119 qui le donne même comme extension par toutes les racines, et unicité à iso-
morphisme près par le théorème 6.121, énoncé de façon plus simple (mais pas indépendante !)
en la proposition 6.122.

Un trio de résutats d’enfer est :

(1) Dans un anneau principal qui n’est pas un corps, un idéal est maximal si et seulement si il
est engendré par un irréductible (proposition 3.102).

(2) Dans un anneau, un idéal I est maximam si et seulement si A{I est un corps (proposition 3.50)

(3) Si K est un corps, KrXs est principal (lemme 3.163).

Thème 45 : décomposition de matrices

(1) Décomposition de Bruhat, théorème 14.37.

(2) Décomposition de Dunford, théorème 11.216.

(3) Décomposition polaire 14.31 et la proposition 18.58 pour la régularité.

Thème 46 : systèmes d’équations linéaires

— Algorithme des facteurs invariants 4.106.

— La méthode du gradient à pas optimal permet de résoudre par itérations Ax “ b lorsque A
est symétrique strictement définie positive. Il s’agit de minimiser une fonction bien choisit.
Propositions 18.108 pour l’existence et 18.109 pour la méthode.

Thème 47 : formes bilinéaires et quadratiques

(1) Les formes bilinéaires sont définies en 11.1.

(2) Forme quadratique, définition 11.199

(3) Une isométrie d’une forme bilinéaire est affine ou linéaire, théorème 11.269.

(4) Forme bilinéaire dégénérée, définition 11.266.

(5) Une forme bilinéaire est non-dénénérée si et seulement si sa matrice associée est inversible,
c’est la proposition 11.268.

(6) Une isométrie d’une forme bilinéaire est linéaire ou affine par le théorème 11.269.

Thème 48 : arithmétique modulo, théorème de Bézout

(1) Pour Z˚ c’est le théorème 3.13.

(2) Théorème de Bézout dans un anneau principal : corollaire 3.111.

(3) Théorème de Bézout dans un anneau de polynômes : théorème 6.40.

(4) En parlant des racines de l’unité et des générateurs du groupe unitaire dans le lemme 20.4.
Au passage nous y parlerons de solfège.

(5) La proposition 3.15 qui donne tout entier assez grand comme combinaisons de a et b à
coefficients positifs est utilisée en chaînes de Markov, voir la définition 39.42 et ce qui suit.

(6) PGCD et PPCM sont dans la définition 1.46.

(7) Calcul effectif du PGCD puis des coefficients de Bézout : sous-sections 3.3.4.1 et 3.3.4.2.
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Thème 49 : polynômes
Définitions Soient un anneau A, un corps K, une extension L de K et un élément α P L.

(1) ArXs, définition 3.145 ; l’anneau KrXs a même définition parce que c’est un cas parti-
culier. L’évaluation d’un polynôme en un élément de l’anneau, P pαq est définie en 3.147.

(2) Liens entre Krαs, KrXs, Kpαq et KpXq lorsque α est transcendant, proposition 6.82.
Et la proposition 6.85 pour le cas où α est algébrique.

(3) Si A est un anneau et si α est un élément d’une extension de A (comme anneau),
nous écrivons Arαs pour le plus petit sous-anneau de B contenant A et α. C’est la
définition 3.155.

(4) KpXq, le corps des fractions de KrXs, définition 6.72. Si R “ P {Q dans KpXq, l’éva-
luation est Rpαq “ P pαqQpαq´1, définition 6.73.

(5) KpαqL est le plus petit corps de L contenant K et α, définition 6.74.
(6) À propos de polynômes à plusieurs variables.

— Anneau de polynômes : ArX1, . . . , Xns est la définition 3.182.
— Corps engendré : Kpα1, . . . , αnq est la définition 6.115.
— Corps des fractions rationnelles : KpX1, . . . , Xnq est la définition 6.116.

Coefficients dans un anneau commutatif (1) Les polynômes à coefficients dans un anneau
commutatif sont à la section 3.13.

Coefficients dans un corps Les polynômes à coefficients dans un corps sont à la section 6.3.
(1) Nous parlons de l’idéal des polynômes annulateurs dans le théorème 6.36.
(2) Le théorème 6.36 dit que KrXs est un anneau principal et que tous ses idéaux sont

engendrés par un unique polynôme unitaire.
(3) Le polynôme minimal est irréductible, proposition 6.62.
(4) Quelques formules sur le pgcd, lemme 6.49.

Polynôme primitif (1) Un polynôme est irréductible sur A si et seulement si irréductible et
primitif sur le corps des fractions, corollaire 3.179.

Polynôme d’endomorphisme C’est la section 11.8.
Racines et factorisation (1) Si A est un anneau, la proposition 3.173 factorise une racine.

(2) Si A est un anneau, la proposition 3.175 factorise une racine avec sa multiplicité.
(3) Si A est un anneau, le théorème 3.177 factorise plusieurs racines avec leurs multiplicités.
(4) Le théorème 3.177 nous indique que lorsqu’on a autant de racines (multiplicité comprise)

que le degré, alors nous avons toutes les racines.
(5) Si K est un corps et α une racine dans une extension, le polynôme minimal de α divise

tout polynôme annulateur par la proposition 6.83.
(6) Le théorème 6.99 annule un polynôme de degré n ayant n` 1 racines distinctes.
(7) La proposition 6.158 nous annule un polynôme à plusieurs variables lorsqu’il a trop de

racines.
(8) En analyse complexe, le principe des zéros isolés 27.20 annule en gros toute série entière

possédant un zéro non isolé.
(9) Polynômes irréductibles sur Fq.

Thème 50 : zoologie de l’algèbre Nous listons ici un peu tous les termes qui arrivent en
algèbre.

Éléments Pour les éléments, nous avons :
(0a) Élément irréductible en 3.88.
(0b) Élément premier en 3.113.
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Anneaux Pour les anneaux, nous avons :
(0a) Anneau factoriel en 3.92.
(0b) Anneau principal en 3.96.
(0c) Anneau intègre en 1.54.
(0d) Anneau noetherien en 3.119.

Idéaux Pour les idéaux, nous avons :
(0a) Idéal principal en 3.95.
(0b) Idéal premier en 3.97.

Thème 51 : invariants de similitude
(1) Théorème 11.241.
(2) Pour prouver que la similitude d’applications linéaires résiste à l’extension du corps de base,

théorème 11.255.
(3) Pour prouver que la dimension du commutant d’un endomorphisme de E est de dimension

au moins dimpEq, lemme 11.252.
(4) Nous verrons dans la remarque 11.242 à propos des invariants de similitude que toute ma-

trice est semblable à la matrice bloc-diagonale constituées des matrices compagnon (défini-
tion 11.236) de la suite des polynômes minimals.

Thème 52 : diagonalisation Des résultats qui parlent diagonalisation
(1) Définition d’un endomorphisme diagonalisable : 11.164.
(2) Conditions équivalentes au fait d’être diagonalisable en termes de polynôme minimal, y

compris la décomposition en espaces propres : théorème 11.167.
(3) Diagonalisation simultanée 11.170, pseudo-diagonalisation simultanée 11.274.
(4) Diagonalisation d’exponentielle 16.95 utilisant Dunford.
(5) Décomposition polaire théorème 14.31. M “ SQ, S est symétrique, réelle, définie positive,

Q est orthogonale.
(6) Décomposition de Dunford 11.216. u “ s ` n où s est diagonalisable et n est nilpotent,

rs, ns “ 0.
(7) Réduction de Jordan (bloc-diagonale) 11.244.
(8) L’algorithme des facteurs invariants 4.106 donne U “ PDQ avec P et Q inversibles, D

diagonale, sans hypothèse sur U . De plus les éléments de D forment une chaîne d’éléments
qui se divisent l’un l’autre.

Le théorème spectral et ses variantes :
(1) Théorème spectral, matrice symétrique, théorème 11.189. Via le lemme de Schur complexe

11.176.
(2) Théorème spectral autoadjoint (c’est le même, mais vu sans matrices), théorème 11.287
(3) Théorème spectral hermitien, lemme 11.183.
(4) Théorème spectral, matrice normales, théorème 11.186.

Pour les résultats de décomposition dont une partie est diagonale, voir le thème 45 sur les décom-
positions.

Thème 53 : endomorphismes cycliques
(1) Définition 11.138.
(2) Son lien avec le commutant donné dans la proposition 11.250 et le théorème 11.253.
(3) Utilisation dans le théorème de Frobenius (invariants de similitude), théorème 11.241.
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Thème 54 : déterminant
(1) Déterminant d’une matrice : définition 4.68.
(2) Déterminant d’un endomorphisme 11.50.
(3) Principales propriétés algébriques du déterminant : la proposition 11.52.
(4) Déterminant et manipulations de lignes et colonnes, section 4.3.10 et les propositions qui

précèdent à partir du lemme 4.70 qui dit que detpAq “ detpAtq.
(5) Les n-formes alternées forment un espace de dimension 1, proposition 11.45.
(6) Déterminant d’une famille de vecteurs 11.46.
(7) Calcul d’un déterminant de taille 2ˆ 2 : équation (4.88).
(8) Interprétations géométriques

(8a) À propos d’orthogonalité, le déterminant est très lié au produit vectoriel en dimension
3. Et il le généralise en dimension supérieure.
i. Liaison au produit vectoriel (orthogonalité) dans la proposition 11.38.
ii. En particulier le lemme 11.39 nous dit comment un déterminant donne un vecteur

orthogonal à une famille donnée de vecteurs.
(8b) Déterminant et aires, volumes

i. Déterminant et mesure de Lebesgue : théorème 15.251.
ii. Aire du parallélogramme : proposition 19.56.
iii. Volume du parallélépipède avec le produit mixte et le déterminant 3ˆ 3, 19.57.

Tant que nous en sommes dans les interprétations géométrique, il faut lier déterminant, pro-
duit vectoriel, orthogonalité et mesure en notant que l’élément de volume lors de l’intégration
en dimension 3 est donné par (21.186) : dS “ }TuˆTv} qui est la norme du produit vectoriel
des vecteurs tangents à la paramétrisation.
Nous voyons dans l’équation (21.183) que l’élément de volume pour une partie de dimension
n dans Rm (à l’occasion d’y intégrer une fonction) est donné par un déterminant mettant en
jeu les vecteurs tangents de la paramétrisation.

(9) Le déterminant de Vandermonde est à la proposition 11.54. Il est utilisé à divers endroits :
(9a) Pour prouver que u est nilpotente si et seulement si Trpupq “ 0 pour tout p (lemme

11.160)
(9b) Pour prouver qu’un endomorphisme possédant dimpEq valeurs propres distinctes est

cyclique (proposition 11.250).

Thème 55 : polynôme d’endomorphismes
(1) Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 11.250.
(2) Racine carré d’une matrice hermitienne positive, proposition 14.26.
(3) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 11.262.
(4) Décomposition de Dunford, théorème 11.216.
(5) Algorithme des facteurs invariants 4.106.

Thème 56 : exponentielle Toutes les exponentielles sont définies par la série

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! ,

tant que la somme a un sens.
Réels Voici le plan que nous suivons dans le Frido :

— L’exponentielle est définie par sa série en 16.37.
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— Nous démontrons qu’elle vérifie l’équation différentielle y1 “ y, yp0q “ 1 (théorème
16.54).

— Nous démontrons l’unicité de la solution à cette équation différentielle.
— Nous démontrons qu’elle est égale à x ÞÑ yp1qx. Cela donne la définition du nombre e

comme valant yp1q.
— Nous définissons le logarithme comme l’application réciproque de l’exponentielle (défi-

nition 16.58).
— Les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus) sont définies par leurs séries. Il est

alors montré que eix “ cospxq ` i sinpxq.
Complexes (1) Le fait que eiθ donne tous les nombres complexes de norme 1 est la proposi-

tion 19.60.
(2) Le groupe des racines de l’unité est donné par l’équation (20.1).

Algèbre normée commutative Pour la définition c’est la proposition 16.37 et pour la régularité
C8 c’est la proposition 16.41.

Idem non commutatif Il y a une tentative de théorème 16.42, mais c’est principalement pour
les matrices qu’il y a des résultats.

Matrices De nombreux résultats sont disponibles pour les exponentielles de matrices.

(1) Les sections 12.10 et 16.4.4 parlent d’exponentielle de matrices.
(2) L’exponentielle donne lieu à une fonction de classe C8, proposition 16.114.
(3) Le lemme à propos d’exponentielle de matrice 16.117 donne :

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq.

(4) La proposition 16.95 : si A PMpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A est
diagonalisable si et seulement si eA est diagonalisable.

(5) La section 16.12.3 parle des fonctions exponentielle et logarithme pour les matrices.
Entre autres la dérivation et les séries.

(6) Pour résoudre des équations différentielles linéaires : sous-section 33.6.1.
(7) La proposition 16.94 dit que l’exponentielle est surjective sur GLpn,Cq.
(8) La proposition 12.161 : si u est un endomorphisme, alors exppuq est un polynôme en u.
(9) Calcul effectif : sous-section 16.12.4.
(10) Proposition 14.22 : si A PMpn,Cq alors eTrpAq “ detpeAq.
(11) Les séries entières de matrices sont traitées autour de la proposition 16.111.

Thème 57 : types d’anneaux Définition d’anneau : définition 1.37.
(1) Z est intègre, exemple 3.75, principal et euclidien (proposition 3.132).
(2) ZrXs n’est pas principal (voir (3)).
(3) Si A est un anneau intègre qui n’est pas un corps, alors ArXs n’est pas principal, lemme 3.133.
(4) L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact donné est principal, proposition 27.24.
(5) L’anneau Zri?3s n’est pas factoriel, exemple 3.94.
(6) L’anneau Zri?5s n’est ni factoriel ni principal, exemple 3.123.
(7) Tous les idéaux de Z{6Z sont principaux, mais Z{6Z n’est pas principal. Exemple 3.106.

Thème 58 : sous-groupes
(1) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 11.262.
(2) Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 14.38 ou proposition 14.39.
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Thème 59 : groupe symétrique
(1) Définition 2.60.
(2) La signature ε : Sn Ñ t´1, 1u est l’unique homomorphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u, pro-

position 2.73(1).
(3) La table des caractères du groupe symétrique S4 est donné dans la section 17.5.
(4) Le groupe symétrique S4 est le groupe des symétries affines du tétraèdre régulier, proposi-

tion 19.12.
(5) Le groupe alterné A5 est l’unique groupe simple d’ordre 60, proposition 5.40.
(6) La proposition 5.30 donne la position du groupe alterné dans le groupe symétrique : An est

un sous-groupe caractéristique de Sn et l’unique sous-groupe d’indice 2.

Thème 60 : action de groupe
(1) Définition d’une action de groupe sur un ensemble : 2.43.
(2) Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 24.93.
(3) La formule de Burnside (théorème 2.56) parle du nombre d’orbites pour l’action d’un groupe

fini sur un ensemble fini.
(4) Des applications de la formule de Burnside : le jeu de la roulette et l’affaire du collier, 19.9.2.1

et 19.9.2.2.
(5) Le groupe symétrique Sn agit sur l’anneau KrT1, . . . , Tns, lemme 6.150.

Thème 61 : classification de groupes
(1) Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
(2) Le groupe alterné est simple, théorème 5.36.
(3) Définition 5.6 d’un p-groupe.
(4) Théorème de Sylow 5.11.
(5) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 11.262.
(6) pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corollaire 20.34.

Thème 62 : produit semi-direct de groupes
(1) Définition 2.76.
(2) Le corollaire 2.78 donne un critère pour prouver qu’un produit NH est un produit semi-

direct.
(3) L’exemple 19.96 donne le groupe des isométries du carré comme un produit semi-direct.
(4) Le théorème 5.25 classifie les groupes d’ordre pq (p, q premiers distincts) à grands coups de

produit semi-directs.
(5) Le théorème 19.1 donne les isométries de Rn par IsompRnq “ T pnq ˆρ Opnq où T pnq est le

groupe des translations.
(6) La proposition 19.3 donne une décomposition du groupe orthogonal Opnq “ SOpnq ˆρ C2 où

C2 “ tId, Ru où R est de déterminant ´1.
(7) La proposition 10.57 donne AffpRnq “ T pnq ˆρ GLpn,Rq où AffpRnq est le groupe des

applications affines bijectives de Rn.

Thème 63 : théorie des représentations
(1) Définition 4.128.
(2) Table des caractères du groupe diédral, section 19.15.
(3) Table des caractères du groupe symétrique S4, section 17.5.
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Thème 64 : isométries Il y a pRn, }.}q et Rn, d.
Les isométries de }.} sont linéaires, tandit que les isométries de la distance contiennent aussi

les translations et les rotation de centre différent de l’origine.
Ne pas confondre une isométrie d’un espace affine avec une isométrie d’un espace euclidien. Les

isométrie d’un espace euclidien préservent le produit scalaire et fixent donc l’origine (lemme 11.16).
Les isométrie des espaces affines par contre conservent les distances (définition 10.58) et peuvent
donc déplacer l’origine de l’espace vectoriel sur lequel il est modelé ; typiquement les translations
sont des isométries de l’espace affine mais pas de l’espace euclidien.

Parfois, lorsqu’on coupe les cheveux en quatre, il faut faire attention en parlant de Rn : soit on
en parle comme d’un espace métrique (muni de la distance), soit on en parle comme d’un espace
normé (muni de la norme ou du produit scalaire).
Général Quelque résultats généraux et en vrac à propos d’isométries.

(1) Définition d’une isométrie pour une forme bilinéaire, 11.204. Pour une forme quadra-
tique : définition 11.203.

(2) Définition du groupe orthogonal 11.81, et le spécial orthogonal SOpnq en la défini-
tion 11.84. Le groupe SOp2q est le groupe des rotations, par corollaire 19.137.

(3) La rotation RApθq d’un angle θ autour du point A P R2 est donnée par la définition
19.126.

(4) La proposition 19.138 donne à toute rotation R0pθq une matrice de la forme connue.
C’est autour de cela que nous définissons les angles, définition 19.156.

(5) Le groupe orthogonal est le groupe des isométries de Rn, proposition 11.83.
(6) Les isométries de l’espace euclidien sont affines, 11.269.
(7) Les isométries de l’espace euclidien comme produit semi-direct : IsompRnq » T pnq ˆρ

Opnq, théorème 19.1.
(8) Isométries du cube, section 5.7.
(9) Nous parlons des isométries affines du tétraèdre régulier dans la proposition 19.12.

Groupe diédral Le groupe diédral est un peu central dans la théorie des isométries de pR2, dq
parce que beaucoup de sous-groups finis des isométries de pR2, dq sont en fait isomorphes au
groupe diédral.
(1) Générateurs du groupe diédral, proposition 19.94.
(2) Un sous-groupe fini des isométries de pR2, dq contenant au moins une réflexion est

isomorphe au groupe diédral par le théorème 19.164.
(3) Le théorème 19.166 dit que le groupe des isométries propres d’une partie quelconque de

pR2, dq est soit cyclique soit isomorphe au groupe diédral.
Isométries et réflexions Dans un espace euclidien, toute isométrie peut être décomposée en

réflexions autour d’hyperplans. Voici quelque énoncés à ce propos.
(1) Définition d’une réflexion dans R2 19.120.
(2) La caractérisation en termes de projection orthogonale est le lemme 19.109 ; en terme

de médiatrice c’est le lemme 19.112.
(3) Définition d’un hyperplan 11.256.
(4) En dimension 2, une rotation est définie comme composée de deux réflexions en la

définition 19.117.
(5) En dimension 2, les réflexion ont un déterminant ´1 par le lemme 19.130.
(6) Les isométries du plan pR2, dq sont données dans le théorème 19.163, et sont au plus 3

réflexions par le théorème 19.161.
(7) Décomposition des isométries de Rn en réflexions par le lemme 19.79.
(8) En particulier, les éléments de SOp3q sont des compositions de deux réflexions par le

corollaure 19.81.
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(9) Une isométrie de Rn préserve l’orientation si et seulement si est elle composition d’un
nombre pair de réflexions. C’est le théorème 19.83.

Sous-groupe fini (1) Les sous-groupes finis des isométries de pR2, dq sont cycliques, théorème
19.164.

(2) Les sous-groupes finis de SOp3q sont listés dans 19.188.
(3) Les sous groupes finis de SOp2q sont cycliques, lemme 19.141.

Thème 65 : caractérisation de distributions en probabilités
(1) La probabilité conjointe est la définition 37.19.
(2) La fonction de répartition est la définition 37.53.
(3) La fonction caractéristique est la définition 37.55.

Thème 66 : théorème central limite
(1) Pour les processus de Poisson, théorème 41.5.

Thème 67 : lemme de transfert Il y a deux résultats qui portent ce nom. Le premier est dans
la théorie de Fourier, le résultat f̂ 1 “ iξf̂ .
(1) Lemme 30.13 sur S pRdq
(2) Lemme 32.10 pour L2.
L’autre lemme de transfert est en théorie des tribus, le résultat σ

`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ du

lemme 15.47. Celui-ci est d’ailleurs plutôt nommé « lemme de transport ».

Thème 68 : probabilités et espérances conditionnelles Les deux définitions de base, sur
lesquelles se basent toutes les choses conditionnelles sont :
— L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire sachant une tribu : EpX|Fq de la défini-

tion 37.31.
Les autres sont listées ci-dessous.

Probabilité conditionnelle .
Plusieurs probabilités conditionnelles.
— D’un événement en sachant un autre : la définition 37.29 donne

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq

Cela est la définition de base. L’autre est une définition dérivée.
— D’un événement vis-à-vis d’une variable aléatoire discrète. C’est par la définition 37.47

qui défini la variable aléatoire

P pA|Xqpωq “ P pA|X “ Xpωqq.

Dans le cas continu, c’est la définition 37.48 :

P pA|Xq “ P pA|σpXqq “ Ep1A|σpXqq.

— D’un événement par rapport à une tribu. C’est la variable aléatoire

P pA|Fq “ Ep1A|Fq.

Espérances conditionnelles Plusieurs espérances conditionnelles.
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— d’une variable aléatoire par rapport à une tribu. La variable aléatoire EpX|Fq est la
variable aléatoire F-mesurable telle que

ż

B
EpX|Fq “

ż

B
X

pour tout X P F . Si X P L2pΩ,A, P q alors EpX|Fq “ projKpXq où K est le sous-
ensemble de L2pΩ,A, P q des fonctions F-mesurables (théorème 37.31). Cela au sens des
projections orthogonales.

— d’une variable aléatoire par rapport à une autre. La définition 37.33 est une variation
sur le même thème :

EpX|Y q “ EpX|σpY qq,
Notons que partout, si X est une variable aléatoire, la notation « sachant X » est un raccourcis

pour dire « sachant la tribu engendrée par X ».

Thème 69 : dénombrements
— Coloriage de roulette (19.9.2.1) et composition de colliers (19.9.2.2).
— Nombres de Bell, théorème 16.124.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décomposition de fractions en éléments simples, théorème 20.29.

Thème 70 : enveloppes
(1) L’ellipse de John-Loewner donne un ellipsoïde de volume minimum autour d’un compact

dans Rn, théorème 18.117.
(2) Le cercle circonscrit à une courbe donne un cercle de rayon minimal contenant une courbe

fermée simple, proposition 22.86.
(3) Enveloppe convexe du groupe orthogonal 14.36.
(4) Enveloppe convexe d’une courbe fermée plane comme intersection des demi-plans tangents,

proposition 22.92.

Thème 71 : équations diophantiennes
(1) Équation ax` by “ c dans N, équation (3.58).
(2) Dans 3.3.8, nous résolvons ax` by “ c en utilisant Bézout (théorème 3.13).
(3) L’exemple 3.137 donne une application de la pure notion de modulo pour x2 “ 3y2 ` 8. Pas

de solutions.
(4) L’exemple 3.138 résout l’équation x2`2 “ y3 en parlant de l’extension Zri?2s et de stathme.
(5) Les propositions 3.142 et 3.144 parlent de triplets pythagoriciens.
(6) Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décomposition de fractions en éléments simples, théorème 20.29.
(7) La proposition 1.50 donne une bijection N ˆ N Ñ N en résolvant dans N (entre autres)

l’équation k “ y2 ` x pour k fixé.

Thème 72 : techniques de calcul Il y en a pour tous les gouts.
Primitives et intégrales Toute la section 18.12 donne des trucs et astuces pour trouver des

primitives et des intégrales.
Limite à deux variables Les exemples de limites à plusieurs variables font souvent intervenir

des coordonnées polaires (du théorème 19.190) ou autres fonctions trignométriques. Ils sont
donc placés beaucoup plus bas que la théorie.
— Méthode du développement asymptotique, sous-section 19.13.2.
— Méthode des coordonnées polaires, sous-section 19.13.1.
— Utilisation du théorème de la fonction implicite, dans l’exemple 19.192.
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Conventions et notations

Il y a quelque conventions et notations par-ci par-là. En voici une liste.
— Matrice, application linéaires et changement de bases, c’est la section 11.11.

<++>
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au sens complexe, 1606

angle
d’une courbe, 1483
entre deux droites, 1229
orienté de vecteurs, 1225

angle entre deux vecteurs, 1183
Anneau

Z{nZ
polynôme cyclotomique, 1300

anneau, 111
Z{nZ, 273, 1296, 1304, 1309
à division, 287
de séries formelles, 1041
utilisation, 1626

euclidien
facteurs invariants, 251

factoriel, 189
noethérien, 196
principal, 193, 291, 490
utilisation, 293

quotient par un idéal, 180
anneau commutatif, 112
anneau intègre, 114
apériodique

état d’une chaîne de Markov, 2137
chaîne de Markov, 2138

application
définie positive, 440
de classe Ck, 755
différentiable, 610, 724, 752, 755, 1094, 1424
extrema lié, 1108

en escalier, 1429

linéaire
théorème de Banach-Steinhaus, 594

mesurable, 855
multilinéaire, 577
ouverte, 575
semi-définie positive, 440
tangente, 729

application bilinéaire, 439
application réciproque, 357
approximation

de fonctions
par des polynômes, 2074

de l’unité, 1668
par polynômes, 1065
polynomiale, 1613

arc
géométriques, 1465
paramétré, 1449

arc cosinus, 1180
arc sinus, 1178
arc tangente, 1177
archimédien, 119
associée

subdivision, 1429
associés

éléments d’un anneau, 187
asymptotiquement pivotale, 2099
attractif

point fixe, 1080
automorphisme

d’espace vectoriel, 224
axiome

du choix, 106

Bézout
anneau principal, 193
calcul effectif, 171
nombres entiers, 168
polynômes, 300

Baire
espace, 415
théorème, 410, 415
tribu, 849

Banach
espace, 392

barycentre
cas affine, 424
cas vectoriel, 1200
enveloppe convexe, 428

base, 216
d’un module, 184
de Newton, 1935
de topologie, 351
dénombrable, 361
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espace métrique, 361
duale, 255
espace préhilbertien, 1583
hilbertienne, 1583
utilisation, 1745

locale, 1562
base associée à un repère cartésien, 417
base canonique de Rm, 219
Bergman (espace), 1728
Bernoulli, 2042

somme, 2060
Berry-Esséen (borne), 2041
Bessel

inégalité, 1582
biais

d’estimateur, 2088
bien

conditionné, 1906
enchaîné, 408

bijection, 106, 356
bilinéaire, 578
binormale, 1474
birégulier

point sur une courbe, 1463
birapport, 1520
birapport dans CY t8u, 1538
Bolzano-Weierstrass

espaces métriques, 362
bon

ordre, 106
borélienne

fonction, 861
tribu, 876

boréliens, 876
bord, 384
borné, 361

partie de V , 473
temps d’arrêt, 2146

bornée
différentielle, 747
partie de Rm, 667
suite, 373

boule
avec semi-normes, 411
fermée, 383, 473
ouverte, 360, 383, 473

boule dans un corps, 119
Bruhat (décomposition), 841
Burnisde

formule, 156

Cône de lumière, 2177
canonique

base, 219

décomposition, 109
espace affine, 417

Cantor
ensemble, 906

caractéristique
d’un anneau, 182
d’une équation différentielle, 1877
polynôme, 492
sous-groupe, 141

caractère, 1051
abélien, 1045
de S4, 1059
groupe diédral, 1287
irréductible, 1052

cardinal, 109
cardioïde, 1463
carré

dans un corps fini, 1310
carrée

matrice, 231
carte, 1342
catégorie

ensemble de première, 410
Cauchy

critère
uniforme, 763

déterminant, 463
formule, 1606
produit, 980
suite, 397
théorème, 263

Cauchy-continue, 660
Cauchy-Riemann, 1601
Cauchy-Schwarz, 441, 1573
Cayley

théorème, 263
cellule d’un pavage, 1429
centrale (application), 1052
centralisateur, 112, 141
centre

d’un anneau, 112
d’un groupe, 141
d’une rotation, 1214

cercle
circonscrit à une courbe, 1490
dans la sphère de Riemann, 1530

cercle-droite, 1531
cercles

perpendiculaires, 1501
Cesaro

moyenne, 588
chaîne, 408

de Markov, 2117
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apériodique, 2138
convergence, 2138
finie, 2118
homogène, 2117
irréductible, 2123
récurrente positive, 2132
régulière, 2119

champ
conservatif, 1401
de vecteurs, 1361

champ dérivant d’un potentiel, 1400
changement de variable, 1465
Chasles, 417
Chemin

classe C2, 1360
chemin, 1360, 1449

dans Rp, 1449
circulation, 1399
clôture algébrique, 309
classe

d’association, 187
de conjugaison, 144

classe C1, 611
classe C0, 759
classe Cp, 759
classe d’association, 187
classe de conjugaison

dans S4 , 160
codimension, 220
coefficients

de Fourier, 1670
coefficients binomiaux, 178
coefficients de Fourier, 1682
coercion, 1596
coercive, 1134
colinéarité, 1507
combinaison

convexe, 424
combinatoire, 1209
commutant, 533
commutateur

dans un groupe, 144
commutatif

groupe, 111
compacité, 362, 405, 408, 1617, 1641

sous-groupes du groupe linéaire, 844
théorème de Dini, 765
utilisation, 1144
théorème de Montel, 1727

compact, 349, 476
arc paramétré, 1449
boule unité, 371
et fonction continue, 362, 378

fermé et borné, 370
implique fermé, 352
intervalle ra, bs, 369
le coup du, 1073
localement, 350
opérateur, 1643
produit dénombrable, 409
produit fini, 408
quasi, 349
relatif, 1643
relativement, 350
séquentiellement, 350
suite exhaustive, 406

complément
à deux, 1896

complémentaire, 107
complété

d’un espace métrique, 1152
complétion

projective, 1510
complétude, 1150, 1152, 1656

espaces Lp, 1657
complète

famille de projecteurs, 184
complet

R

corps, 134
espace métrique, 398

corps, 119
espace mesuré, 865
espace topologique, 391
métrique, 391

composante, 812
composition

suite de, 149
concaténation

de langages, 2166
de mots, 2165

concave, 1110
log-concave, 1117

condition initiale, 1865
conditionnement

absolu, 1906
d’une matrice inversible, 1940
relatif asymptotique, 1925

conjugués
éléments d’une extension, 307

connectés
indices d’une matrice, 1967, 1968

connexe
par arc, 381

connexité, 408
définition, 348
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et intervalles, 377
fonction holomorphe, 1610
indice d’une courbe, 1605
le groupe GL`pn,Rq, 832
par arc
fonction différentiable, 752

points d’accumulation, 405
prolongement analytique, 1154
signature d’une forme quadratique, 1139
théorème de Runge, 1613
théorème des valeurs intermédiaires, 651
utilisation
Brouwer, 1609

Conservative, 1364
consistance

estimateur, 2087
ordre, 1990

constructible
angle, 1336
point, 1332
réel, 1332

construction
des réels, 127

contenu, 210
continue

fonction entre espaces métriques, 403
fonction entre espaces topologiques, 354
forme différentielle, 717
sur espace métrique, 652
uniformément, 667

continue sur R, 647
continuité

fonction définie par une intégrale, 1072
séquentielle, 356

contraction, 1081
convergeant

schéma discret, 1990
convergence

commutative, 596
dans un espace vectoriel normé, 371
de martingales, 2147
de suite, 346
en loi, 2031
en probabilité, 2031
ordre, 1921
presque surement, 2031
quadratique, 1911
rapidité, 1014, 1752, 1754, 1920, 2060
suite
dans un corps, 119

suite dans Rm, 385
suite numérique, 371, 1065, 1737
Abel angulaire, 1388

uniforme, 763
intégrale, 1070
théorème de Dini, 765

convergence absolue, 581
convergence forte, 595
convergence normale, 581
convergence uniforme

série de fonctions, 581
convergent

estimateur, 2087
convexe

courbe plane, 1492
fonction sur Rn, 1119

convexité
barycentre, 427
enveloppe de Opnq, 840
fonction, 1110
inégalité de Jensen, 1125
locale, 1719
méthode de Newton, 1916
utilisation, 1144

convolution, 2005, 2140
convolution sur S1, 1682
coordonnées

cartésiennes
dans un espace affine, 431

curvilignes, 1562
cylindrique, 1273
dans un espace affine, 418
homogène, 1526
sphériques, 1275

coordonnées barycentrique, 433
coordonnées polaires, 1269
corps, 116

archimédien, 119
complet, 119
de décomposition, 324
de rupture, 320
polynôme cyclotomique, 1300

des fractions, 117, 118
des fractions rationnelles
utilisation, 1626

extension, 331, 337
fini, 1309, 1313, 1317
Wedderburn, 1306

formellement réel, 287
ordonné, 119
premier, 289

cosinus, 1165
hyperbolique, 1017

courbe, 1449
étude métrique, 1745
de Jordan, 1499, 1745
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efficacité, 2109
fermée, 1480
simple, 1480

courbe de niveau, 696, 699
courbure, 1474

signée, 1481
totale, 1482

covariance, 2008
critère

Abel, 978
Abel pour intégrales, 1071
Cauchy
uniforme, 763

de Cauchy, 134, 398
Weierstrass, 1071
série de fonctions, 768

critère du quotient, 584
critique

Galton-Watson, 2140
point, 1105
point d’un arc, 1463
région, 2107
valeur, 2109

cyclique
endomorphisme, 488
matrice, 488

cycloïde
coordonnées normales, 1468
longueur, 1462

d, 710
décalage, 1897
décomposition

Bruhat, 841
canonique, 109
corps, 324
Dunford, 520
application, 1022
exponentielle de matrice, 521

Jordan
et exponentielle de matrice, 1021

polaire, 838
primaire, 519
sous-espaces caractéristiques, 519
spectrale, 519

décomposition décimale, 591
dénombrable, 109

à l’infini, 350
dénombrement, 1209

partitions de t1, . . . , nu, 1041
déplacement, 1239
dérivé

groupe, 144
dérivée

dans Sobolev H1pIq, 1799
directionnelle, 710, 713
distributionnelle, 1777
faible, 1772
fonction à valeurs dans E1, 414
partielle, 709, 711, 811
seconde, 679

dérivée faible, 1770
dérivabilité

fonction définie par une intégrale, 1074
lemme de Borel, 1039

dérivable, 677
au sens complexe, 748
fonction, 1815

dérivation
au sens des distribution
Sobolev, 1802

déterminant, 454
Cauchy, 1068
d’un endomorphisme, 458
d’une famille de vecteurs, 455
de Cauchy, 463
et inversibilité, 459
forme linéaire alternée, 454
Gram, 463, 1068
interprétation géométrique, 957
matrice, 235
résultant, 465, 1393
utilisation, 1144
Vandermonde, 460

détermination
logarithme, 1638
principale, 1639

développable
en série entière, 1025

développement
asymptotique, 809
limité
en zéro, 803
fonction holomorphe, 1601
premier ordre, 682

Taylor, 1424
degré

application S1 Ñ S1, 1484
d’un polynôme, 206
d’une représentation, 261
extension de corps, 304

dense, 345
nulle part, 410

densité, 1152
conjointe, 2004
d’une variables aléatoire, 2000
dans un espace de fonction
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critère de Weyl, 1737
de Q dans R, 367
utilisation, 1116

de GLpn,Rq dans Mpn,Rq, 833
de DpRnq dans L1pRnq, 1725
de C8c pRdq dans LppRdq, 1663
de L2`r0, 1s˘ dans Lp

`r0, 1s˘, 1664
de S`pn,Rq dans S``pn,Rq, 837
des fonctions étagées dans Lp, 1663
des polynômes
dans C0

c r0, 1s, 2074
matrices diagonalisables dans Mpn,Cq, 833
mesure, 925
points extrémaux dans L, 839
prolongement, 1150

densité d’une mesure, 926
diédral, 1209
diagonale

dominante, 1972
fortement dominante, 1972
strictement dominante, 1972

diagonalisable, 499
et polynôme minimum scindé, 500
exponentielle, 1022

diagonalisation
cas complexe, 506
cas réel, 508
endomorphisme autoadjoint, 553
simultanée, 501

diamètre, 667
difféomorphisme, 559, 1282, 1410

de classe Ck, 755
différence

centrée, 1979
divisée, 1935
progressive, 1979
régressive, 1979

différentiabilité, 752
différentiable

deux fois, 754
différentielle, 610

de u ÞÑ u´1, 626
partielle, 624
totale, 812

dilatation, 826
dilatation (matrice), 248
dimension, 219

n-formes multilinéaires alternées, 454
définition, 219
sous espace affine, 422
utilisation, 428

direction, 710, 1471
sous-espace affine, 422

Dirichlet
noyau, 1733
théorème, 1734
théorème (sur les nombres premiers), 1304

disque de convergence, 978, 979
distance, 359

associée à une norme, 365
compatible, 395
entre deux mesures de probabilités, 2103
invariante, 395
point et ensemble, 388

distance discrète, 388
distingué

sous-groupe, 141
distribution, 1775

équation de Schrödinger, 1860
de Dirac, 1782
produit par une fonction, 1777
tempérée, 1781

divergence, 818
diviseur

dans un anneau, 114
de zéro, 114
de zéro à droite, 114
polynôme, 209

diviseur de zéro, 114
division

euclidienne, 167, 209
harmonique, 1541

domaine, 635
fondamental d’une action, 155

dominé
modèle statistique, 2086

dominée
convergence (Lebesgue), 924
mesure, 930

droite
dans la sphère de Riemann, 1530
projective, 1507

droite réelle complétée, 382
dual

d’un espace de Hilbert, 1579
de Lp, 1710
de LppΩq, 1715
de Mpn,Kq, 259

dual algébrique, 254
dual topologique, 572, 629
Dunford

décomposition, 520
dyadique, 941

développement, 132

écart-type, 2007
échantillon, 2080, 2082
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effectif
empirique, 2112

efficacité
courbe, 2109
d’une méthode itérative, 1929

élément
de surface, 1372
de torsion, 163

élément de surface, 1348
ellipsoïde, 552
elliptique

équation aux dérivées partielles, 1886
endomorphisme, 224

cyclique, 488
décomposition
polaire, 838

diagonalisable, 542, 835, 1856
Dunford, 520

diagonalisation, 508
nilpotent
Dunford, 520

préservant une forme quadratique, 846
sous-espace stable, 520, 1856

endomorphisme direct, 469
endomorphisme préserve l’orientation, 469
engendré, 179

λ-système, 856
corps, extension, 317
idéal dans un anneau, 179
sous-espace affine, 423
sous-groupe, 141
tribu, 848
par une variable aléatoire, 2001

ensemble
de Cantor, 906
différence symétrique, 108
infini, 107

ensemble connexe, 348
ensemble des mots, 2165
ensembles

disjoints, 105
entrelacement, 1052
enveloppe

convexe, 427
équation

différentielle
linéaire, 1818
ordinaire d’ordre 1, 1815
variables séparées, 1820

générale de degré n, 340
équi-intégrable, 2147
équivalence

arcs paramétrés, 1465

chemin, 1457
classe de fonctions, 1645
de représentations, 1052
de suites, 373
homotopie, 1605
norme, 559
suite de composition, 150

erreur, 1936, 1966
assignation, 1900
de consistance, 1990
discrétisation, 1990
quadratique, 1939
troncature, 1900

erreur relative, 1900
escalier, 889
espérance, 2006

conditionnelle, 2010, 2011
événement, 2012
variable aléatoire, 2016

Espace
de Sobolev, 1804

espace
L2

Sobolev, 1802
Lp, 1648
Banach, 392
de Baire, 415
de Bergman, 1728
de fonctions
Lp, 1657
Sobolev H1, 1802

de Hilbert
espace de Sobolev H1, 1802

de probabilité, 1999
de Schwartz, 1723, 1781
de Sobolev, 1799, 1806
euclidien, 452
métrique, 360
base de topologie, 361

mesuré, 853
complété, 867

mesurable, 847
projectif, 1507
propre, 483
séparé, 347
tangent, 1344
topologique
métrisable, 402

vectoriel, 184
dimension, 454

vectoriel topologique
métrisable, 390

espace topologique, 341
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espace vectoriel
topologique, 394

espace vectoriel normé, 364
estimateur, 2087

biais, 2088
consistant, 2087
convergent, 2087
de fonction de répartition, 2093
maximum de vraisemblance, 2090

estimation
des grands écarts, 2060

étrangers
polynômes, 210

Euclide
algorithme étendu, 170
lemme, 172

euclidien
anneau, 198
espace, 440

Euler
indicatrice, 1293

événement, 1999
exact

intervalle de confiance, 2096
excès

intervalle de confiance, 2096
exhaustive (suite de compacts), 406
exponentielle, 1004

convergence, 586
de matrice, 628, 1021, 1022, 1034
utilisation, 1102

existence, 1000
rapide, 1298
unicité, 791

exposant, 269, 542
d’un groupe, 143

extension
corps de base, 522
de corps, 303, 337
algébrique, 303, 315
finie, 1319
simple, 317
utilisation, 1336

isométrie, 1151
séparable, 332

extrémal
point dans un convexe, 839

extrémité
d’un intervalle, 377

extrapolation, 1934
extrema, 1106

lié, 1108
local

relatif, 1108
volume d’un ellipsoïde, 1144

extremum, 1424

facteur
intégrant, 1859

factoriel
anneau, 189

factorisation
de polynôme, 211, 319

faisceau de droites, 1527
famille

sommable, 597
famille équicontinue, 409
famille trigonométrique

sur S1, 1681
Fatou, 915
Fejér

noyau, 1733
fermé, 341, 384, 476

dans un compact, 352
fermeture, 478
fermeture séquentielle, 389
fidèle (action), 153
filtration, 2143
fine

subdivision, 1450
fixateur, 153
flot, 1832, 1877
flux

d’un champ de vecteur, 1378
flux d’un champ de vecteurs, 1376
fonction, 635

Γ d’Euler, 1623
étagée, 1662
à décroissance rapide, 1723
borélienne, 861
caractéristique, 1432
d’une variable aléatoire, 2027

continue
égales, 390
par morceaux, 893

convexe, 1110, 1116
croissante, 635
décroissante, 636
définie par une intégrale, 1039, 1071, 1076,

1077, 1641
Γ d’Euler, 1623
utilisation, 2047

de classe C1, 747
de Dirichlet, 1739
de Möbius, 1328
de répartition, 2027
en escalier intégrable, 1430
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génératrice, 2028
holomorphe, 748, 1641
théorème de Montel, 1727

image, 635
méromorphe

Γ d’Euler, 1623
monotone, 636
par morceaux, 893

valeurs vectorielles, 812
fonction continue en un point, 354
fonction dérivée, 678
fonctionnelle

énergie, 1600
fonctions équivalentes, 348
fondamental

domaine d’une action, 155
forme

bilinéaire, 439
non dégénérée, 546

différentielle, 717
exacte, 1386
fermée, 1386

linéaire
différentielle, 1108

quadratique, 254, 511, 1139, 1141, 1424
groupe orthogonal, 846

forme bilinéaire symétrique, 439
forme canonique

fonction simple, 890
forme linéaire, 254

alternée, 454
formule

Bayes, 2009
Burnside, 156
d’expulsion (produit vectoriel), 450
de Cauchy, 1606
Hadamard, 979
inversion Möbius, 1328
probabilité totales, 2009
sommatoire de Poisson, 1752
Taylor
reste intégral, 1424
utilisation, 1920

formule de Stirling, 1446
Fourier, 1752

série
utilisation, 1745

transformée
groupe abélien fini, 1047

fréquence
empirique, 2112, 2129

fraction
rationnelle

intégration, 1393
fraction rationnelle, 1420
fractions

rationnelles, 117
fractions (corps), 118
Fredholm

équation, 1083
Frenet

formules, 1475
Fresnel

intégrale, 1630
Frobénius

réduction, 529
Frobenius

morphisme, 183
frontière, 345, 384, 480
Fubini

théorème
dans Rn, 972

générateur, 142
génératrice

partie d’un module, 184
géométrie

avec des groupes, 1203, 1548
avec nombres complexes, 1203, 1548

géométrique
avec des nombres complexes, 1745

Galton-Watson
sous-critique, 2140
sur-critique, 2140

Gauss
lemme
polynômes, 300

somme de, 1311
Gershgorin

disque, 1969
Grönwall (lemme), 1815, 1816
gradient, 726, 734, 746
Gram (déterminant), 463
Gram-Schmidt, 452
graphe, 635, 681

de transition (chaîne de Markov), 2123
fonction, 695
fonction de deux variables, 698

groupe, 110
p-groupe, 263
GLpn,Rq, 1141
action, 1548
utilisation, 846

agissant sur un ensemble
diédral, 1202

alterné, 275
circulaire, 1545
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dérivé, 144
de GLpn,Kq, 831
de SLpn,Kq, 831
du groupe alterné, 278
du groupe symétrique, 276

de Galois, 340
de permutation, 1287
caractères de S4, 1059

de permutations, 1209
de torsion, 163
des isométries
espace métrique, 388

des symétries, 1236
diédral, 1202, 1209
générateurs (preuve), 1203
générateurs (utilisation), 1287

en géométrie, 1202
et géométrie, 454, 1209, 1548
isométries du cube, 284

fini, 265, 273, 1209, 1296, 1306, 1309
alterné, 277
diédral, 1202
Wedderburn, 1306

linéaire, 841
décomposition polaire, 838
enveloppe convexe de Ωpnq, 840
hyperplan, 260
sous-groupes compacts, 844

modulaire, 1548
orthogonal, 472
d’une forme quadratique, 846

partie génératrice, 277, 1296, 1548
permutation, 454, 461, 841, 1296
diédral, 1202

projectif, 1514
quotient, 149
résoluble, 151
spécial orthogonal, 473
symétrique, 157
action sur un triangle, 1049

groupe cyclique, 142
groupe dérivé

de GLpn,Cq, 825
groupe de pavage, 1239

Hadamard
conditions, 1888
formule, 979

Hardy-Littlewood (théorème), 1065
Hausdorff, 347
Heine (théorème), 668
hermitienne, 440
hessienne, 757
Hilbert

espace, 1573
holomorphe, 748

sur un compact, 1611
homéomorphisme, 357
homogène

chaîne de Markov, 2117
homographie, 1513, 1548

sur CY t8u, 1534
homotopie, 1486
hyperbolique

équation aux dérivées partielles, 1886
hyperplan, 538, 1195

de Mpn,Kq, 261
sépare
au sens strict, 1719

séparer
au sens large, 1719

hypothèse
alternative, 2108
composite, 2108
multiple, 2108
nulle, 2108
simple, 2108

idéal
bilatère, 112
dans un anneau, 112
maximal, 181
principal
à droite, 189
à gauche, 189

identifiable, 2086
identité de polarisation, 511
image, 635
inégalité

arithmético-géométrique, 1126
Bessel, 1582
Cauchy-Schwarz, 441, 1573
de Khintchine, 2057
de la moyenne, 752
des pentes, 1111
Hölder, 1653
utilisation, 2007, 2075

isopérimétrique, 1745
Jensen, 1125
espérance conditionnelle, 2026
pour une somme, 1125
version intégrale, 1652

Kantorovitch, 1126
Markov, 2036
Minkowski, 1654
triangulaire, 360, 364

incompressible
champ de vecteur, 820



72 INDEX

indécomposable
module, 185

indépendance, 2003
événements, 2000
utilisation, 2072, 2150

affine, 431
algébrique, 340
projective, 1515
sous tribus, 2000
variables aléatoires, 2001

indicatrice d’Euler, 1293
indice, 148

d’une courbe dans C, 1605
de rotation, 1485

inductif, 107
induite

topologie, 477
tribu, 848

inférence statistique, 2079
infimum, 136
injection, 106, 356
intégrable, 918

fonction à valeurs vectorielles, 921
fonction non en escalier, 1437
fonction positive, 1441

intégrale
calcul, 1737
convergente, 954, 1393
d’une fonction sur une carte, 1349
d’une fonction sur une variété, 1354
d’une forme différentielle, 1363
fonction en escalier, 1430
Fresnel, 1630
impropre, 953, 954
sur un chemin, 1360

intégrale d’une fonction, 910
intégrale d’une forme différentielle, 1362
intégrale sur une carte, 1345
intégration

fraction rationnelle, 1393
intérieur, 344, 383

d’un ensemble, 475
point, 475

interpolation, 1934
Intervalle, 2177
intervalle, 107, 635

fermé, 635
longueur, 896
ouvert, 635

intervalle de confiance
asymptotique, 2101

invariance cyclique
trace, 232

invariant
de similitude, 529

invariante
mesure
pour une chaîne de Markov, 2134

inverse
dans un groupe, 110

inverse généralisé, 2064
inversion, 1502

dans le groupe symétrique, 158
inversion dans CY t8u, 1532
involution, 502
irréductible

chaîne de Markov, 2123
dans un anneau, 188
module, 185
représentation, 1050

irrationalité?
2, 123

isobarycentre, 425
isolé

point dans un espace vectoriel normé, 481
isométrie

de forme quadratique, 513
de l’espace euclidien R2, 1203
espace euclidien
isométries du cube, 284

groupe, 388
isométrie (forme bilinéaire), 513
isométrie d’espaces métriques, 387
isomorphisme, 602

pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, 1309
d’anneaux, 112
d’espaces topologiques, 357
de corps, 117
espace affine, 422
espace vectoriel normé, 569
espaces vectoriels, 224

isotrope
cône, 551
totalement, 551

isotrope (vecteur), 551

jacobien, 746, 817
Jordan

chemin, 1379
courbe, 1745
réduction, 532

Jordan-Hölder, 149

Kronecker, 219

lacet, 1605
Lagrange
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multiplicateur, 1108
polynôme, 259
théorème, 148

lagrangien, 1108
langage, 2166

itéré, 2167
itéré strict, 2167
unité, 2166
vide, 2166

Laplace
transformée, 2028

laplacien, 1569
Legendre

symbole, 1310
Leibnitz, 683

applications entre espaces vectoriels normés,
624

lemme
Borel, 1039
d’Euclide, 172
de Borel-Cantelli, 2034
de Gauss
contenu de polynôme, 1318
pour des entiers, 172

de Morse, 1424
de Schreider, 150
de Slutsky, 2033
de transport, 862
de Zorn, 107
des noyaux, 484
Fatou, 915
Gauss
dans un anneau principal, 194
polynômes, 300

Grönwall, 1815, 1816
Hadamard, 1079
regroupement, 2003
Schur complexe, 504
Schur réel, 507

lettres, 2165
Levi-Civita, 1563
libre

action, 157
partie, 215
partie d’un module, 184

librement engendré, 222
Ligne d’univers, 2173
limite, 517

d’ensembles, 855
d’une fonction, 353
de fonctions holomorphes, 1641
de suite
espace topologique, 346

fonction de plusieurs variables, 645
inférieure, 375
inversion, 1041, 1065, 1641, 1648
permutation
utilisation, 2029

suite, 371
suite dans Rm, 385
suite numérique, 371
supérieure, 375
unicité, 354

limite à droite, 646
limite pointée, 381
linéaire

application, 223
Lipschitz, 1081

localement, 754
Lipschitzienne, 753
localement

intégrable, 953
log-concave, 1117
logarithme

complexe, 1635
dans C, 1632
de matrice, 1035
sur les réels positifs, 1001

loi
χ2, 2058
binomiale
comportement asymptotique, 2060

conjointe, 2003
d’une variable aléatoire, 2029
de Poisson, 2045
des grands nombres
forte, 2037
pour les chaînes de Markov, 2136
processus de Poisson, 2160
utilisation, 2060, 2072

marginale, 2003
normale
vecteur gaussien, 2052

parente, 2079, 2080
parente d’un échantillon, 2082
réciprocité quadratique, 1313
sans mémoire, 2047
Student, 2058

longueur
élément de, 1460
arc géométrique, 1466
d’un arc paramétré compact, 1450
d’un intervalle, 896
d’une arrête, 1428

longueur d’arc, 1452
Lotka-Volterra, 1849
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M-matrice, 1974
méromorphe, 1622
Méthode

de Newton, 1915
méthode

des chemins, 707
Newton, 1920
cas convexe, 1916

métrisable
espace vectoriel topologique, 390

maigre, 849
maigre (ensemble), 410
majorant, 106, 135

essentiel, 1650
Markov

inégalité, 2036, 2085
martingale, 2143

bornée dans L2pΩq, 2144
matrice, 231, 841, 1548

équivalence, 250
dans le groupe linéaire, 846

compagnon, 528
creuse, 1944
cyclique, 488
de dilatation, 248
de permutation, 248
de similitude, 748
de Sylvester, 463
de transition, 2117
de transvection, 247
dense, 1944
hermitienne
racine carrée, 835

jacobienne, 734, 746
normale, 506
orthogonale, 246, 472
permutation
élémentaire, 1952

réductible, 1968
racine carrée, 835
semblable, 835
semblables, 254, 1141
stochastique, 2117
symétrique, 1141
réelle, 1139

trigonalisable, 503
matrice-colonne, 231
matrice-ligne, 231
matrices

similitude, 250
maximale

partie orthonormale, 1584
maximum, 106

global, 1103
local, 1103

mesurable
application, 855
au sens de m˚, 860
ensemble, 853
fonction, 861
Lebesgue, 1427

mesure
σ-finie, 853
absolument continue, 930
angle entre vecteurs, 1226
complexe, 931
dans une carte, 1348
de Borel, 881
de comptage, 947, 971
de Haar, 1359
de Lebesgue, 900
de Radon, 881, 1620
extérieure, 851
externe, 1427
finie, 853
image, 878
positive, 853
probabilité, 1999
produit, 939
régulière, 881
extérieure, 881
intérieure, 881

sur un ensemble de parties, 851
mesure σ-finie, 851
mesure finie, 851
minimum

ensemble ordonné, 106
minorant, 106, 135
modèle

échantillonnage, 2080, 2082
paramétrique, 2080
statistique, 2079

modulaire (groupe), 1548
module

à gauche, 183
de continuité, 631
indécomposable, 185
irréductible, 185
simple, 185

moment, 2006
fonction génératrice, 2028

monôme, 207
monoïde, 291
monogène, 142

extension de corps, 317
monotonie, 1853
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morceau
fonction continue ou monotone, 893

morphisme
d’algèbres, 185
d’anneaux, 112
de corps, 117
espace vectoriel normé, 569
Frobenius, 183

morphisme d’anneaux, 111
morphisme de produits tensoriels, 602
mot, 2165

longueur d’un mot, 2165
mot vide, 2165
nombre d’occurrences, 2165

mot non vide, 2165
moyenne

de Cesaro, 588
empirique, 2008
empirique d’un échantillon, 2083
quadratique, 2007

multiplicateur
de Lagrange, 1108

multiplicité
racine d’un polynôme, 211
racine de fpxq “ 0, 1914
valeur propre
algébrique, 675
géométrique, 675

négatif, 130
négligeable

partie d’un espace mesuré, 865
nabla, 743
neutre

dans un groupe, 110
Newton

méthode, 1920
nilpotent, 114
niveau de confiance, 2096
nombre

complexe
norme 1, 1306

dénormalisé, 1898
de Fermat, 1336
normal, 2072
normalisée, 1898
premier, 168, 273, 291, 1014, 1296, 1304,

1309
dans leur ensemble, 168
deux nombres entre eux, 168
théorème des deux carrés, 293

tours d’une courbe plane, 1484
nombre premier

polynôme cyclotomique, 1300

non dénombrable, 109
normé

espace vectoriel, 364
normal

arc paramétré, 1466
endomorphisme, 506
nombre, 2072
sous-groupe, 141

normal extérieur
vecteur, 1378

normale
loi réduite, 2051
principale, 1474

normalisateur, 141
norme, 364

équivalence, 559
d’algèbre, 564
d’application linéaire, 562
d’une application linéaire, 562
euclidienne, 401
dans Rm, 555

supremum, 401
sur Zri?5s, 196
vecteur, 444

noyau
application vers un groupe, 145
d’une forme bilinéaire, 551
Dirichlet, 1733
Fejér, 1733
vers un espace vectoriel, 224

nulle part dense, 410

observation, 1999
opérateur

autoadjoint, 471
définit positif, 509
hermitien, 471

opérateurs
compatibles, 1595

opposés
chemins, 1457

orbite
d’un point sous une action, 153

ordre, 106
élément, 143
bon ordre, 106
d’un groupe, 143
d’un polynôme, 210
d’une matrice carrée, 231
dans un corps, 119
de convergence d’un schéma, 1990
distribution, 1778
partiel, 106
sur un anneau factoriel, 189
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total, 106
orientable

variété, 1351
orientation, 468, 1350, 1370
orientation affine, 469
origine

abscisse curviligne, 1466
repère affine, 431

orthogonal, 555, 1578
coordonnées curviligne, 1562
famille de projecteurs, 184
matrice, 472
opérateur, 472
sous-espace, 255
vecteur, 445

orthonormé, 556
système, 1581

oscillation
d’une fonction, 663
d’une fonction en un point, 663

osculateur (cercle), 1479
ouvert, 341, 384, 476

dans Rn, 383

pôle, 1258
parabolique

équation aux dérivées partielles, 1886
parallèle

sous-espaces affines, 422
paramétrages

admissible, 1465
paramétrisation, 1457

normale, 1466
Parseval, 1588
partie

génératrice, 215
régulière, 803
totale, 1581

partie convexe, 423
partie génératrice, 142
partie linéaire, 420
partition

d’un entier en parts fixées, 1626
dénombrable mesurable, 885
de l’unité, 1353

pavé, 1427
pavable, 1428
pavage du plan, 1239
Pearson

théorème, 2112
peigne de Dirac, 1788
permutation, 157

matrice, 248
permutation paire, 160

permuter
dérivée et intégrale
Rn, 1077
dans R, 1074
dans R avec les bornes, 1076

dérivée et limite, 770
différentielle et intégrale
Rn, 1078

intégrale
et série, 971

limite et intégrale
convergence dominée, 924
convergence monotone, 914
espace mesuré, 1072, 1073

série entière et dérivation, 985
série entière et intégration, 987
somme et intégrale, 915, 973

permuter limite et intégrale, 1071
petit théorème de Fermat, 289
PGCD

dans un anneau intègre, 112
polynômes, 302

pgcd
calcul effectif, 171

pivotale, 2099
plan

projectif, 1507
tangent, 744, 812

Plancherel, 1588
plongement, 1150
Poincaré (demi-plan), 1548
point

d’équilibre
stable, 1845

pondéré, 424
point adhérent, 344
point critique

définition, 1426
point d’accumulation, 345
point fixe, 2140

attractif, 1080
Brouwer, 1355
Picard, 1081
Schauder, 1357

point intérieur, 344
point isolé, 345
Poisson

formule sommatoire, 1752
processus, 2159

polynôme
à plusieurs indéterminées, 466, 1317
alterné, 336
annulateur, 484, 487
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caractéristique, 492, 505
contenu, 210
cyclotomique, 1298
irréductibilité, 1300
propriétés, 1299

d’endomorphisme, 835
décomposition de Dunford, 520

de Bernstein, 2074
irréductible
séparable, 330
sur Fq, 1329

Lagrange, 259
minimal, 308, 486
d’un élément d’une extension, 306
ponctuel, 487

racines, 337
séparable, 330
scindé, 320
semi-symétrique, 336
symétrique, 336, 337, 461, 466, 1317
élémentaire, 336, 338

trigonométrique, 1670
polynôme de Taylor, 797
polynôme scindé, 297
polynôme trigonométrique, 1681
portée

mesure, 930
positif, 130
potentiel, 1367, 1400
PPCM

dans un anneau intègre, 112
précision

simple, 1897, 1898
préhilbertien, 1573
préserve l’orientation, 469
premier

corps, 289
deux éléments d’un anneau principal, 193
deux polynômes entre eux, 210
idéal, 190
sous corps, 289

premier temps d’atteinte, 2126
premier type

région solide, 1439
presque

nulle, 163
partout, 855
surjective, 1720

primitif
élément d’un corps, 1310
élément d’une extension de corps, 317
polynôme, 210
au sens du pgcd, 210

racine, 1322
triplet pythagoricien, 203

primitive, 677, 1398
de fonction continue, 775
et intégrale, 955
fonction, 694

primitive et intégrale, 949
principal

anneau, 189
idéal, 189

principe
prolongement analytique, 1154
zéros isolés, 1610

Principe de correspondance, 2188
probabilité

conditionnelle, 2009
problème

aux limites d’évolution, 1887
aux limites stationnaires, 1887
bien posé, 1887
limite de Dirichlet, 1887
limite de Von Neumann, 1887

problème de Cauchy, 1865
processus

adapté à une filtration, 2143
arrêté, 2148
croissant prévisible, 2148
Galton-Watson, 2138
Poisson, 2159
sans mémoire, 2047

produit
d’espaces vectoriels normés, 573
d’une mesure par une fonction, 925
de Cauchy, 980
de convolution, 1666
et Fourier, 1750

de langages, 2166
de mots, 2165
distribution et fonction, 1777
espaces mesurés, 940
espaces topologiques, 343
mixte, 448, 451
scalaire
en général, 440
sur Mpn,Rq, 570
sur Rn, 554

semi-direct, 161
tensoriel
de représentations, 1058

vectoriel, 447
produit hermitien, 440
produit pseudo-scalaire, 440
produit remarquable, 1615
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produit tensoriel, 602, 603
projecteur

dans un module, 184
projectif

complétion, 1510
droite, 1507, 1508
espace, 1507
groupe, 1514
hyperplan, 1508
plan, 1507
repère, 1515
sous-espace, 1507

projection
orthogonale, 1576

projection normale, 1695
prolongement

analytique, 1154
utilisation, 1728

de fonctions, 1150
lemme de Borel, 1039

méromorphe de la fonction Γ, 1623
par continuité, 654, 655
dans H1pIq, 1802

par densité, 1150
théorème de Hahn, 874

propriété d’intersection non vide, 350
propriété universelle, 602
puissance

d’un langage, 2167
d’un mot, 2166
d’un point, 1501
d’un test, 2108
d’une inversion, 1532

quasi-compact, 349
quaternion, 334
quotient, 167, 209

dans une suite de composition, 149
de groupe, 149
de groupes, 272

quotient d’un espace vectoriel, 600

réciproque
continuité, 357
dérivabilité, 687

récurrent
état, 2126
nul, 2126
point d’un système dynamique, 882
positif, 2126

réduction
d’endomorphisme, 520
Frobénius, 529
Jordan, 532

réel, 127
réflexif, 631
réflexion, 1159

dans R2, 1210
glissée, 1231
par rapport à un hyperplan, 1195

région
critique, 2108
de confiance exact, 2099
de rejet, 2108

régularité
d’une mesure, 881
extérieure de la mesure de Lebesgue, 903
intérieure de la mesure de Lebesgue, 905

régulière
surface, 1368

régulier
arc, 1463
chemin, 1379
point d’un arc, 1463
polyèdre, 1160

régulier à droite, 114
répulsif

point fixe, 1080
résidu

méthode itérative, 1966
résolvante, 1826
résultant, 464

utilisation, 466, 1393
règle du produit nul, 114
racine

carré
de matrice hermitienne, 835

carré de matrice
hermitienne positive, 835

d’un polynôme, 211
de l’unité, 542, 1203, 1291, 1300, 1304, 1548
primitive, 1293
utilisation, 1299

de polynôme, 319
multiple, 1914
primitive, 1322
simple, 1914

racine carrée, 651
raffinement, 1450

subdivision d’un pavé, 1429
rang, 226, 254, 454

classe d’équivalence, 250
diagonalisation, 508
différentielle, 1108
utilisation, 1580

rang d’une matrice, 248
rare, 849
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rationnels, 121
rayon

de convergence, 978
de courbure, 1474
de torsion, 1475
spectral, 521, 564

recouvrement, 349
rectangle

produit de tribus, 893
rectifiable, 1450

arc géométrique, 1466
rejet

région dans une prise de décision, 2107
relèvement, 1484
relation d’équivalence, 108
relations

coefficient-racines, 338
de Chasles, 417, 1414

relativement
compact, 350, 1643

repère
affine, 431
cartésien
espace affine, 417

de Frenet, 1474
projectif, 1515

Représentation
virgule flottante normalisée, 1897

représentation, 261
de groupe fini
caractères de S4, 1059

fidèle, 261
groupe diédral, 1287
irréductible, 1050
produit tensoriel, 1058
régulière gauche, 1054
virgule fixe, 1897

reste, 167, 209
d’un développement limité, 804

risque
première espèce, 2108
quadratique, 2087
seconde espèce, 2108

rotation
en dimension 2, 1213

rotation d’angle θ, 1217
rotation-homothétie, 1532
rupture

corps, 320

séparable, 1581
élément d’une extension, 332
espace topologique, 347
extension de corps, 332

polynôme irréductible, 330
polynôme non constant, 330

sépare
les points, 771

séquentiellement fermé, 389
série

dans un espace vectoriel normé, 579
de Fourier, 1740, 1752
utilisation, 1745

de Laurent, 1622
de puissance, 977
donnant p1´Aq´1, 625
entière, 977, 1041, 1752
Abel angulaire, 1388
fonctions holomorphes, 1606
processus de Markov, 2140
utilisation, 1626, 2029

fonctions, 1065, 1752
génératrice d’une suite, 1024
utilisation, 1626

géométrique, 585
harmonique, 585
nombres, 1065
numérique, 1014, 1041
Riemann, 586
Taylor, 1025

série convergente, 579
série de Taylor, 797
série divergente, 579
schéma

consistant, 1990
schéma numérique, 1990
Schrödinger, 1860
Schur (théorème), 1052
section, 711

de graphe, 696
propriété des, 936

segment
dans Rp, 377
dans un espace affine, 425

semblables
matrices, 496

semi-définie positive, 509
semi-norme, 411
semi-simple

endomorphisme, 489
semi-symétrique

polynôme, 336
sesquilinéaire, 440
signature

d’une permutation, 158
similitude, 748
simple
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extension de corps, 317
fonction, 889
groupe, 141
module, 185

singularité, 1621
effaçable, 1621
pôle, 1621

sinus, 1165
hyperbolique, 1017

sinus cardinal, 1133
solfège, 1292
solution

générale, 1863
particulière, 1863

somme
inférieure, 1433
partielle, 579
supérieure, 1433

somme directe, 601
somme directe (de représentations), 1049
somme partielles

Abel angulaire, 1388
sommet, 1498
sous anneau, 179
sous arc, 1449
sous-additivité

sur algèbre de parties, 852
sous-espace

affine engendré par une partie, 423
caractéristique, 518

sous-groupe
caractéristique, 141
distingué, 273
dans le groupe alterné, 277

engendré, 141
normal, 149, 272

sous-martingale, 2143
sous-module, 184
sous-suite, 667
spectre

matrice hermitienne, 506
matrice symétrique réelle, 508

spectre d’un endomorphisme, 483
sphère, 473

de Riemann, 1529
stabilisateur, 153
stabilité

d’un point d’équilibre, 1845
Lyapunov, 1845

stable, 1905
schéma numérique, 1993

stathme
sur Zris, 290

stathme euclidien, 198
stationnaire

chaîne de Markov, 2134
statistique, 2087
statistiques

descriptives, 2079
strictement

convexe
sur Rn, 1119

strictement convexe, 1110
structure

complexe, 1481
structure d’anneau canonique, 112
Student, 2058, 2100
subdivision, 1429

associée à une fonction, 1429
d’un intervalle, 1450

subordonnée
norme, 562

suite, 163
équirépartie, 1737
critère de Weyl, 1737

arithmético-géométrique, 586
définie par itération, 1920
de Cauchy, 391
dans un corps, 119

de fonctions, 1648
théorème de Montel, 1727

de fonctions intégrables, 1071, 1641
de Jordan-Hölder, 149
exacte, 161
régularisante, 1759

suite de composition, 149
suite de variables aléatoires de Bernoulli, 2138
suites adjacentes, 374
support, 1430

d’une permutation, 158
distribution, 1778
famille d’éléments, 163

supremum, 136
d’une suite d’ensembles, 847

sur-martingale, 2143
surface paramétrée, 1367
surjection, 106, 356
Sylow

p-Sylow, 263
Sylvester (matrice), 463
symétrique

polynôme, 336
symbole

de Legendre, 1310
symbole principal, 1877
système
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fondamental, 1823
orthonormé, 1581
trigonométrique, 1581, 1670

tétraèdre, 1160
tangent

vecteur unitaire, 1474
tangente, 1176, 1471
tangente à un chemin, 1344
Tangente hyperbolique, 2182
tangente hyperbolique, 1019
taubérien, 1064
taux d’accroissement, 1111
Taylor

série entière, 1025
temps d’arrêt, 2146
temps de retour, 2126
terminée

martingale, 2147
test, 2108

bilatéral, 2109
unilatéral, 2109

théorème
élément primitif, 333, 1319, 1320
accroissements finis, 621
dans R, 691
forme générale, 752

Ascoli, 1643
Bézout
polynômes, 300
utilisation, 464

Baire, 410
Banach-Steinhaus, 594
avec semi-normes, 1644

base incomplète, 219
Beppo-Levi, 914
Bolzano-Weierstrass, 362
Borel-Cantelli, 1999
Borel-Lebesgue, 370
Brouwer, 1356
dimension 2, 1609

Carathéodory, 428
Cauchy
groupe, 174

Cauchy-Arzela, 1358
Cauchy-Lipschitz, 1084
Cayley-Hamilton, 494, 834
central limite, 2038
processus de Poisson, 2161

Chevalley-Warning, 1317
chinois, 295
anneau des polynômes, 296
anneau principal, 193

Cochran, 2084

Cochrane, 2085
convergence
dominée de Lebesgue, 924
monotone, 914

décomposition des noyaux
et exponentielle de matrice, 1037

de Baire, 415
de Jordan, 1499
de représentation de Riesz, 1580
des deux carrés, 293
version faible, 291

Dini, 765
Dirichlet, 1734
forme faible, 1304

Doob, 2147
du rang, 227
extension d’isométrie, 1151
extrema
lié, 1108

Fejér, 1735
fonction implicite dans Rn, 1097
fonction implicite dans Banach, 1096
Fubini
dans Rn, 972
espace mesuré, 967
version compacte dans R2, 1402

Fubini-Tonelli, 965
fuite des compacts, 1828
Gauss
polynômes, 300

Gauss-Wantzel, 1336
Glivenko-Cantelli, 2093
Hahn-Banach, 1718
Hardy-Littlewood, 1065
Heine, 668
incidence, 1508
inversion locale, 1094
utilisation, 1108, 1424

isomorphisme
second, 146
troisième, 147

isomorphisme de Banach, 1643
Jordan, 1745
Kronecker, 466
Lagrange, 148
Lie-Kolchin, 544
Lotka-Volterra, 1849
Markov-Takutani, 1359
Montel, 1727
Pappus
affine, 1512
projectif, 1512

Pearson, 2112
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petit de Fermat, 289
Picard, 1081
point fixe
Brouwer, 1609

projection
cas vectoriel, 1576
partie fermée convexe, 1575

prolongement de Hahn, 874
prolongement de Riemann, 1622
Radon-Nikodym, 931
complexe, 932

Rolle, 690
Rothstein-Trager, 1393
Runge, 1613
Schauder, 1357
Schur, 1052
spectral, 519
autoadjoint, 553
matrice symétrique, 508
matrices normales, 506

stabilité de Lyapunov, 1845
Stone-Weierstrass, 771, 774
Sylvester, 254
taubérien, 1064
taubérien faible, 1391
transfert, 2030
Tykhonov, 407
dénombrable, 409
fini, 408

valeurs intermédiaires, 651
Von Neumann, 1102
Wedderburn, 1306
Weierstrass, 362

théorème fondamental du calcul intégral, 949
topologie, 341, 477

˚-faible, 413, 1776
p-adique, 634
discrète, 342
engendrée par une famille, 342
et semi-normes, 411
faible, 563
forte, 563
grossière, 342
induite, 343
métrique, 360
produit, 343
sur DpΩq , 1772
sur DpKq , 1772
sur C8pΩq , 1772
sur dual topologique, 413
usuelle sur Rn, 477

topologique
somme directe, 1578

torsion, 1475
d’un groupe, 163

totale, 1581
trace, 1808

dual de Mpn,Kq, 259
endomorphisme, 496
matrice, 496
produit scalaire sur Mpn,Rq, 570
unicité pour la propriété de trace, 260

transcendant, 308
transformée

de Cauchy, 1620
de Fourier, 1749, 2027
continuité, 1751
groupe abélien fini, 1047

Fourier
distribution tempérée, 1784

Laplace, 2028, 2029
transformation

Fourier, 1752
gaussienne, 1946

transient
état, 2126

transition
probabilité, 2117

transitive, 157
transitoire

état, 2126
transposé, 470
transposée, 257
transposition, 158
transvection, 826
transvection (matrice), 247
transversale, 155
tribu, 847

borélienne, 876
de Baire, 849
de Lebesgue, 900
engendrée, 848
par un événement, 2001
par une application, 862
par une variable aléatoire, 2001

induite, 848
produit, 893

tribu de Lebesgue sur S1, 1191
trigonalisation

et polynôme caractéristique, 503
simultanée, 544

triplet
pythagoricien, 202

type
fini
en algèbre, 334
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espace vectoriel, 217

unicité
des mesures, 858

uniformément continue, 410
uniformément convexe, 1695
unipotent, 114
unitaire

normale principale, 1474

valeur
principale (distribution), 1782
propre, 483
singulière, 521

valeur absolue
p-adique, 634

valeur principale, 1633
valeur propre

d’une forme quadratique, 550
valuation

p-adique, 634
d’un polynôme, 209

Vandermonde (déterminant), 460
variété, 1108, 1341
variété

orientée, 1351
variable

de décision, 2109
variable aléatoire, 2000

absolument continue, 2000
Bernoulli
marche aléatoire, 2120
utilisation, 2074

binomiale
utilisation, 2150

centrée, 2006
de Bernoulli
utilisation, 2150

de Rademacher, 2056
intégrable, 2006

variance, 2007
empirique, 2007, 2083
empirique corrigée, 2083
vecteur gaussien, 2052

variation des constantes, 1819, 1823
vecteur

cyclique, 488
gaussien, 2052
propre, 483
unitaire normal, 1474
unitaire tangent, 1472

Vitali (ensemble), 906
vitesse d’un chemin, 1449
voisinage, 341, 477

volume
d’une région solide, 1440
région bornée dans R3, 1438

volume dans R3, 1354
vraisemblance, 2090

Weiner
constante, 2211

Wronskien, 1852
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Liste des notations

N �G Le sous-groupe N est normal dans G, page 141

Algèbre

rL : Ks degré d’une extension de corps, page 304

LpE,F q Ensemble des applications linéaires de E dans F , page 223

KpAq corps contenant K et A, page 317

KrAs anneau contenant K et A, page 317

N0 les naturels non nuls : N0 “ Nzt0u, page 109

Mnˆm l’ensemble des matrices nˆm, page 223

∇f gradient de la fonction f , page 734

projV projection de V ˆW sur V , page 575

SpanpAq l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A, page 215

C1pU,Rnq Les applications une fois continument dérivables, page 747

dfapuq Application de la différentielle de f sur le vecteur u, page 719

f pnq La n-ième dérivée de la fonction f , page 799

opxq fonction tendant rapidement vers zéro, page 801

ppq idéal engendré par p, page 179

Fp lorsque p est premier, page 289

Fpn corps fini à pn éléments, page 1308

FracpAq Le corps des fractions de l’anneau A, page 118

FunpX,Y q les applications de X vers Y , page 112

SpEq Les opérateurs autoadjoints de E, page 472

Un Le groupe des racines nede l’unité., page 1291

respP,Qq résultat des polynômes P et Q, page 464
?
A racine d’une matrice hermitienne positive, page 835

θαpP q la multiplicité de α par rapport à P , page 211

ArXs tous les polynômes de degré fini à coefficients dans A, page 207

AnrXs les polynômes à coefficients dans A et de degré inférieur à n, page 208

CpP q matrice compagnon, page 528

D � P D divise P , page 209

Eλpuq Espace propre de u, page 483
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matBpqq matrice de q dans la base B, page 1142

UpAq ensemble des inversibles, page 114

Ensembles de matrices

S`pn,Rq matrices symétriques définies positives, page 509

S``pn,Rq matrices symétriques strictement définies positives, page 509

AutpEq automorphisme de l’espace vectoriel E, page 224

EndpEq les endomorphismes de E, page 224

LpE,F q applications linéaires bornées (continues), page 569

Opn,Rq le groupe des matrices orthogonales, page 472

ΩpEq formes quadratiques non dégénérées, page 1138

QpEq formes quadratiques réelles sur E, page 511

Q`pEq formes quadratiques positives, page 1138

Q``pEq formes quadratiques strictement définies positives, page 1138

Sp,qn pRq matrices symétriques réelles de signature pp, qq, page 1139

βpsq Vecteur unitaire de la binormale, page 1474

γ „ g Équivalence d’arcs paramétrés, page 1465

νpsq Vecteur unitaire de la normale principale, page 1474

cpsq rayon de courbure, page 1474

tpsq Torsion, page 1475

Géométrie

px0 : . . . : xnq coordonnées homogènes dans un espace projectif, page 1526

ConvpAq enveloppe convexe, page 427

CrGs combinaisons d’éléments de G à coefficients dans C, page 1049

PGLpEq groupe projectif, page 1514

Bo orthogonal dans le dual, page 255

P pEq l’espace projectif de E, page 1507

P1pCq sphère de Riemann, page 1529

Chaînes de Markov

πpxq lié au temps de retour, page 2129

Probabilités et statistique

σpXq La tribu engendrée par la variable aléatoire X, page 2001

a^ b minpa, bq, page 2147

KX matrice de covariance d’un vecteur gaussien, page 2052

mpAq Ensemble des fonctions A-mesurables, page 861

Théorie des groupes

pG{Hqg classes à gauche, page 153

rasp ensemble des a` kp, page 177
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rG,Gs groupe dérivé, page 144

rg, hs commutateur dans un groupe, page 144

AffpRnq Le groupe des applications affines bijectives de Rn., page 437

gr groupe engendré, page 141

Ĝ groupe des caractères de G, page 1045

σx réflexion par rapport à x, page 1159

An groupe alterné, page 275

DpGq groupe dérivé, page 144

Dn groupe diédral, page 1202

Gab groupe abélianisé de G, page 145

N ˆφ H produit semi-direct, page 161

Sn le groupe symétrique, page 157

Topologie et théorie des ensembles

AdhpAq adhérence de A, page 344

AA Le complémentaire de l’ensemble A, page 107

DiampAq Diamètre de la partie A, page 667

IntpAq intérieur de A, page 344

BA La frontière de l’ensemble A, page 480

A∆B différence symétrique, page 108

Ac complémentaire de A, page 107

Analyse

IsompXq Le groupe des isométries de X, page 388

µ ! ν La mesure µ est absolument continue par rapport à la mesure ν., page 930

C8
`
R,S 1pRdq˘ Fonctions à valeurs dans les distributions., page 1859

C8pI,D 1pRdqq fonctions à valeurs dans les distributions, page 1789

pS, F̂ , µ̂q complété de l’espace mesuré pS, F̂ , µ̂q, page 867

LpE,F q Les applications linéaires de E vers F , page 612

LpnqpV,W q L’espace des applications n-linéaires V n ÑW , page 755

argpzq La valeur principale de l’argument de z P C, page 1633

L Les applications linéaires continues de E vers F , page 612

Db l’ensemble de écritures décimales en base b, page 589

R l’ensemble des réels, page 127

R` les réels positifs ou nuls, page 130

exp exponentielle, page 1004

H 1 dual, page 1579

lim inf an limite inférieure, page 375

lim sup an limite supérieure, page 375
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Lp espace de Lebesgue, sans les classes, page 1645

µ K ν mesures perpendiculaires, page 930

µ˚ La mesure extérieure associée à la mesure µ, page 859

Bz,Bz̄ dérivées partielles d’une fonction complexe, page 1601

projKpxq projection orthogonale de x sur y, page 1576

σpAq tribu engendrée par D, page 848

DpΩq Les fonctions C8 à support compact sur Ω, page 1775

S 1pRdq espace des distributions tempérées, page 1781

A2pΩq espace de Bergman, page 1728

AK orthogonal d’une partie., page 1578

CcpIq fonctions continues à support compact dans I, page 1665

f „ g fonctions ayant des limites équivalentes, page 707

H1pΩq espace de Sobolev sur Ω, page 1804

H1pIq espace de Sobolev, page 1799

HmpMq espace de Sobolev, page 1806

L1
locpIq fonctions intégrables sur les compacts de I, page 1799

Lp espace de Lebesgue avec les classes, page 1647

Miϕ La fonction x ÞÑ xiϕpxq, page 1723

Snf somme partielle de série de Fourier, page 1693



Chapitre 0

Introduction

0.1 Auteurs, contributeurs, sources et remerciements

Les remerciements, dans chaque catégorie, sont mis dans l’ordre chronologique approximatif.
Les noms en couvertures sont ceux qui ont fourni du code LATEX (typiquement : un patch via
github), par ordre chronologique approximatif d’entrée dans le projet.

0.1.1 Ceux qui ont travaillé sur le Frido

(1) Carlotta Donadello pour l’ensemble du cours de CTU de géométrie analytique 2010-2011.
Une grosse partie de « analyse réelle » vient de là.

(2) Les étudiants de géométrie analytique en CTU 2010-2011 ont détecté d’innombrables co-
quilles. Les étudiants du cours présentiel de géométrie analytique 2011-2012 ont signalé un
certain nombre d’incorrections dans les exercices et les corrigés. Les agrégatifs de Besançon
2011-2012 pour leurs plans et leurs développements.

(3) Lilian Besson pour m’avoir signalé un paquet de fautes, et quelques points pas clairs en
statistiques.

(4) Plouf qui m’a signalé une coquille dans le fil la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-
106.

(5) Benjamin de Block pour des coquilles et une mise au point sur les conventions à propos de
R` et pR`q˚.

(6) Olivier Garet pour avoir répondu à plein de questions de probabilités.
(7) François Gannaz pour de la relecture et une version plus claire de la preuve (et de l’énoncé)

de la proposition 20.6.
(8) Danarmk pour des réponses à des questions dans les commentaires (allongement pour éviter

un Overfull hbox) http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675589. Et aussi pour
une discussion à propos de la topologie sur DpΩq.

(9) Cédric Boutilier pour des réponses à des questions de probabilité statistique. https://
github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16

(10) Remsirems pour des réponses à des questions d’analyse. http://linuxfr.org/nodes/110155/
comments/1675813

(11) Bertrand Desmons pour plusieurs patchs rendant plus clairs de nombreux passages sur les
suites de Cauchy dans Q.

(12) Anthony Ollivier pour m’avoir fait remarquer qu’il n’est pas vrai que ArXs est euclidien
lorsque A est intègre (contre-exemple : A “ Z). Ça fait une faute de moins dans le Frido.

(13) ybailly pour avoir détecté un bon nombre de coquilles dans la partie sur les ensembles de
nombres.

(14) Éric Guirbal pour le remplacement de frenchb par french.
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(15) cdrcprds pour une réponse à une question d’algèbre, démonstration à l’appui à propos de
pgcd.

(16) Antoine Bensalah pour avoir répondu à une question sur Lax-Milgram tout en même temps
que pointé une erreur dans la démonstration et fourni l’exemple 26.60 sur l’optimalité de
l’inégalité.

(17) Guillaume Deschamps pour ses remarques à propos du fait que le chapitre « constructions
des ensembles » est très ardu.

(18) Guillaume Barriere pour sa relecture attentive jusqu’aux corps.
(19) Samy Clementz pour avoir découvert une faute dans la définition de mesure positive sur un

espace mesurable.
(20) Sylvain Rousseau pour avoir clarifié une construction dans le théorème de Bower version C8.
(21) Maxmax pour des typos dans l’index thématique.
(22) Laurent Choulette pour une typo dans les propriétés du neutre d’un groupe.
(23) Pierre Lairez pour la démonstration du théorème d’inversion de limite et de dérivée 13.297

sans passer par les intégrales (et les lemmes correspondants à propos du module de conti-
nuité).

(24) Gregory Berhuy pour des réponses d’algèbres dans les catégories facile, moyen et difficile.
(25) Benoît Tran pour avoir signalé un paquet de typos dans la démonstration de l’ellipsoïde de

John-Loewner et ses dépendances.
(26) Provatiscus pour avoir signalé un paquet de choses pas claires, et surtout pour avoir trouvé

une faute dans la démonstration du fait qu’une fonction continue sur Q se prolonge en
une fonction continue sur R. Et pour cause : cet énoncé est faux. https://github.com/
LaurentClaessens/mazhe/issues/124

0.1.2 Aide directe, mais pas volontairement sur le Frido

(1) Plein de monde pour diverses contributions à des énoncés d’exercices. Pierre Bieliavsky pour
les énoncés d’analyse numérique (MAT1151 à Louvain la Neuve 2009-2010). Jonathan Di
Cosmo pour certaines corrections de MAT1151. François Lemeux, exercices sur les normes
de matrices et correction de coquilles. Martin Meyer et Mustapha Mokhtar-Kharroubi pour
certains exercices du cours Outils mathématiques (surtout ceux des DS et examens).

(2) Nicolas Richard et Ivik Swan pour les parties des exercices et rappels de calcul différentiel
et intégral (Université libre de Bruxelles, 2003-2004) qui leurs reviennent.

(3) Carlotta Donadello pour la partie géométrie analytique : topologie dans Rn, courbes, inté-
grales, limites. (Université de Franche-Comté 2010-2012)

(4) Le forum usenet de math, en particulier pour la construction des corps fini dans la fil « Vérifier
qu’un polynôme est primitif » initié le 20 décembre 2011.

(5) Mihai Bostan nous a donné ses notes manuscrites de son cours présentiel de géométrie ana-
lytique 2009-2010. (Presque) Toute la structure du cours de géométrie analytique lui est due
(qui est maintenant fondue un peu partout dans les chapitres d’analyse).

0.1.3 Des gens qui ont fait un travail qui m’a bien servi

(1) Arnaud Girand pour avoir mis ses développements bien faits en ligne. Une bonne vingtaine
de résultats un peu partout dans ces notes viennent de lui.

(2) Le site http://www.les-mathematiques.net m’a donné les preuves de nombreux résultats.
(3) Pierre Monmarché pour son document en ligne tout plein de développements, et des réponses

à des questions.

https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/52#issuecomment-333251728
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
http://www.les-mathematiques.net
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(4) Tous les contributeurs du Wikipédia francophone (et aussi un peu l’anglophone) doivent être
remerciés. J’en ai pompé des quantités astronomiques ; des articles utilisés sont cités à divers
endroits du texte, mais ce n’est absolument pas exhaustif. Il n’y a à peu près pas un résultat
important de ces notes dont je n’aie pas lu la page Wikipédia, et souvent plusieurs pages
connexes.

(5) Les intervenants du fil « Antisymétrisation, alterné, déterminant et caractéristique » sur
les-mathematiques.net m’ont bien aidé pour la section sur les déterminants 11.3 (bien
qu’ils ne le savent pas).

(6) Xavier Mauquoy pour l’énoncé et la preuve du théorème 3.36.
(7) David Revoy pour les dessins de Pepper&Carrot de la couverture.
J’ai souvent donné entre parenthèse à côté des mots « théorème », « lemme » ou « proposition »

une ou plusieurs références vers les sources de la preuve que je donne. Ce sont parfois des liens
vers la bibliographie ; parfois aussi des liens hypertexte vers des sites, des blogs, etc. Tous ces gens
ont fait du bon boulot. Sans toute cette « communauté », l’internet serait mort 1.

0.2 Originalité
Ces notes ne sont pas originales par leur contenu : ce sont toutes des choses qu’on trouve

facilement sur internet ; je crois que la bibliographie est éloquente à ce sujet. Ce cours se distingue
des autres sur les points suivants.
La longueur J’ai décidé de ne pas me soucier de la taille du fichier. Il fera cinq mille pages s’il le

faut, mais il restera en un bloc. Étant donné qu’il n’existe qu’une seule mathématique, il ne
m’a pas semblé intéressant de produire une division artificielle entre l’analyse, la géométrie
ou l’algèbre. Tous le résultats d’une branche peuvent (et sont) être utilisés dans toutes les
autres branches.
Dans cette optique, je me suis évertué à ne créer que des références « vers le haut ». À moins
d’oubli de ma part 2, il n’y a aucun endroit du texte qui dépend d’un lemme démontré plus
bas. Le fait qu’un théorème B soit plus bas qu’un théorème A signifie qu’on peut démontrer
A sans savoir B.

La licence Ce document est publié sous une licence libre. Elle vous donne explicitement le droit
de copier, modifier et redistribuer.

Les mises à jour Ce document est régulièrement mis à jour. Des fautes d’orthographe sont corri-
gées (presque) chaque jour. Si vous me signalez une faute de mathématique, elle sera corrigée.

Transparence Je ne fais pas semblant que ces notes soient parfaites. Les points sur lesquels je ne
suis pas sûr, les preuves que j’ai inventées moi-même sont clairement indiqués pour inciter le
lecteur à redoubler de prudence. Une liste de questions à résoudre est inclue en la section 0.6.
Voir 0.3 pour plus de détails.

0.3 Les choses qui doivent vous faire tiquer
Un cours de math doit toujours être lu attentivement, surtout si vous avez l’intention de

resservir à un jury le fruit de vos lectures. Dans ce livre, trois éléments doivent vous faire redoubler
de prudence.
La référence [1] D’abord les références à [1] indiquent qu’une bonne partie de ce qui suit est de

l’invention personnelle de l’auteur. Cela ne veut évidemment pas dire que c’est moi qui ait
découvert le résultat. Ça veut dire que je n’ai pas trouvé le résultat ou certaines parties de
la preuve.

Les notes en bas de page Certaine notes en bas de page sont écrite dans une fonte spéciale 3.
1. Cette dernière phrase doit être comprise comme un appel à ne pas utiliser Moodle et autres iCampus pour

diffuser vos cours de math, ou en tout cas pas comme moyen exclusif.
2. Par exemple pour les théorèmes pour lesquels je n’ai pas lu ni a fortiori écrit de preuves.
3. Les notes comme celle-ci signifient qu’il y a quelque chose dont je ne suis pas sûr.

http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,302266
https://www.peppercarrot.com/fr/article285/episode-8-pepper-s-birthday-party


92 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Elles indiquent des points sur lesquels je doute ou des étapes de calculs que je ne parviens
pas à reproduire en suivant mes sources. Lorsque vous voyez une telle note, redoublez de
prudence, allez voir la source, et écrivez-moi si vous pouvez résoudre le problème.

Les environnements dédiés Et enfin certains problèmes sont indiqués plus longuement dans
un environnement dédié en petits caractères comme ceci :

Problèmes et choses à faire

Les choses écrites comme ceci sont des questions ou des éléments sur lesquels j’ai un doute. Lisez-les attentivement. Ces notes mentionnent

des points que personnellement je n’oserais pas affirmer plein d’aplomb à un jury d’agrégation.

0.4 Quelques choix qui peuvent provoquer des quiproquos
Comme tout cours de mathématique, ce cours fait des choix qui sont parfois discutables. Voici

quelques points sur lesquels les choix faits ici ne sont peut-être pas ceux fait par tout le monde.
Ce sont donc des points sur lesquels vous devez faire attention pour éviter les quiproquos lors par
exemple d’un oral dans un concours.
(1) Nous utilisons la définition usuelle de limite d’une fonction en un point. Elle diffère de celle

donnée par le ministère de l’enseignement en France. Si votre but est de passer un concours
d’enseignement en France, vous devriez lire 8.1.13 ; dans tous les autres cas, la définition
prise ici est celle qu’il vous faut.

(2) Un compact est un partie d’un espace topologique pour lequel tout recouvrement par des
ouverts admet un sous-recouvrement fini. Le fait d’être séparable n’est pas inclus dans la
définition de compact. De nombreux textes français incluent la séparabilité dans la compacité.

(3) Le logarithme sur C est une application ln : C˚ Ñ C définie partout sauf en zéro. Elle n’est
donc pas continue sur la fameuse demi-droite. À ne pas confondre avec une détermination
du logarithme qui est par définition continue et donc non définie sur la demi-droite.
Cela est un choix très discutable. La raison de donner à la notation « ln » cette signification
est simplement de suivre l’usage de Sage. Pour Sage, lnp´1q existe et vaut iπ.
Voir les remarques 27.66.

(4) Le mot « corps » n’implique pas la commutativité, et nous n’utilisons pas la terminologie
« anneau à division ». Voir la remarque 1.62 et la discussion 6.1.

0.5 Sage est là pour vous aider
Il existe de nombreux logiciels de mathématique. Notre préféré est Sage pour une raison très

précise : en tant que langage de programmation, Sage est python qui est un langage généraliste.
La syntaxe et la structure de Sage ne sont pas ad hoc pour faire de math, et ce qu’on apprend en
Sage peut être recyclé pour faire n’importe quoi : navigateur web, script de manipulation de texte,
traitement d’image, réseau neuronaux, . . .

Sage est un logiciel disponible pour l’épreuve de modélisation de l’agrégation de mathématique ;
il y a donc de bonnes chances que vous en ayez l’usage.

0.5.1 Lancez-vous dans Sage

(1) Aller sur http://www.sagemath.org,
(2) créer un compte,
(3) créer des feuilles de calcul et s’amuser ! !
Il y a beaucoup de documentation sur le site officiel 4, et nous vous conseillons particulièrement

le livre [2].
Si vous comptez utiliser régulièrement ce logiciel, je vous recommande chaudement de l’installer

sur votre ordinateur.
4. http://www.sagemath.org

http://www.sagemath.org
http://www.sagemath.org
http://lmgtfy.com/?q=sage+documentation
http://www.sagemath.org
http://mirror.switch.ch/mirror/sagemath/index.html
http://www.sagemath.org
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0.5.2 Exemples de ce que Sage peut faire pour vous

Ce livre est émaillé de petits bouts de code en Sage montrant ses différentes fonctionnalités là
où nous en avons besoin 5. Voici une liste (non exhaustive) de ce que Sage peut faire pour vous.
(1) Calculer des limites de fonctions, exemples 44.1 et 44.2.
(2) Tracer des graphes de fonctions, exemple 44.2.
(3) Tracer des courbes en trois dimensions, voir exemple 13.144. Notez que pour cela vous devez

installer aussi le logiciel Jmol. Pour Ubuntu, c’est dans le paquet icedtea6-plugin.
(4) Calculer des dérivées partielles de fonctions à plusieurs variables, voir exemple 44.3.
(5) Résoudre des systèmes d’équations linéaires. Voir les exemples 44.4 et 44.5. Lire aussi la

documentation.
(6) Tout savoir d’une forme quadratique, voir exemple 44.6.
(7) Calculer la matrice hessienne de fonctions de deux variables, déterminer les points critiques,

déterminer le genre de la matrice hessienne aux points critiques et écrire extrema de la
fonctions (sous réserve d’être capable de résoudre certaines équations), voir les exemples 44.7
et 44.8.

(8) Indiquer une infinité de solutions à une équation en utilisant des paramètres. L’exemple 44.9
montre ça avec une équation algébrique. Un exemple concernant des fonctions trigonomé-
triques :

sage: solve(sin(x)/cos(x)==1,x,to_poly_solve=True)
[x == 1/4*pi + pi*z1]
sage: solve(sin(x)**2==cos(x)**2,x,to_poly_solve=True)
[sin(x) == cos(x), x == -1/4*pi + 2*pi*z86, x == 3/4*pi + 2*pi*z84]

Notez l’option to_poly_solve=true dans solve.
(9) Calculer des dérivées symboliquement, voir exemple 44.10.

(10) Calculer des approximations numériques comme dans l’exemple 44.11.
(11) Calculer dans un corps de polynômes modulo comme FprXs{P où P est un polynôme à

coefficients dans Fp. Voir l’exemple 20.65.
Sage peut en général faire tout ce que vous êtes capable de faire à l’entrée en master et

probablement bien plus, à la notable exception des limites à deux variables.

Remarque 0.1.
Sage peut toutefois vous induire en erreur si vous n’y prenez pas garde parce qu’il sait des choses
en mathématique que vous ne savez pas. Par conséquent il peut parfois vous donner des réponses
(mathématiquement exactes) auxquelles vous ne vous attendez pas. Voir par exemple 16.109 pour
le logarithme de nombres négatifs. Et aussi ceci :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: limit (1/x,x=0)
7 Infinity
8 sage: limit (1/x**2,x=0)
9 +Infinity

tex/sage/sageSnip017.sage

5. Soit un vrai besoin comme tracer un graphique en 3D, soit de la paresse comme calculer une grosse dérivée.

http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
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Sage fait une différence entre Infinity et +Infinity et donne

lim
xÑ0

1
x
“ 8 (0.1)

ainsi que

lim
xÑ0

1
x2 “ `8. (0.2)

Voir aussi la compactification en un point d’Alexandroff 7.61.

0.6 Comment contribuer et aider ?

Ces notes ne sont pas relues de façon systématique. Aucune garantie. Merci de me signaler
toute faute ou remarque : le relecteur c’est toi. Voici une petite liste de questions que je me pose
ou de choses écrites dont je ne suis pas certain. Si vous avez un avis ou une réponse à un des points,
merci de vous faire connaitre.

Les questions ouvertes sont divisées en trois niveaux de difficulté :

(1) Niveau facile : un étudiant de licence devrait pouvoir le faire.
(2) Niveau moyen : un candidat à l’agrégation de mathématique devrait pouvoir le faire.
(3) Demande probablement de connaissances avancées en mathématique ; au moins être tout à

fait à l’aise avec le niveau d’agrégation.

Quel que soit votre niveau, vous pouvez faire ceci :

(1) M’écrire pour me signaler toutes les fautes que vous voyez, même si vous n’êtes pas sûr.
(2) Si vous n’êtes pas expert, me signaler tous le endroits qui vous semblent obscurs. Vu que ces

notes sont destinées à apprendre, les avis des non experts sont très importants.
(3) Mettre une copie de (ou un lien vers) ces notes sur votre site.

0.6.1 Des preuves qui manquent

Vous trouverez un peu partout des énoncés sans preuves. Certaines sont surement très faciles,
et d’autres probablement assez compliquées. N’hésitez pas à rédiger une preuve et me l’envoyer.

Vous pouvez m’envoyer vos preuves sous forme de « c’est bien fait dans tel cours », avec une
URL.

Ne me dites juste pas « c’est bien fait dans tel livre ». Je ne travaille pas à l’université, et je n’ai
pas accès à une bibliothèque universitaire ; je n’ai donc pas réellement accès à ces fameux « livres »
dont tout le monde parle.

0.6.2 Mes questions de géométrie

0.6.2.1 Facile

(1) Donner une interprétation en termes de plans, droites ou je ne sais quoi de géométrique
au 4-cycle parmi les permutations des sommets du tétraèdre. D’où sort géométriquement la
matrice (19.29) ?

0.6.2.2 Moyen

(1) Démontrer la proposition 10.3 qui donne les relations de Chasles pour un espace affine.
(2) En géométrie projective, dans la sphère de Riemann Ĉ “ P1pCq “ CYt8u est-ce qu’il existe

une notion de cercle dont le centre est 8 ? Voir le point 24.65.
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(3) Géométrie projective. Tout le monde semble définir le birapport en identifiant P pK2q à
K̂ “ K Y t8u. Bien entendu, personne ne semble s’être attribué la mission d’expliciter la
dépendance du birapport en le choix de l’identification. Je le fais à la définition 24.40.
Mais cette définition dépend du choix d’identification ϕ : P pK2q Ñ K̂, comme le montre
l’exemple 24.42. J’ai donc défini des classes d’identifications possibles Apϕq en 24.38. Et je
démontre la proposition 24.43 que si ϕa P Apϕq alors les birapports construits à partir de ϕ
et ϕa sont identiques.
Question : pourquoi personne ne semble faire ce travail ? En quoi l’identification ϕ0 que tout
le monde utilise est plus canonique qu’une autre ? Est-ce que l’on peut décrire simplement
les classes Apϕq ? Le groupe qui conserve le birapport associé à ϕ est-il isomorphe au groupe
qui conserve le birapport associé à ϕ1 ? Quels que soient ϕ et ϕ1 ?
Suis-je la seule personne au monde à m’être demandé si le birapport était un objet canonique ?

(4) En géométrie projective, dans P1pCq “ Ĉ “ CY t8u, si ` est une droite dans C, est-ce que
la droite correspondante dans Ĉ contient le point 8 ? Moi j’ai envie de dire que 8 est sur
toutes les droites. Voir le problème 24 et la remarque 24.63.

(5) Géométrie affine, barycentre. Les mauvaise langues diraient que tout cela est du snobisme
autour de la paresse d’écrire ÝÑxy au lieu de y ´ x. Est-ce qu’il y a des cas où toute l’étude
des espaces affines et des barycentres en particulier apportent réellement plus qu’une facilité
d’écriture par rapport à travailler dans le cadre vectoriel pur ?

0.6.3 Mes questions d’algèbre

0.6.3.1 Facile

0.6.3.2 Moyen

(1) Pour donner un peu de consistance à l’exemple 3.135, il faudrait décrire les éléments irré-
ductibles de Zri?2s.

0.6.3.3 Difficile

(1) Que penser de 6.78 qui dit que l’extension de corps Kpαq dépend en réalité du corps ambiant
dans lequel on calcule l’extension ?
Est-ce qu’il existe des exemples moins triviaux et plus utiles que celui que je donne ?

(2) Pour quelle classe d’anneaux et de polynômes le quotient ArXs{pP q est-il un corps ?

0.6.3.4 Non classées

(1) Est-ce qu’il existe une structure raisonnable d’espace vectoriel sur Z ? Est-ce qu’il existe des
corps discrets infinis ?
Dans cette question, j’ai derrière la tête que dans un espace vectoriel topologique nous avons
une notion de suite de Cauchy, définition 9.19. Donc dans ce cas la notion d’espace complet
est une notion topologique. Or il y a l’exemple 9.25 qui donne deux distances sur N, qui
donnent la même topologique, mais l’un étant complet, l’autre non.
Si il y avait une structure vectorielle sur N, cela créerait une contradiction. Au moins au
sens où la définition 9.19 de suite de Cauchy « topologique » ne redonne pas la même que la
notion « métrique » de la définition usuelle 9.21.

(2) La « décomposition en facteurs premiers » dans Zri?2s que je donne dans l’exemple 3.135
est-elle correcte ? En particulier le lemme 3.136 ?

(3) Est-ce que la fin de la démonstration 20.25 avec cette histoire d’ensemble tξqk tel que q P Nu
fini est compréhensible ?

(4) Les représentations irréductibles sont les modules indécomposables. Quid des modules irré-
ductibles ? C’est pas un peu dingue de ne pas utiliser le mot « irréductible » pour désigner
les mêmes choses dans le cas des modules et celui des représentations ?
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(5) Rendre rigoureuse la remarque (11.239) qui dit que les matrices dont le polynôme minimal
est égal au polynôme caractéristique sont denses dans les matrices.

(6) La partie initiation de récurrence (r “ 2) de la preuve de la proposition 10.36 à propos de
convexe et de barycentre est-elle correcte ? Ce passage de l’espace affine à l’espace vectoriel
sous-jacent me paraît un peu facile.

(7) Est-ce que l’énoncé et la démonstration de la proposition 6.96 sont corrects ? Si a et b sont
des racines de P , alors µaµb divise P (si µa ‰ µb). Cette proposition est utilisée dans la
démonstration de l’irréductibilité des polynômes cyclotomiques (proposition 20.23).

(8) À quoi sert l’hypothèse « autre que F2 » dans le lemme 20.75 ? Peut-être dans la notion de
déterminant parce qu’en caractéristique 2, l’antisymétrie d’une forme linéaire n’implique le
fait qu’elle soit alternée.

(9) L’inversibilité de la somme de Gauss (proposition 20.41) est-elle bien démontrée ?
(10) Des commentaires sur l’exemple 6.130 qui montre que Xp ´X ` 1 est irréductible sur Fp.
(11) Les idéaux de A{I sont en bijection avec les idéaux de A contenant I. Justification de l’équa-

tion (3.87).
(12) À propos d’extensions algébriques, est-ce que la proposition 6.85 est correcte ? Est-ce qu’im-

plicitement, il n’y a pas un sur-corps de K dans lequel il faut travailler ?
(13) À propos de construction à la règle et au compas. Pour l’addition d’angles, l’exemple 20.82

explique comment on construit la somme de deux angles. Le problème est que cette construc-
tion se fait par intersection de deux cercles. Une des deux intersections donne α`β et l’autre
donne α´ β. Comment par construction peut-on choisir le bon point ?

(14) À propos de chiffrement RSA, quelle est la probabilité que le message M ne soit pas premier
avec p ? Est-ce que Alice (qui est celle qui chiffre avec la clef de Bob) peut le vérifier ? Que
penser des points que j’énumère à la page 1297 au dessus du problème 23 ?

(15) Isomorphisme du corps R. Que penser de la remarque 6.5 ?

0.6.4 Mes questions d’analyse

0.6.4.1 Facile

0.6.4.2 Moyen

(1) Est-ce que l’énoncé du théorème de Müntz 18.7 est correct ? Voir en particulier la re-
marque 18.8 à propos de la présence du monôme 1 dans la liste.

(2) À propos de formule sommatoire de Poisson, est-ce que l’exemple 30.12 est bien fait ? En
particulier la formule (30.44) est-elle correcte et bien justifiée ?

(3) Que penser de la remarque 26.38 qui dit qu’on doit avoir un théorème de complétion de
partie orthonormale en une base orthonormale pour un espace de Hilbert ? C’est vrai ?

(4) Préciser l’énoncé et donner une démonstration de la proposition 12.107 qui traite de sommes
dénombrables.

(5) Explosion en temps fini. C’est le corollaire 33.18. Dans le cas où limtÑtmax }yptq} “ 8 alors
la dérivée de y n’est pas non plus bornée. Correct ?

(6) Est-ce qu’il y a moyen de définir la mesure produit (de deux espaces mesurés) sans passer
par l’intégrale ?
Le théorème-définition 15.207 donne le produit de mesures par la formule

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (0.3)

On peut faire plus abstrait ?
Sans une telle définition, l’ordre imposé est :
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— mesure
— intégrale
— mesure produit.

En particulier, quand on voit l’intégrale, la mesure de Lebesgue sur Rn n’est pas encore
définissable.
Il serait bien de pouvoir faire :
— mesure
— mesure de Lebesgue sur R
— mesure produit
— mesure de Lebesgue sur Rn

— intégrale.
(7) La proposition 13.340 prouve que la fonction x ÞÑ ax (a ą 0) est dérivable. Pour ce faire,

le concept de primitive est utilisé (pas jusqu’aux intégrales, cependant). Ça me semble in-
croyable qu’il faille ça pour prouver une dérivabilité.
Prouver que la limite

lim
εÑ0

aε ´ 1
ε

(0.4)

existe et n’est pas infinie sans recourir aux intégrales, aux primitives.

0.6.4.3 Difficile

(1) Soit n P N, A P R et x0 P Q. Nous considérons la suite[3]

xk`1 “ 1
n

ˆ
pn` 1qxk ` A

xn´1
k

˙
. (0.5)

Prouver que :
— C’est une suite de Cauchy
— xnk Ñ A.

Il me faudrait une démonstration de cela sans passer par la méthode de Newton. Par exemple
via le binôme de Newton.
Mon but serait de définir a1{n pour tout n P N sans passer par de l’analyse (ou en tout cas
pas en passant par le concept de fonction continue). Pour l’instant, c’est la définition 13.311
qui définit a1{n. Cela se base sur un argument de fonction continue strictement croissante
pour obtenir une bijection.

(2) Est-ce que la proposition 9.26 qui donne le critère dpxp, xqq ď ε pour être une suite de Cauchy
est valide dans un espace topologique métrique au lieu de normé ? Dans quels cas a-t-on

dpa, bq “ dpa` uq ` dpb` uq (0.6)

lorsque d est une distance qui n’est pas spécialement induite d’une norme ?
(3) Soit V , un espace vectoriel normé. Soit v P V . Est-ce qu’il existe un élément ϕ P V 1 (appli-

cation linéaire continue) telle que ϕpvq “ 1 et }ϕ} “ 1 ?
(4) Que penser de 15.154 qui tente d’expliquer pourquoi on ne définit pas l’intégrale d’une

fonction non mesurable, malgré que le supremum qui la définirait existe forcément ?
(5) Changement de variables. À quel point la proposition 15.254 est-elle équivalente au théorème

usuel ?
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0.6.4.4 Non classées

0.6.5 Mes questions de probabilité et statistiques.

0.6.5.1 Facile

0.6.5.2 Moyen

(1) Soit une variable aléatoire X à valeurs réelles. Est-ce que la tribu engendrée par X est d’une
façon ou d’une autre engendrée par les « courbes de niveau » de X ? C’est-à-dire par les
X´1`ttu˘ pour les t P R.
C’est ce qui semble ressortir de l’exemple de 37.2.10. Et intuitivement, je trouve que ça irait
bien . . .

0.6.5.3 Difficile

0.6.5.4 Non classées

0.6.6 Mes questions de LATEX et programmation

0.6.6.1 Facile

(1) Comment faire en sorte que les mots commençant par « é » soient avec les « e » dans l’index,
et non avant les « a » ?

0.6.6.2 Moyen

(1) Comment mettre ArXs dans le titre d’un enumerate ?
Mon environnement subproof est un enumerate, et je voudrais parler de temps en temps de
ArXs dans ses titres, mais LATEX plante à cause du crochet fermant. Voir la démonstration
du lemme 3.133. Pour obtenir l’effet, j’ai créé un newcommand de \foo qui fait ArXs.
Il y a aussi ce problème pour le titre de l’exemple 3.135.

(2) Revoir le mécaniste de l’index thématique. Il faudrait pouvoir les trier avec des titres. Mais
attention : il doit arriver avant la table des matières.

(3) L’environnement example est un sale hack pour placer le triangle. Faire mieux. Recopier
l’environnement théorème pour lui changer son carré en triangle ?

0.6.6.3 Difficile

Je ne sais pas comment faire, et à mon avis il faudra innover.

(1) Si vous savez comment faire pdf –> epub pour créer un eBook, faites le moi savoir. Cahier
des charges :
— libre, disponible sur Ubuntu
— en ligne de commande (en tout cas : exécutable depuis un script en python ou C++)

Attention : le Frido étant un truc assez compliqué, avant de répondre la première chose qui
vous passe par la tête, assurez-vous que votre solution fait avancer les choses sur le Frido et
non sur un petit document de test.
Nous en avons déjà un peu discuté sur https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/
issues/13. Il faudra entre autres faire un script qui remplace tous les environnements
tizk des fichiers *.pstricks (désolé pour la convention de nommage historique) par un
simple includegraphics du fichier pdf correspondant que l’on trouvera dans le répertoire
auto/pictures_tikz.

(2) Écrire un script (en python ou autre) qui prend en argument deux numéros ou noms de
chapitres et qui retourne l’ensemble des lignes du premier qui contient des ref ou eqref
dont le label correspondant est dans le second.

https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/13
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/13
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Attention : il faut tenir compte de input de façon récursive.
Bonus : calculer le hash sha1 de chaque ligne du résultat et ne pas l’afficher si il se trouve
dans la liste du fichier commons.py.

0.6.7 Numérique

0.6.7.1 Moyen

(1) L’erreur de cancellation provoquée par la différence a ´ ã lorsque a et ã n’a pas de consé-
quences sur l’ordre de grandeur de la réponse. Seulement des conséquences sur la valeur des
chiffres significatifs. Vrai ou faux ?
Voir la remarque 35.20.

0.7 Comment contribuer et aider (math) ?
0.7.0.1 Questions d’analyse

(1) À propos de suites de Cauchy dans un espace vectoriel topologique et dans un espace mé-
trique, est-ce que le théorème 9.36 est correct ?
Soit V un espace vectoriel topologique métrisable 6, alors il admet une métrique d compatible
avec la topologie telle que une suite dans V est d-Cauchy si et seulement si elle est τ -Cauchy.
Dans cet ordre d’idée, il faut des exemples de :
— un espace vectoriel topologique métrisable et une métrique d compatible avec la topolo-

gie, mais dont les suites d-Cauchy ne sont pas celles τ -Cauchy. Et en particulier dont la
complétude est différente que celle de la « bonne » métrique donnée par la théorème 9.33.

— Et aussi un exemple pour la remarque 9.37.
(2) L’exemple 18.23 parle d’inverser une intégrale et une dérivée au sens des distributions pour

prouver que la dérivée de
şx
0 gptqdt par rapport à x est g. Rendre cela rigoureux.

(3) À propos du théorème de récurrence de Poincaré 15.83, l’application φ doit être mesurable ?
Répondre à la question posée sur la page de discussion de l’article sur wikipédia.
Toujours à propos du théorème de récurrence de Poincaré, il me semble qu’il y a un énoncé
qui insiste sur la compacité de l’espace des phases et une démonstration utilisant la propriété
de sous-recouvrement fini. Je serais content de retrouver cela. (ce serait sans doute mettable
dans la leçon sur l’utilisation de la compacité)

(4) Dans [4], on parle de la proposition 31.42 à sa page 10. Comment est-ce qu’on justifie le
passage ż

Rd
T
`
y ÞÑ ϕpxqψpx´ yq˘dx “ T

´
y ÞÑ

ż

Rd
ϕpxqψpx´ yqdx

¯
. (0.7)

Sylvie Benzoni précise que « ceci demanderai quelques justifications ». Où trouver lesdites
justifications ? Il s’agit de permuter une distribution et une intégrale.

(5) Peut-on permuter une application linéaire et continue avec une somme pas spécialement
dénombrable ? En supposant que

ř
iPI fpviq existe, la proposition 12.108 semble dire que oui.

Est-ce correct ?
Peut-on avoir un exemple de partie sommable tviuiPI et d’application linéaire continue f telle
que la partie tfpviqu ne soit pas sommable ?
Peut-être ceci dans un espace de Hilbert. vi “ 1

i2 ei puis fpeiq “ i3ei.
(6) Soit une partie orthonormale pas spécialement dénombrable tuiuiPI d’un espace de Hilbert

(pas spécialement séparable). Si
x “

ÿ

iPI
xiui, (0.8)

6. i.e. admet une base dénombrable de topologique, voir la proposition 9.34

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_r%C3%A9currence_de_Poincar%C3%A9
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puis-je prendre le produit scalaire avec uk et le permuter avec la somme pour déduire que
xk “ xx, uky ?
C’est ce que je fais dans la proposition 26.25.

(7) Théorème de point fixe et équation différentielle. Que penser de l’exemple 18.45 qui itère
la contraction de Cauchy-Lipschitz pour résoudre y1ptq “ yptq, yp0q “ 1 ? Est-ce que c’est
générique comme comportement ? Est-ce que la convergence est efficace dans des cas moins
triviaux ?

0.7.1 Question de numérique

(1) Différences finies. Il faut une analyse de consistance, stabilité et convergence du schéma à
9 points pour le laplacien donné par (36.146). Je crois qu’il est d’ordre 6, mais je n’en suis
vraiment pas sûr.

0.8 Taper du code pour le Frido

Dans cette section nous donnons quelques indications sur la façon de taper du code LATEX pour
le Frido.

Tout commence par télécharger les sources à l’adresse

https://github.com/LaurentClaessens/mazhe

0.8.1 Pour compiler le document vous même

Lisez le fichier COMPILATION.md.

0.8.2 Nommage des fichiers tex

J’ai pris l’habitude de préfixer les noms par un nombre. Par exemple 139_EspacesVecto.
Le fait est qu’il est plus simple, pour ouvrir le ficher, de taper 139<TAB> que de se souvenir si
« EspacesVecto » est écrit avec une majuscule, en français, en anglais, . . .

De plus un chapitre contenant plusieurs fichiers, nous nous retrouvons rapidement avec beau-
coup de fichiers nommés EspacesVecto1, EspacesVecto2, etc.

Vous trouverez le prochain numéro disponible dans réserve.tex.

0.8.3 Inclure des exemples de code

Pour inclure du code Sage, nous utilisons la commande \lstinputlisting. Ici encore, le fichier
réserve.tex contient le prochain disponible.

0.8.4 Pour les exercices

ATTENTION : dans un futur proche, je vais supprimer tous les exercices et les mettre sous
forme d’exemples. Une des raisons est de supprimer la dépendance en le paquet personnel exocorr
qui rend compliqué la compilation du Frido par des tierces personnes.

Les exercices sont tapés dans les fichiers déjà pré-remplis src_exocorr/exo*.tex. Les correc-
tions sont dans le fichier src_exocorr/corr*.tex correspondant. Ces fichiers ne sont pas inclus
directement, mais via la macro \Exo.

Le fichier réserve.tex contient le prochain disponible.

https://github.com/LaurentClaessens/mazhe
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Exemple Vous voulez créer un exercice.
— Allez voir dans réserve.tex la prochaine ligne Exo disponible.
— Mettons que ce soit \Exo{mazhe-0018}
— Supprimez cette ligne de réserve.tex, et mettez la où vous voulez voir paraitre votre exer-

cice.
— Tapez votre exercice dans le fichier src_exocorr/exomazhe-0018.tex et votre correction

dans le fichier src_exocorr/corrmazhe-0018.tex. Ces fichiers sont déjà créés et pré-remplis.
Ne changez pas le code qui y est.

0.9 Les politiques éditoriales

Certaines parties de ce texte ne respectent pas les politiques éditoriales. Ce sont des erreurs de
jeunesse, et j’en suis le premier triste.

0.9.1 Licence libre

Je crois que c’est clair.

0.9.2 pdflatex

Tout est compilable avec pdfLATEX. Pas de pstricks, de psfrag ou de ps<quoiquecesoit>.

0.9.3 utf8

Je crois que c’est clair.

0.9.4 Notations

On essaie d’être cohérent dans les notations et les conventions. Pour la transformée de Fourier
par exemple, je crois que la définition du produit scalaire dans L2, des coefficients de Fourier, de
la transformation et de la transformation inverse sont cohérents. Cela demande, lorsqu’on suit un
livre qui ne suit pas les conventions utilisées ici, de convertir parfois massivement.

0.9.5 De la bibliographie

On évite d’écrire en haut de chapitre « les références pour ce chapitre sont . . . ». Il est mieux
d’écrire au niveau des théorèmes, entre parenthèses, les références.

Lorsqu’on écrit l’énoncé d’un théorème sans retranscrire la démonstration, il faut mettre une
référence vers un document en ligne qui en contient la preuve. Il est vraiment fastidieux de chercher
une preuve sur internet et de tomber sur des dizaines de documents qui donnent l’énoncé mais pas
la preuve.

0.9.6 Faire des références à tout

Lorsqu’un utilise le théorème des accroissements finis, il ne faut pas écrire « d’après le théorème
des accroissements finis, blablabla ». Il faut écrire un \ref explicite vers le résultat. Cela alourdit
un peu le texte, mais lorsqu’on joue avec un texte de plus de 2000 pages, il est parfois laborieux
de trouver le résultat qu’on cherche (surtout s’il existe plusieurs versions d’un résultat et que l’on
veut faire référence à une version particulière).

0.9.7 Des listes de liens internes

Le début du Frido contient une espèce d’index thématique. Il serait bon de l’étoffer.
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0.9.8 Pas de références vers le futur

Dans le Frido, aucune preuve ne peut faire une référence vers un résultat prouvé plus bas. On
n’utilise pas le théorème 10 dans la démonstration du théorème 7. Cela est une contrainte forte
sur le découpage en chapitres et sur l’ordre de présentation des matières.

Il est bien entendu accepté et même encouragé de mettre des notes du type « Nous verrons
plus loin un théorème qui . . . ». Tant que ce théorème n’est pas utilisé, ça va.

En faisant
pytex lst_frido.py --verif

vous aurez une liste des références vers le bas. Cette liste doit être vide ! Ce programme cherche
tous les \ref et \eqref ainsi que les \label correspondants et vous prévient lorsque le \label est
après le \ref.

Si vous pensez qu’une référence pointée doit être acceptée (par exemple parce c’est dans une
des listes de liens internes), alors vous ajoutez son hash dans la liste du fichier commons.py. Si il
s’agit vraiment d’une référence vers un résultat que vous utilisez, alors vous devez déplacer des
choses. Soit votre résultat vers le bas, soit celui que vous utilisez vers le haut. Parfois cela demande
de déplacer ou redécouper des chapitres entiers. . . Si il n’y a vraiment pas moyen, bravo, vous
venez de prouver que la mathématique est logiquement inconsistante.

0.9.9 Écriture inclusive

Je suis triste de devoir le préciser, mais le Frido est écrit en français. Nous n’utiliserons donc pas
de féminisation abusives, et accepterons comme correcte des tournures comme, en parlant d’une
fonction, « elle est un contre-exemple », ou en parlant d’un lemme que « il est une conséquence ».

Parfois le genre d’un objet n’est pas bien défini. Par exemple 3{4 est la classe d’équivalence
de p3, 4q dans Z ˆ Zz0 ; mais en même temps c’est un élément de Q. Nous utiliserons alors,
prudemment, un neutre en disant « il est plus petit que 1 ».

0.10 Vérifier si vous n’avez pas fait de bêtises

Lorsqu’on fait de lourdes modifications (déplacement de parties, fusion de théorèmes, etc) il
est toujours possible de faire des bêtises d’au moins deux types : créer des références vers le futur
et supprimer des parties (genre couper-coller en oubliant le coller). Pour s’en prémunir, le script
suivant lance quelques compilations et vérifications :

./testing.sh

Aucune erreur ne devrait être signalée.
Attention : ce script fait quelques manipulations à base de git stash et crée une nouvelle

branche (nom aléatoire assez long) pour tester votre dernière modification sans créer de commit.

0.11 Acceptation des contribution

TD ;DR : pratiquement aucun patch n’est refusé.
Le premier critère d’acceptation d’une contribution est évidemment la correction mathéma-

tique.

0.11.1 Attention aux expressions rationnelles

Si vous trouvez une faute d’orthographe, rien ne vous empêche de faire une recherche de la même
faute pour la corriger d’un seul coup dans 25 fichiers. Faites toutefois attention à des remplacements
automatiques sur base d’expressions rationnelles telles que
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des [a-z]*[^s]

qui serait supposé détecter des erreurs de pluriel. Je vous laisse trouver au moins 5 cas sans fautes
qui satisfont cette expression.

Utilisez de telles expressions pour trouver des fautes, pas pour les corriger.

0.11.2 Pas de modifications massives, automatiques pour des raisons cosmé-
tiques

Il est un type de contributions que je ne vais plus accepter, ce sont les modifications massives
et automatiques de tous les fichiers pour des raisons de « propreté » du code. Exemples :
— Supprimer automatiquement tous les espaces en bout de lignes,
— Supprimer automatiquement toutes les lignes vides en fin de fichier
— Remplacer \ref par ~\ref
— Remplacer \[ par \begin{equation}
— Remplacer \og par « (avec ou sans espaces devant ou derrière)
— . . .
Ce type de substitutions automatiques créent des patch gigantesques qui prennent un temps

astronomique à relire pour un bénéfice pas tellement évident.
Pire : ils ont des effets de bords pas toujours évident à détecter ou à prévoir.
N’oubliez pas que le Frido n’est pas que du LATEX. Il est aussi divers script de pré et post-

compilation (y compris qui hackent des fichiers intermédiaires entre deux passes de LATEX). Ces
scipts, écrits par votre très humble et très obéissant serviteur, ne sont pas parfaits et les parseurs
reposent sur certaines hypothèses. Donc des choses qui ne devraient ne rien changer du point de
vue de LATEX peuvent avoir des conséquences.

Bien entendu, si vous êtes en train de taper des math et que ce genre de « malpropreté » du
code vous gêne, vous pouvez corriger dans les fichiers que vous modifiez.
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Chapitre 1

Construction des ensembles de
nombres

1.1 Quelques éléments sur les ensembles

1.1.1 Petit mot d’introduction

1.1.
Le Frido n’est pas supposé être lu dans l’ordre de la première à la dernière page ; les matières y
sont présentées dans l’ordre logique mathématique, et non dans l’ordre logique pédagogique, et
encore moins par ordre de difficulté croissante.

En mathématique, si on lit une démonstration et que l’on veut vraiment tout justifier, et
justifier toutes les étapes de tous les résultats utilisés, on tombe forcément un jour sur les axiomes.

Or l’axiomatique est un sujet particulièrement difficile. Nous n’allons donc pas « tout justifier »
jusque là. Nous n’allons même pas préciser quel système d’axiome est utilisé. En particulier nous
n’allons pas donner l’axiomatique des ensembles : nous allons supposer connus les ensembles et
leurs principales propriétés.

Bref. Nous supposons avoir une théorie des ensembles qui tient la route. En particulier nous
supposons connues les notions suivantes :

(1) ensemble vide,

(2) ensemble, appartenance, intersection, union,

(3) application entre deux ensembles, notation fpxq pour désigner l’image de x par f ,

(4) produit cartésien de plusieurs ensembles.

Ce sont toutes des choses dont la construction à partir des axiomes n’est en aucun cas évidente. En
particulier, des « définitions » comme « l’intersection de deux ensembles est l’ensemble contenant
exactement les éléments communs aux deux ensembles » ne sont pas correctes parce qu’elles passent
à côté de l’existence et de l’unicité d’un tel ensemble.

Une petite définition cependant, que l’on utilisera :

Définition 1.2.
Deux ensembles A et B sont disjoints si leur intersection est vide 1 ; en d’autres termes, s’il
n’existe aucun élément commun à A et B.

1.3.
Remarquez par exemple que la première phrase de l’article de Wikipédia sur la construction de N
est « Partant de la théorie des ensembles, on identifie 0 à l’ensemble vide, puis on construit . . . ».
Il est bien précisé que l’on part d’une théorie des ensembles.

1. Remarquez que les mots « intersection » et « vide » sont de ceux que nous avons décidé de ne pas définir.
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1.4.
La suite de ce chapitre sera essentiellement sans exemples parce qu’avant d’avoir construit les
ensembles de nombres, je ne sais pas très bien quels exemples on peut donner de quoi que ce soit.

1.1.2 Ensemble ordonné

Définition 1.5.
Soient deux ensembles E et F . Une application f : E Ñ F est
(1) surjective si pour tout y P F , il existe x P E tel que y “ fpxq ;
(2) injective si pour tout y P F , il existe au plus un x P E tel que y “ fpxq ;
(3) bijective si elle est à la fois injective et surjective.

La méthode la plus courante pour démontrer qu’une application f : E Ñ F est injective est
de considérer x, y P E tels que fpxq “ fpyq, et de prouver à partir de là que x “ y. Ou alors de
supposer x ‰ y et obtenir une contradiction.

La technique de la contradiction est évidemment la plus courante lorsque l’égalité fpxq “ gpxq
implique une équation faisant intervenir 1{px´ yq.
1.6.
L’axiome du choix que nous acceptons peut s’énoncer comme ceci[5] : Étant donné un ensemble
X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X, appelée fonction de choix, qui à
chacun d’entre eux associe un de ses éléments.

Définition 1.7.
Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation binaire (notée ď) sur E telle que pour
tous x, y, z P E,
réflexivité : x ď x

antisymétrie : x ď y et y ď x implique x “ y

transitivité : x ď y et y ď z implique x ď z.

Définition 1.8.
Un ensemble ordonné est totalement ordonné si deux éléments sont toujours comparables : si
x, y P E alors nous avons soit x ď y soit y ď x. Si les éléments ne sont pas tous comparables, nous
disons que l’ordre est partiel.

Définition 1.9.
Soit un ensemble ordonné pE,ďq et une partie A de E. Nous disons que m P A est un minimum
de A si pour tout x P A, l’élément m est comparable à x et m ď x.

Un élément p P E est un minorant de A si pour tout a P A, l’élément p et a sont comparables
et p ď a.

Les notions de maximum et de majorant sont définis de façon analogue.

Lorsqu’une partie possède un minimum, ce dernier est nommé le « plus petit élément » de la
partie. Attention : il n’en existe pas toujours. D’innombrables exemples pourront être vus lorsque
nous aurons construits Q et R. Typiquement les intervalles du type sa, br.
Définition 1.10.
Un ensemble ordonné est bien ordonné si toute partie non vide possède un plus petit élément :
si A est une partie de E, alors Dx P A,@y P A, x ď y.

1.11.
Quelques remarques.
(1) L’inégalité stricte (définie par : x ă y si et seulement si x ď y et x ‰ y) n’est pas une relation

d’ordre parce qu’elle n’est pas réflexive.
(2) Nous verrons dans la remarque 1.110 que l’intervalle r´1, 1s dans R n’est pas bien ordonné.
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(3) Un ensemble bien ordonné est forcément totalement ordonné parce que toutes les parties de
la forme tx, yu possèdent un minimum. Par conséquent x et y doivent être comparables :
x ď y ou y ď x.

Exemple 1.12
Si E est un ensemble, l’inclusion est un ordre sur l’ensemble des parties de E, mais pas un ordre
total parce que si X,Y sont des parties de E, alors nous n’avons pas automatiquement soit X Ă Y
ou Y Ă X. 4

La notion d’ordre permet d’introduire la notion d’intervalle.

Définition 1.13.
Soit un ensemble totalement ordonné pE,ďq. Un intervalle de E est une partie I telle que tout
élément compris entre deux éléments de I soit dans I. En formule, la partie I de E est un intervalle
si

@a, b P I, pa ď x ď bq ñ x P I.

1.1.3 Lemme de Zorn

Définition 1.14 (Ensemble inductif[6]).
Un ensemble est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné admet un majorant.

Lemme 1.15 (Lemme de Zorn).
Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un maximum.

Le point intéressant de ce lemme est que le majorant soit un maximum, c’est-à-dire qu’il
appartienne à l’ensemble.

Définition 1.16.
Un ensemble est infini s’il peut être mis en bijection avec un de ses sous-ensembles propres (c’est-
à-dire différent de lui-même).

Lemme 1.17 ([1] 2).
Soit un ensemble E. Si I et J sont deux parties de E telles que I Y J soit infini. Alors soit I soit
J (soit le deux) est infini.

La proposition suivante sera utilisée en théorie de la mesure, dans l’exemple 15.61. Ça utilise
l’axiome du choix sous la forme du lemme de Zorn.

Proposition 1.18 ([7, 8]).
Si S est un ensemble infini alors il existe une bijection ϕ : t1, 2u ˆ S Ñ S.

1.1.4 Complémentaire

Définition 1.19.
Soit E, un ensemble et A, une partie de E (c’est-à-dire un sous-ensemble de E). Le complémen-
taire de l’ensemble A, dans E, noté AA est l’ensemble des éléments de E qui ne font pas partie de
A :

AA “ EzA “ tx P E tel que x R Au. (1.1)

Nous allons aussi régulièrement noter le complémentaire de A par Ac.

Lemme 1.20.
Quelques propriétés à propos des complémentaires. Si E est un ensemble et si A et B sont des
sous-ensembles de E, nous avons
(1) AAA “ A, en d’autres termes, EzpEzAq “ A,

2. Écrivez moi si vous connaissez une preuve de ceci.
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(2) ApAXBq “ AAY AB,
(3) ApAYBq “ AAX AB,
(4) AzB “ AX AB.

Définition 1.21 (différence symétrique).
Si A et B sont des ensembles, l’ensemble A∆B est la différence symétrique d’ensembles :

A∆B “ pAYBqzpAXBq. (1.2)

C’est l’ensemble des éléments étant soit dans A soit dans B mais pas dans les deux.

Lemme 1.22.
Si A et B sont des ensembles nous avons
(1) Ac∆Bc “ A∆B.
(2) pA∆Bq∆B “ A.

Démonstration. D’abord nous avons l’égalité XczY c “ Y zX. Cela se prouve de façon classique en
séparant deux cas selon que B soit inclus dans A ou non.

De là nous avons la première assertion :

Ac∆Bc “ pAc YBcqzpAc XBcq “ pAXBqczpAYBqc “ pAYBqzpAXBq “ A∆B. (1.3)

Pour la seconde assertion, il faut remarquer que pA∆BqYB “ AYB et que pA∆BqXB “ BzA,
donc

pA∆Bq∆B “ pAYBqzpBzAq “ A. (1.4)

1.1.5 Relations d’équivalence

Définition 1.23.
Si E est un ensemble, une relation d’équivalence sur E est une relation „ qui est à la fois
réflexive x „ x pour tout x P E,
symétrique x „ y si et seulement si y „ x ;
transitive si x „ y et y „ z, alors x „ z.

Exemple 1.24
Sur l’ensemble de tous les polygones du plan, la relation « a le même nombre de côtés » est une
relation d’équivalence. Plus précisément, si P et Q sont deux polygones, nous disons que P „ Q
si et seulement si P et Q ont le même nombre de côtés. Cela est une relation d’équivalence :
— un polygone P a toujours le même nombre de côtés que lui-même : P „ P ;
— si P a le même nombre de côtés que Q (P „ Q), alors Q a le même nombre de côtés que P

(Q „ P ) ;
— si P a le même nombre de côtés que Q (P „ Q) et que Q a le même nombre de côtés que R

(Q „ R), alors P a le même nombre de côtés que R (P „ R).

4

Exemple 1.25
Soit f une application entre deux ensembles E et F . Nous définissons une relation d’équivalence
sur E par

x „ y ô fpxq “ fpyq. (1.5)
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Nous notons par π : E Ñ E{ „ la projection canonique. L’application

g : E{ „ Ñ F

rxs ÞÑ fpxq (1.6)

est bien définie et injective. Elle n’est pas surjective tant que f ne l’est pas. La décomposition
canonique de f est

f “ g ˝ π. (1.7)

4

1.2 Les naturels

Toutes les constructions sont faites dans [9]. Les résultats énoncés ici sont utilisés plus bas et
servent de guide à un éventuel contributeur qui voudrait écrire une partie sur la construction de
N et Z. Nous espérons que des preuves se trouvent dans [9]. En tout cas, le lecteur est invité à ne
pas les prendre pour évidents.

1.2.1 La construction

Cette section est vide, insuffisamment détaillée ou incomplète. Votre aide est la bienvenue !
Comment faire ?

1.2.2 Quelques résultats de cardinalité

Je vous conseille fortement de ne pas considérer ces résultats comme évidents avant d’avoir lu
quelque articles de Wikipédia sur la construction des naturels en théorie des ensembles.

Proposition 1.26.
L’ensemble N est infini 3.

Cette proposition est à peu près prise comme définition d’un ensemble fini dans [10] qui donne
également une preuve de l’équivalence avec notre définition. Rien de tout cela n’est évident 4

Proposition-définition 1.27.
Si I est un ensemble fini, il existe un unique N P N tel que I soit en bijection avec t0, . . . , Nu.

Dans ce cas, le nombre N ` 1 est le cardinal de I.

Nous ne définissons pas ce qu’est le cardinal d’un ensemble infini ; c’est très compliqué et ça ne
nous servira pas.

Définition 1.28.
Un ensemble est dénombrable s’il peut être mis en bijection avec N. Il est non dénombrable
s’il est infini et ne peut pas être mis en bijection avec N.

Une chose vraiment amusante avec cette définition que l’on met en rapport avec la défini-
tion 1.16, c’est qu’un ensemble fini n’est ni dénombrable ni non dénombrable 5.

Proposition 1.29 ([11]).
Si A est un ensemble dénombrable, alors pour tout n P N, l’ensemble An est dénombrable.

Proposition 1.30 ([11]).
Une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

3. Définition 1.16.
4. Surtout que je n’ai pas défini la notation t0, . . . , Nu.
5. Beaucoup de sources disent qu’un ensemble est dénombrable lorsqu’il est en bijection avec une partie de N.

Cela laisse la porte ouverte aux ensembles finis. Par exemple Wikipédia[11].
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Les ensembles dénombrables sont les plus petits ensembles infinis possibles, comme en témoigne
la proposition suivante.

Proposition 1.31.
Tout ensemble infini contient une partie en bijection avec N.

Démonstration. Soient un ensemble infini E0 et une partie propre E1 en bijection avec E0. Nous
notons ϕ : E0 Ñ E1 une bijection.

Soit x0 P E0zE1 (axiome du choix et tout ça). Nous définissons

ψ : NÑ tϕkpx0qu
n ÞÑ ϕnpx0q

(1.8)

et nous allons prouver que c’est une bijection. Que ce soit surjectif est immédiat. Pour l’injectivité,
soit ϕkpx0q “ ϕlpx0q avec k ‰ l. Supposons pour fixer les notations que k ą l. Alors, vu que ϕ est
inversible nous pouvons écrire

x0 “ ϕk´lpx0q “ ϕ
`
ϕk´l´1px0q

˘
(1.9)

où il est entendu que ϕ0px0q “ x0. Cela signifie que x0 est dans l’image de ϕ, c’est-à-dire dans
E1, ce que nous avons exclu par choix de x0 dans E0zE1. Donc en réalité ϕkpx0q ‰ ϕlpx0q dès que
k ‰ l.

Proposition 1.32.
Toute partie d’un ensemble fini est finie, et toute partie d’un ensemble dénombrable est finie ou
dénombrable.

1.3 Groupes

1.3.1 Définition, unicité du neutre

Définition 1.33 (Groupe).
Un groupe est un ensemble G muni d’une opération interne · : GˆGÑ G telle que
(1) pour tous g, h, k P G, g· ph· kq “ pg·hq· k,
(2) il existe un élément e P G tel que e· g “ g· e “ g pour tout g P G,
(3) pour tout g P G, il existe un élément h P G tel que g·h “ h· g “ e.

Notons que nous avons écrit g·h et non · pg, hq comme une notation purement fonctionnelle
nous l’aurait suggéré. Dans les exemples concrets, selon les cas, le loi de groupe appliquée à g et h
sera notée tantôt g`h, tantôt g·h ou, le plus souvent pour un groupe générique, simplement gh.

Lemme-définition 1.34 (Unicités).
L’inverse et le neutre sont uniques, c’est-à-dire :
(1) il existe un unique élément e P G tel que eg “ ge “ g pour tout g P G,
(2) pour tout g P G, il existe un unique élément h P G tel que gh “ hg “ e.

Le e ainsi défini est nommé neutre de G. Le h tel que gh “ hg “ e est nommé l’inverse de g et
est noté g´1.

Démonstration. Chaque point séparément.
(1) Supposons que e1 et e2 vérifient la propriété. Nous avons pour tout g P G : e1g “ ge1 “ g. En

particulier pour g “ e2 nous écrivons e1e2 “ e2e1 “ e2. Mais en partant dans l’autre sens :
e2g “ ge2 “ g avec g “ e1 nous avons e2e1 “ e1e2 “ e1. En égalant ces deux valeurs de e2e1
nous avons e1 “ e2.
Pour la suite de la preuve nous écrivons e l’unique neutre de G.
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(2) Supposons que k1 et k2 soient deux inverses de g. On considère alors le produit k1gk2. Puisque
k1g “ e, on a k1gk2 “ ek2 “ k2 ; mais, comme gk2 “ e, on a aussi k1gk2 “ k1e “ k1. Le
produit est donc à la fois égal à k1 et à k2, et donc k1 “ k2.

Définition 1.35.
Un groupe G est abélien ou commutatif si pour tous g et h dans G, gh “ hg.

Lemme 1.36.
Si G est un groupe et si h P G, alors les applications

Lh : GÑ G

g ÞÑ hg
(1.10)

et
Rh : GÑ G

g ÞÑ gh
(1.11)

sont des bijections.

Démonstration. D’abord si Lhpg1q “ Lhpg2q, alors hg1 “ hg2 et en multipliant à gauche par h´1

nous avons g1 “ g2 ; donc Lh est injective. Ensuite Lh est surjective parce que si g P G, alors
g “ Lhph´1gq.

Pour l’application Rh, la preuve est une simple adaptation.

1.4 Anneaux
Définition 1.37 (Anneau[12]).
Un anneau 6 est un triplet pA,`, · q avec les conditions
(1) pA,`q est un groupe abélien. Nous notons 0 le neutre.
(2) La multiplication est associative et nous notons 1 le neutre.
(3) La multiplication est distributive par rapport à l’addition.

Définition 1.38 (Morphisme d’anneaux[13]).
Soient des anneaux unitaires A et B. Une application f : AÑ B est un morphisme d’anneaux
si pour tout a, b P A nous avons :
(1) fpa` bq “ fpaq ` fpbq,
(2) fpabq “ fpaqfpbq,
(3) fp1Aq “ 1B.

Lemme 1.39.
Pour tout élément a d’un anneau nous avons a· 0 “ 0.

Démonstration. L’élément 0 est le neutre de l’addition. Il peut être écrit 1 ´ 1, et en utilisant la
distributivité,

a· 0 “ a· p1´ 1q “ a´ a “ 0. (1.12)

Notons que la dernière égalité s’écrit en détail a´a “ a`p´aq qui donne le neutre de l’addition.
Proposition 1.40.
Dans un anneau non nul, le neutre pour l’addition est distinct du neutre pour la multiplication.

Démonstration. Supposons par contraposée que dans un anneau A, 1 “ 0. Alors, pour tout a P A,
on a a “ 1a “ 0a “ p1´ 1qa “ a´ a “ 0, d’où l’on déduit ´a “ 0 et par suite, a “ 0.

6. Nous faisons le choix qu’un anneau admet toujours un neutre pour la multiplication. Certains ouvrages parlent
dans ce cas d’anneau unitaire.
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Soit X un ensemble et un anneau pA,`,ˆq. Nous considérons FunpX,Aq l’ensemble des appli-
cations X Ñ A. Cet ensemble devient un anneau avec les définitions

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq (1.13a)
pfgqpxq “ fpxqgpxq. (1.13b)

Cela est la structure canonique d’anneau sur FunpX,Aq.
Définition 1.41.
Le centralisateur de x P A dans A est l’ensemble

ty P A tel que xy “ yxu, (1.14)

le centre de A est
ty P A tel que xy “ yx,@x P Au. (1.15)

Définition 1.42 (Morphisme d’anneaux).
Si pA,`, · q et pB,`, · q sont des anneaux, un morphisme est une application f : AÑ B telle
que
(1) fpa` bq “ fpaq ` fpbq
(2) fpa· bq “ fpaq· fpbq
(3) fp1q “ 1.

Étant bien entendu que les significations de 1, ` et · sont différentes à gauche et à droite.

Définition 1.43.
Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme bijectif.

Définition 1.44 (Idéal dans un anneau).
Un sous-ensemble I Ă A est un idéal à gauche à gauche si
(1) I est un sous-groupe pour l’addition,
(2) pour tout a P A, aI Ă I.
Lorsqu’un ensemble est idéal à gauche et à droite, nous disons que c’est un idéal bilatère.

Lorsque nous parlons d’idéal sans précisions, nous parlons d’idéal bilatère.

Définition 1.45.
Nous disons que A est un anneau commutatif si pour tout a, b P A nous avons a` b “ b` a.
Définition 1.46.
Soient A un anneau commutatif et S Ă A. Nous disons que δ P A est un PGCD de S si
(1) δ divise tous les éléments de S.
(2) si d divise également tous les éléments de S, alors d divise δ.

Nous disons que µ P A est un PPCM de S si
(1) S � µ,
(2) si S � m, alors µ � m.

Remarque 1.47.
Au sens de la définition 1.46, le pgcd n’est pas unique. Dans Z par exemple les nombres 4 et ´4
sont tout deux pgcd de t4, 16u.

Dans Z cependant, nous modifions implicitement la définition et nous n’acceptons que les
positifs, de telle sorte à ce que l’unique pgcd soit effectivement le plus grand pour l’ordre usuel sur
Z.
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1.5 Les entiers
Lemme 1.48.
Toute partie bornée de Z possède un plus grand élément.

Proposition 1.49.
Soit a, b P Z tels que a divise b. Alors a ď b.

1.5.1 Quelques autres résultats

Nous supposons ici connaitre, et avoir démontré les rudiments du calcul dans N et Z. En
particulier les produits remarquables, et les implications comme a ą b implique qu’il n’existe pas
de x dans N tel que a` x “ b.

La proposition suivante donne une bijection explicite entre N et N ˆ N. Elle n’a rien de
transcendante, mais je ne résiste pas à la donner ici parce qu’elle est utilisée dans l’article Un peu
de programmation transfinie de David Madore 7. Son utilité est de pouvoir créer un langage de
programmation pouvant traiter des paires d’entiers rien qu’en traitant des entiers.

Proposition 1.50 (Une bijection NˆNÑ N).
La fonction

f : NˆNÑ N

px, yq ÞÑ
#
y2 ` x si x ă y

x2 ` x` y si y ď x.

(1.16)

est une bijection.

Démonstration. Il s’agit de prouver qu’elle est injective et surjective. Dans la suite, tous les nombres
sont des entiers positifs.
f est injective Pour k P N donné, nous allons prouver que

(1) l’équation fpx, yq “ k possède au maximum une solution avec x ă y,
(2) l’équation fpx, yq “ k possède au maximum une solution avec y ď x,
(3) si k “ y2 ` x avec x ă y alors il est impossible que k “ x12 ` y1 avec y ď x.
Supposons k “ y2 ` x avec x ă y. Alors aucun y1 de la forme y ` s ne peut être solution
parce que

y2 ` x “ k “ py ` sq2 ` x1 “ y2 ` 2sy ` s2 ` x1, (1.17)
ce qui impliquerait x1 “ x´ 2sy ´ s2 ă 0. Il ne peut donc pas y avoir deux solutions.
Supposons de la même manière que k “ x2 ` x ` y. Alors il n’existe pas de solutions avec
x1 “ x` s parce que cela donnerait

px` sq2 ` px` sq ` y1 “ x2 ` x` y, (1.18)

et donc
y1 “ y ´ 2sx´ s2 ´ s ă 0. (1.19)

f est surjective Nous devons prouver que tous les éléments de N sont dans l’image de N ˆ N
par f . En premier lieu, 0 “ fp0, 0q. C’est un bon début. Soit a P N non nul ; nous montrons
que tous les nombres de a2 à pa` 1q2 sont des images de f . D’abord a2 “ fp0, aq, ensuite les
nombres

fp1, aq, fp2, aq, . . . , fpa´ 1, aq (1.20)
prennent les valeurs a2 ` 1, . . . , a2 ` a´ 1. Enfin nous avons fpa, 0q “ a2 ` a et les nombres
fpa, 1q, . . . , fpa, aq prennent les valeurs de a2 ` a` 1 à a2 ` 2a “ pa` 1q2 ´ 1.

Sachez que cette fonction s’étend aux ordinaux (mais là ce n’est plus pour rigoler).
7. Et comme j’aime beaucoup cet article, il me fallait une excuse pour le placer ici.

http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html.

http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html
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1.5.2 Anneau intègre

Définition 1.51 (Diviseurs dans un anneau).
Soient a, b P A. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur (à gauche) de b s’il existe c P A
tel que ac “ b. On dit que c’est un diviseur de b à droite si ca “ b pour un certain c P A.

Un cas particulier est le cas des diviseurs de zéro. L’absence de tels diviseurs dans un anneau
est une propriété intéressante : on dit dans ce cas que l’anneau est intègre. Nous étudions ces
anneaux plus en détail en section 3.8.

Un élément a P A est régulier à droite si ba “ 0 implique b “ 0. Il est régulier à gauche si
ab “ 0 implique b “ 0.

Définition 1.52 (Éléments nilpotents, unipotents et inversibles).
On dit que a P A est nilpotent s’il existe n P N tel que an “ 0. Il est dit unipotent si a ´ 1 est
nilpotent, c’est-à-dire si pa´ 1qn “ 0 pour un certain n P N.

Un élément a P A est dit inversible s’il existe b P A tel que ab “ 1.

L’ensemble UpAq des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication. Nous
notons A˚ “ Azt0u.

Conformément à la définition 1.51 de diviseur, nous posons la définition suivante pour les
diviseurs de zéro.

Définition 1.53 ([14]).
Un élément a ‰ 0 est un diviseur de zéro à gauche s’il existe x ‰ 0 tel que xa “ 0. L’élément
a est un diviseur de zéro à droite s’il existe b tel que ab “ 0.

Nous disons que a est un diviseur de zéro si il est un diviseur de zéro à gauche ou à droite.

Proposition-définition 1.54 ([1]).
Soit A un anneau non réduit à t0u. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A ne possède pas de diviseurs de zéro.
(2) La règle du produit nul s’applique dans A : pour tous a, b P A, si ab “ 0, alors a “ 0 ou

b “ 0.
(3) On peut simplifier par un même élément non-nul, deux expressions produit dans A qui sont

égales : pour tous a, b, c P A avec a ‰ 0, si ab “ ac, alors b “ c.
Un anneau non réduit à t0u qui vérifie ces propriétés est dit intègre.

Démonstration. En trois implications.
(1) implique (2) Si ab “ 0 avec a, b ‰ 0 alors a est un diviseur de zéro. Vu que nous supposons

que A n’a pas de diviseurs de zéros, soit a soi b est nul.
(2) implique (3) Si ab “ ac, alors apb´ cq “ 0 et l’hypothèse dit que doit a “ 0, soit b´ c “ 0.

Donc si a ‰ 0, alors b´ c “ 0.
(3) implique (1) Si A “ t0u, le point (3) n’est pas applicable.

Si a ‰ 0 et xa “ 0, alors nous avons aussi xa “ 0ˆ a. Par propriété de simplification, x “ 0.
Donc a n’est pas un diviseur de zéro à gauche. Nous prouvons de la même façon qu’il n’y a
pas de diviseurs de zéro à droite.

1.5.3 Somme à valeurs dans un anneau

Définition 1.55.
Si f : t0, . . . , Nu Ñ A est une application vers un anneau A, alors nous définissons la notationřN
i“0 fpiq par récurrence de la façon suivante :
(1)

ř0
i“0 fpiq “ fp0q,

(2)
řk
i“0 fpiq “

řk´1
i“0 fpiq ` fpkq.
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Proposition-définition 1.56 ([1]).
Soient un ensemble fini S, un anneau commutatif A, et une fonction f : S Ñ A.
(1) Il existe un unique N P N tel qu’il existe une bijection ϕ : t0, . . . , Nu Ñ S.
(2) Si il existe deux bijections ϕ1 : t0, ¨ ¨ ¨Nu Ñ S et ϕ2 : t0, . . . , Nu Ñ S, alors

Nÿ

i“0
f
`
ϕ1piq

˘ “
Nÿ

i“0
f
`
ϕ2piq

˘
. (1.21)

Ce nombre est noté ÿ

sPS
fpsq. (1.22)

La définition 1.56 donne lieu à un certain nombre de remarques.
(1) Elle donne la somme sur un ensemble fini. Un problème avec les ensembles infinis (outre

la convergence) est l’ordre de sommation. Si vous voulez sommer sur Z, dans quel ordre le
faire ?

(2) Pour aller plus loin, et sommer sur des ensembles infinis, il faut regarder la définition 12.99.
(3) L’existence d’une bijection entre I et t0, . . . , Nu ainsi que l’unicité du N pour lequel c’est

possible sont donnés par la proposition 1.27.
Si nous avons une application L : S Ñ S, nous notons

ÿ

sPS
f
`
Lpsq˘ “

ÿ

sPS
pf ˝ Lqpsq. (1.23)

Cette façon d’écrire donne une interprétation pour la notation
ř
gPG fphgq qui arrive dans la

proposition 1.57. Il s’agit de considérer l’application Lh du lemme 1.36, de considérer 8
ÿ

gPG
fphgq “

ÿ

gPG
pf ˝ Lhqpgq (1.24)

et de faire tourner la définition 1.56. La même chose tient pour définir
ř
gPGpghq à l’aide de Rh.

Proposition 1.57 ([1]).
Soient un groupe fini G et une fonction f : GÑ A où A est un anneau commutatif. Alors

ÿ

gPG
fpgq “

ÿ

gPG
fpghq “

ÿ

gPG
fphgq (1.25)

pour tout h P G.
Démonstration. Nous avons une bijection ϕ : t0, . . . , Nu Ñ G garantie par la proposition 1.27. La
définition est que

ÿ

gPG
fpgq “

Nÿ

i“0
f
`
ϕpiq˘. (1.26)

Par ailleurs, le lemme 1.36 donne une bijection Lh : GÑ G et permet de considérer la composée
ϕ1 : t0, . . . , Nu Ñ G

ϕ1 “ Lh ˝ ϕ.
(1.27)

La proposition 1.56 nous permet d’utiliser la bijection ϕ1 au lieu de ϕ pour exprimer la sommeř
gPG. Ensuite un jeu de notation utilisant (1.24) donne

ÿ

gPG
fpgq “

Nÿ

i“0
f
`
ϕpiq˘ “

Nÿ

i“0
f
`
ϕ1piq˘ “

Nÿ

i“0
pf ˝ Lh ˝ ϕqpiq

“
Nÿ

i“0
pf ˝ Lhq

`
ϕpiq˘ “

ÿ

gPG
pf ˝ Lhqpgq “

ÿ

gPG
fphgq.

(1.28)

En ce qui concerne
ř
gPG fpghq, c’est la même chose, en utilisant Rh au lieu de Lh.

8. Le fait que Lh soit une bijection n’a pas d’importance ici.
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Dans le même ordre d’idée, pour le produit.

Proposition 1.58.
Si E est un ensemble fini et si G est un groupe abélien, alors pour toute fonction f : E Ñ G et
pour toute permutation σ de E, ź

iPE
fpiq “

ź

iPE
f
`
σpiq˘ (1.29)

1.5.4 Fonction puissance

Voici une première définition de la fonction puissance. Il y en aura d’autres, de plus en plus
générales. Voir le thème 32.

Définition 1.59.
Si A est un anneau, si a P A et si n P N, nous définissons an par récurrence :
(1) a0 “ 1 (l’unité pour la multiplication dans A),
(2) ak`1 “ a· ak.

Le lemme suivant dit que le point (2) de la définition 1.59 aurait pu être écrit ak · a au lieu de
a· ak.

Lemme 1.60 ([1]).
Si A est un anneau, si a P A et si n P N, alors

an “ a· an´1 “ an´1 · a. (1.30)

1.6 Corps

1.6.1 Définitions, morphismes

Définition 1.61 ([15]).
Un corps est un anneau 9 dans lequel tout élément non nul est inversible.

Remarque 1.62.
Un anneau est ce qu’on appelle « ring » en anglais. Un corps est en anglais « field ». De plus le
mot « field » comprend la commutativité. Donc certains utilisent le mot « corps » pour dire « corps
commutatif » et parlent alors d’anneau à division pour parler de corps non commutatifs.

La proposition suivante donne une caractérisation d’un corps, en disant un tout petit peu plus
que la définition 1.61.

Proposition 1.63.
L’anneau A est un corps si et seulement si UpAq “ A˚.

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Nous supposons que A est un corps. D’une part tous les éléments non nuls sont

inversibles, c’est-à-dire A˚ Ă UpAq. i
Pour l’inclusion inverse, nous montrons qu’une élément inversible ne peut pas être nul. Cela
n’est autre que le lemme 1.39 couplé à la proposition 1.40 : a· 0 “ 0 ‰ 1 pour tout a.

Sens inverse Si UpAq “ A˚, nous avons immédiatement que tous les éléments non nuls sont
inversibles et donc que A est un corps.

Lemme 1.64.
Un corps non nul est un anneau intègre 10.

9. Définition 1.37.
10. Définition 1.54.
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Démonstration. En effet si a est un diviseur de zéro, alors ax “ 0 pour un certain x ‰ 0. Si a était
inversible, nous aurions x “ a´1ax “ 0, ce qui est impossible.

Conséquence : dans un corps nous avons toujours la règle du produit nul, et l’élément nul n’est
jamais inversible.

Définition 1.65 (Morphisme de corps).
Un corps étant un anneau sans plus de structure, un morphisme de corps n’est qu’un morphisme
des anneaux.

Le lemme suivant montre que définir un morphisme de corps comme étant simplement un
morphisme des anneaux est une bonne idée.

Lemme 1.66.
Si φ : KÑ K1 est un morphisme de corps, alors
(1) pour tout a P K nous avons ϕpa´1q “ ϕpaq´1 ;
(2) le morphisme ϕ est injectif.

Démonstration. Vu que ϕp1q “ 1, nous avons aussi

1 “ ϕpaa´1q “ ϕpaqϕpa´1q. (1.31)

Donc, par unicité de l’inverse 11, ϕpa´1q “ ϕpaq´1.
Pour l’injectivité nous supposons ϕpaq “ ϕpbq. Étant donné que K1 est un corps, nous pouvons

multiplier par ϕpbq´1 :
ϕpaqϕpbq´1 “ 1. (1.32)

En utilisant le premier point nous avons 1 “ ϕpaqϕpb´1q, puis le morphisme d’anneaux : 1 “
ϕpab´1q, et encore le morphisme d’anneaux nous permet de déduire ab´1 “ 1 et donc a “ b.

1.6.2 Corps des fractions

Définition 1.67 ([16]).
Soit un anneau commutatif et intègre 12 A et E “ AˆAzt0u. Nous y définissons les deux opérations
suivantes :
(1) pa, bq ` pc, dq “ pad` cb, bdq ;
(2) pa, bqpc, dq “ pac, bdq.

Et aussi la relation d’équivalence pa, bq „ pc, dq si et seulement si ad “ bc.
Le corps des fractions de A est le quotient

FracpAq “ `
AˆAzt0u˘{ „ . (1.33)

Nous notons a{b la classe de pa, bq.
Les éléments de FracpAq sont des fractions rationnelles de A.

Le fait que A soit intègre est important pour être certain que bd ‰ 0 sous l’hypothèse que
b, d ‰ 0.

La proposition suivante dit que FracpAq est le plus petit corps contenant A.

Proposition 1.68 ([1]).
Si L est un corps contenant A en tant que sous-anneau 13, alors il existe un morphisme de corps
injectif ε : FracpAq Ñ L.
11. Lemme 1.34 (2).
12. Définition 1.54.
13. Bien entendu, nous pouvons trouver plein de corps contenant A en tant que sous-ensemble sans pour autant

étendre A en tant qu’anneau ; il suffit d’y mettre une loi de composition farfelue.
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Démonstration. Il suffit de vérifier que la formule

εpa{bq “ ab´1 (1.34)

vérifie toutes les conditions. Notons que dans le membre de droite de (1.34), l’inverse et le produit
sont calculés dans L.

Le fait que ε soit bien défini provient du fait que A soit commutatif :

εpax{bxq “ paxqpbxq´1 “ ab´1xx´1 “ ab´1 “ εpa{bq. (1.35)

Le fait que ε soit un morphisme est une vérification de routine, par exemple ceci pour la somme :

ε
`
a{b` c{d˘ “ ε

`pad` cbq{bdq˘ “ pad` cbqpbd´1q “ ab´1 ` cd´1, (1.36)

tandis que
εpa, bq ` εpc, dq “ ab´1 ` cd´1, (1.37)

qui est égal (il faut aussi vérifier pour le produit).
Enfin ε est injective parce que si εpa{bq “ εpc{dq, alors ab´1 “ cd´1, d’où il est facilement vu

que ad “ cb, c’est-à-dire a{b “ c{d.
Notons que si A est un anneau qui n’est pas un corps, le corps FracpAq existe, mais si R P

FracpAq, il n’a pas de sens de vouloir calculer Rpαq pour α P A.
Définition 1.69 (Évaluation d’une fraction rationnelle).
Soit un corps K contenant l’anneau A. Si R “ P {Q P FracpAq et si α P K nous définissons

Rpαq “ pP {Qqpαq “ P pαqQ´1pαq. (1.38)

Dans cette formule, les polynômes, l’inverse et le produit sont calculés dans K et non dans A.

Théorème-définition 1.70.
Soit A un anneau commutatif intègre.
(1) Il existe un corps commutatif K et un morphisme d’anneaux injectif ε : AÑ K tels que pour

tout λ P K, il existe pa, bq P AˆA˚ tels que

λ “ εpaq`εpbq˘´1 (1.39)

(2) Si pK1, ε1q est un autre couple qui vérifie la propriété, les corps K et K1 sont isomorphes.
Le corps K associé à l’anneau A est le corps des fractions de A, et sera noté FracpAq.

Lemme 1.71 (Simplification de fraction).
L’application AˆA˚ Ñ K donnée par pa, bq ÞÑ εpaq`εpbq˘´1 envoie pxa, xbq sur le même que pa, bq.

La proposition suivante montre encore que le corps des fractions est le plus petit corps que l’on
puisse imaginer à partir d’un anneau.

Proposition 1.72.
Soit un anneau A. Tout corps contenant un sous-anneau isomorphe à A contient un sous-corps
isomorphe à FracpAq.
Démonstration. Soit un corps K contenant un sous-anneau A1 isomorphe à A. Nous considérons
la partie suivante de K :

S “ tab´1 tel que a, b P Au. (1.40)
Ensuite nous montrons que

ϕ : S Ñ FracpAq
ab´1 ÞÑ a{b (1.41)

est un isomorphisme de corps.
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Bien définie Si ab´1 “ xy´1 alors ay “ xb et donc a{b “ x{y par définition des classes de
FracpAq.

Surjectif Tout élément de FracpAq est de la forme a{b avec a, b P A. Un tel élément est l’image
par ϕ de ab´1 P S.

Injectif Si ϕpab´1q “ ϕpxy´1q alors a{b “ x{y, et par définition des classes nous avons ay “ bx
qui donne immédiatement ab´1 “ xy´1.

1.6.3 Suites de Cauchy dans un corps totalement ordonné

Définition 1.73.
Ordre et choses reliées dans un corps.
(1) Un corps K est totalement ordonné s’il existe une relation d’ordre total 14 tel que

(1a) x ď y implique x` z ď y ` z pour tout x, y, z P K
(1b) x ě 0 et y ě 0 implique xy ě 0.

(2) Si K est un corps totalement ordonné, nous y définissons la valeur absolue par

|x| “
#
x si x ě 0
´x si x ď 0.

(1.42)

(3) La suite pxnq dans le corps totalement ordonné K est de Cauchy si pour tout ε P K`, il
existe N P N tel que si p, q ě N alors |xp ´ xq| ď ε.

(4) La suite pxnq dans le corps totalement ordonné K est convergente s’il existe q P K tel que
pour tout ε P K`, il existe N tel que si k ě N alors |xk ´ q| ď ε.

(5) Un corps K est archimédien s’il est totalement ordonné et si pour tout x, y P K avec x ą 0,
il existe n P N tel que nx ě y.

(6) Un corps totalement ordonné est complet si toute suite de Cauchy y est convergente.
(7) Si x, ε P K alors nous définissons la boule ouverte de centre a et de rayon ε par

Bpx, εq “ ty P K tel que |x´ y| ă εu, (1.43)

et la boule fermée par

Bpx, εq “ ty P K tel que |x´ y| ď εu. (1.44)

Remarque 1.74.
Nous étudierons plus tard la notion de caractéristique d’un anneau 15 ou d’un corps. Tout anneau
totalement ordonné est nécessairement de caractéristique nulle, lemme 3.57.

Remarque 1.75.
En mettant côte à côte les points (4) et (7) nous pouvons dire que pxkq converge vers q si et
seulement si pour tout ε ą 0, nous avons xk P Bpq, εq à partir d’un certain indice N .

Ces boules prendront une nouvelle force avec le super-théorème 7.88.

Parmi ces définitions, celles de suite convergente, de Cauchy et de corps complet seront utili-
sées dans le cas de Q (et de R pour la complétude). Elles seront prouvées être équivalentes aux
définitions topologiques dans le cas particulier de R et Q lorsque la topologie métrique sera définie.
Dans cet état d’esprit nous n’allons pas démontrer tout de suite que R est un corps complet. Nous
allons directement démontrer que c’est un espace topologique complet.

14. Définition 1.8.
15. définition 3.53
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Lemme 1.76 (Propriétés de la valeur absolue).
Soit K un corps totalement ordonné. Si x, y P K alors
(1) Si x ě 0 alors ´x ď 0.
(2) |x| ě 0
(3) |x| “ 0 si et seulement si x “ 0
(4) |x` y| ď |x| ` |y|.

Démonstration. Point par point
(1) Nous partons de x ě 0 et nous ajoutons ´x des deux côtés en profitant de la définition d’un

corps totalement ordonné : x´ x ě ´x et donc 0 ě ´x, c’est-à-dire ´x ď 0.
(2) Si x ě 0 alors c’est vrai. Sinon, x ď 0 et |x| “ ´x ě 0 par le point (1).
(3) Si x “ 0 alors x “ ´x et |x| “ 0. Au contraire si x ‰ 0 alors ´x ‰ 0 et que x soit positif ou

négatif, nous aurons toujours ˘x ‰ 0.
(4) Nous supposons que x ď y et nous distinguons divers cas suivant la positivité de x et y.

(4a) Si x, y ě 0. Dans ce cas, x` y ě y ě 0, donc |x` y| “ x` y “ |x| ` |y|.
(4b) Si x, y ď 0. Dans ce cas, x` y ď 0 et nous avons |x` y| “ ´x´ y “ |x| ` |y|.
(4c) Si x ď 0 et y ě 0. Nous subdivisons encore en deux cas suivant que x` y est positif ou

négatif. Si x` y ě 0, alors nous écrivons successivement

x ď 0 (1.45a)
x` y ď y ď y ` |x| “ |x| ` |y| (1.45b)

et donc |x` y| “ x` y ď |x| ` |y|.
Nous supposons à présent que x ď 0, y ě 0 et x ` y ď 0. Dans ce cas il suffit d’écrire
|x` y| “ |p´xq ` p´yq| pour retomber dans le cas précédent à inversion près de x et y.

Remarque 1.77.
La partie (4) est très importante parce que c’est elle qui fera presque toutes les majorations dont
nous aurons besoin en analyse. En effet elle donne l’inégalité triangulaire de la façon suivante : si
x, y, z P K nous avons

|x´ y| “ |px´ zq ` pz ´ yq| ď |x´ z| ` |z ´ y|. (1.46)

Lemme 1.78 (À propos de boules).
Soient un corps totalement ordonné K et des éléments x, y, ε P K.
(1) Nous avons y P Bpx, εq si et seulement si x´ ε ă y ă x` ε.
(2) Si y P Bpx, εq alors y P Bpx, ε1q pour tout ε1 ă ε.

Démonstration. Pour rappel,

|x´ y| “
#
x´ y si x´ y ě 0
y ´ x si x´ y ď 0.

(1.47)

Nous pouvons maintenant démontrer nos choses.
(1) Des inégalités x´ ε ă y et y ă x` ε nous tirons x´ y ă ε et y ´ x ă ε. Donc quel que soit le

signe de x´ y nous avons toujours |x´ y| ă ε.
Dans l’autre sens, nous supposons que |x´ y| ă ε.
Si x ´ y ě 0 alors l’hypothèse signifie x ´ y ă ε, ce qui donne y ą x ´ ε. Mais l’inégalité
x´ y ě 0 donne également x ě y et donc x` ε ě y ` ε ą y. Notez le jeu de l’inégalité non
stricte qui se change en inégalité stricte.
Si x´ y ď 0 nous pouvons faire le même raisonnement.
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(2) C’est immédiat parce que
|x´ y| ď ε ă ε1. (1.48)

Proposition 1.79.
Toute suite convergente dans un corps totalement ordonné est de Cauchy.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné K et une suite xn KÝÑ x. Soit ε ą 0. Il est
important de se rendre compte que ε P K et que l’inégalité est au sens de l’ordre dans K ; en
particulier ce n’est pas ε P R ni ε P Q. D’ailleurs nous n’avons encore pas défini ni R ni Q.

Vu que pxnq converge vers x, il existe N P N tel que pour tout k ą N ,

|xk ´ x| ă ε. (1.49)

Soient p, q ą N . Alors en utilisant la majoration du lemme 1.76(4),

|xp ´ xq| “
ˇ̌pxp ´ xq ` px´ xqq

ˇ̌ ď |xp ´ x| ` |x´ xq| ď 2ε. (1.50)

Donc la suite pxnq est de Cauchy.

1.7 Les rationnels

Une construction très explicite est faite dans [9]. Ici nous allons prendre plus court :

Définition 1.80.
Le corps des fractions de Z (définition 1.67) est noté Q et ses éléments sont les rationnels.

Les résultats énoncés ici sont utilisés plus bas et servent de guide à un éventuel contributeur qui
voudrait écrire une partie dédiée à Q et ses propriétés de base 16. Nous espérons que des preuves
se trouvent dans [9]. En tout cas, le lecteur est invité à ne rien prendre comme évident.

Lemme 1.81.
Tout rationnel est majoré par un naturel.

Proposition 1.82.
L’ensemble des rationnels est dénombrable.

Proposition 1.83.
Si q ă 1, alors qx ă x pour tout x P Q`.
Proposition 1.84.
Le corps Q est archimédien 17.

1.7.1 Suites de Cauchy dans les rationnels

Proposition 1.85 ([9]).
Principales propriétés des suites de Cauchy dans Q.
(1) Toute suite convergente est de Cauchy 18.
(2) Toute suite de Cauchy est bornée.
(3) Si xn Ñ 0 et si pynq est bornée, alors xnyn Ñ 0
(4) Si pxnq et pynq sont de Cauchy alors pxn`ynq, pxn´ynq et pxnynq sont également de Cauchy.

16. Par exemple, définir une relation d’ordre sur Q et expliciter l’inclusion de Z dans Q.
17. Définition 1.73(5).
18. Et non la réciproque, qui sera justement la grande innovation des nombres réels.
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(5) Si il existe a, b P Q tels que xn Ñ a et yn Ñ b alors xn ` yn Ñ a ` b, xn ´ yn Ñ a ´ b et
xnyn Ñ ab.

(6) Soit pxnq une suite de Cauchy qui ne converge pas vers zéro. Alors il existe n0 tel que la suite´
1
xn

¯
něn0

soit de Cauchy.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 1.79.
(2) Soit pxnq une suite de Cauchy dans Q. Avec ε “ 1 dans la définition, si q ą N1, nous avons

|xq ´ xN1 | ď 1. (1.51)

Et donc pour tout q plus grand que N1, xN ´ 1 ď xq ď xN ` 1, ou encore, pour tout n :

|xn| ď maxt|x1|, |x2|, . . . , |xN |, |xN ` 1|u. (1.52)

La suite est donc bornée.
(3) Soit ε ą 0. Les hypothèses disent qu’il existe un N tel que |xn| ď ε dès que n ě N . Et

il existe aussi M ě 0 tel que |yn| ď M pour tout n. Du coup, lorsque n ě N nous avons
|xnyn| ďMε.

(4) En ce qui concerne la somme,

|xp ` yp ´ xq ´ yq| ď |xp ´ xq| ` |yp ´ yq|. (1.53)

Soit N1 tel que si p, q ě N1 alors |xp´xq| ď ε et N2 de même pour la suite pynq. En prenant
N “ maxtN1, N2u, la somme (1.53) est plus petite que 2ε dès que p, q ě N .
Passons à la démonstration du fait que le produit de deux suites de Cauchy est de Cauchy.
Les suites pxnq et pynq sont bornées et quitte à prendre le maximum, nous disons qu’elles sont
toutes les deux bornées par le nombre M : pour tout n nous avons |xn| ď M et |yn| ď M .
Nous avons :

|xpyp ´ xqyq| ď |xpyp ´ xqyp| ` |xqyp ´ xqyq| ď |yp||xp ´ xq| ` |xq||yp ´ yq|. (1.54)

Vu que pxnq et pynq sont de Cauchy, si p et q sont assez grands, les deux différences sont
majorées par ε et nous avons

|xpyp ´ xqyq| ďMε`Mε “ 2Mε, (1.55)

ce qui prouve que pxnynq est de Cauchy.
(5) En ce qui concerne la somme, nous pouvons tout de suite calculer

|xn ` yn ´ pa` bq| ď |xn ´ a| ` |yn ´ b|. (1.56)

Il existe une valeur de n à partir de laquelle le premier terme est plus petit que ε et une à
partir de laquelle le second terme est plus petit que ε. En prenant le maximum des deux, la
somme est plus petite que 2ε.
En ce qui concerne le produit,

|xnyn ´ ab| ď |xnyn ´ ayn| ` |ayn ´ ab| ď |yn||xn ´ a| ` |a||yn ´ b|. (1.57)

Les suites |xn´ a| et |yn´ b| convergent vers zéro ; la suite pynq est bornée parce que conver-
gente (combinaison des points (1) et (2)) et a (la suite constante) est également bornée. Donc
par le point (3), nous avons

yn|xn ´ a| ` a|yn ´ b| Ñ 0. (1.58)

Au passage nous avons également utilisé la propriété de la somme que nous venons de dé-
montrer.
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(6) Soit pxnq une suite de Cauchy dans Q ne convergeant pas vers zéro : il existe α ą 0 tel que
pour tout N P N, il existe n ě N tel que |xn| ą α. Mais notre suite est de Cauchy, donc il
existe n0 P N tel que si p, q ě n0 alors

|xp ´ xq| ď α

2 . (1.59)

En fixant N “ n0, on obtient un naturel n ě n0 tel que |xn| ě α. De plus, comme la suite est
de Cauchy, si p ą n nous avons aussi |xn ´ xp| ď α

2 . Cela implique |xp| ě α
2 et en particulier

xp ‰ 0.
Nous venons de prouver que la suite ne s’annule plus à partir de l’indice n, et même que
|xk| ě α{2 pour tout k ě n. La suite p1{xkqkěn est donc bien définie.
Soit ε ą 0. Soit n0 tel que |xp´ xq| ă ε pour tout p, q ą n0. Soit K plus grand que n0 et que
n. En prenant p, q ě K, nous avons |xp| ą α

2 et |xq| ą α
2 . Nous en déduisons que

ˇ̌
ˇ̌ 1
xp
´ 1
xq

ˇ̌
ˇ̌ ď |xq ´ xp||xpxq| ď 4

α2 |xq ´ xp| ď
4
α2 ε. (1.60)

Donc
´

1
xn

¯
est de Cauchy.

1.7.2 Insuffisance des rationnels

Nous allons voir qu’il n’existe pas de nombres rationnels x tels que x2 “ 2, mais que pourtant
il existe une infinité de suites de rationnels pxnq tels que x2

n Ñ 2.

Lemme 1.86.
Un entier x est pair si et seulement si l’entier x2 est pair.

Démonstration. Si x est un nombre pair, alors il existe un entier a tel que x “ 2a alors x2 “ 4a2

est pair.
Inversement, si x est impair alors il existe un entier a tel que x “ 2a ` 1 et alors x2 “

4a2 ` 4a` 1 “ 2p2a2 ` 2aq ` 1 est impair.

Le théorème 3.36 nous dira que tous les
?
n sont irrationnels dès que n n’est pas un carré

parfait. Voici déjà le résultat pour n “ 2. Le fait que
?

2 existe dans R sera la proposition 1.130.

Proposition 1.87 (Irrationalité de
?

2).
Il n’existe pas de fractions d’entiers dont le carré soit égal à 2.

Démonstration. Nous supposons que la fraction d’entiers a{b est telle que a2{b2 “ 2, et nous allons
construire une suite d’entiers strictement décroissante et strictement positive, ce qui est impossible.

Grâce au lemme 1.86 nous avons successivement les affirmations suivantes :
— a2

b2 “ 2 avec a ‰ 0 et b ‰ 0.
— a2 “ 2b2, donc a2 est pair.
— a est alors pair et a2 est divisible par 4. Soit a2 “ 4k.
— 4k{b2 “ 2, donc 4k “ 2b2, donc b2 “ 2k et b2 est pair.
— Nous déduisons que b est pair.

La fraction a{2
b{2 est alors une nouvelle fraction d’entiers dont le carré vaut 2. En procédant de la

même façon, en remplaçant a par a{2 et b par b{2, on obtient que la fraction d’entiers a{4
b{4 a la

même propriété.
En particulier, tous les nombres de la forme a{2n sont des entiers. Ils forment une suite stric-

tement décroissante d’entiers strictement positifs. Impossible, me diriez vous ? Et vous auriez bien
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raison : toute partie non vide de N admet un plus petit élément 19. Il n’y a donc pas de fractions
d’entiers dont le carré vaut 2.

Lemme 1.88 (Série géométrique, voir aussi l’exemple 12.75).
Si q P Q et p P N nous avons

pÿ

k“0
qk “ 1´ qp`1

1´ q . (1.61)

Démonstration. En posant Sp “ 1` q ` q2 ` ¨ ¨ ¨ ` qp, nous avons Sp ´ qSp “ 1´ qp`1 et donc

Sp “
pÿ

k“0
qk “ 1´ qp`1

1´ q . (1.62)

Proposition 1.89.
La suite donnée par

xn “ 1` 1
1! ` ¨ ¨ ¨ `

1
n! (1.63)

est de Cauchy et ne converge pas dans Q.

Démonstration. Si p ą q ą 0 nous avons

xp ´ xq “
pÿ

k“q`1

1
k! (1.64a)

ď
pÿ

k“q`1

1
pq ` 1q!

1
pq ` 1qk´q´1 (1.64b)

ď 1
pq ` 1q! lim

pÑ8

pÿ

k“0

1
pq ` 1qk (1.64c)

“ 1
pq ` 1q!

1
1´ 1

q`1
(1.64d)

“ 1
pq ` 1q!

q ` 1
q

(1.64e)

“ 1
q!q . (1.64f)

Justifications :
— Pour (1.64b), il s’agit de remplacer dans k! tous les facteurs plus grands que pq`1q par q`1.

Cela rend le dénominateur plus petit.
— Pour (1.64c), il y a une inégalité parce que la suite p ÞÑ řp

k“0 1{pq ` 1qk est une suite
strictement croissante.

— Pour (1.64d), le lemme 1.88 donne la valeur de la somme finie. En ce qui concerne la limite,
nous avons demandé p ą q ą 0 et donc q ` 1 ą 1. Dans ce cas la limite fonctionne.

Cette inégalité une fois établie nous permet de prouver les assertions. La suite pxnq est de
Cauchy car, pour tout ε P Q s’écrivant ε “ a

b avec a, b P N, en prenant p, q ą b, nous avons

xp ´ xq ď 1
b!b ă

1
b
ă a

b
“ ε. (1.65)

Montrons par l’absurde que cette suite ne converge pas dans Q. Pour cela, nous supposons que
limnÑ8 xn “ a

b P Q. Pour tout p ą q nous avons établi

0 ă xp ´ xq ă 1
qq! . (1.66)

19. Voir [9], et attention : ce n’est pas tout à fait évident.
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Prenons la limite pÑ8 ; par stricte croissance de la suite, les inégalités restent strictes :

0 ă a

b
´ xq ă 1

qq! . (1.67)

Si n ą b alors nous pouvons écrire
a

b
´ xn “ α

n! (1.68)

avec α P Z parce que le dénominateur commun entre a
b et xn est dans n!. En prenant donc q ą n

dans (1.67) nous pouvons écrire
0 ă α

q! ă
1
qq! , (1.69)

c’est-à-dire 0 ă α ă 1
q , ce qui est impossible pour α P Z.

Lemme 1.90.
Soit A ą 0 dans Q. Il existe un rationnel q ą 0 tel que q2 ă A.

Démonstration. Vu que Q est archimédien (proposition 1.84), il existe n P N tel que 1 ă nA. Pour
ce n, nous avons ˆ

1
n

˙2
ă 1
n
ă A. (1.70)

La proposition suivante donne une suite de rationnels qui convergerait dans R vers
?
A (non

encore défini à ce stade). Il est expliqué dans [3] que la suite est motivée par la méthode de Newton
35.53.

Proposition 1.91 ([3]).
Soient A ą 0 dans Q et x0 P Q. La suite pxkq définie par

xk`1 “ 1
2

ˆ
xk ` A

xk

˙
(1.71)

a les propriétés suivantes :
(1) La suite yk “ x2

k converge dans Q vers A.
(2) La suite pxkq est de Cauchy dans Q.
(3) La suite pxkq ne converge pas dans Q dans le cas de A “ 2.

Démonstration. En plusieurs points.
La suite sk En posant yk “ x2

k nous calculons que

yk`1 ´A “ pyk ´Aq
2

4yk
. (1.72)

Autrement dit, la suite sk “ yk ´A vérifie

sk`1 “ s2
k

4pA` skq . (1.73)

Quelle que soit la valeur de s0 “ x2
0 ´A, nous avons

s1 “ s2
0

4pA` s1q “
px2

0 ´Aq2
4pA` x2

0 ´Aq
“ px

2
0 ´Aq
4x2

0
ą 0. (1.74)

Donc à partir de s1, tous les éléments sont positifs. Vu que A ą 0 nous avons aussi

sk`1 ă s2
k

4sk
“ sk

4 (1.75)

et donc sk ă s0{4k. Donc sk Ñ 0.
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La suite pykq Nous venons de prouver que si yk “ A ` sk, alors sk Ñ 0. Autrement dit, la suite
yk converge vers A dans Q.
La suite pykq est donc de Cauchy par la proposition 1.85(1).

La suite pxkq est de Cauchy Soit ε ą 0 dans Q. Vu que pykq est de Cauchy, il existe n0 P N tel
que

|x2
r ´ x2

s| ă ε (1.76)

pour tout r, s ě n0.
Soit par ailleurs q P Q tel que q2 ă A, assuré par le lemme 1.90. Quitte à prendre n0 plus
grand, nous supposons que xr, xs ą q, et en particulier que xr`xs ‰ 0. Cela permet d’écrire
d’abord

x2
r ´ x2

s “ pxr ` xsqpxr ´ xsq (1.77)

et ensuite de prendre la valeur absolue et de diviser par |xr ` xs| :

|xr ´ xs| “ |x
2
r ´ x2

s|
|xr ` xs| ă

ε

2q . (1.78)

Donc pxkq est une suite de Cauchy.
Pas de convergence pour A “ 2 Supposons que xk Ñ a P Q. Dans ce cas nous aurions x2

k Ñ
a2 “ A “ 2 (proposition 1.85(5)). Mais nous savons par la proposition 1.87 que a2 “ 2 est
impossible dans Q.

Notons que cette proposition ne présume en rien de l’existence ou de la non-existence dans Q
d’un élément qui pourrait décemment être nommé

?
A. Il se fait que le théorème 3.36 dira que

?
n

est soit entier soit irrationnel.

1.92.
Un petit programme en python explorer la suite de la proposition 1.91.

1 # !/ usr / bin / python3
2

3 def rec(A,x):
4 return ((x**2+A)/x)/2
5

6 A = 3 # Compute square root of 3
7 x = 1000 # Initial guess : 1000
8

9 for i in range (1 ,100):
10 print (i, x, x**2, x**2-A)
11 x = rec(A, x)

tex/frido/codeSnip_4.py

1.8 Les réels
Une construction des réels via les coupures de Dedekind est donnée dans [17].

1.93.
La construction des réels va nécessiter un petit « bootstrap » au niveau de la topologie. En effet
la notion de suite de Cauchy est une notion topologique (définition 9.19) alors que la topologie
métrique (celle entre autres de Q) ne sera définie que par le théorème 7.88. Nous avons donc dû
définir en la définition 1.73 ex nihilo les notions de

http://fr.wikipedia.org/wiki/bootstrap


1.8. LES RÉELS 127

— suite de Cauchy
— suite convergente
— complétude

Nous allons ensuite construire R comme ensemble de classes d’équivalence de suites de Cauchy
dans Q. Ce ne sera que plus tard, après avoir défini la notion d’espace métrique que nous allons
voir que sur R, ces trois notions coïncident avec celles topologiques 20. Et par conséquent que R
sera un espace métrique complet 21.

Dans cette optique, il est intéressant de lire ce que dit Wikipédia à propos des suites de Cauchy
dans l’article consacré à la construction des nombres réels[18].

1.8.1 L’ensemble

Soit E l’ensemble des suites de Cauchy 22 dans Q. Soit aussi l’ensemble E0 constituée des suites
qui convergent vers zéro 23.

En posant
x` y “ pxn ` ynq (1.79)

et
xy “ pxnynq, (1.80)

l’ensemble E devient un anneau 24 commutatif dont le neutre de l’addition est la suite constante
xn “ 0 et le neutre pour la multiplication est la suite constante xn “ 1.

Proposition 1.94.
La partie E0 est un idéal 25 de l’anneau E.

Démonstration. Nous savons par la proposition 1.85(1) que les suites convergentes sont de Cauchy ;
par conséquent E0 Ă E .

L’ensemble structuré pE0,`q est un sous-groupe de E par les propriétés de la proposition 1.85
(il s’agit du fait que la somme de deux suites convergent vers zéro est une suite convergente vers
zéro).

En ce qui concerne la propriété fondamentale des idéaux, si x P E0 et y P E nous devons prouver
que xy P E0. Vu que pE0, · q est commutatif, cela suffira pour être un idéal bilatère. Vu que y est
une suite de Cauchy, elle est bornée ; et étant donné que x Ñ 0 nous avons alors xy Ñ 0 (par la
proposition 1.85(3)).

Théorème-définition 1.95 (L’anneau des réels[9]).
Sur l’ensemble quotient E{E0, les opérations
(1) ū` v̄ “ u` v
(2) ū· v̄ “ uv

sont bien définies et donnent à E{E0 une structure de corps commutatif appelé corps des réels et
noté R

Démonstration. Nous divisons la preuve en plusieurs parties.
Les opérations sont bien définies Si u, v P E et h, k P E0 alors h` k P E0 et nous avons

u` h` v ` k “ u` v ` h` k “ u` v. (1.81)

20. Proposition 9.26.
21. Théorème 1.118 pour la complétude en tant que corps et théorème 1.79 pour la complétude en tant que espace

métrique.
22. Définition 1.73(3)
23. Nous rappelons qu’à ce niveau nous n’avons pas encore prouvé que toutes les suites de Cauchy convergent.
24. Définition 1.37.
25. Définition 1.44.
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ainsi que
u` h· v ` k “ pu` hqpv ` kq “ uv ` uk ` hv ` hk “ uv (1.82)

parce que les suites des Cauchy u et v sont bornées, ce qui donne que uk, hv et hk sont
des éléments de E0 par la proposition 1.85(3). Cela prouve que les définitions proposées sont
bonnes.

Caractérisation des classes Soit q P Q et une suite x convergente vers q. Cette suite est de
Cauchy comme toute suite convergente. Montrons que

x̄ “ tsuites qui convergent vers qu. (1.83)

Si y P x̄ alors y “ x ` h avec h P E0, et comme hn Ñ 0, on a yn Ñ q. Réciproquement, si
yn Ñ q alors pour chaque n nous avons

yn “ xn ` pyn ´ xnq, (1.84)

mais yn ´ xn Ñ 0. Donc la suite y ´ x P E0 ce qui signifie que y P x̄.
Neutre et unité Il est vite vérifié que 0̄, la classe de la suite constante égale à zéro est neutre

pour l’addition. De même, 1̄, est un neutre pour la multiplication.
Corps Nous devons prouver que tout élément non nul est inversible. C’est-à-dire que si x P E ne

converge pas vers zéro 26 alors il existe y P E tel que xy P 1̄.
Nous savons par la proposition 1.85(6) que x étant une suite de Cauchy dans Q, il existe
n0 P N tel que

´
1
xn

¯
něn0

est une suite de Cauchy. Nous posons alors

yn “
#

0 si n ď n0
1
xn

si n ą n0.
(1.85)

Nous avons alors

pxyqn “
#

0 si n ď n0

1 si n ą n0
(1.86)

et donc xy P 1̄.

1.96 (Quelque notations entre Q et R).
Si k ÞÑ xk est une suite, nous notons pxkq avec des parenthèses la suite elle-même. Le k dans pxkq
est un indice muet, et dans les cas où il peut y avoir une ambiguïté, nous pouvons noter pxkqkPN.
Cette dernière notations est plus lourde, mais plus exacte.

Le mieux est d’écrire simplement x la suite, mais alors il faut être prudent et ne pas noter x la
limite. Nous éviterons donc d’écrire xk Ñ x.

Si pxkq est une suite de Cauchy dans Q, nous notons x̄ l’élément de R qui lui correspond. En
fait x̄ “ pxkq : x̄ est la suite-elle même, mais pour nous souvenir de l’origine nous allons adopter
cette notation.

D’autre part nous définissons
ϕ : QÑ R

q ÞÑ rk ÞÑ qs, (1.87)

c’est à dire que ϕpqq est la classe de la suite constante xk “ q.

Proposition 1.97.
Soit l’application

ϕ : QÑ R

q ÞÑ q̄.
(1.88)

où par q̄ nous entendons la classe de la suite constante égale à q (qui est de Cauchy).

26. x P E peut soit ne pas converger du tout, soit converger vers autre chose que zéro.
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(1) C’est un homomorphisme de corps injectif.
(2) Imagepϕq est un sous-corps de R
(3) ϕ : QÑ Imagepϕq est un isomorphisme de corps.

Démonstration. Le fait que ce soit un homomorphisme est simplement
— ϕpq ` q1q “ q ` q1 “ q̄ ` q1
— ϕpqq1q “ qq1 “ qq1.

En ce qui concerne l’injectivité, si q est tel que ϕpqq “ 0̄ “ E0, c’est que

ϕpqq “ tsuites de Cauchy qui convergent vers zérou (1.89)

Mais nous savons aussi que 27

ϕpqq “ q̄ “ tsuites de Cauchy qui convergent vers qu (1.90)

Nous en déduisons que q “ 0.

Lorsque dans la suite nous parlerons d’un élément de Q comme étant un réel, nous aurons en
tête l’image de cet élément par ϕ.

1.8.2 Relation d’ordre

Nous définissons les parties E` et E´ de E par
(1) x P E` si et seulement si pour tout ε ą 0, il existe Nε tel que n ą Nε implique xn ą ´ε.
(2) x P E´ si et seulement si pour tout ε ą 0, il existe Nε tel que n ą Nε implique xn ă ε.

Nous notons aussi E`` “ E`zE0.

Lemme 1.98.
Les parties E` et E´ partitionnent E de la façon suivante :
(1) E` X E´ “ E0

(2) E` Y E´ “ E

Démonstration. On prouve d’abord que E` X E´ Ă E0, l’inclusion inverse est évidente. Soit ε ą 0
et x P E` X E´. Il existe un N P N tel que xn ą ´ε et xn ă ε pour tout n ě N . Par conséquent,
|xn| ď ε pour tout n ě N et la suite x converge vers zéro, c’est-à-dire x P E0.

Pour prouver le second point, soit x P EzE´, et prouvons que x P E`. La condition x R E´
donne qu’il existe un α ą 0 (dans Q) tel que pour tout n, il existe p ą n avec xp ą α. Mais x est
une suite de Cauchy, donc nous avons un n0 tel que si n, p ě n0 alors |xn´xp| ď α

2 . En particulier,
si n ě n0, et si p ą n est tel que xp ą α, on obtient

xn ą α

2 ą 0 (1.91)

Par conséquent x P E` parce que x P E et les xn sont tous positifs à partir d’un certain rang.

Lemme 1.99 ([9]).
Quelques propriétés du partitionnement.
(1) x P E´ si et seulement si p´xq P E`
(2) x P E` et y P E` implique x` y P E`
(3) x P E` et y P E` implique xy P E`
(4) Si x, y P E sont tels que x´ y P E0 alors soit x, y P E` soit x, y P E´.

Démonstration. Point par point.

27. Voir dans la démonstration du théorème 1.95.
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(1) Définition de E` et E´.
(2) Pour n ě Nε{2 nous avons xn ą ´ε{2 et yn ą ´ε{2. Donc xn ` yn ą ´ε.
(3) Si x ou y est dans E0 alors xy P E0 et c’est bon. Si par contre x, y P E`` alors pour n

suffisamment grand, xn ą 0 et yn ą 0. Et dans ce cas, pxyqn ą 0, c’est-à-dire xy P E`.
(4) Supposons que x´ y P E0 avec x P E` et prouvons qu’alors y P E`. Soit donc ε ą 0 ; il existe

n1 tel que xn ą ´ ε
2 dès que n ě n1. Mais x´ y P E0, donc il existe n2 tel que |xn ´ yn| ă ε

2
dès que n ě n2. En prenant n plus grand que n1 et n2, nous avons en même temps

$
&
%
xn ą ´ ε2 (1.92a)

|xn ´ yn| ă ε

2 . (1.92b)

Cela implique que yn ą ´ε et donc que y P E`.
Nous pouvons de même prouver que si x P E´ alors y P E´.

Définition 1.100 (Positivité dans R).
Vocabulaire et notations.
(1) Nous notons R “ E{E0.
(2) Nous notons R` “ E`.
(3) Nous notons R´ “ E´.
(4) Un élément de R est positif s’il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant à E`.
(5) Un élément de R est négatif s’il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant à E´.
(6) Lorsque nous parlons de nombres réels, le symbole « 0 » signifie E0 ou plus précisément la

classe d’un élément de E0 modulo E0.

1.101.
Avec les conventions de la définition 1.100, et en anticipant sur nos connaissances à propos des
réels,
(1) zéro est positif et négatif.
(2) L’intersection entre R` et R´ est le singleton t0u.
(3) L’ensemble des nombres strictement positifs est noté pR`q˚ ou R`zt0u.
(4) Le mot « positif » signifie « positif ou nul » ; le mot « négatif » signifie « négatif ou nul ».
Cela vient des conventions de la remarque 1.101 qui sont également celles de Wikipédia[19].

Définition 1.102 (Ordre dans R).
Si a, b P R nous notons a ď b si et seulement si b ´ a est positif. Nous notons aussi a ą b si et
seulement si b´ a P R`zt0u, etc.
Lemme 1.103.
Les premières propriétés de l’ordre.
(1) L’ensemble pR,ďq est un corps totalement ordonné (définitions 1.8 et 1.73).
(2) L’application

ϕ : QÑ R

q ÞÑ q̄
(1.93)

dont nous avons déjà parlé dans la proposition 1.97 est strictement croissante.

Démonstration. Nous prouvons la stricte croissance de ϕ. Si q ă l alors ϕpqq ´ ϕplq “ q ´ l est
la classe de la suite constante q ´ l qui est un élément strictement positif de Q. Nous avons donc
q ´ l P R`, et donc ϕpqq ă ϕplq.
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Remarque 1.104.
Comme déjà mentionné plus haut, à chaque fois que nous parlerons d’un élément de Q comme
étant un élément de R, nous considérons la classe de la suite constante.

Lemme 1.105.
Si x, y, z P R avec x ą 0 sont tels que z ą y{x alors zx ą y.

Démonstration. Nous savons que

z ´ y

x
P E`zt0u “ E``. (1.94)

Vu que x P E``, multiplier par x fait rester dans E`` :

zx´ xy
x
P E``. (1.95)

Un représentant de x yx est la suite n ÞÑ xn
yn
xn
“ yn. Donc x yx “ y. Cela signifie que zx´ y P E``

et donc que zx ą y.

Lemme 1.106.
Pour tout a P R, il existe p P N tel que p ą a.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves différentes de ce lemme.
Première façon L’élément a de R admet un représentant panq qui est une suite de Cauchy dans

Q. C’est donc une suite bornée, c’est-à-dire qu’il existe m, q P N tels que |an| ď m{q pour
tout n (proposition 1.85(2)). Soit M un naturel strictement plus grand que m{q 28.
La suite de Cauchy pM ´ anqnPN est constituée de rationnels positifs et est donc dans E`.
La classe de M ´ a est donc un réel positif 29. Par définition de la relation d’ordre, M ě a.

Seconde façon La suite panq est majorée par m
q , donc on a dans Q et pour tout n :

an ď m

q
“M ď qM. (1.96)

L’application ϕ : QÑ R est croissante, donc

ϕ
`panq

˘ ď ϕpqMq. (1.97)

En corollaire, nous avons

Lemme 1.107.
Pour tout x P R, il existe q P Z tel que q ă x.

Démonstration. Utilisation du lemme précédent avec a “ ´x : on prend q “ ´p.
Théorème 1.108 ([9]).
Le corps R est archimédien 30.

Démonstration. Le lemme 1.103 dit que R est totalement ordonné. Soient x, y P R avec x ą 0 ;
posons a “ y

x . Le lemme 1.106 nous donne un p P N tel que p ą a.Nous concluons alors avec le
lemme 1.105 :

px ą ax “ y

x
x “ y. (1.98)

28. Lemme 1.81.
29. Et nous allons d’ailleurs arrêter de toujours préciser « la classe de » lorsque ce n’est pas nécessaire.
30. Définition 1.73(5).
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Le lemme suivant n’est pas loin de dire que Q est dense dans R, à part que nous n’avons pas
encore donné de topologie sur R.

Lemme 1.109.
Si x, y P R sont tels que x ă y, alors il existe s P Q tel que x ă s ă y.

Démonstration. Nous avons par hypothèse que y ´ x ą 0 et donc le fait que R soit archimédien
(théorème 1.108) nous donne q P N tel que qpy ´ xq ą 1. Soit

E “ tn P Z tel que n
q
ď xu. (1.99)

Cet ensemble n’est pas vide à cause du lemme 1.107 ; de plus, comme |x|q ď n0 pour un certain
n0 (à cause du lemme 1.106), l’ensemble E est majoré par n0. Donc E possède un plus grand
élément 31 p qui vérifie

p

q
ď x ă p` 1

q
. (1.100)

De plus pp` 1q{q ă y. En effet nous avons

p` 1
q

“ p

q
` 1
q
ď x` 1

q
ă x` y ´ x “ y (1.101)

où nous avons utilisé l’inégalité stricte y ´ x ą 1
q .

Nous avons donc
x ă p` 1

q
ă y, (1.102)

et le nombre pp` 1q{q convient comme s.

Remarque 1.110.
Le lemme 1.109 a également pour conséquence que des ensembles comme r´1, 1s ne sont pas bien
ordonnés (définition 1.8). En effet la partie s0, 1r ne possède pas de minimum parce que si x P s0, 1r
alors 0 ă x et il existe s P Q (a fortiori s P R) tel que 0 ă s ă x, c’est-à-dire que x n’est pas un
minimum de s0, 1r.

Tant que nous y sommes dans les encadrements de réels. . .

1.111.
Soit q0 P Q tel que 0 ď q0 ă 1. On définit alors d1 P t0, 1u comme valant 1 si 2q0 ě 1 et 0 sinon.
Puis on pose q1 “ 2q0 ´ d1.

Poursuivant de la sorte, on crée une suite pdnqně1 : c’est le développement dyadique de q0.

Lemme 1.112 ([1]).
Soit q, q1 deux rationnels tels que 0 ď q ă q1 ă 1. Il existe deux entiers naturels a et N tels que
q ă a

2N ă q1.

Démonstration. On crée les développements dyadiques de q et q1, que l’on note respectivement
pdnqně1 et pd1nqně1. Notons

E “ tn P N tel que dn ‰ d1nu. (1.103)

Comme q ‰ q1, les développements dyadiques sont différents 32, l’ensemble E est non-vide, et il
admet un plus petit élément N . Or, q ă q1, et donc nécessairement dN ă d1N . On construit alors
a “ řN

i“1 di2i.

Corollaire 1.113.
Pour tous réels x, y tels que 0 ď x ă y ď 1, il existe un nombre de la forme d “ a{2n, avec n P N
et a P N, a ď 2n, tel que x ă d ă y.
31. Lemme 1.48.
32. À vérifier tout de même. . .
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Lemme 1.114 ([1]).
Soient des réels a, b, x, y tels que

a ď x ď b (1.104)

et
a ď y ď b, (1.105)

alors |x´ y| ď |b´ a|.

1.8.3 Complétude

Lemme 1.115 ([9]).
Toute suite de Cauchy dans Q converge dans R vers le réel qu’elle représente.

Plus précisément, en suivant les notations de 1.96, si pxkq est une suite de Cauchy dans Q,
alors la suite ϕpxkq dans R
(1) est de Cauchy dans R,
(2) converge dans R vers x̄.

Démonstration. Soit pxnq une suite de Cauchy de Q, c’est-à-dire que xk P Q pour tout k et qu’elle
est de Cauchy. Elle représente un réel x̄ P R, et nous voulons prouver que pour la topologie de R
nous avons limnÑ8 xn “ x̄. Dans cette dernière limite, chacun des xn est vu dans R.

Si ε P Q est donné, il existe Nε tel que si p, q ě Nε alors |xp ´ xq| ă ε, c’est-à-dire

xp ´ ε ă xq ă xp ` ε. (1.106)

Soit p ě Nε fixé. Pour tout q ě Nε nous avons xp ´ ε ă xq ă xp ` ε. Par conséquent, la suite
n ÞÑ pxp ´ εq ´ qn est un élément de E´ et au niveau des classes nous pouvons écrire

n ÞÑ pxp ´ εq ´ xn ď 0. (1.107)

Vu que xp ´ ε représente la suite constante nous avons l’inégalité suivante dans R :

xp ´ ε´ x̄ ď 0 (1.108)

ou encore : x̄ ě xp ´ ε. En faisant de même avec l’autre partie de l’inégalité, xp ´ ε ď x̄ ď xp ` ε,
ce qui implique que

xp P Bpx̄, εq (1.109)

dès que p ě Nε. Cela signifie que xp Ñ x̄ dans R.

Proposition 1.116.
Soit une suite convergente xk

QÝÑ q. Alors

ϕpxkq RÝÑ ϕpqq (1.110)

où ϕ est la fonction qui à un rationnel fait correspondre la classe de la suite constante correspon-
dante 33.

Démonstration. Le fait d’avoir une convergence xk Ñ q dans Q implique que la suite pxkq est de
Cauchy, par la proposition 1.85(1).

Le lemme 1.115 nous indique que ϕpxkq est une suite dans R qui converge vers q̄, la classe de
la suite pxkq.

À prouver : ϕpxq “ q̄. Autrement dit, nous devons prouver que la classe de la suite constante
ak “ q et la classe de la suite x sont les mêmes.

La suite pxk ´ qq est de Cauchy dans Q et converge vers zéro par hypothèse. Donc les suites x
et pqq sont dans la même classe.
33. Voir les notations en 1.96.
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Proposition 1.117 ([1]).
Deux choses à propos de suites de rationnels convergent vers un réel.
(1) Soit un réel x. Il existe une suite de rationnels strictement croissante qui converge vers x.
(2) Si de plus x ą 0, alors la suite (toujours strictement croissante) peut être choisie parmi les

rationnels strictement positifs.

Démonstration. Le lemme 1.109 nous sera d’une grande aide. Soit x P R. Il existe q0 P Q tel
que x ´ 1 ă q0 ă x. Ensuite nous construisons la suite par récurrence : qk est choisit tel que
qk´1 ă qk ă x. Cela règle le point (1).

Pour (2). Il suffit de faire la même chose, en partant de 0 ă q0 ă x.

Théorème 1.118 (Complétude de R, critère de Cauchy[9]).
Nous avons :
(1) Le corps R est un corps complet (définition 1.73(6))
(2) Une suite dans R est convergente (définition 1.73(4)) si et seulement si elle est de Cauchy

(définition 1.73(3)).

Notez la grande similitude entre ce théorème et le théorème 9.39. Ils ne sont pas équivalents,
ne parlent pas exactement du même objet « R », ni des mêmes notions de suites de Cauchy et de
complétude.

Démonstration. Soit pxnq une suite de Cauchy dans R. Pour chaque n, il existe par le lemme 1.109
un yn P Q tel que

xn ´ 1
n
ă yn ă xn ` 1

n
. (1.111)

pynq est une suite de Cauchy dans Q Nous prouvons que pynq est une suite de Cauchy dans
Q (définition 1.73(3)). Vu que pxnq est de Cauchy pour le corps R, si ε ą 0 dans R est donné,
il existe nε tel que si p, q ě nε, alors |xp ´ xq| ă ε.
Nous avons :

|yp ´ yq| ď |yp ´ xp| ` |xp ´ xq| ` |xq ´ yq| ă 1
p
` ε` 1

q
. (1.112)

En choisissant Nε ą maxtnε, 1
ε u (ce qui est possible par le lemme 1.106), et en prenant

p, q ą Nε, nous avons
|yp ´ yq| ď 3ε, (1.113)

ce qui prouve que pypq est une suite de Cauchy dans Q, pour la notion de suite de Cauchy
dans Q.

Le réel représenté Vu que pypq est de Cauchy dans Q, elle représente un réel que nous notons
ȳ.

Convergence de pxnq Nous prouvons que xn RÝÑ ȳ.
Nous savons qu’une suite de Cauchy de rationnels converge dans R vers le réel qu’elle re-
présente, c’est-à-dire : yn RÝÑ ȳ où chaque yn P Q est vu comme la suite constante (cela
est le lemme 1.115). Autrement dit, pour ε ą 0, il existe un Nε P N tel que si p ą Nε alors
|ȳ ´ yp| ă ε. Pour un tel p nous avons

|ȳ ´ xp| ď |ȳ ´ yp| ` |yp ´ xp| ď ε` 1
p
. (1.114)

Donc dès que p est plus grand que maxtNε,
1
ε u, nous avons |ȳ ´ xp| ă 2ε, ce qui signifie que

la suite pxnq converge vers ȳ dans R.
Ceci achève de prouver que R est un corps complet.

En ce qui concerne l’équivalence entre les suites convergentes et de Cauchy, nous venons de
prouver que toute suite de Cauchy dans R est convergente. La réciproque est la proposition 1.79.
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Nous avons terminé avec la construction des réels. Les propriétés topologiques arrivent en la
section 8.1. En particulier le théorème 9.39 pour la complétude de R en tant qu’espace métrique.

1.8.4 Intervalles

Nous avons déjà défini la notion d’intervalle pour un espace totalement ordonné en 1.13. Nous
posons quelque notations dans R.

Définition 1.119.
Soient a ‰ b dans R. Nous définissons les parties suivantes de R :
(1) sa, br “ tx P R tel que a ă x ă bu
(2) ra, br “ tx P R tel que a ď x ă bu
(3) sa, bs “ tx P R tel que a ă x ď bu
(4) ra, bs “ tx P R tel que a ď x ď bu
(5) s´8, as “ tx P R tel que x ď au
(6) s´8, ar “ tx P R tel que x ă au
(7) sa,8r “ tx P R tel que x ą au
(8) ra,8r “ tx P R tel que x ě au.
(9) s´8,8r “ R.

La proposition 1.123 nous dira que tous les intervalles de R sont d’une de ces formes.

1.8.5 Maximum, supremum et compagnie

Ce n’est un secret pour personne que R est un ensemble totalement ordonné 34 : il y a des
éléments plus grands que d’autres, et mieux : à chaque fois que je prends deux éléments différents
dans R, il y en a un des deux qui est plus grand que l’autre. Il n’y a pas d’ex æquo dans R.

Définition 1.120.
Soit A, une partie de R.
(1) Un nombre M est un majorant de A si M est plus grand que tous les éléments de A : pour

tout x P A, M ě x.
(2) Un nombre m est un minorant de A si m est plus petit que tous les éléments de A : pour

tout x P A, m ď x.
Nous parons de majorant ou de minorants stricts lorsque les inégalités sont strictes.

Nous insistons sur le fait que l’inégalité n’est pas stricte. Ainsi, 1 est un majorant de r0, 1s. Dès
qu’un ensemble a un majorant, il en a plein. Si s majore l’ensemble A, alors s` 1, s` 4 et s` 3

7
majorent également A.

Exemple 1.121
Une petite galerie d’exemples de majorants.
— L’intervalle fermé r4, 8s admet entre autres 8 et 130 comme majorants,
— l’intervalle ouvert s4, 8r admet également 8 et 130 comme majorants,
— 7 n’est pas un majorant de r1, 5sYs8, 32s,
— 10{10 majore les notes qu’on peut obtenir à un devoir.
— l’intervalle r4,8r n’a pas de majorants.

4

34. Lemme 1.103(1), définition 1.102.
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Proposition-définition 1.122 (Least-upper-bound property[20]).
Soit A une partie majorée de R. Il existe un unique élément M P R tel que
(1) M ě x pour tout x P A,
(2) pour tout ε, le nombre M ´ ε n’est pas un majorant de a, c’est-à-dire qu’il existe un élément

x P A tel que x ąM ´ ε.
Cet élément est nommé supremum de A et est noté suppAq. De la même façon, l’infimum

de A, noté inf A, est le plus grand de ses minorants.

Par convention, si la partie n’est pas bornée vers le haut, nous dirons que son supremum n’existe
pas, ou bien qu’il est égal à `8, suivant les contextes. Pour votre culture générale, sachez toutefois
que 8 R R.

Démonstration. Nous faisons la preuve pour l’infimum.
Unicité En ce qui concerne l’unicité, soient m1 et m2, deux infimums de A. Supposons m1 ą m2.

Alors il existe ε ą 0 tel que m2 ă m2`ε ă m1 (c’est le lemme 1.109). Cela prouve que m2`ε
est un minorant de A et donc que m2 n’est pas un infimum.

Existence Soit A, une partie de R. Nous allons trouver son infimum en suivant une méthode de
dichotomie. Pour cela nous allons construire trois suites en même temps de la façon suivante.
D’abord nous choisissons un point x0 de A et un point x1 qui minore A (qui existe par
hypothèse) :

x0 est un élément de A,
x1 est un minorant de A,
a0 “ x0

b0 “ x1

b1 “ x1.

(1.115)

Ensuite, nous faisons la récurrence suivante :

xn`1 “ an ` bn
2 ,

an`1 “
#
an si xn`1 minore A
xn`1 sinon,

bn`1 “
#
xn`1 si xn`1 minore A
bn sinon.

(1.116)

Nous allons montrer que panq et pbnq sont des suites convergentes de même limite et que cette
limite est l’infimum de A.
Soit n P N ; il y a deux possibilités. Soit an “ an´1 et bn “ xn, soit an “ xn et bn “ bn´1.
Supposons que nous soyons dans le premier cas (le second se traite de façon similaire). Alors
nous avons

|an ´ bn| “ |an´1 ´ xn|
“

ˇ̌
ˇ̌an´1 ´ an´1 ` bn´1

2

ˇ̌
ˇ̌

“ 1
2 |an´1 ´ bn´1|,

(1.117)

ce qui prouve que |an´ bn| Ñ 0. Nous montrons maintenant que la suite panq est de Cauchy.
En effet nous avons

|an ´ an´1| “
#

0̌
ˇan´bn

2
ˇ̌ ď 1

2n. (1.118)

Il en est de même pour la suite pbnq. Ce sont deux suites de Cauchy (donc convergentes par
la proposition 1.79) qui convergent vers la même limite. Soit ` cette limite.
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Le nombre ` minore A. En effet si a P A est plus petit que `, les éléments bn tels que
|bn ´ `| ă |a ´ `| ne peuvent pas minorer A. D’autre part, pour tout ε, le nombre ` ` ε ne
peut pas minorer A. En effet, ` est la limite de la suite décroissante panq, donc il existe an
entre ` et `` ε. Mais an ne minore pas A, donc `` ε ne minore pas non plus A.
Nous avons prouvé que toute partie minorée de R possède un infimum.

La preuve que toute partie majorée possède un supremum se fait de la même façon.

1.8.5.1 Intervalles

Proposition 1.123.
Tous les intervalles de R sont d’une des formes listées dans la définition 1.119.

1.8.5.2 Quelques exemples

En matières de notations, le maximum de l’ensemble A est noté maxA, le supremum est noté
supA. Le minimum et l’infimum sont notés minA et inf A.

Exemple 1.124
Exemples de différence entre majorant, supremum et maximum.
— Le nombre 10 est un supremum, majorant et maximum de l’intervalle fermé r0, 10s,
— Le nombre 10 est un majorant et un supremum, mais pas un maximum de l’intervalle ouvert
s0, 10r,

— Le nombre 136 est un majorant, mais ni un maximum ni un supremum de l’intervalle r0, 10s.

4

En utilisant les notations concises, ces différents cas s’écrivent ainsi :

10 “ maxr0, 10s “ supr0, 10s 10 “ supr0, 10r (1.119)

Exemple 1.125
Si on dit que un pont s’effondre à partir d’une charge de 10 tonnes, alors 10 tonnes est un supremum
des charges que le pont peut supporter : si on met 9, 999999 tonnes dessus, il tient encore le coup,
mais si on ajoute un gramme, alors il s’effondre (on sort de l’ensemble des charges acceptables).
4

Exemple 1.126
Si on dit qu’un pont résiste jusqu’à 10 tonnes, alors 10 tonnes est un maximum de la charge
acceptable. Sur ce pont-ci, on peut ajouter le dernier gramme. Mais à partir de là, le moindre truc
qu’on ajoute, il s’effondre. 4

Exemple 1.127
Pour les intervalles, ces notions sont simples : les bornes de l’intervalle sont les supremum et
infimum, et ce sont des minima et maxima si l’intervalle est fermé.
(1) A “ r1, 2s. Tous les nombres plus petits ou égaux à 1 sont minorants, 1 est infimum et

minimum. Le nombre 2 est un majorant, le maximum et le supremum.
(2) B “ s3, πr. Le nombre π est le supremum et est un majorant, mais n’est pas le maximum

(parce que π R B). L’ensemble B n’a pas de maximum. Bien entendu, ´1000 est un minorant.
Dans les deux cas, le nombre 53 est un majorant. 4

Il existe évidemment de nombreux exemples plus vicieux.
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Exemple 1.128
Prenons E “ t 1

n tel que n P N0u, dont les premiers points sont indiqués sur la figure 1.1. Cet
ensemble est constitué des nombres 1, 1

2 ,
1
3 , . . . Le plus grand d’entre eux est 1 parce que tous les

nombres de la forme 1
n avec n ě 1 sont plus petits ou égaux à 1. Le nombre 1 est donc maximum

de E.
L’ensemble E n’a par contre pas de minimum parce que tout élément de E s’écrit 1

n pour un
certain n et est plus grand que 1

n`1 qui est également dans E.
Prouvons que zéro est l’infimum de E. D’abord, tous les éléments de E sont strictement positifs,

donc zéro est certainement un minorant de E. Ensuite, nous savons que pour tout ε ą 0, il existe
un n tel que 1

n est plus petit que ε. L’ensemble E possède donc un élément plus petit que 0 ` ε,
et zéro est bien l’infimum. 4

‚
1

‚
1{2

‚
1{3

‚
1{4

‚
1{5

‚
1{6

‚
1{7

‚
1{8

‚
1{9

‚
1{10

Figure 1.1 – Les premiers points du type xn “ 1{n.

L’exemple suivant est une source classique d’erreurs en ce qui concerne l’infimum. Il sera à
relire après avoir vu la définition de limite (définition 8.11).

Exemple 1.129
Les premiers points de l’ensemble F “ t p´1qn

n tel que n P N0u sont représentés à la figure 1.2. Bien
que (comme nous le verrons plus tard) la limite de la suite xn “ p´1qn{n soit zéro, il n’est pas
correct de dire que zéro est l’infimum de l’ensemble F . Le dessin, au contraire, montre bien que
´1 est le minium (aucun point est plus bas que ´1), tandis que le maximum est 1{2.

Nous reviendrons avec cet exemple dans la suite. Pour l’instant, ayez bien en tête que zéro
n’est rien de spécial pour l’ensemble F en ce qui concerne les notions de maximum, minimum et
compagnie. 4

‚
´1

‚
1{2

‚
´1{3

‚
1{4

‚
´1{5

‚
1{6

‚
´1{7

‚
1{8

‚
´1{9

‚
1{10

Figure 1.2 – Les quelques premiers points du type p´1qn{n.
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1.8.6 Racines

Dans cette section, nous définissons
?
x pour x P R`. Vous notez que c’est fait de façon assez

algébrique 35, ou en tout cas, en restant proche des définitions. Des définition plus technologiques
utilisant la continuité de x ÞÑ xn et qui prouvent que c’est bijectif sur un domaine choisit avec
prudence existent, et c’est fait dans la définition 13.311. Il est même expliqué dans [3] que la
méthode décrite ici permet de définir n

?
x pour tout n entier, et pas seulement pour n “ 2.

Proposition 1.130.
Soit q P Q`. Il existe un unique r P R tel que r2 “ q.

Plus précisément, en termes des notations de 1.96, pour tout q P Q`, il existe un unique r P R2

tel que r2 “ ϕpqq.
Démonstration. En deux parties : d’abord l’existence et ensuite l’unicité.
Existence Si q “ 0, c’est r “ 0. Nous supposons q ą 0. La suite pxkq de la proposition 1.91 a la

propriété d’être de Cauchy dans Q. Donc il existe un réel r qui est la classe de cette suite.
Nous posons donc

r “ x̄. (1.120)

En ce qui concerne r2, nous avons, par définition du produit dans R,

r2 “ x̄2 “ px2
kq, (1.121)

c’est la classe de la suite de Cauchy donnée par les x2
k. Posons yk “ xk ; la relation (1.121)

s’écrit
r2 “ ȳ. (1.122)

La proposition 1.91 nous dit également que y est une suite de Cauchy et que

yk
QÝÑ q (1.123)

La proposition 1.116 donne alors ȳ “ q̄, et finalement

r2 “ q̄ “ ϕpqq. (1.124)

Ici tout n’est pas encore terminé avec l’existence parce qu’il faut nous assurer que r ě 0. Ce
n’est pas très compliqué : si r ă 0, alors nous pouvons faire le choix ´r qui convient tout
aussi bien : p´rq2 “ r2.

Unicité Supposons r1, r2 P R tels que r2
1 “ r2

2. Le lemme 1.103 dit que R est totalement ordonné ;
disons pour fixer les idées que r1 ď r2. Cela signifie, par définition de l’ordre sur R, que
r2 ´ r1 ě 0. En posant s “ r2 ´ r1 nous avons r2 “ r1 ` s. Passons au carré ; la distribution
dans le calcul suivant provient du fait que R est un corps :

r2
2 “ pr1 ` sq2 “ r2

1 ` 2r1s` s2. (1.125)

Vu que r2
1 “ q “ r2

2, nous avons 2r1s` s2 “ 0 ou encore

sp2r1 ` sq “ 0. (1.126)

Vu que R est un corps, il est un anneau intègre 36 et la règle du produit nul s’applique : soit
s “ 0, soit 2r2 ` s “ 0. Vu que r2 ą 0 et que s ě 0, nous avons 2r2 ` s ą 0 et donc s “ 0.
Nous en déduisons que r1 “ r2.

35. Discutable parce que des limites sont utilisées.
36. Lemme 1.64.
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1.9 Les complexes
Problèmes et choses à faire

Encore une fois, cette section n’est pas du tout faite. Le but de cette section serait de
— Construire C en tant qu’ensemble
— Construire les opérations courantes.
— Démontrer les propriétés de base.

Attention : il est sans espoir de parler de forme trigonométrique ici parce que les exponentielles et fonctions trigonométriques ne sont définies
qu’avec les séries.

Nous donnons ici en vrac quelques propriétés et définitions que se doivent d’être présentes dans la version finale de cette section, si elle existe
un jour.

Comme partout dans ce chapitre sur la construction des ensembles de nombres, certains propriétés qui ont l’air toute simples peuvent, en

fonction des définitions prises, s’avérer pas du tout évidentes.

1.9.1 Définitions

Un nombre complexe s’écrit sous la forme z “ a` bi, où a et b sont des nombres réels appelés
(et notés) respectivement partie réelle (a “ <pzq) et partie imaginaire (b “ =pzq) de z. L’ensemble
des nombres de cette forme s’appelle l’ensemble des nombres complexes ; cet ensemble porte une
structure de corps et est noté C. Le nombre complexe i “ 0 ` 1i est un nombre imaginaire qui a
la particularité que i2 “ ´1.

Deux nombres complexes a`bi et c`di sont égaux si et seulement si a “ c et b “ d, c’est-à-dire
leurs parties réelles sont égales, et leurs parties imaginaires sont égales.

Pour z “ a ` bi un nombre complexe, on note z̄ “ a ´ bi le complexe conjugué de z. Dans le
plan de Gauss, il s’agit du symétrique de z par rapport à la droite réelle (généralement dessinée
horizontalement).

On définit le module du complexe z par |z| “ ?zz̄ “ ?a2 ` b2. Dans le plan de Gauss, il s’agit
de la distance entre 0 et z.

Proposition 1.131.
Si z1 et z2 sont des nombres complexes, alors

|z1z2| “ |z1||z2|. (1.127)

Nous avons aussi, pour tout n P N,
|zn| “ |z|n. (1.128)

Démonstration. D’abord pa` biqpc` diq “ ac´ db` pad` bcqi, de telle sorte que

|pa` biqpc` diq|2 “ pac´ bdq2 ` pad` bcq2. (1.129)

Mais en calculant d’autre part |a` bi|2|c` di|2, nous tombons sur la même valeur.
Une simple récurrence permet de conclure que |zn| “ |z|n.
Voila. Vous êtes déjà content d’apprendre que l’on peut démontrer |zn| “ |z|n sans faire appel

à la forme trigonométrique des nombres complexes.

Proposition 1.132.
Pour tous z “ a` bi et z1 nombres complexes, on a
(1) zz̄ “ a2 ` b2 ;
(2) ¯̄z “ z ;
(3) |z| “ |z̄| ;
(4) |zz1| “ |z| |z1| ;
(5) |z ` z1| ď |z| ` |z1|.

Lemme 1.133.
Pour tout z P C nous avons zz̄ “ z̄z “ |z|2.



Chapitre 2

Théorie des groupes

Pour rapplel, la notion de groupe est définie en 1.33.

2.1 Groupes
Définition 2.1 ([21]).
Soit G un groupe. Le centralisateur de H Ă G est

ZGpHq “ tg P G tel que hg “ gh@h P Hu; (2.1)

il contient donc tous les éléments de G qui commutent avec ceux de H.
Si H est un sous-groupe, son normalisateur est

NGpHq “ tg P G tel que gH “ Hgu. (2.2)

Définition 2.2.
Le centre d’un groupe G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les autres :

ZG “ tz P G tel que gz “ zg @g P Gu. (2.3)

Si g P G nous notons ZGpgq le centralisateur de g dans G :

ZGpgq “ th P G tel que hg “ ghu. (2.4)

C’est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec g.

Définition 2.3.
Un sous-groupe N de G est normal ou distingué si pour tout g P G et pour tout n P N ,
gng´1 P N . Autrement dit lorsque gNg´1 Ă N .

Lorsque N est normal dans G il est parfois noté N �G.

Définition 2.4.
Un sous-groupe H de G est un sous-groupe caractéristique si αpHq “ H pour tout α P AutpGq.
Définition 2.5 (Groupe simple).
Un groupe est dit simple si il est non trivial et si les seuls sous-groupes normaux qu’il admet sont
lui-même et le sous-groupe réduit à l’identité.

Définition 2.6 (Sous-groupe engendré).
Soit A une partie du groupe G. Le sous-groupe engendré par A est l’intersection de tous les
sous-groupes de G contenant A. Nous notons ce groupe grpAq.

Lorsque A est fini (disons A “ ta1, . . . , anu), on note aussi le sous-groupe engendré xa1, . . . , any.
Le sous-groupe engendré par A est le plus petit (pour l’inclusion) groupe de G contenant A.

Plus formellement, nous avons le résultat suivant.

141
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Lemme 2.7.
Tout sous-groupe de G contenant A est inclus dans grpAq.
Lemme 2.8 ([22]).
Si A est une partie du groupe G, alors le sous-groupe grpAq engendré 1 par A est l’ensemble de
tous les produits finis d’éléments de A et de A´1 (l’identité est le produit à zéro éléments).

C’est à dire que tout élément de grpAq peut être écrit sous la forme

nź

i“1
gaii (2.5)

où ai P Z et g : NÑ G n’est pas spécialement injective : il peut arriver que gi “ gj.

Démonstration. Nous nommons grpAq le groupe engendré par A et par H l’ensemble

H “ tg1 . . . gn tel que gi P AYA´1u. (2.6)

Nous commençons par prouver que H est un groupe.

— Vu que A est non vide, nous considérons a P A. Dans ce cas, e “ aa´1 P H. Donc e P H.
— L’inverse de g1 . . . gn est g´1

n . . . g´1
1 qui est également dans H.

— Le produit de g1 . . . gn par h1 . . . hn est également dans H 2.

Vu que H est un groupe contenant A, nous avons grpAq Ă H parce que grpAq est une intersection
dont un des éléments est H.

Par ailleurs tout groupe contenant A doit contenir les inverses et les produits finis, donc H Ă
grpAq.

Au final, H “ grpAq, ce qu’il fallait.

Lemme 2.9.
Soit un groupe G et un sous-groupe H “ grph1, . . . , hnq. Si α P G, alors

αHα´1 “ grpαh1α
´1, . . . , αhnα

´1q. (2.7)

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du lemme 2.8. Un élément de grpαh1α´1, . . . , αhnα´1q
est un produit d’éléments de G de la forme αhiα´1 ou pαhjα´1q´1 “ αh´1

j α´1. Or nous avons

αhiα
´1αhjα

´1 “ αhihjα
´1 P αHα´1. (2.8)

Donc
grpαh1α

´1, . . . , αhnα
´1q Ă αHα´1. (2.9)

L’inclusion dans l’autre sens est du même tonneau.

Définition 2.10 (Partie génératrice, groupe monogène).
Soit G, un groupe et A une partie de G. Si grpAq “ G, alors nous disons que A est une partie
génératrice le groupe G.

Un groupe est monogène s’il a une partie génératrice réduite à un seul élément.

Définition 2.11 (Groupe cyclique).
Un élément a P G est un générateur de G si tous les éléments de G s’écrivent sous la forme an
pour un certain n P Z. Un groupe fini et monogène est dit cyclique.

1. Définition 2.6.
2. Et c’est ici qu’on se rend compte que la décomposition n’est probablement que rarement unique.
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Définition 2.12.
Soit le groupe

`
Z{10Z,`˘. L’élément r2s10 n’est pas générateur parce que ses puissances 3 sont

grpr2s10q “ tr2s10, r4s10, r6s10, r8s10, r0s10u. (2.10)

Par contré l’élément r3s10 est générateur : ses puissances sont dans l’ordre

r3s10, r6s10, r9s10, r2s10, r5s10, r8s10, r1s10, r4s10, r7s10, r0s10. (2.11)

Un exemple presque identique, mais un peu masqué sera l’exemple 19.155.

2.2 Sous-groupe normal

Proposition 2.13.
Soit N un sous-groupe de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) gNg´1 Ď N pour tout g P G,
(2) gNg´1 “ N pour tout g P G,
(3) gN “ Ng pour tout g P G,
(4) N est une union de classes de conjugaison de G,
(5) N est normal 4.

Définition 2.14.
Soit g P G et n P Z. Nous définissons gn par
(1) g0 “ e et gn “ ggn´1 si n est positif.
(2) si n ă 0, nous posons gn “ pg´1q´n.

Définition 2.15 (Ordre d’un groupe et d’un élément).
Ce sont deux choses différentes.
(1) Si G est un groupe, l’ordre est la cardinalité de G et est noté |G|.
(2) L’ordre d’un élément g de G est le naturel

mintn P N tel que gn “ eu, (2.12)

s’il existe ; dans le cas contraire, nous disons que l’ordre de g est infini.

Nous verrons que le corollaire 2.32 au théorème de Lagrange dira que l’ordre d’un élément
divise l’ordre du groupe.

Lemme 2.16 ([23]).
Si H et K sont normaux dans le groupe G et si H XK “ teu alors HK » H ˆK.

Définition 2.17.
L’exposant du groupe G est le plus petit entier non nul n tel que gn “ e pour tout g P G. S’il
n’existe pas, nous disons que l’exposant du groupe est infini.

Si l’ordre de tous les éléments acceptent un majorant commun, alors l’exposant du groupe est le
plus petit commun multiple des ordres des éléments. En particulier pour un groupe fini, l’exposant
est le ppcm des ordres des éléments du groupe.

Le théorème de Burnside 11.262 nous donnera un bon paquet d’exemples de groupes d’exposant
fini dans GLpn,Cq.

3. Attention aux notations ; en général on écrit la loi de groupe de façon multiplicative et on parle des puissances
d’un élément, mais ici on écrit la loi de groupe additivement, donc les « puissances » sont en réalité les multiples.

4. Définition 2.3.
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Proposition 2.18.
Soit H un sous-groupe normal de G et ψ : GÑ K un homomorphisme.
(1) ψpHq est normal dans ψpGq
(2) Si G{H est abélien alors ψpGq{ψpHq est abélien.

Démonstration. Soient h P H et g P G. Alors ψpgqψphqψpgq´1 “ ψpghg´1q P ψpHq. Donc ψpHq
est normal dans ψpGq.

Pour la seconde partie nous notons r. . .s les classes par rapport à ψpHq et . . . celles par rapport
à H. Nous avons

rψpg1qsrψpg2qs “
“
ψpg1qψpg2q

‰
(2.13a)

“ “
ψpg1g2q

‰
(2.13b)

“ tψpg1g2qψphq tel que h P Hu (2.13c)
“ tψpg1g2hq tel que h P Hu (2.13d)

“ ψ
´
tg1g2h tel que h P Hu

¯
(2.13e)

“ ψ
`
g1g2

˘
(2.13f)

“ ψpg2g1q (2.13g)
“ refaire à l’envers (2.13h)
“ rψpg2qsrψpg1qs. (2.13i)

Par conséquent ψpGq{ψpHq est abélien.

2.2.1 Classes de conjugaison

Définition 2.19.
Soit un groupe G et un élément g P G. La classe de conjugaison de g est la partie

Cg “ tkgk´1 tel que k P Gu. (2.14)

Lemme 2.20.
Un groupe est abélien si et seulement si ses classes de conjugaison sont des singletons.

Démonstration. Supposons que G soit abélien. Alors

Cg “ tkgk´1 tel que k P Gu “ tgu. (2.15)

Donc les classes de conjugaison sont des singletons.
Dans l’autre sens, si les classes sont des singletons, on a kgk´1 “ g pour tous k, g P G. Cela

signifie immédiatement que G est abélien.

2.3 Groupe dérivé
Définition 2.21.
Si G est un groupe et si g, h P G, nous notons rg, hs “ ghg´1h´1 le commutateur de g et h. Le
groupe dérivé de G est le sous-groupe noté DpGq ou rG,Gs engendré par les commutateurs.

Autrement dit, DpGq est l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant tous les com-
mutateurs. Intersection non vide parce que G lui-même en fait partie.

En vertu du lemme 2.8, le groupe dérivé de G est l’ensemble des produits finis de commutateurs.
C’est-à-dire que si Sm est l’ensemble des produits de m commutateurs, alors

DpGq “
8ď

m“1
Sm. (2.16)
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Lemme 2.22.
Le groupe dérivé est un sous-groupe caractéristique 5, et un sous-groupe normal 6.

Démonstration. Il est évident que si α P AutpGq alors
α
`rg, hs˘ “ “

αpgq, αphq‰, (2.17)

c’est-à-dire que DpGq est un sous-groupe caractéristique. En particulier si c est un commutateur,
alors xcx´1 en est encore un, ce qui montre que DpGq est normal dans G. Plus spécifiquement,

xpghg´1h´1qx´1 “ pxgx´1qpxhx´1qpxg´1x´1qpxh´1x´1q (2.18a)
“ pxgx´1qpxhx´1qpxgx´1q´1pxhx´1q´1. (2.18b)

Proposition 2.23.
Le groupe quotient G{DpGq est abélien.
Démonstration. En ce qui concerne le fait que G{DpGq soit abélien, nous savons que pour tout
g, h P G nous avons h´1g´1hg P DpGq et donc

rgsrhs “ rghs “ rghh´1g´1hgs “ rhgs “ rhsrgs. (2.19)

Le groupe quotient G{DpGq est appelé l’abélianisé de G et est parfois noté Gab.
Si f : GÑ A est un homomorphisme entre le groupe G et un groupe abélien A, alors f

`
DpGq˘ “

t0u. Du coup f passe au quotient de G par DpGq, et il existe une unique application f̄ : G{DpGq Ñ
A telle que f “ f̄ ˝ π où π : GÑ G{DpGq est la projection canonique.

2.4 Théorèmes d’isomorphismes
Définition 2.24.
Soient un groupe G, un ensemble X et une application f : X Ñ G. Le noyau de f est la partie

kerpfq “ tx P X tel que fpxq “ eu (2.20)

où e est l’unité de G.

Si G est un groupe et si N est un sous-groupe normal, alors l’ensemble G{N a une structure
de groupe et la projection canonique π : GÑ G{N est un homomorphisme surjectif de noyau N .

Théorème 2.25 (Premier théorème d’isomorphisme).
Soit θ : GÑ H un homomorphisme de groupe. Alors
(1) Ker θ est normal dans G,
(2) Image θ est un sous-groupe de H
(3) nous avons un isomorphisme naturel

G{Ker θ » Image θ (2.21)

Démonstration. Point par point.
(1) Le fait que Ker θ soit un sous-groupe de G est clair ; montrons qu’il est normal. Si g P G et

u P Ker θ, alors θpg´1ugq “ θpg´1qθpuqθpgq “ `
θpgq˘´1

θpgq “ 1H , et donc g´1ug P Ker θ.

5. Définition 2.4.
6. Définition 2.3.
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(2) Il suffit de remarquer que si h “ θpgq et h1 “ θpg1q, alors h´1h1 “ θpg´1g1q.
(3) Si rgs représente la classe de g dans G{Ker θ, l’isomorphisme est donné par ϕrgs “ θpgq.

Théorème 2.26 (Deuxième théorème d’isomorphisme).
Soient H et N deux sous-groupes de G et supposons que N soit normal. Alors
(1) NH “ HN est un sous-groupe.
(2) Le groupe N est normal dans NH.
(3) Le groupe N XH est normal dans H.
(4) Nous avons l’isomorphisme

HN

N
» H

H XN . (2.22)

(5) L’isomorphisme du point (4) est encore valable si N n’est pas normal mais si seulement H
normalise N , c’est-à-dire si hNh´1 P N pour tout h P H.

Démonstration. Point par point.
(1) Il est clair que 1G P NH. Soient nh et n1h1 deux éléments de NH ; alors en tenant compte

du fait que N est normal,
nhn1h1 “ nhn1h´1loomoon

PN
hh1 P NH. (2.23)

Cela prouve que NH est un groupe.
De la même façon, nous prouvons que HN est un groupe par

hnh1n1 “ hh1 h1´1nh1loomoon
PN

n1 P HN (2.24)

Nous devons encore prouver que HN “ NH. Pour cela, nh P HN , car nh “ hh´1nh, les trois
derniers facteurs formant un élément de N par normalité ; de même hn P NH, montrant que
NH “ HN . Enfin, comme pnhq´1 “ h´1n´1q, les inverses de NH sont dans HN “ NH.

(2) N est normal dans G, a fortiori dans l’un de ses sous-groupes.
(3) Il suffit de voir que, si h P H et n P N XH, alors hnh´1 P N XH. Or, hnh´1 P H puisque

H est un sous-groupe ; et hnh´1 P N car N est un sous-groupe normal de G.
(4) Il faut d’abord remarquer que H et N étant des groupes et le produit NH étant un groupe,

nous avons NH “ HN . Soit le morphisme injectif

j : H Ñ HN

h ÞÑ h
(2.25)

et la surjection canonique
σ : HN Ñ HN{N (2.26)

Nous considérons ensuite l’application composée

f : H Ñ HN{N
h ÞÑ hN.

(2.27)

f est surjective L’application f est surjective parce que l’élément hnN P HN{N est
l’image de h, étant donné que hnN “ hN .

Kerpfq “ H XN Si a P HXN , nous avons fpaq “ aN “ N , et donc HXN Ă Ker f . D’autre
part, si h P H vérifie h P Ker f , alors fphq “ hN “ N , ce qui est uniquement possible
si h P N .
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Le premier théorème d’isomorphisme implique alors que H{Ker f » Image f , c’est-à-dire

H{N XH » HN{N. (2.28)

Théorème 2.27 (Troisième théorème d’isomorphisme).
Soient N et M deux sous-groupes normaux de G avec M Ă N . Alors N{M est normal dans G{M
et

pG{Mq{pN{Mq » G{N. (2.29)

Démonstration. Afin de montrer que N{M est normal dans G{M , nous considérons g P G, nM P
N{M et nous calculons

gnMg´1 “ gng´1 gMg´1loomoon
“M

“ gng´1loomoon
PN

M P N{M. (2.30)

Pour prouver l’isomorphisme nous considérons le morphisme

ϕ : G{M Ñ G{N
gM ÞÑ gN.

(2.31)

C’est surjectif et le noyau est N{M parce que ϕpgMq “ N uniquement si g P N . Nous pouvons
appliquer le premier théorème d’isomorphisme à ϕ en écrivant

pG{Mq{Kerϕ » Imageϕ, (2.32)

c’est-à-dire
pG{Mq{pN{Mq » G{N. (2.33)

2.5 Indice d’un sous-groupe et ordre des éléments
Lemme 2.28.
Lorsque H est normal dans G, alors la définition

ras· rbs “ rabs (2.34)

définit une loi de groupe sur l’ensemble G{H.

Démonstration. Le neutre est res et l’associativité ne pose pas plus de problèmes que l’existence
d’un inverse. Le point à vérifier est que la formule (2.34) est une bonne définition : rahs· rbh1s “
rabs pour tout h, h1 P H. Nous avons :

rahs· rah1s “ rahah1s “ rahbs. (2.35)

Pour montrer que cela est rabs, l’astuce est d’introduire bb´1 à côté du a :

rahbs “ rabb´1hbs “ rabs (2.36)

parce que b´1hb P H du fait que H soit normal dans G.

Exemple 2.29([24])
Il ne faudrait pas croire que le groupe quotient G{H est forcément un sous-groupe de G. Par
exemple le quotient Z{2Z est l’ensemble t0, 1u muni de l’addition. En particulier 1` 1 “ 0, ce qui
est évidemment faux dans Z. Le groupe pZ,`q ne possède aucun élément d’ordre 2.
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Il n’en est pas moins vrai que l’application

f : GÑ G{H
g ÞÑ rgs (2.37)

est un morphisme de groupes. 4

Définition 2.30.
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini l’indice de H dans G est le nombre |G|{|H|, souvent
noté |G : H|.

Le théorème de Lagrange dira en particulier que l’indice est toujours un nombre entier. C’est
à ne pas confondre avec le degré d’une extension de corps (définition 6.55).

Théorème 2.31 (Théorème de Lagrange).
Soit H un sous-groupe du groupe fini G. Alors
(1) L’ordre de H divise l’ordre de G.
(2) Les trois nombres suivants sont égaux :

— le nombre de classes de H à gauche,
— le nombre de classes de H à droite,
— l’indice de H dans G.

En particulier si H est distingué dans G nous avons

|G{H| “ |G|
|H| . (2.38)

Démonstration. Nous commençons par montrer que les classes de H ont toutes le même nombre
d’éléments que H. En effet pour chaque g P G nous avons la bijection

ϕ : H Ñ gH

h ÞÑ gh.
(2.39)

L’injectivité de ϕ est le fait que gh “ gh1 implique h “ h1. La surjectivité est par définition de la
classe.

Les classes à gauche formant une partition de G, le cardinal de G est le produit de la taille des
classes par le nombre de classes :

|G| “ |H|·nombre de classes. (2.40)

En particulier nous voyons que |H| divise |G|.
La dernière formule exprime simplement que G{H est par définition le nombre de classes de H

à gauche (ou à droite) dans G.

Corollaire 2.32.
L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise l’ordre du groupe. En particulier dans un groupe d’ordre
n tous les éléments vérifient qn “ e.

Démonstration. Soit G un groupe fini et considérons, à g P G fixé, le sous-groupe

H “ tgk tel que k P Nu. (2.41)

Par le théorème de Lagrange 2.31, l’ordre de H divise |G|, mais l’ordre de H est le plus petit k tel
que gk “ e, c’est-à-dire l’ordre de g.

D’autres résultats à propos d’ordres et d’indices de groupes finis dans la proposition 3.31 et
le lemme 3.33. En particulier le théorème de Cauchy 3.27 qui dit si p divise l’ordre du groupe G,
alors G contient au moins un élément d’ordre p.
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2.6 Suite de composition
Définition 2.33.
Une suite de composition pour un groupe G est une suite finie de sous-groupes pGiqi“0,...,n telle
que

teu “ Gn Ď Gn´1 Ď . . . Ď G1 Ď G0 “ G (2.42)
et telle que Gi`1 est normal 7 dans Gi. Les groupes Gi{Gi`1 sont les quotients de la suite de
composition.

Une suite de Jordan-Hölder est une suite de composition dont tous les quotients sont simples.

L’objet de nos prochaines pérégrinations mathématiques est de montrer que tout groupe fini
admet une suite de Jordan-Hölder (théorème 2.38).

Lemme 2.34 (du papillon[25]).
Soit G un groupe et des sous-groupes A et B. Soit A1 normal dans A et B1 normal dans B. Alors
(1) A1pAXB1q est normal dans A1pAXBq
(2) pA1 XBqB1 est normal dans pAXBqB1
(3) Nous avons les isomorphismes de groupes

A1pAXBq
A1pAXB1q »

pAXBqB1
pA1 XBqB1 »

B1pAXBq
B1pA1 XBq . (2.43)

Démonstration. Nous n’allons pas démontrer chacun des points ; pour plus de détails, nous dirons
simplement que « la preuve est très similaire dans les autres cas ».

Commençons par montrer que A1pAXB1q est un groupe. Si a, b P A1 et x, y P AXB1,
axby “ xx´1axbx´1xy (2.44)

En utilisant la normalité, x´1ax P A1, donc xx´1axbx´1 P A1 et donc le tout est dans A1pAXB1q.
L’ensemble A1pAXB1q est également stable pour l’inverse parce que

x´1a´1 “ x´1a´1xlooomooon
PA1

x´1. (2.45)

Nous montrons maintenant que A1pA X B1q est normal dans A1pA X Bq. Soient a, b P A1,
x P AXB1 et f P AXB. Alors

pbfq´1paxqpbfq “ pbfq´1pa xbx´1loomoon
“cPA1

xfq (2.46a)

“ f´1b´1acxf (2.46b)
“ f´1b´1acf f´1xfloomoon

“yPAXB1
(2.46c)

“ f´1b´1acflooooomooooon
PA1

y (2.46d)

P A1pAXB1q. (2.46e)

Pour prouver l’isomorphisme

A1pAXBq
A1pAXB1q “

pAXBqB1
pA1 XBqB1 , (2.47)

nous allons utiliser le deuxième théorème d’isomorphisme (2.27(5)). Que nous appliquons à H “
AX B et N “ A1pAX B1q. La vérification que H normalise N est usuelle. Nous commençons par
écrire

A1pAXB1qpAXBq
A1pAXB1q » AXB

AXB XA1pAXB1q . (2.48)

7. Nous rappelons au cas où que « normal » signifie « distingué ».



150 CHAPITRE 2. THÉORIE DES GROUPES

Pour simplifier un peu cette expression nous prouvons d’abord que

pAXBq XA1pAXB1q “ pA1 XBqpAXB1q. (2.49)

L’inclusion Ą est facile. Pour l’autre sens, étant donné que A1pAXB1q Ă A nous avons

AXB XA1pAXBq “ B XA1pAXBq. (2.50)

Un élément de B X A1pA X Bq est un élément de B qui s’écrit sous la forme s “ ax avec a P A1
et x P A X B1. Nous avons alors a “ sx´1 avec s P B et x´1 P B1. Par conséquent a P B et donc
a P A1 XB. Nous avons donc

pAXBq XA1pAXB1q “ B XA1pAXBq Ă pA1 XBqpAXB1q, (2.51)

et donc l’égalité (2.49). Toujours dans l’idée de simplifier (2.48) nous remarquons que AX B1 est
un sous-ensemble de AXB1, donc A1pAXB1qpAXBq “ A1pAXBq. Il reste donc

A1pAXBq
A1pAXB1q “

AXB
pA1 XBqpAXB1q . (2.52)

Étant donné que les hypothèses sur A et B sont symétriques, le membre de droite peut aussi
s’écrire en inversant A et B. Nous en sommes à

B1pAXBq
B1pA1 XBq “

A1pAXBq
A1pAXB1q . (2.53)

Nous devons encore justifier B1pAXBq “ pAXBqB1 et B1pA1XBq “ pA1XBqB1. Faisons le premier
et laissons le second au lecteur. Si b P B1 et x P AXB, alors

bx “ x x´1bxloomoon
PB1

P pAXBqB1. (2.54)

Proposition 2.35.
Si G est un groupe fini et que pGiq est une suite de composition pour G, alors l’ordre de G est le
produit des ordres de ses quotients.

Démonstration. Étant donné que Gi`1 est toujours normal dans Gi, le théorème de Lagrange
(2.31) s’applique et nous avons à chaque pas de la suite de composition nous avons

| Gi
Gi`1

| “ |Gi|
|Gi`1| (2.55)

et il suffit d’écrire |G| de façon télescopique :

|G| “
ź

0ďiďn´1

|Gi|
|Gi`1| (2.56)

Nous disons que les deux suites de composition pGiq0ďiďr et pGjq0ďjďs sont équivalentes si
r “ s et s’il existe une permutation σ P Sr´1 telle que

Gi
Gi`1

» Hσpiq
Hσpiq`1

. (2.57)

Proposition 2.36 (Schreider).
Deux suites de composition d’un même groupe admettent des raffinements équivalents.

http://abstrusegoose.com/395
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Démonstration. Soient les suites de composition

teu “ Gm Ď . . . Ď G1 Ď G0 “ G (2.58a)
teu “ Hm Ď . . . Ď H1 Ď H0 “ G (2.58b)

Nous raffinons la suite pGiq en remplaçant Gi`1 Ď Gi par

Gi`1 “ Gi`1pGi XHnq Ă Gi`1pGi XHn´1q Ď . . . Ď Gi`1pGi XH0q “ Gi, (2.59)

et de même pour pHjq. Le groupe Gi`1pGiXHkq est normal dans Gi`1pGiXHk´1q parce que Gi`1
étant normal dans Gi et Hk dans Hk´1, le lemme 2.34 s’applique. Nous avons donc bien défini un
raffinement.

Nous devons maintenant prouver que les deux raffinements ainsi construits sont des suites de
composition équivalentes. D’abord elles ont la même longueurmn parce que chacun desm éléments
de la suite pGiq a été remplacé par n éléments et inversement, chacun de n éléments de la suite
pHjq a été remplacé par m éléments.

Par ailleurs, les quotients du raffinement de pGiq sont de la forme

Gi`1pGi XHkq
Gi`1pGi XHk`1q »

Hk`1pHk XGiq
Hk`1pHk XGi`1q (2.60)

en vertu du lemme du papillon (2.34). Le membre de droite de (2.60) est un des quotients du
raffinement de pHjq.
Lemme 2.37 (Schreider strictement décroissant).
Soient Σ1 et Σ2, deux suites de composition strictement décroissantes du groupe G. Alors elles
admettent des raffinements équivalents strictement décroissants.

Démonstration. Par hypothèse, Σ1 et Σ2 n’ont pas de répétitions. Soient Σ21 et Σ22, des raffinements
équivalents donnés par le lemme de Schreider. Étant donné que ce sont des suites de composition
équivalentes, elles ont le même nombre de quotients réduits à teu, c’est-à-dire le même nombre de
répétitions.

Les suites Σ11 et Σ12 obtenues en retirant les répétitions de Σ21 et Σ22 sont des raffinements
équivalents de Σ1 et Σ2 et strictement décroissants.

Théorème 2.38 (Jordan-Hölder).
Tout groupe fini admet une suite de Jordan-Hölder.

Deux suites de Jordan-Hölder sont équivalentes.

Démonstration. Nous ne prouvons que le second point.
Par définition, une suite de Jordan-Hölder n’a pas de raffinement strictement décroissant (à

part elle-même) parce que Gi`1 est normal maximum dans Gi. Si Σ1 et Σ2 sont des suites de
Jordan-Hölder nous pouvons considérer les raffinements équivalents strictement décroissants Σ11 et
Σ12 du lemme de Schreider 2.37. Nous avons Σ11 „ Σ12, mais par ce que nous venons de dire à propos
de la maximalité, Σ11 “ Σ1 et Σ12 “ Σ2. D’où le résultat.

2.7 Groupes résolubles
Définition 2.39.
Le groupe G est résoluble s’il existe une suite finie de sous-groupes Gi

teu “ Gn Ă Gn´1 Ă . . . Ă G1 Ă G0 “ G (2.61)

avec Gi normal dans Gi`1 et Gi{Gi`1 abélien.

Il s’agit d’un groupe qui admet une suite de composition 8 dont les quotients sont abéliens.

8. Voir définition 2.33.
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Lemme 2.40 ([26]).
Soit G un groupe et H un sous-groupe normal. Le groupe G{H est abélien si et seulement si
DpGq Ă H.

Démonstration. Les proposition suivantes sont équivalentes :

— Le groupe G{H est abélien
— pour tout x, y P G, x̄ȳ “ ȳx̄

— x̄ȳx̄´1ȳ´1 “ ē

— xyx´1y´1 “ ē

— rx, ys P H
— DpGq Ă H.

Proposition 2.41 ([26]).
Un groupe est résoluble si et seulement si sa suite dérivée termine sur teu.
Démonstration. Grâce au lemme 2.22 et à la proposition 2.23, si la suite dérivée termine sur teu
alors la suite dérivé est une suite qui répond aux conditions de la définition 2.39 de groupe résoluble.

Il faut donc encore montrer le sens direct. Nous supposons que G est un groupe résoluble et
nous étudions sa suite dérivée. Nous avons une suite

teu “ Gn Ă Gn´1 Ă . . . Ă G1 Ă G0 “ G (2.62)

avec Gi{Gi`1 abélien et Gi`1 normal dans Gi. Nous allons prouver par récurrence que DipGq Ă Gi.
Pour i “ 0 nous avons bien G Ă G0. Notre hypothèse de récurrence est :

DipGq Ă Gi (2.63)

Par le lemme 2.40 nous avons aussi
DpGiq Ă Gi`1. (2.64)

En dérivant (2.63) et en tenant compte de (2.64), Di`1pGq Ă DpGiq Ă Gi`1. Donc par récurrence
nous avons bien DkpGq Ă Gk pour tout k. Mais Gr “ teu pour un certain r, donc pour ce r nous
avons DrpGq “ teu, ce qu’il fallait.

Proposition 2.42.
Soient des groupes G et H. Nous supposons que G est résoluble et nous considérons un homomor-
phisme ψ : GÑ H. Alors ψpGq est résoluble.
Démonstration. Vu que G est résoluble, il existe une suite de sous-groupes Gi tels que

teu “ Gn Ă Gn´1 Ă . . . Ă G1 Ă G0 “ G (2.65)

avec Gi normal dans Gi`1 et Gi{Gi`1 abélien. Nous posons ψpGqi “ ψpGiq et nous avons ψpGqn “
ψ
`teu˘ “ teu ainsi que ψpGq0 “ ψpGq ; donc

teu “ ψpGqn Ă ψpGqn´1 Ă . . . Ă ψpGq1 Ă ψpGq0 “ ψpGq. (2.66)

Les faits que ψpGqi soit normal dans ψpGqi`1 et que ψpGqi{ψpGqi`1 soit abélien est directement
la proposition 2.18.
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2.8 Action de groupes
Définition 2.43 (Thème 60).
Une action de groupe G sur un ensemble E est la donnée, pour chaque élément g P G, d’une
fonction φg : E Ñ E, de telle sorte que :

φepxq “ x, @x P E;
φghpxq “ φgpφhpxqq, @g, h P G,@x P E.

On dit dans ce cas que G agit sur E.

Lemme 2.44.
Pour tout g P G,
(1) L’application φg : E Ñ E est injective,
(2) Pour l’inverse : pφgq´1 “ φg´1.

Démonstration. Si x, y P E sont tels que φgpxq “ φgpyq alors en appliquant φg´1 aux deux membres
nous trouvons

pφg´1φgqpxq “ pφg´1φgqpyq, (2.67)

ce qui donne x “ y parce que φg´1φg “ φg´1g “ φe “ Id.
Les dernières trois égalités écrites disent que φg´1 est l’inverse 9 de φg.

Pour alléger les notations, on convient d’écrire g·x, voire plus simplement gx au lieu de φgpxq.
Le deuxième axiome d’action de groupe dit que la notation ghx ne souffre d’aucune ambiguïté.

Définition 2.45 (Quelques notions autour de l’action).
Si G agit sur un ensemble E, nous notons G·x l’orbite de x P E sous l’action de G :

G·x “ tgx tel que g P Gu.
Nous notons Gx ou Fixpxq le stabilisateur de x :

Fixpxq “ Gx “ tg P G tel que g·x “ xu. (2.68)

Pour g P G, nous notons enfin Fixpgq le fixateur de g :

Fixpgq “ tx P E tel que g·x “ xu. (2.69)

Définition 2.46.
L’action de G sur E est fidèle si l’identité est le seul élément de G à fixer tous les points de E,
c’est-à-dire si gx “ x@x P E ñ g “ e.

Un exemple d’action fidèle tout à fait non trivial sera donné avec l’action du groupe modulaire
sur le plan de Poincaré dans le théorème 24.93.

Le groupe G agit toujours sur lui même à gauche et à droite. L’action à gauche est g·h “ gh ;
celle à droite est g·h “ hg´1.

Définition 2.47.
L’action adjointe définie par g·h “ ghg´1 est une manière pour un groupe d’agir sur lui-même
par automorphismes. Cela est souvent noté Adpgqh “ ghg´1.

En effet pour tout g P G, l’application Adpgq : GÑ G est un automorphisme de G.
Si H est un sous-groupe de G, nous notons G{H le quotient de G par la relation g „ gh pour

tout h P H. Lorsque la distinction est importante, nous noterons pG{Hqg pour les classes à gauche
et pG{Hqd pour les classes à droite.

9. Si vous décidez de dire ça a un jury dans un concours, soyez prêts à préciser les domaines.
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Nous avons une relation d’équivalence à gauche et une à droite. D’abord

x „g y ô xh “ y (2.70)

pour un certain h P H. Ensuite
x „d y ô hx “ y (2.71)

pour un certain h P H.
Le lemme suivant est une généralisation du théorème de Lagrange 2.31.

Lemme 2.48.
L’ensemble pG{Hqg est fini si et seulement si l’ensemble pG{Hqd est fini. S’il en est ainsi, alors
pG{Hqg et pG{Hqd ont même cardinal qui vaut l’indice de H dans G.

Démonstration. L’application
f : pG{Hqg Ñ pG{Hqd

rxsg ÞÑ rx´1sd
(2.72)

est une bijection bien définie. En effet si x „g y, nous avons h P H tel que y´1h “ x´1, c’est-à-dire
que x´1 „d y´1 et f est bien définie. Le fait que f soit surjective est évident. Pour l’injectivité,
soient x, y P G tels que

fprxsgq “ fprysgq. (2.73)

Alors x´1 „d y´1, ce qui implique l’existence de h P H tel que hx´1 “ y´1, ou encore que xh´1 “ y,
ce qui signifie que x „g y.

Pour l’énoncé à propos de l’indice, nous procédons en plusieurs étapes simples.
(1) Les classes (les éléments de pG{Hqg) forment une partition de G.
(2) Toutes les classes ont le même nombre d’éléments par la bijection

f : rxsg Ñ rysg
xh ÞÑ yh.

(2.74)

(3) Le nombre d’éléments dans une classe est égal à |H| par la bijection

g : rxsg Ñ H

xh ÞÑ h.
(2.75)

Par conséquent

|G| “ |H|· nombre de classes “ |H|· cardinal de pG{Hqg, (2.76)

et nous avons bien
cardinal de pG{Hqg “ |G|

|H| “ |G : H|. (2.77)

Proposition 2.49 (Orbite-stabilisateur[27]).
Soit G un groupe agissant sur un ensemble E et x P E.
(1) Les ensembles G·x et G{Gx sont équipotents.
(2) L’orbite de Fixpxq est finie si et seulement si Fixpxq est d’indice fini dans G. Dans ce cas

nous avons
CardpG·xq “ |G : Fixpxq|. (2.78)

Une autre façon d’écrire la même formule :

|G| “ |Fixpxq||Ox|. (2.79)
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C’est la formule (2.78) qui est nommée formule des classes sur wikipédia.

Démonstration. (1) Soit l’application

ψ : G·xÑ G{Gx
a·x ÞÑ ras. (2.80)

Cette application est bien définie parce que si a·x “ b·x, alors il existe h P Gx tel que
b “ ah, et par conséquent ras “ rbs. Cette application est une bijection et par conséquent
G·x est équipotent à G{Gx.

(2) Soit y P Ox et Ay “ tg P G tel que g·x “ yu. L’ensemble Ay est une classe à gauche de
Fixpxq, par conséquent |Ay| “ |Fixpxq| pour tout y P Ox. Les Ay pour différents y sont
disjoints et nous avons de plus ď

yPOx

Ay “ G. (2.81)

Les ensemble Ay divisent donc G en |Ox| paquets de |Fixpxq| éléments. D’où la formule
(2.79).

Corollaire 2.50.
Soit Cg la classe de conjugaison d’un élément g du groupe fini G. Alors

CardpCgq “ |G : ZGpgq| (2.82)

où ZGpgq est le centralisateur de g dans G 10 de G.

Démonstration. Cela est une application de la proposition 2.49 (formule (2.78)) dans le cas de
l’action adjointe de G sur lui-même.

En effet, si nous considérons l’action adjointe, l’orbite est la classe de conjugaison : Cg “ G· g.
Et le stabilisateur de g pour l’action adjointe n’est autre que le centralisateur de g :

Fixpgq “ th P G tel que h· g “ gu (2.83a)
“ th P G tel que hgh´1 “ gu (2.83b)
“ th P G tel que gh “ hgu (2.83c)
“ ZGpgq. (2.83d)

Donc la formule CardpG· gq “ |G : Gg| devient, dans le cas de l’action adjointe de G sur
lui-même : CardpCgq “ |G : ZGpgq|.
Lemme 2.51.
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E. On définit x „ x1 si et seulement s’il existe g P G tel
que g·x “ x1. Alors
(1) la relation „ est une relation d’équivalence.
(2) la classe rxs est l’orbite Ox de x sous G.

Corollaire 2.52 (Équation des orbites).
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E et O1, . . . ,Ok la liste des orbites (distinctes). Alors
(1) E “ Ť

i Oi, l’union est disjointe,
(2) CardpEq “ ř

i CardpOiq.
Définition 2.53.
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E. Un domaine fondamental ou une transversale
est une partie de E contenant un et un seul élément de chaque orbite.

10. Définition 2.2.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Action_de_groupe_%28math%C3%A9matiques%29#Formule_des_classes.2C_formule_de_Burnside
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Autrement dit, les images des éléments d’un domaine fondamental forment une partition de
l’ensemble :

E “
ğ

gPG
gpF q (2.84)

où gpF q “ φgpF q “ tφgpxq tel que x P F u. L’union est disjointe, c’est-à-dire que si g ‰ g1, alors
gpF q X g1pF q “ H.

Proposition 2.54 (Équation des classes[28]).
Soit G, un groupe fini opérant sur un ensemble E. Si E2 est un ensemble contenant exactement
un élément de chaque orbite dans EzFixGpEq, alors

|G| “ |FixGpEq| `
ÿ

xPE2
|G|

|FixGpxq| . (2.85)

Si de plus G est un p-groupe, alors

|E| “ |FixGpEq| mod p. (2.86)

Démonstration. Par le corollaire 2.52, nous avons |G| “ ř
xPE1 |Ox| où E1 est une transversale. En

séparant la somme entre les orbites à un élément et les autres,

|G| “ CardpFixGpEqq `
ÿ

xPE2
|G|

|FixGpxq| (2.87)

où nous avons utilisé le fait que |G| “ |FixGpxq||Ox|.
Si G est un p-groupe alors si x P E2, FixGpxq est un sous-groupe propre de G et donc |FixGpxq|

est un diviseur propre de |G|. Du coup la fraction |G|{|FixGpxq| est une puissance non nulle de p
et l’équation (2.85) devient immédiatement (2.86).

Corollaire 2.55 (Équation des classes).
Soit G, un groupe et C1,. . . , Cl la liste de ses classes de conjugaison contenant plus de un éléments.
Alors

CardpGq “ Card
`
ZpGq˘`

ÿ

i

|G : Zgi | “ Card
`
ZpGq˘`

ÿ

i

CardpGq
Card

`
Fixpgiq

˘ (2.88)

si gi P Ci.
Démonstration. Étant donné que les classes de conjugaison sont disjointes, le cardinal de G est
bien la somme des cardinaux de ses classes. Les classes ne contenant que un seul élément sont
celles des éléments de ZpGq. En ce qui concerne les autres orbites, CardpCgiq “ |G : Zgi | par le
théorème orbite-stabilisateur (proposition 2.49).

Théorème 2.56 (Formule de Burnside).
Si G est un groupe fini agissant sur l’ensemble fini E et si Ω est l’ensemble des orbites, alors

CardpΩq “ 1
|G|

ÿ

gPG
Card

`
Fixpgq˘. (2.89)

Démonstration. Nous considérons l’ensemble

A “ tpg, xq P Gˆ E tel que gx “ xu, (2.90)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Action_de_groupe_%28math%C3%A9matiques%29
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et nous en calculons le cardinal de deux façons. D’abord

CardpAq “
ÿ

xPE
Cardtg P g tel que gx “ xu (2.91a)

“
ÿ

xPE
CardpFixpxqq (2.91b)

“
ÿ

ωPΩ

ÿ

xPω
CardpFixpxqq (2.91c)

“
ÿ

ωPΩ

|G|
Cardpωq (2.91d)

“ |G|. (2.91e)

Pour obtenir (2.91d) nous avons utilisé l’équation des classes (2.79). L’autre façon de calculer
CardpAq est de regrouper ainsi :

CardpAq “
ÿ

gPG
Cardtx P E tel que gx “ xu “

ÿ

gPG
CardpFixpgqq. (2.92)

En égalisant les deux expressions de CardpAq nous trouvons

|G|CardpΩq “
ÿ

gPG
CardpFixpgqq. (2.93)

Proposition 2.57.
Soit G un groupe et H, un sous-groupe du centre de G.
(1) H est normal dans G.
(2) Si G{H est monogène, alors G est abélien.
(3) Si G est fini de centre Z, alors |G : H| n’est pas premier.

Théorème 2.58.
Soit G un groupe cyclique 11 d’ordre n.
(1) Tout sous-groupe de G est cyclique.
(2) Pour chaque diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe Hd de G d’ordre d.

Si a est un générateur de G, alors Hd peut être décrit des façons suivantes :

Hd “ tx P G tel que xd “ eu “ tx P G tel que Dy P G tel que yn{d “ xu “ xan{dy. (2.94)

Définition 2.59.
Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Nous disons que l’action est transitive si elle
possède une seule orbite. L’action est libre si g·x “ g1·x implique g “ g1.

2.9 Permutations, groupe symétrique
Nous donnons ici quelque éléments à propos du groupe symétrique. Beaucoup de choses sup-

plémentaires sont reportées à la section 5.6. Voir aussi le thème 59.

Définition 2.60.
Soit un ensemble E. Une permutation de l’ensemble E est une bijection E Ñ E. Le groupe
symétrique de E le groupe des bijections E ÞÑ E ; il est noté SE.

Le groupe symétrique Sn est le groupe des permutations de l’ensemble t1, . . . , nu. C’est donc
l’ensemble des bijections t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu.
11. Définition 2.11.
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Définition 2.61.
Une transposition est une permutation qui inverse deux éléments. Plus précisément, une bijection
σ : E Ñ E est une transposition si il existe a, b P E tels que

σpxq “

$
’&
’%

a si x “ b

b si x “ a

x sinon.
(2.95)

Lemme 2.62 ([29]).
Le groupe symétrique Sn est un ensemble fini contenant n! éléments.

Lemme 2.63 ([30]).
Deux résultats.
(1) Tout groupe est isomorphe à une sous-groupe d’un groupe symétrique.
(2) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

Démonstration. Soit, pour g P G donné, l’application

τg : GÑ G

x ÞÑ gx.
(2.96)

Cela est une bijection de G. En effet, d’une part, τgpxq “ y pour x “ g´1y (surjection) et, d’autre
part, τgpxq “ τgpyq implique gx “ gy et donc x “ y (injection).

Nous avons donc τg P SG. De plus l’application

ϕ : GÑ SG

g ÞÑ τg
(2.97)

est un morphisme de groupe. Il est injectif parce que si τg “ τh alors gx “ hx pour tout x. En
particulier g “ h.

Donc ϕ : GÑ Imagepϕq est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de SG.
Un groupe fini de cardinal n est isomorphe à un sous-groupe de SG ; or SG est isomorphe à un

des Sn.

2.9.1 Décomposition en cycles

Définition 2.64.
Le support d’une permutation σ est l’ensemble constitué des éléments modifiés par σ :

suppσ “ ti P t1, . . . , nu tel que σpiq ‰ iu.
Définition 2.65.
Nous disons qu’un élément σ P Sn inverse les nombres i ă j si σpiq ą σpjq. Soit Nσ le nombre
d’inversions que σ P Sn possède (c’est le nombre de couples pi, jq avec i ă j tels que σpiq ą σpjq).
L’entier

εpσq “ p´1qNσ (2.98)

est la signature de σ.

Un élément du groupe symétrique Sn peut être décomposé en produit de cycles de supports
disjoints de la façon suivante. Pour σ P Sn, nous écrivons d’abord le cycle qui correspond à l’orbite
de 1. Ce sera le cycle

p1, σp1q, σ2p1q, . . . , σkp1qq (2.99)

avec σk`1p1q “ 1. Ensuite nous recommençons avec le plus petit élément de t1, . . . , nu à ne pas
être dans ce cycle, et puis le suivant, etc. La structure d’une telle décomposition est la donnée des
nombres ki donnant le nombre de cycles de longueur i.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Permutation
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Lemme 2.66 ([27]).
Soit σ “ pi1, . . . , ikq P Sn, un cycle de longueur k et θ P Sn. Alors

θσθ´1 “ `
θpi1q, . . . , θpikq

˘
. (2.100)

Tous les cycles de longueur k sont conjugués entre eux.

Proposition 2.67 (Classes de conjugaison et structure en cycles[31]).
Une classe de conjugaison dans Sn est formée des permutations ayant une décomposition en cycles
disjoints de même structure. Autrement dit, deux permutations σ et σ1 sont conjuguées si et seule-
ment si le nombre ki de cycles de longueur i dans σ est le même que le nombre k1i de cycles de
longueur i dans σ1.

Démonstration. Soit σ “ c1 . . . cm la décomposition de σ en cycles de supports disjoints. Les ci
sont des cycles de supports disjoints. Si τ est une permutation, alors

σ1 “ τστ´1 “ pτc1τ
´1q . . . pτcmτ´1q, (2.101)

mais τciτ´1 est un cycle de même longueur que c, puisque le lemme 2.66 nous dit que si σ “
pa1, . . . , akq, alors τcτ´1 “ `

τpa1q, . . . , τpakq
˘
. Notons encore que les cycles τciτ´1 restent à support

disjoints.
Donc tous les éléments de la classe de conjugaison de σ sont des permutations de même structure

de σ.
Réciproquement, si σ1 “ c11 . . . c1m est une décomposition de σ1 en cycles disjoints tels que la

longueur de ci est la même que la longueur de c1i, alors il suffit de construire des permutations τi
telles que τiciτ´1

i “ c1i, à travers le lemme 2.66. Comme les supports des ci et des c1i sont disjoints,
la permutation τ1 . . . τm conjugue σ et σ1.

Exemple 2.68
Voyons les classes de conjugaison de S3. Étant donné que ce groupe agit par définition sur un
ensemble à 3 éléments, aucun élément de S3 ne possède un cycle de plus de 3 éléments. Il y a donc
seulement des cycles de longueur deux ou trois (à part les triviaux). Aucun élément de S3 n’a une
décomposition en cycles disjoints contenant deux cycles de deux ou un cycle de deux et un de trois.

En résumé il y a trois classes de conjugaison dans S3. La première est celle contenant seulement
l’identité. La seconde est celle contenant les cycles de longueur deux et la troisième contient les
cycles de longueur 3.

Ce sont donc

C1 “ tIdu (2.102a)
C2 “ tp1, 2q, p1, 3q, p2, 3qu (2.102b)
C3 “ tp1, 2, 3q, p2, 1, 3qu. (2.102c)

4

Exemple 2.69
Les classes de conjugaison de S4. Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont carac-
térisées par la structure des décompositions en cycles (proposition 2.67). Le groupe symétrique S4
possède dont les classes de conjugaison suivantes.
(1) Le cycle vide qui représente la classe constituée de l’identité seule.
(2) Les transpositions (de type pa, bq) qui sont au nombre de 6.
(3) Les 3-cycles. Pour savoir quel est leur nombre nous commençons par remarquer qu’il y a

4 façons de prendre 3 nombres parmi 4 et ensuite 2 façons de les arranger. Il y a donc 8
éléments dans cette classe de conjugaison.

http://www.toujourspret.com/techniques/expression/chants/C/cantique_des_etoiles.php
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(4) Les 4-cycles. Le premier est arbitraire (parce que c’est cyclique). Pour le second il y a 3
possibilités, et deux possibilités pour le troisième ; le quatrième est alors automatique. Cette
classe de conjugaison contient donc 6 éléments.

(5) Les doubles transpositions, du type pa, bqpc, dq. Dans ce cas, tous les nombres sont permutés,
et l’image de 1 détermine la double transposition. Il y a 3 images possibles, et donc 3 éléments
dans cette classe.

4

Proposition 2.70.
Tout élément de Sn peut être écrit sous la forme d’un produit fini de transpositions.

Cette décomposition n’est pas à confondre avec celle en cycles de support disjoints. Par exemple
p1, 2, 3q “ p1, 3qp1, 2q.
Proposition-définition 2.71.
Si une permutation peut être écrire sous forme d’un produit d’une nombre pair de permutations,
alors toute décomposition en permutations sera en quantité paire.

Une telle permutation est une permutation paire.

Lemme 2.72 ([23]).
Un k-cycle est une permutation impaire si k est pair et paire si k est impair.

Proposition 2.73 ([27]).
Soit Sn le groupe symétrique.
(1) L’application ε : Sn Ñ t1,´1u est l’unique homomorphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u.
(2) Si s “ t1 ¨ ¨ ¨ tk est le produit de k transpositions, alors εpsq “ p´1qk.

Démonstration. Soit σ, θ P Sn. Afin de montrer que εpσθq “ εpσqεpθq, nous divisons les couples
pi, jq tels que i ď j en 4 groupes suivant que θpiq ż θpjq et σ`θpiq˘ ż σ

`
θpjq˘. Nous notons N1,

N2, N3 et N4 le nombre de couples dans chacun des quatre groupes :
pi, jq σ

`
θpiq˘ ă σ

`
θpjq˘ σ

`
θpiq˘ ą σ

`
θpjq˘

θpiq ă θpjq N1 N2
θpiq ą θpjq N3 N4

Nous avons immédiatement Nθ “ N3 ` N4 et Nσθ “ N2 ` N4. Les éléments qui participent à
Nσ sont ceux où θpiq et θpjq sont dans l’ordre inverse de σ

`
θpiq˘ et σ

`
θpjq˘ (parce que θ est une

bijection). Donc Nσ “ N2 `N3. Par conséquent nous avons

εpσqεpθq “ p´1qN2`N3p´1qN3`N4 “ p´1qN2`N4 “ p´1qNσθ “ εpσθq. (2.103)

Nous avons prouvé que ε est un homomorphisme. Pour montrer que ε est surjectif sur t´1, 1u nous
devons trouver un élément τ P Sn tel que εpτq “ ´1. Si τ est la transposition 1 Ø 2 alors le couple
p1, 2q est le seul à être inversé par τ et nous avons εpτq “ ´1.

Avant de montrer l’unicité, nous montrons que si σ “ t1 . . . tk alors εpσq “ p´1qk. Pour cela
il faut montrer que εpτq “ ´1 dès que τ est une transposition. Soit τij , la transposition pi, jq et
θ “ pi, i` 1, . . . , j ´ 1q alors le lemme 2.66 dit que

τij “ θτj´1,jθ
´1. (2.104)

La signature étant un homomorphisme,

εpτijq “ εpθqεpτj´1,jqεpθq´1 “ εpτj´1,jq “ ´1. (2.105)

Nous passons maintenant à la partie unicité de la proposition. Soit un homomorphisme surjectif
ϕ : Sn Ñ t´1, 1u et τ , une transposition telle que ϕpτq “ ´1 (qui existe parce que sinon ϕ ne serait
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pas surjectif 12). Si τ 1 est une autre transposition, il existe σ P Sn tel que τ 1 “ στσ´1 (lemme 2.66).
Dans ce cas, ϕpτ 1q “ ϕpτq “ ´1, et si σ “ τ1 . . . τkq,

ϕpσq “ p´1qk “ εpσq. (2.106)

Corollaire 2.74.
Si σ P Sn, alors

εpσq “ εpσ´1q. (2.107)

Démonstration. Comme dit par la proposition 2.73, ε est un homomorphisme, donc
εpσqεpσ´1q “ εpσσ´1q “ εpIdq “ 1. (2.108)

Vu que εpσq et εpσ´1q ne peuvent être que ˘1, ils doivent être tous les deux 1 ou tous les deux ´1
pour que le produit soit 1.

2.10 Produit semi-direct de groupes
Définition 2.75.
Une suite exacte est une suite d’applications comme suit :

¨ ¨ ¨ fi // Ai
fi`1 // Ai`1

fi`2 // . . . (2.109)

où pour chaque i, les applications fi et fi`1 vérifient kerpfi`1q “ Imagepfiq. Lorsque les ensembles
Ai sont des groupes, alors nous demandons de plus que les fi soient de homomorphismes.

Très souvent nous sommes confrontés à des suites exactes de la forme

1 // A
f // G

g // B // 1 (2.110)
où G, A et B sont des groupes, 1 est l’identité. La première flèche est l’application t1u Ñ A qui
à 1 fait correspondre 1. La dernière est l’application B Ñ 1 qui à tous les éléments de B fait
correspondre 1. Le noyau de f étant l’image de la première flèche (c’est-à-dire t1u), l’application f
est injective. L’image de g étant le noyau de la dernière flèche (c’est-à-dire B en entier), l’application
g est surjective.

Définition 2.76.
Soient N et H deux groupes et un morphisme de groupes φ : H Ñ AutpNq. Le produit semi-
direct de N et H relativement à φ, noté N ˆφ H est l’ensemble N ˆH muni de la loi (que l’on
vérifiera être de groupe)

pn, hq· pn1, h1q “ pnφhpn1q, hh1q. (2.111)

Attention à l’ordre quelque peu contre intuitif. Lorsque nous notons NˆφH, c’est bien φ : H Ñ
AutpNq, c’est-à-dire H qui agit sur N et non le contraire.

Lorsque N et H sont des sous-groupes d’un même groupe, le plus souvent φ est l’action adjointe
définie en 2.47.

Le théorème suivant permet de reconnaitre un produit semi-direct lorsqu’on en voit un.

Théorème 2.77 ([6]).
Soit une suite exacte de groupes

1 // N
i // G

s // H // 1 (2.112)
S’il existe un sous-groupe H̃ de G à partir duquel s est un isomorphisme, alors

G » ipNq ˆσ H̃ (2.113)
où σ est l’action adjointe 13 de H̃ sur ipNq.
12. Nous utilisons ici le fait que tous les éléments de Sn sont des produits de transpositions, proposition 2.70.
13. Le fait que H agisse sur ipNq fait partie du théorème.
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Démonstration. Nous posons Ñ “ ipNq et nous allons subdiviser la preuve en petits pas.

(1) Ñ est normal dans G. En effet étant donné que la suite est exacte nous avons Ñ “ kerpsq.
Le noyau d’un morphisme est toujours un sous-groupe normal.

(2) Ñ X H̃ “ teu. L’application s étant un isomorphisme depuis H̃, il n’y a pas d’éléments de H̃
dans kerpsq autre que e.

(3) G “ ÑH̃. Nous considérons g P G et h P H̃ tel que spgq “ sphq. L’existence d’un tel h est
assurée par le fait que s est surjective depuis H̃. Du coup nous avons e “ spgh´1q, c’est-à-dire
gh´1 P kerpsq “ Ñ . Nous avons donc bien la décomposition g “ pgh´1qh, et donc G “ ÑH̃.

(4) L’écriture g “ nh avec n P Ñ et h P H̃ est unique. Si nh “ n1h1, alors n “ n1h1h´1, ce qui
signifierait que h1h´1 P Ñ . Mais étant donné que H̃ X Ñ “ teu, nous obtenons h “ h1 et par
suite n “ n1.

(5) L’application
φ : GÑ Ñ ˆ H̃
nh ÞÑ pn, hq (2.114)

est une bijection. C’est une conséquence des points (3) et (4).
(6) Si sur Ñ ˆ H̃ nous mettons le produit

pn, hq· pn1, h1q “ pnσhn1, hh1q (2.115)

où σ est l’action adjointe du groupe sur lui-même, c’est-à-dire σxpyq “ xyx´1, alors φ est un
isomorphisme. Si g, g1 P G s’écrivent (de façon unique par le point (5)) g “ nh et g1 “ n1h1
alors

φpnhn1h1q “ φpnhn1h´1loomoon
PÑ

hh1q (2.116a)

“ φ
`pnhn1h´1qphh1q˘ (2.116b)

“ pnhn1h´1, hh1q (2.116c)
“ pn, hq· pn1, h1q (2.116d)
“ φpnhqφpn1h1q. (2.116e)

Corollaire 2.78.
Soit G un groupe, et N,H des sous-groupes de G tels que

(1) H normalise N (c’est-à-dire que hnh´1 P N pour tout h P H et n P N 14),
(2) H XN “ teu,
(3) HN “ G.

Alors l’application
ψ : N ˆσ H Ñ G

pn, hq ÞÑ nh
(2.117)

est un isomorphisme de groupes.

Dans les hypothèses, l’ordre entre N et H est important lorsqu’on dit que c’est N qui agit sur
H ; mais l’hypothèse NH “ G est équivalente à HN “ G (passer à l’inverse pour s’en assurer).

Insistons encore un peu sur la notation : dans N ˆσ H, c’est H qui agit sur N par σ.

14. Ou encore que H agit sur N par automorphismes internes.
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2.11 Groupe de torsion
Soit G un groupe. Un élément g P G est un élément de torsion s’il est d’ordre fini. La

torsion de G est l’ensemble de ses éléments de torsion. Nous disons qu’un groupe est un groupe
de torsion si tous ses éléments sont de torsion.

Exemple 2.79
Le groupe additif Q{Z est un groupe de torsion parce que si rxs “ rp{qs, alors qrxs “ rps “ r0s.
4

2.12 Famille presque nulle
Soit pG,`q un groupe abélien et F “ tgiuiPI une famille d’éléments de G indicés par un

ensemble I. Le support de F est l’ensemble ti P I tel que gi ‰ 0u. La famille est dite presque
nulle si le support est fini.

Nous disons que F est une suite si I “ N.
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Chapitre 3

Anneaux

Attention aux conventions. Dans le Frido, un corps peut être réduit à t0u et un idéal premier
ne peut pas être t0u. Ces conventions ont une série de conséquences un peu partout, par exemple
dans la proposition 3.99 où nous parlons d’idéal maximum propre. Comparez par exemple avec
[32]. Soyez attentifs.

En cas de doutes, nous suivons les conventions de Wikipédia.

3.1 Inversible et niplolens

Le concept d’anneau est la définition 1.37.

Lemme 3.1.
Si a et b commutent, nous avons, pour tout r P N et r ą 0, la formule

ar`1 ´ br`1 “ pa´ bq
˜

rÿ

k“0
ar´kbk

¸
. (3.1)

Démonstration. Démontrons cela par récurrence. Le cas r “ 0 est évident. Pour un r donné, si
(3.1) est vraie, alors

ar`2 ´ br`2 “ ar`1a´ ar`1b` ar`1b´ br`1b

“ ar`1pa´ bq ` par`1 ´ br`1qb

“ ar`1pa´ bq ` pa´ bq
˜

rÿ

k“0
ar´kbk

¸
b

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

˜
rÿ

k“0
ar´kbk

¸
b

¸

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

rÿ

k“0
ar´kbk`1

¸

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

r`1ÿ

k1“1
apr`1q´k1bk1

¸

“ pa´ bq
˜
r`1ÿ

k1“0
apr`1q´k1bk1

¸
.

Proposition 3.2.
Si a est un élément nilpotent de l’anneau A, alors 1´ a est inversible. Si a est nilpotent non nul,
alors il est diviseur de zéro.
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Démonstration. Soit n le minimum tel que an “ 0. En vertu de la formule (3.1) nous avons

1 “ 1´ an “ p1´ aqp1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1q “ p1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1qp1´ aq. (3.2)

La somme 1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1 est donc un inverse de p1´ aq.

3.2 PGCD, PPCM et éléments inversibles
La définition de pgcd et ppcm dans un anneau commutatif est la définition 1.46. Dans la plus

grande tradition, elle a été introduite sans motivations, et utilisée par-ci par-là. Nous revenons
maintenant dessus.

Commençons par donner une autre vision de la divisibilité dans les anneaux intègres.

Proposition 3.3.
Dans un anneau intègre 1 A, on a l’équivalence suivante concernant deux éléments a, b P A :

a � bô pbq Ă paq. (3.3)

Donc la divisibilité devient en réalité une relation d’ordre dont nous pouvons chercher un
maximum et un minimum. Si S est une partie de A, nous notons a � S pour exprimer que a � x
pour tout x P S ; de la même façon, S � b signifie que x � b pour tout x P S.

Nous rappelons également la définition 1.42 de morphisme d’anneaux. Remarquons que si f
est un morphisme, nous avons fp0q “ 0 et fpxq´1 “ fpx´1q.
Lemme 3.4 ([33]).
Les éléments inversibles d’un anneau sont diviseurs de tous les éléments.

Démonstration. Soit k inversible d’inverse k1 : kk1 “ 1 ; soit aussi a P A. Alors a “ kpk1aq, ce qui
montre que k divise a.

Lemme 3.5 ([33]).
Dans un anneau, 1 est un pgcd de a et b si et seulement si les seuls diviseurs communs sont les
inversibles.

Démonstration. Supposons pour commencer que 1 est un pgcd de a et b. Un diviseur commun de
a et b doit donc diviser 1. Or un diviseur de 1 est forcément inversible.

Dans l’autre sens, les diviseurs communs de a et b sont tous inversibles et donc diviseurs de 1.
Donc 1 est un pgcd de a et b.

3.3 Le groupe et anneau des entiers
Certes Z est un groupe pour l’addition, mais c’est également un anneau 2 parce que nous avons

les deux opérations d’addition et de multiplication. Nous n’allons pas nous priver de cette belle
structure juste parce que le titre du chapitre est « groupes ».

3.3.1 Division euclidienne

Théorème 3.6 (Division euclidienne[34]).
Soient a P Z et b P N˚. Il existe un unique couple pq, rq P ZˆN, avec 0 ď r ă b, tel que

a “ bq ` r. (3.4)

Démonstration. Remarquons que r “ a´ bq, et donc, une fois l’existence et l’unicité de q établie,
celle de r suivra.

1. Définition 1.54.
2. Définition 1.37.
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Unicité Nous supposons avoir pq, rq P Z ˆ N tel que 0 ď r ă b et a “ bq ` r. Alors forcément
r “ a´ qb et 0 ď a´ qb ă b, ou encore

qb ď a ă p1` qqb. (3.5)

Ces deux inéquations fixent q P Z. En effet nous démontrons maintenant que seul k “ 0
permet à q ` k de vérifier ces deux inéquations (parmi les k P Z). Si q ě 1 alors

pq ` kqb “ pq ` 1qb` pk ´ 1qb ą a. (3.6)

Et si k ď ´1 alors
pq ` k ` 1qb ď qb ď a. (3.7)

D’où l’unicité de q et par conséquent celle de r.
Existence Nous considérons l’ensemble

E “ tq P Z|bq ď au.
C’est un sous-ensemble d’entiers non-vide (il contient ´|a| ) et admet |a| comme majorant ;
il admet donc un maximum q par le lemme 1.48. Ce maximum vérifie

bq ď a ă bpq ` 1q. (3.8)

Cela donne 0 ď a´ bq ă b et le résultat en posant r “ a´ qb.

Définition 3.7.
L’opération pa, bq ÞÑ pq, rq donnée par le théorème 3.6 est la division euclidienne. Le nombre q
est le quotient et r est le reste de la division de a par b.

3.3.2 Sous-groupes de pZ,`q

Proposition 3.8.
Une partie H du groupe pZ,`q est un sous-groupe si et seulement s’il existe n P N tel que H “ nZ.

Démonstration. Soit H ‰ t0u un sous-groupe de Z. L’ensemble H X N˚ contient un élément
minimum que nous notons n. Nous avons certainement nZ Ă H parce que H est un groupe (donc
n` n et ´n sont dans H dès que n est dans H). Nous devons prouver que H Ă nZ.

Si x P H, par le théorème de division euclidienne 3.6, il existe q P Z et r P N, uniques, tels que
x “ nq ` r et 0 ď r ă n. Nous savons déjà que nq P H, donc r “ x ´ nq P H. Le nombre r est
donc un élément de H strictement plus petit que n. Mais nous avions décidé que n serait le plus
petit élément de H XN˚. Par conséquent r “ 0 et x “ nq P nZ.

Notons que si un sous-groupe H de Z est donné, alors le nombre n tel que H “ nZ est unique.
En effet si nZ “ mZ nous avons que n divise m (parce que m P mZ Ă nZ) et que m divise n parce
que n P mZ. Par conséquent n “ m.

3.3.3 PGCD, PPCM et Bézout

Vu que Z est un anneau intègre, nous avons la définition 1.46 de pgcd et de ppcm.

Proposition 3.9 (PPCM et PGCD).
Soient p, q P Z˚.
(1) Le pgcd de p et q est le plus grand diviseur commun de p et q.
(2) Le ppcm de p et q est leur plus petit multiple commun.

Démonstration. Démontrons le premier point. Notons δ le pgcd de p et q. Si d est un diviseur
commun de p et q, alors d divise δ. Dans Z, d � δ implique d ď δ (proposition 1.49).
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Lemme 3.10.
Soient p, q P Z˚. Les entiers ppcmpp, qq et pgcdpp, qq fournissent les isomorphismes de groupes
suivants :

pZX qZ “ ppcmpp, qqZ (3.9a)
pZ` qZ “ pgcdpp, qqZ. (3.9b)

Définition 3.11.
Si pgcdpp, qq “ 1, nous disons que p et q sont premiers entre eux. Si nous avons un ensemble
d’entiers ai, nous disons qu’ils sont premiers dans leur ensemble si 1 est le PGCD de tous les
ai ensemble.

Les nombres 2, 4 et 7 ne sont pas premiers deux à deux (à cause de 2 et 4), mais ils sont
premiers dans leur ensemble parce qu’il n’y a pas de diviseurs communs à tout le monde.

Définition 3.12.
Un nombre premier est un naturel acceptant exactement deux diviseurs distincts.

Avec cette définition, 0 n’est pas premier, 1 n’est pas premier et 2 est premier.

Théorème 3.13 (Théorème de Bézout 3[35], thème 48).
Deux entiers non nuls a, b P Z˚ sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u, v P Z tels que

au` bv “ 1 (3.10)

Démonstration. Soit d “ pgcdpa, bq et des nombres u, v tels que au` bv “ 1. Le PGCD d divise à
la fois a et b, et donc divise au` bv. Nous en déduisons que d divise 1 et est par conséquent égal
à 1.

Nous supposons maintenant que pgcdpa, bq “ 1 et nous considérons l’ensemble

E “ tau` bv tel que u, v P Zu XN˚. (3.11)

C’est-à-dire l’ensemble des nombres strictement positifs pouvant s’écrire sous la forme au`bv. Cet
ensemble est non vide parce qu’il contient par exemple soit a soit ´a. Soit m le plus petit élément
de E et écrivons

m “ au1 ` bv1. (3.12)
Par le théorème de division euclidienne 4 (avec a et m), il existe des entiers uniques q et r tels que

a “ mq ` r (3.13)

avec 0 ď r ă m. En remplaçant m par sa valeur (3.12), a “ pau1 ` bv1qq ` r et

r “ ap1´ u1qq ´ bv1q, (3.14)

c’est-à-dire que r P Za`Zb en même temps que 0 ď r ă m. Si r était strictement positif, il serait
dans E. Mais cela est impossible par minimalité de m. Donc r “ 0 et a est divisible par m.

De la même façon nous prouvons que b est divisible par m. Vu que m divise à la fois a et b
nous avons m “ 1.

Corollaire 3.14.
Soient p et q deux entiers premiers entre eux. Alors

pZ` qZ “ Z; (3.15)

en particulier, pour tout x P Z, il existe ux, vx entiers tels que uxp` vxq “ x.
3. Il y a une super application ici : https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_

prix.pdf.
4. Théorème 3.6.

https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_prix.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_prix.pdf
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Notons que l’application pZ` qZ vers Z n’est évidemment pas injective : les ux et vx ne sont
pas uniques à x fixé.

Démonstration. Soit x P Z. Le théorème de Bézout nous donne k et l tels que kp ` lq “ 1. Du
coup, pxkqp` pxlqq “ x.

La proposition suivante établit que si x est assez grand, alors il peut même être écrit comme
une combinaison de p et q à coefficients positifs. Elle sera utilisée pour démontrer que les états
apériodiques d’une chaîne de Markov peuvent être atteints à tout moment (assez grand), voir la
définition 39.42 et ce qui suit.

Proposition 3.15.
Soient a et b deux éléments de N premiers entre eux. Il existe N ą 0 tel que tout x ą N appartient
à aN` bN.

Démonstration. Soient a et b, premiers entre eux, et x P N. Disons tout de suite, pour éviter les
cas triviaux et pénibles, que x, a et b sont strictement positifs.
Une décomposition pour x On applique le théorème 3.6 de division euclidienne à x et a` b :

il existe des entiers px, rx, uniques, tels que
"
x “ ppx ´ 1qpa` bq ` rx (3.16a)
0 ď rx ă a` b. (3.16b)

En d’autres termes, pxpa` bq est le premier multiple de a` b supérieur ou égal à x. De plus,
px est strictement positif car x l’est. Il existe alors des entiers u et v tels que

ua` vb “ pxpa` bq ´ x (3.17)

par le corollaire 3.14. Ainsi, x peut s’écrire

x “ ppx ´ uqa` ppx ´ vqb. (3.18)

Des maximums Il s’agit maintenant de savoir si nous pouvons être assuré d’avoir px ą u et
px ą v dès que x est assez grand. Pour cela, grâce au corollaire 3.14, nous considérons les
nombres ui et vi définis par

uia` vib “ i (3.19)
pour i “ 1, . . . , a` b. Nous posons u˚ “ maxtuiu, v˚ “ maxtviu, et p˚ “ maxtu˚, v˚u. Nous
posons alors N “ p˚pa` bq, et considérons x ą N .

Nouvelle décomposition pour x Nous voulons écrire

x “ ppx ´ ukqa` ppx ´ vkqb (3.20)

pour un certain k. Cela demande uka` vkb “ ua` vb “ pxpa` bq ´ x par l’équation (3.17).
Vu que pxpa` bq´x ą 0, les nombres uk et vk existent : il suffit de prendre k “ pxpa` bq´x.

Conclusion Avec tous ces choix, nous avons d’abord x ą p˚pa` bq et donc
x “ ppx ´ 1qpa` bq ` rx ą p˚pa` bq, (3.21)

ce qui donne
ppx ´ 1qpa` bq ą p˚pa` bq ´ rx ą pp´ 1qpa` bq. (3.22)

ou encore px ą p˚. Nous avons finalement

px ě p˚ ě u˚ ě uk (3.23)

et
px ě p˚ ě v˚ ě vk. (3.24)

De ce fait, la décomposition (3.20) est celle que nous voulions.
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Remarque 3.16.
Une méthode pour obtenir les entiers naturels u et v qui permettent la décomposition x “ au` bv
est d’abord de choisir u0 et v0 tels que au0 et bv0 soient les plus proches possibles de x{2, puis de
décomposer le nombre (relativement petit) x ´ au0 ´ bv0 en au1 ` bv1. Deux nombres u et v qui
fonctionnent sont alors u “ u0 ` u1 et v “ v0 ` v1.

Exemple 3.17
Écrivons 1000 “ u· 7 ` v· 5 avec u, v P N. D’abord 72 · 7 “ 504 et 100 · 5 “ 500. Nous avons
donc

1004 “ 72 · 7` 100 · 5. (3.25)

Ensuite 4 “ 25´ 21 “ ´3 · 7` 5 · 5. Au final,

1000 “ 75 · 7` 95 · 5. (3.26)

4

3.3.4 Calcul effectif du PGCD et de Bézout

Soient a et b, deux entiers que nous allons prendre positifs. Nous allons voir maintenant l’al-
gorithme de Euclide étendu qui est capable, pour a et b donnés, de calculer le PGCD de a et b,
et un couple de Bézout pu, vq tel que ua ` vb “ pgcdpa, bq. Ce calcul est indispensable si on veut
implémenter RSA (20.2).

Cela se base sur le lemme suivant.

Lemme 3.18.
Soient a, b P N et des nombres q et r tels que a “ qb` r. Alors pgcdpa, bq “ pgcdpr, bq.
Démonstration. Il suffit de voir que les diviseurs communs de a et b sont diviseurs de r et que les
diviseurs communs de r et b divisent a.

Si s divise a et b, alors dans l’équation

a

s
“ qb

s
` r

s

les termes a{s et qb{s sont entiers, donc r{s est aussi entier, et s divise r.
Inversement, si s divise r et b, alors il divise qb` r et donc a.

Remarque 3.19.
Ce lemme est surtout intéressant lorsque a “ qb` r est la division euclidienne de a par b : en effet,
dans ce cas r ă b, et le calcul du PGCD de deux nombres (a et b) est ramené à un calcul de PGCD
de deux nombres plus petits (b et r).

L’algorithme pour calculer pgcdpa, bq consiste à écrire des divisions euclidiennes successives de
la manière suivante :

a “ q2b` r2 r2 ă b (3.27a)
b “ q3r2 ` r3 r3 ă r2 (3.27b)
... (3.27c)

en remarquant que pgcdpa, bq “ pgcdpb, r2q “ pgcdpr2, r3q. Étant donné que les inégalités r2 ă b
et r3 ă r2 sont strictes, en continuant ainsi nous finissons sur zéro, c’est-à-dire qu’il existera un n
pour lequel rn`1 “ 0 ; et donc

rn´1 “ qn`1rn,

et à ce moment nous avons pgcdpa, bq “ pgcdprn´1, rnq “ rn.
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3.3.4.1 Algorithme d’Euclide pour le PGCD

Écrivons l’algorithme[36] en détail (parce que Bézout, ça va être la même chose en cinq fois
plus compliqué). On pose

r0 “ a (3.28a)
r1 “ b (3.28b)

(ce qui explique que nous n’ayons pas utilisé r0 et r1 précédemment). Ensuite on écrit la division
euclidienne a “ q2b` r2, c’est-à-dire r0 “ q2r1 ` r2. Cela donne r2 et q2 en termes de r0 et r1 :

r2 “ r0 ´ q2r1. (3.29)

Ensuite, sachant r2 nous pouvons continuer :

r1 “ q3r2 ` r3 (3.30)

donne q3 et r3 “ r1 ´ q3r2. On continue avec r2 “ q4r3 ` r4. Tout cela pour poser la suite

r0 “ a

r1 “ b

rk “ qk`2rk`1 ` rk`2

(3.31)

où la troisième définit rk`2 et qk`2 en fonction de rk et rk`1, à l’aide du théorème de la divi-
sion euclidienne. La suite prkq ainsi construite est strictement décroissante et à chaque étape le
lemme 3.18 et le principe de l’algorithme d’Euclide nous donnent

" pgcdprk, rk`1q “ pgcdprk`1, rk`2q “ pgcdpa, bq (3.32a)
0 ď rk`1 ă rk. (3.32b)

La suite étant strictement décroissante, nous prenons rn, le dernier non nul : rn`1 “ 0. Dans ce
cas la dernière équation sera

rn´1 “ qnrn (3.33)

avec pgcdpa, bq “ pgcdprn, rn´1q “ rn.

Exemple 3.20
Calculons le PGCD de 18 et 231. Pour cela nous écrivons les divisions euclidiennes en chaîne :

231 “ 18 · 12` 15 (3.34a)
18 “ 1 · 15` 3 (3.34b)
15 “ 5 · 5` 0. (3.34c)

Donc le PGCD est 3 (le dernier reste non nul). 4

3.3.4.2 Algorithme étendu : calcul effectif des coefficients de Bézout

La difficulté est de construire la suite qui donne des coefficients de Bézout. Elle va être construite
à l’envers. Nous supposons déjà connaitre la liste complète des rk jusqu’à rn “ pgcdpa, bq, ainsi
que la liste complète des divisions euclidiennes

rk “ qk`2rk`1 ` rk`2. (3.35)

Nous voulons trouver les couples puk, vkq de telle façon à avoir à chaque étape

rn “ ukrk ` vkrk´1. (3.36)
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Notons que c’est à chaque fois rn que nous construisons. La première équation de type Bézout à
résoudre est

rn “ unrn ` vnrn´1, (3.37)

sachant que rn´1 “ qnrn. On pose vn “ 0 et un “ 1 et c’est bon. Pour la récurrence, supposons
les coefficients uk et vk connus, et déterminons les coefficients uk´1 et vk´1. Pour ce faire, nous
égalons les deux expressions pour rn :

rn “ ukrk ` vkrk´1 “ uk´1rk´1 ` vk´1rk´2; (3.38)

dans laquelle nous substituons rk´2 “ qk ´ rk´1 ` rk :

ukrk ` vkrk´1 “ uk´1rk´1 ` vk´1pqkrk´1 ` rkq (3.39)
“ puk´1 ` qkvk´1qrk´1 ` vk´1rk (3.40)

et nous égalons les coefficients de rk et rk´1 pour obtenir
"
vk´1 “ uk (3.41a)
uk´1 “ vk ´ vk´1qk. (3.41b)

Dès que uk et vk ainsi que qk sont connus, on peut calculer uk´1 et vk´1.
La dernière équation, celle avec k “ 1, est

rn “ u1r1 ` v1r0, (3.42)

c’est-à-dire
pgcdpa, bq “ u1b` v1a. (3.43)

Nous avons ainsi trouvé des coefficients de Bézout pour a et b.

3.3.5 Décomposition en facteurs premiers

Lemme 3.21 (Lemme de Gauss).
Soient a, b, c P Z tels que a divise bc. Si a est premier avec c, alors a divise b.

Démonstration. Vu que a est premier avec c, nous avons pgcdpa, cq “ 1 et le théorème de Bé-
zout 3.13 nous donne donc s, t P Z tels que sa ` tc “ 1. En multipliant par b, nous avons
sab ` tbc “ b. Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a di-
vise bc. Par conséquent b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a.

Lemme 3.22 (Lemme d’Euclide[37]).
Si un nombre premier p divise le produit de deux nombres entiers b et c, alors p divise b ou c.

Démonstration. Vu que p est premier, s’il ne divise pas a c’est que pgcdpa, pq “ 1. Dans ce cas le
lemme de Gauss 3.21 implique que p divise b.

Le théorème fondamental de l’arithmétique permet de décomposer des nombres en facteurs
premiers.

Théorème 3.23 ([38]).
Tout entier strictement positif peut être écrit comme un produit de nombres premiers d’une unique
façon, à l’ordre près des facteurs.

Démonstration. Soit n un entier positif. Nous prouvons l’existence d’une décomposition en facteurs
premiers par récurrence. Le nombre n “ 1 est le produit d’une famille finie de nombres premiers :
la famille vide.

Supposons que tout entier strictement inférieur à un certain entier n ą 1 est produit de nombres
premiers. Deux possibilités apparaissent pour n : il est premier ou non. Si n est premier, et donc
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produit d’un unique entier premier, à savoir lui-même, le résultat est vrai. Si n n’est pas premier,
il se décompose sous la forme kl avec k et l strictement inférieurs à n. Dans ce cas, l’hypothèse de
récurrence implique que les entiers k et l peuvent s’écrire comme produits de nombres premiers.
Leur produit aussi, ce qui fournit une décomposition de n en produit de nombres premiers. Par
application du principe de récurrence, tous les entiers naturels peuvent s’écrire comme produit de
nombres premiers.

Nous prouvons maintenant l’unicité. Prenons deux produits de nombres premiers qui sont
égaux. Prenons n’importe quel nombre premier p du premier produit. Il divise le premier produit,
et, de là, aussi le second. Par le lemme d’Euclide 3.22, p doit alors diviser au moins un facteur dans
le second produit. Mais les facteurs sont tous des nombres premiers eux-mêmes, donc p doit être
égal à un des facteurs du second produit. Nous pouvons donc simplifier par p les deux produits. En
continuant de cette manière, nous voyons que les facteurs premiers des deux produits coïncident
précisément.

En d’autres termes, pour tout entier n ą 1, il existe une suite finie unique pp1, k1q,. . . ppr, krq
telle que :
(1) les pi sont des nombres premiers tels que, si i ă j, alors pi ă pj ;
(2) les ki sont des entiers naturels non nuls ;
(3) n “śr

i“1 p
ki
i .

Proposition 3.24.
Soient a, b P Z˚. Si

a “ ε
ź

p premiers
pµppq et b “ ε1

ź

p premier
pνppq, (3.44)

alors

pgcdpa, bq “
ź

pmintµppq,νppqu (3.45a)

ppcmpa, bq “
ź

pmaxtµppq,νppqu (3.45b)

Corollaire 3.25 ([1]).
Un élément m P Z˚ vérifie m ď pn et pgcdpm, pnq ‰ 1 si et seulement si m “ qp pour un certain
q ď pn´1.

Problèmes et choses à faire

Il faut vérifier si le corollaire 3.25 est correct. Et puis rédiger des démonstrations de tout ce petit monde.

Lemme 3.26.
Un entier n ě 1 se décompose de façon unique en produit de la forme n “ qm2 où q est un entier
sans facteurs carrés et m, un entier.

Démonstration. Pour n “ 1, c’est évident. Nous supposons n ě 2.
En ce qui concerne l’existence, nous décomposons n en facteurs premiers 5 et nous séparons les

puissances paires des puissances impaires :

n “
rź

i“1
p2αi
p

sź

j“1
q

2βj`1
j (3.46a)

“
˜

rź

i“1
p2αi
i

sź

j“1
q2βj

¸

looooooooooomooooooooooon
m2

sź

j“1
qj

loomoon
q

. (3.46b)

Nous passons à l’unicité. Supposons que n “ q1m2
1 “ q2m2

2 avec q1 et q2 sans facteurs carrés
(dans leur décomposition en facteurs premiers). Soit d “ pgcdpm1,m2q et k1, k2 définis par m1 “

5. Théorème 3.23.
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dk1, m2 “ dk2. Par construction, pgcdpk1, k2q “ 1. Étant donné que

n “ q1d
2k2

1 “ q2d
2k2

2, (3.47)

nous avons q1k2
1 “ q2k2

2 et donc k2
1 divise q2k2

2. Mais k1 et k2 n’ont pas de facteurs premiers en
commun, donc k2

1 divise q2, ce qui n’est possible que si k1 “ 1 (parce que k2
1 n’a que des facteurs

premiers alors que q2 n’en a pas). Dans ce cas, d “ m1 et m1 divise m2. Si m2 “ lm1 alors
l’équation (3.47) se réduit à n “ q1m2

1 “ q2l2m2
1 et donc

q1 “ q2l
2, (3.48)

ce qui signifie l “ 1 et donc m1 “ m2.

Dans N, il y a assez bien de nombres premiers. Nous allons voir maintenant que la somme
des inverses des nombres premiers diverge. Pour comparaison, la somme des inverses des carrés
converge. Il y a donc plus de nombres premiers que de carrés.

3.3.6 Ordre d’un élément dans un groupe fini

Théorème 3.27 (Théorème de Cauchy[39]).
Soit un groupe fini d’ordre n. Pour tout diviseur premier p de n, le groupe G possède au moins un
élément d’ordre p.

Le lemme suivant indique que sous hypothèse de commutativité, l’ordre d’un élément est une
notion multiplicative.

Lemme 3.28 ([40]).
Soit G un groupe et a, b P G tels que ab “ ba d’ordres respectivement r et s, deux nombres premiers
entre eux. Alors l’élément ab est d’ordre rs.

Démonstration. Étant donné que pabqrs “ arsbrs “ 1, l’ordre de ab divise rs. Et vu que r et s sont
premiers entre eux, l’ordre de ab s’écrit sous la forme r1s1 avec r1 � r et s1 � s. Nous avons

ar1s1br1s1 “ pabqr1s1 “ 1, (3.49)

que nous élevons à la puissance r2 où r2 est définit en posant r “ r1r2 :

ars1brs1 “ 1. (3.50)

Et comme ars1 “ 1, nous concluons que brs1 “ 1. Donc s � rs1. Par le lemme de Gauss 3.21, nous
avons en fait s � s1. Vu qu’on a aussi s1 � s, nous avons s “ s1.

Le même type d’argument donne r “ r1, et finalement l’ordre de ab est r1s1 “ rs.

Lemme 3.29 ([27]).
Un sous-groupe d’indice 2 est un sous-groupe normal.

Démonstration. Si H est un tel sous-groupe d’un groupe G, alors G possède exactement deux
classes à gauche par rapport à H (théorème de Lagrange 2.31) et se partitionne donc en deux
parties : G “ H Y xH avec x R H. De même pour les classes à droite : G “ H YHx. Puisque la
classe à droite Hx n’est pas H, on a xH “ Hx, et H est normal dans G par la proposition 2.13.

Lemme 3.30 ([41]).
Soit H, un sous-groupe normal d’indice m de G. Alors pour tout a P G nous avons am P H.

Démonstration. Par définition de l’indice, le groupe G{H est d’ordre m. Donc si ras P G{H, nous
avons rasm “ res, ce qui signifie rams “ res, ou encore am P H.

Proposition 3.31 ([41]).
Soit un groupe fini G et H, un sous-groupe normal d’ordre n et d’indice m avec m et n premiers
entre eux. Alors H est l’unique sous-groupe de G à être d’ordre n.
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Démonstration. Soit H 1 un sous-groupe d’ordre n. Si h P H 1 alors hn “ 1 et hm P H par le lemme
3.30. Étant donné que m et n sont premiers entre eux, par le théorème de Bézout 3.13, il existe
a, b P Z tels que

am` bn “ 1. (3.51)

Du coup h “ h1 “ phmqaphnqb. En tenant compte du fait que hn “ 1 et hm P H, nous avons h P H.
Ce que nous venons de prouver est que H 1 Ă H et donc que H “ H 1 parce que |H 1| “ |H| “
|G|{m.

3.32.
Notons que cette proposition ne dit pas qu’il existe un sous-groupe d’ordre n et d’indice m. Il dit
juste que s’il y en a un et s’il est normal, alors il n’y en a pas d’autres.

Lemme 3.33.
L’ensemble des ordres 6 d’un groupe commutatif est stable par PPCM 7.

Autrement dit, si x P G est d’ordre r et si y P G est d’ordre s, alors il existe un élément d’ordre
ppcmpr, sq.
Démonstration. Soit m “ ppcmpr, sq. Afin d’écrire m sous une forme pratique, nous considérons
les décompositions en facteurs premiers de r et s :

r “
kź

i“1
pαii (3.52a)

s “
kź

i“1
pβii (3.52b)

où tpiui“1...k est l’ensemble des nombres premiers arrivant dans les décompositions de r et de s. Si
nous posons

r1 “
kź

i“1
α1ąβi

pαii (3.53a)

s1 “
kź

i“1
αiďβi

pβii , (3.53b)

alors ppcmpr, sq “ r1s1 et r1 et s1 sont premiers entre eux. L’élément xr{r1 est d’ordre r1 et l’élément
ys{s1 est d’ordre s1. Maintenant nous utilisons le fait que G soit commutatif et le lemme 3.28 pour
conclure que l’ordre de xr{r1ys{s1 est r1s1 “ m.

3.3.7 Écriture des fractions

Théorème 3.34.
Tout élément de Q` s’écrit de façon unique comme quotient de deux entiers premiers entre eux.

Démonstration. En deux parties 8

Unicité Supposons avoir a
b “ c

d avec pgcdpa, bq “ pgcdpc, dq “ 1. Nous avons

ad “ bc (3.54)

donc
(1) a divise bc mais est premier avec b donc a divise c par le lemme de Gauss 3.21.

6. Définition 2.15.
7. Définition 1.46.
8. Définitions des pgcd et ppcm en 1.46.
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(2) c divise ad mais est premier avec d donc c divise a par le lemme de Gauss 3.21.
En conclusion a divise c et c divise a, ergo a “ c. L’égalité b “ d est alors immédiate.

Existence Soit le quotient a
b . Nous avons

a

b
“ a{ pgcdpa, bq
b{pgcdpa, bq , (3.55)

qui est encore un quotient d’entiers parce que pgcdpa, bq divise aussi bien a que b. Il faut
montrer que les nombres a{ pgcdpa, bq et b{pgcdpa, bq sont premiers entre eux. Pour cela
nous supposons que k est un diviseur commun. En particulier, les nombres a{k pgcdpa, bq et
b{k pgcdpa, bq sont des entiers, ce qui fait que k pgcdpa, bq est un diviseur commun de a et b.
Étant donné que pgcdpa, bq est le plus grand tel diviseur, nous devons avoir k pgcdpa, bq “
pgcdpa, bq c’est-à-dire que k “ 1. Donc les nombres a{pgcdpa, bq et b{pgcdpa, bq sont premiers
entre eux.

Proposition 3.35.
Les entiers p et q sont premiers entre eux si et seulement si p2 et q2 sont premiers entre eux.

Démonstration. Si p2 et q2 sont premiers entre eux, par le théorème de Bézout 3.13 il existe a, b P Z
tels que

ap2 ` bq2 “ 1 (3.56)

Dans ce cas, papqp ` pbqqq “ 1, ce qui montre (par encore Bézout, mais l’autre sens) que p et q
sont premiers entre eux.

Réciproquement, supposons que p et q ne sont pas premiers entre eux. Alors pgcdpp, qq “ k ‰ 1.
L’entier k divise p et donc p2 ; et l’entier k divise q et donc q2. Au final, k divise p2 et q2, ce qui
montre que p2 et q2 ne sont pas premiers entre eux.

Une des conséquences de ces résultats sera le fait que
?
n est irrationnelle dès que n n’est pas

un carré parfait, théorème 3.36.
Nous avons déjà vu dans la proposition 1.87 que

?
2 était irrationnel. En fait le théorème

suivant va nous montrer que le nombre
?
n est soit entier, soit irrationnel.

Théorème 3.36.
Soit n P N. Le nombre

?
n est rationnel si et seulement si n est un carré parfait.

Démonstration. Supposons que
?
n soit rationnel. Le théorème 3.34 nous donne p, q P N premiers

entre eux tels que
?
n “ p{q. La proposition 3.35 nous enseigne de plus que p2 et q2 sont premiers

entre eux. Nous avons
p2 “ nq2. (3.57)

Le nombre q est alors un diviseur commun de q2 et de p. Donc q “ 1 et n “ p2 est un carré
parfait.

3.3.8 Équation diophantienne linéaire à deux inconnues

Soient a, b et c des entiers naturels donnés. Nous considérons l’équation

ax` by “ c (3.58)

à résoudre[42] pour px, yq P N2.
Si a ou b est nul, c’est facile ; nous supposons donc que a et b sont tout deux non nuls. Nous

commençons par simplifier l’équation en cherchant les diviseurs communs. Soit d “ pgcdpa, bq et
notons a “ da1, b “ db1. Nous avons déjà l’équation

dpa1x` b1yq “ c, (3.59)
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et donc si c n’est pas un multiple de d, il n’y a pas de solutions 9. Si par contre c est un multiple
de d alors nous écrivons c “ c1d et l’équation devient

a1x` b1y “ c1 (3.60)

C’est maintenant que nous utilisons le théorème de Bézout 3.13 : vu que a1 et b1 sont premiers entre
eux, nous avons la relation a1u ` b1v “ 1 pour certains 10 nombres entiers u et v. Nous récrivons
notre équation sous la forme a1x` b1y “ c1pa1u` b1vq et rassemblons les termes :

a1px´ c1uq “ b1pc1v ´ yq. (3.61)

C’est-à-dire que si px, yq est une solution, alors a1 divise b1pc1v ´ yq. Mais comme a1 et b1 sont
premiers entre eux, le nombre a1 doit forcément 11 diviser c1v ´ y. Disons c1v ´ y “ ka1. Alors
a1px´ c1uq “ b1ka1 et donc

x “ b1k ` c1u. (3.62)

Nous trouvons alors une expression pour y en injectant cela dans a1x ` b1y “ c1 et en utilisant
Bézout : a1c1u “ p1´ b1vqc1. Au final nous avons prouvé que toutes les solutions sont de la forme

"
x “ b1k ` c1u (3.63a)
y “ vc1 ´ a1k (3.63b)

avec k P Z. Si nous voulons réellement seulement des solutions dans N et non dans Z, il faut
seulement un peu restreindre les valeurs de k. Il en reste un nombre fini parce que l’équation pour
x borne k vers le bas tandis que celle pour y borne k vers le haut.

Par ailleurs, il est très vite vérifié que tous les couples px, yq de la forme (3.63) sont solutions.

Exemple 3.37
Résoudre l’équation 2x` 6y “ 52.

Nous pouvons factoriser 2 dans le membre de gauche et simplifier alors toute l’équation par 2 :

x` 3y “ 26. (3.64)

Nous cherchons une relation de Bézout pour u`3v “ 1. Ce n’est heureusement pas très compliqué :
u “ ´5, v “ 2. Nous pouvons alors écrire

x` 3y “ 26ˆ p´5` 3ˆ 2q, (3.65)

et donc x` 5ˆ 26 “ 3py ´ 26ˆ 6q, et en posant k “ y ´ 26ˆ 6 nous avons

x “ 3k ´ 130. (3.66)

En injectant nous trouvons l’équation 3k ´ 130` 3y “ 26 et donc

y “ 52´ k. (3.67)

4

3.3.9 Quotients

Nous écrivons a “ b mod p essentiellement s’il existe k P Z tel que b` kp “ a. Plus générale-
ment nous notons rasp “ ta ` kp|k P Zu et l’écriture « a “ n mod p » peut tout autant signifier
a “ rbsp que a P rbsp. La différence entre les deux est subtile mais peut de temps en temps valoir
son pesant d’or.

9. Exemple : 8x`2y “ 9. Le membre de gauche est certainement un nombre pair et il n’y a donc pas de solutions.
10. Nous avons décrit un algorithme pour les trouver en démontrant l’équation 3.43.
11. C’est Gauss 3.21 qui le dit, et vous savez que lorsque Gauss dit, c’est forcément vrai.
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Proposition 3.38.
Soit n P N. Le groupe Z{nZ est monogène. Si n ‰ 0, le groupe Z{nZ est cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous considérons la surjection canonique µ : Z Ñ Z{nZ. Si a P Z, alors µpaq “
aµp1q. Par conséquent Z{nZ “ gr

`
µp1q˘ parce que tout groupe contenant µp1q contient tous les

multiples de µp1q, et par conséquent contient µpZq “ Z{nZ.
Soit x P Z{nZ et considérons x0, le plus petit naturel représentant x. Nous notons x “ rx0s.

Le théorème de la division euclidienne 3.6 donne l’existence de q et r avec 0 ď r ă n et q ě 0 tels
que

x0 “ nq ` r. (3.68)

Nous avons rx0s “ rrs “ µprq parce que x0´r est un multiple de n. Nous avons donc rx0s P µpNn´1q.
Par conséquent

Z{nZ “ µpZq “ µpNn´1q. (3.69)

La restriction µ : Nn´1 Ñ Z{nZ est donc surjective. Montrons qu’elle est également injective. Si
µpx0q “ µpx1q, alors x1 “ x0 ` kn. Si nous supposons que x1 ą x0, alors k ą 0 et si x0 P Nn´1,
alors x1 ą n´ 1.

L’ordre de Z{nZ est donc le même que le cardinal de Nn´1, c’est-à-dire n. Le groupe Z{nZ est
donc fini, d’ordre n et monogène parce que Z{nZ “ grpµp1qq. Il est donc cyclique.

Lemme 3.39 ([43]).
Soit q P N avec q ě 2. Soient n, d P N tels que qd ´ 1 � qn ´ 1. Alors d � n.
Démonstration. Par le théorème de division euclidienne 3.6, il existe a, b P Z tels que n “ ad ` b
avec 0 ď b ă d. En remarquant que qd P r1sqd´1 nous avons

qn “ pqdqaqb P r1sqd´1q
b “ rqbsqd´1. (3.70)

Pour cela nous avons utilisé d’abord le fait que si a P rzsk, alors an P rznsk et ensuite le fait que
r1skx “ rxsk. D’autre part l’hypothèse qd ´ 1 � qn ´ 1 implique

qn P r1sqd´1. (3.71)

Par conséquent le nombre qn est à la fois dans rqbsqd´1 et dans r1sqd´1. Cela implique que

r1sqd´1 “ rqbsqd´1, (3.72)

ou encore que qb P r1sqd´1 ou encore que qd ´ 1 � qb ´ 1.
Étant donné que b ă d et que q ě 2, nous avons que qb ´ 1 ă qd ´ 1 ; donc pour que qd ´ 1

divise qb ´ 1, il faut que qb ´ 1 soit zéro, c’est-à-dire b “ 0.
Mais dire b “ 0 revient à dire que d � n, ce qu’il fallait démontrer.

3.4 Binôme de Newton et morphisme de Frobenius

Proposition 3.40 ([44]).
Pour tout x, y P R et n P N, nous avons

px` yqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk (3.73)

où ˆ
n

k

˙
“ n!
k!pn´ kq! (3.74)

sont les coefficients binomiaux.
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence. La vérification pour n “ 0 et n “ 1 se fait
aisément pour peu que l’on se rappelle que x0 “ 1 et que 0! “ 1, ce qui donne entre autres

`0
0
˘ “ 1.

Supposons que la formule (3.73) soit vraie pour n ě 1, et prouvons la pour n` 1. Nous avons

px` yqn`1 “ px` yq·
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk

“
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´k`1yk `

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1

“ xn`1 `
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k`1yk `

n´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1 ` yn`1.

(3.75)

La seconde grande somme peut être transformée en posant i “ k ` 1 :
n´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1 “

nÿ

i“1

ˆ
n

i´ 1

˙
xn´pi´1qyi´1`1, (3.76)

dans lequel nous pouvons immédiatement renommer i par k. En remplaçant dans la dernière
expression de (3.75), nous trouvons

px` yqn`1 “ xn`1 ` yn`1 `
nÿ

k“1

„ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ´ 1

˙
xn´k`1yk. (3.77)

La thèse découle maintenant de la formule
ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ´ 1

˙
“

ˆ
n` 1
k

˙
(3.78)

qui est vraie parce que

n!
k!pn´ kq! `

n!
pk ´ 1qpn´ k ` 1q! “

n!pn´ k ` 1q ` n!k
k!pn´ k ` 1q! “ n!pn` 1q

k!pn´ k ` 1q! , (3.79)

par simple mise au même dénominateur.

3.5 Idéal dans un anneau
La définition d’un idéal dans un anneau est la définition 1.44.

Définition 3.41 (Idéal engendré par un élément).
Si p est un élément d’un anneau A alors nous notons ppq l’idéal dans A engendré par p, c’est-à-
dire pA.

Définition 3.42.
Un sous-ensemble B Ă A d’un anneau est un sous anneau si
(1) 1 P B
(2) B est un sous-groupe pour l’addition
(3) B est stable pour la multiplication.

Remarque 3.43.
Un idéal n’est pas toujours un anneau parce que l’identité pourrait manquer. Un idéal qui contient
l’identité est l’anneau complet.

Exemple 3.44
L’ensemble 2Z est un idéal de Z. On peut aussi le noter p2q. 4
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Proposition-définition 3.45.
Soit A, un anneau, I un idéal bilatère 12 de A. Nous considérons la relation d’équivalence x „ y si
et seulement si x´ y P I. Sur le quotient

A{ „“ A{I, (3.80)

nous mettons les opérations
(1) x̄` ȳ “ x` y ;
(2) x̄ȳ “ xy.

Nous avons alors les résultats suivants :
(1) Les opérations sont bien définies,
(2) l’ensemble A{I est un anneau
(3) la surjection canonique AÑ A{I est un morphisme.

Cet anneau est appelé anneau quotient.

Démonstration. Nous montrons que le produit est bien défini 13. Nous savons que, par définition,

x̄ “ tx` i tel que i P Iu. (3.81)

Calculons le produit de représentants génériques de x̄ et de ȳ :

px` i1qpy ` i2q “ xy ` xi2 ` yi1 ` i1i2. (3.82)

Vu que I est un idéal nous avons xi2 ` yi1 ` i1i2 P I et donc bien

px` i1qpy ` i2q P xy. (3.83)

Proposition 3.46 (Premier théorème d’isomorphisme pour les anneaux).
Soient A et B des anneaux et un homomorphisme f : A Ñ B. Nous considérons l’injection ca-
nonique j : fpAq Ñ B et la surjection canonique φ : A Ñ A{ ker f . Alors il existe un unique
isomorphisme

f̃ : A{ ker f Ñ fpAq (3.84)

tel que f “ j ˝ f̃ ˝ φ.

A
f //

φ
��

B

j
��

A{ ker f
f̃

// fpAq Ă B

(3.85)

Proposition 3.47.
Soient I un idéal de A et la projection canonique

φ : AÑ A{I. (3.86)

Elle est une bijection entre les idéaux de A contenant I et les idéaux de A{I.
Dit de façon imagée :

tidéaux de A contenant Iu » tidéaux de A{Iu. (3.87)
12. Définition 1.44.
13. Si vous le voulez, n’hésitez pas à m’envoyer un patch pour le reste de la démonstration.
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Démonstration. Si I Ă J et si J est un idéal de A, alors φpJq est un idéal dans A{I. En effet un
élément de φpJq est de la forme φpjq et un élément de A{I est de la forme φpiq. Leur produit vaut

φpiqφpjq “ φpijq P φpJq. (3.88)

Soit maintenantK un idéal dans A{I et soit J “ φ´1pKq. Étant donné qu’un idéal doit contenir
0 (parce qu’un idéal est un groupe pour l’addition), r0s P K et par conséquent I Ă φ´1pKq.
Proposition 3.48 ([1]).
Si A est un anneau, nous avons les équivalences
(1) A est un corps 14.
(2) A est non nul et ses seuls 15 seuls idéaux à gauche sont t0u et A.
(3) A est non nul et ses seuls idéaux à droite sont t0u et A.

Démonstration. Nous allons montrer que le point (1) est équivalent aux deux autres.
(3) implique (2) Si I est un idéal à gauche différent de t0u, alors il contient un certain a ‰ 0.

Vu que A est un corps, il contient un inverse a´1, et comme I est un idéal, a´1I Ă I. En
particulier a´1a P I. Donc 1 P I et I “ A.

(2) implique (1) Supposons que les seuls idéaux de A soient t0u et A. Soit a P A. Si a est non
nul, alors aA “ A, en particulier, 1 P aA, c’est-à-dire qu’il existe b P A tel que ab “ 1.
L’élément a est donc inversible.

Définition 3.49.
Un idéal I dans un anneau A est dit idéal maximal ou idéal maximum si tout idéal J vérifiant
I Ă J Ă A est soit I, soit A.

Proposition 3.50 (Thème 44).
Un idéal I dans un anneau A est maximum si et seulement si A{I est un corps.

Démonstration. Soit un idéal maximum I Ă A. Alors les idéaux contenant I sont A et I. L’appli-
cation φ de la proposition 3.47 est une bijection, donc l’ensemble des idéaux de A{I ne contient
que deux éléments. Les seuls idéaux de A{I sont donc t0u et A{I ; donc A{I est un corps par la
proposition 3.48.

Dans l’autre sens, c’est la même chose : si A{I est un corps, il possède exactement deux idéaux,
donc A ne contient que deux idéaux contenant I. Donc I est un idéal maximum.

3.5.1 Résultats supplémentaires sur l’anneau des entiers

Corollaire 3.51.
Les quotients de Z sont Z{nZ.
Démonstration. Tous les idéaux de Z sont de la forme nZ. En effet en vertu de la proposition 3.8,
les seuls sous-groupes de Z (en tant que groupe additif) sont les nZ. Tous les idéaux sont donc de
cette forme. De plus les nZ sont effectivement tous des idéaux : si a P nZ et si k P Z alors ak P nZ.
Cela est donc un idéal.

Proposition 3.52.
Soient n ě 2 un entier et φ : Z Ñ Z{nZ la surjection canonique. Nous noterons ã “ φpaq. Alors
l’ensemble des inversibles de Z{nZ est donné par

UpZ{nZq “ φpPnq “ tx̃ tel que 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1u. (3.89)

où Pn est l’ensemble Pn “ tx P t0, . . . , n´ 1u tel que pgcdpx, nq “ 1u.
14. Définition 1.61.
15. Je vous laisse vous poser de grandes questions sur le fait que le vide est un idéal ou non.



182 CHAPITRE 3. ANNEAUX

De plus,
Card

`
UpZ{nZq˘ “ ϕpnq. (3.90)

Démonstration. Soit 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1. Il existe donc 16 u, v P Z tels que ux`vn “
1. En passant aux classes,

ũx̃ “ 1̃, (3.91)

donc ũ est l’inverse de x̃. Cela prouve que φpPnq Ă UpZ{nZq.
Nous prouvons maintenant l’inclusion inverse. Soient x̃ et ỹ inverses l’un de l’autre : x̃ỹ “ 1̃. Il

existe donc q P Z tel que xy ´ qn “ 1, ce qui prouve 17 que pgcdpx, nq “ 1.

3.6 Caractéristique
Lemme-définition 3.53.
Soit l’application

µ : ZÑ A

n ÞÑ n· 1A.
(3.92)

(1) C’est un morphisme d’anneaux.
(2) Le noyau est un sous-groupe de Z
(3) Il existe un unique p P Z tel que kerpµq “ pZ.

Ce p est la caractéristique de A.

Par exemple la caractéristique que Q est zéro parce qu’aucun multiple de l’unité n’est nul.
À propos de diagonalisation en caractéristique 2, voir l’exemple 11.171.

Lemme 3.54.
Si A est de caractéristique nulle, alors A est infini.

Démonstration. En effet, kerµ “ t0u implique que n1A ‰ m1A dès que n ‰ m et par conséquent
A contient Z1A, et est infini.

Lemme 3.55.
Si p est la caractéristique de l’anneau A, alors nous avons l’isomorphisme d’anneaux

Z1A » Z{pZ. (3.93)

Démonstration. L’isomorphisme est donné par l’application n1A ÞÑ φpnq si φ est la projection
canonique ZÑ Z{pZ.
Proposition 3.56.
La caractéristique d’un anneau fini divise son cardinal.

Démonstration. Si A est un anneau, le groupe Z agit sur A par

n· a “ a` n1A. (3.94)

Chaque orbite de cette action est de la forme

Oa “ ta` n1A tel que n “ 0, . . . , p´ 1u (3.95)

où p est la caractéristique de A. Les orbites ont p éléments et forment une partition de A, donc le
cardinal de A est un multiple de p.

Lemme 3.57 ([45]).
Un anneau totalement ordonné est de caractéristique nulle.
16. Théorème de Bézout 3.13
17. À nouveau avec le Théorème de Bézout.
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Démonstration. Le morphisme µ : ZÑ A, n ÞÑ n1A est strictement croissant, en particulier µpxq ‰
µpyq dès que x ‰ y. Donc kerpµq “ t0u.

L’ensemble typique de caractéristique p est Fp “ Z{pZ.
Proposition 3.58.
Soit A un anneau commutatif de caractéristique première p. Alors σpxq “ xp est un automorphisme
de l’anneau A. Nous avons la formule

pa` bqp “ ap ` bp (3.96)

pour tout a, b P A.
Démonstration. Nous utilisons la formule du binôme de la proposition 3.40 et le fait que les coef-
ficients binomiaux non extrêmes sont divisibles par p et donc nuls.

Proposition 3.59.
Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique p. L’application

FrobA : AÑ A

x ÞÑ xp
(3.97)

est un automorphisme d’anneau unitaire.

Nous le nommons lemorphisme de Frobenius. Nous utiliserons aussi les itérés du morphisme
de Frobenius : Frobk : x ÞÑ xp

k .

Exemple 3.60
Soit à factoriser Xp ´ 1 dans Fp. Grâce au morphisme de Frobenius, nous avons immédiatement

Xp ´ 1 “ pX ´ 1qp. (3.98)

4

3.7 Module sur un anneau

Définition 3.61 (module sur un anneau[46]).
Soit un anneau A. Un module à gauche sur A est la donnée d’un triple pM,`, · q où
(1) ` est une loi de composition interne à M , c’est-à-dire ` : M ˆM ÑM ,
(2) · est une loi de composition externe, c’est-à-dire · : AˆM ÑM

telles que
(1) pM,`q est un groupe 18.
(2) a· px` yq “ a·x` a· y,
(3) pa` bq·x “ a·x` b·x,
(4) pabq·x “ a· pb·xq
(5) 1 ·x “ x.

pour tout a, b P A et x, y PM .

Proposition 3.62.
Si M est un module sur un anneau, alors pM,`q est un groupe commutatif.

18. Nous verrons dans la proposition 3.62 qu’il est forcément commutatif.
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Démonstration. Il suffit de calculer p1` 1q· px` yq de deux façons différentes :

p1` 1q· px` yq “ 1 · px` yq ` 1 · px` yq “ x` y ` x` y (3.99)

d’une part et
p1` 1q· px` yq “ p1` 1q·x` p1` 1q· y “ x` x` y ` y, (3.100)

d’autre part. En égalant les deux expressions, il vient

x` y ` x` y “ x` x` y ` y, (3.101)

qui se simplifie (nous sommes dans un groupe) en y ` x “ x` y.
Définition 3.63.
Un espace vectoriel est un module sur un corps commutatif 19.

Soient M un A-module et x “ pxiqiPI une famille d’éléments de M paramétrée par l’ensemble
I. Nous considérons l’application

µx : ApIq ÑM

paiqiPI ÞÑ
ÿ

iPI
aixi.

(3.102)

Ici ApIq désigne l’ensemble de toutes les applications I Ñ A de support fini.

Définition 3.64.
À l’instar des espaces vectoriels, les modules ont une notion de partie libre, génératrice et de bases :
(1) Si µx est surjective, nous disons que x est une partie génératrice.
(2) Si µx est injective, nous disons que la partie x est libre.
(3) Si µx est bijective, nous disons que la partie x est une base.

Définition 3.65.
Un sous-ensemble N Ă M est un sous-module si pN,`q est un sous-groupe de pM,`q et si
a·x P N pour tout x P N et pour tout a P A.

Exemple 3.66
Un anneau A est lui-même un A-module et ses sous-modules sont les idéaux. 4

Définition 3.67.
Soit M un module sur un anneau commutatif A. Un projecteur est une application linéaire
p : M ÑM telle que p2 “ p.

Une famille ppiqiPI sur M est orthogonale si pi ˝ pj “ 0 pour tout i ‰ j. La famille est
complète si

ř
iPI pi “ 1.

Théorème 3.68.
Soient des sous modules M1, . . . ,Mn du module M tels que M “M1 ‘ . . .‘Mn. Les applications
pi définies par

pipx1 ` . . .` xnq “ xi (3.103)

forment une famille orthogonale de projecteurs et p1 ` ¨ ¨ ¨ ` pn “ Id.
Inversement, si pp1, . . . , pnq est une famille orthogonale de projecteurs dans un module E tel

que
řn
i“1 pi “ Id, alors

M “
nà
i“1

pipMq. (3.104)

19. La condition de commutativité n’est pas indispensable, mais comme nous ne parlerons que de corps commutatifs
. . .
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Définition 3.69.
Un module est simple ou irréductible s’il n’a pas d’autre sous-modules que t0u et lui-même. Un
module est indécomposable s’il ne peut pas être écrit comme somme directe de sous-modules.

Un module simple est a fortiori indécomposable. L’inverse n’est pas vrai comme le montre
l’exemple suivant.

Exemple 3.70
Soit E “ CrXs{pX2q vu comme CrXs-module. C’est le CrXs-module des polynômes de la forme
aX ` b avec a, b P C. L’ensemble des polynômes de la forme aX est un sous-module. Le module
E n’est donc pas simple. Il est cependant indécomposable parce que taXu est le seul sous-module
non trivial. En effet si F est un sous-module de E contenant aX ` b avec b ‰ 0, alors F contient
XpaX ` bq “ bX et donc contient tout E . 4

Définition 3.71 (Algèbre[47]).
Si K est un corps commutatif 20, une K-algèbre A est un espace vectoriel 21 muni d’une opération
bilinéaire ˆ : AˆAÑ A, c’est-à-dire telle que pour tout x, y, z P A et pour tout α, β P K,
(1) px` yq ˆ z “ xˆ z ` y ˆ z
(2) xˆ py ` zq “ xˆ y ` xˆ z
(3) pαxq ˆ pβyq “ pαβqpxˆ yq.

Si A et B sont deux K-algèbres, une application f : AÑ B est un morphisme d’algèbres entre
A et B si pour tout x, y P A et pour tout α P K,
(1) fpxyq “ fpxqfpyq
(2) fpx` αyq “ fpxq ` αfpyq

où nous avons noté xy pour xˆ y.
Lemme 3.72 ([1]).
Soient une algèbre A et une famille pXiqiPI de sous-algèbres de A (ici I est un ensemble quelconque).
Alors la partie X “ Ş

iPI Xi est une sous-algèbre de A.

Démonstration. Nous devons prouver que si x et y sont dans X et λ P K, alors xy, x ` y et λx
sont dans X. Pour tout i P I nous avons x, y P Xi et donc xy P Xi, x ` y P Xi et λx P Xi (parce
que Xi est une algèbre). Donc xy,x` y et λx sont dans Xi pour tout I, et donc dans X.

Définition 3.73.
L’algèbre engendrée par X est l’intersection de toutes les sous-algèbres de A contenant X (qui
est une algèbre par le lemme 3.72).

3.8 Anneau intègre

La définition d’un anneau intègre est la définition 1.54.

Exemple 3.74
Un corps 22 est toujours un anneau intègre. En effet, soient un corps K et deux éléments x, y P K
tels que xy “ 0. Si y est inversible, alors nous pouvons multiplier par y´1 pour trouver x “ 0. Cela
prouve que K est un anneau intègre. 4

Exemple 3.75
L’ensemble Z avec les opérations usuelles est un anneau intègre. 4
20. Définition 1.61
21. Définition 3.63.
22. Définition 1.61.
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Exemple 3.76
L’anneau Z{6Z n’est pas intègre parce que 3 · 2 “ 0 alors que ni 3 ni 2 ne sont nuls. 4

Nous verrons au théorème 3.157 que l’anneau A est intègre si et seulement si ArXs est intègre.
Corollaire 3.77.
L’anneau Z{nZ est intègre si et seulement si n est premier.

Démonstration. Supposons que n soit premier. La proposition 3.52 donne les inversibles de Z{nZ
par

UpZ{nZq “ tx̃ tel que 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1u. (3.105)

Mais comme n est premier, pgcdpx, nq “ 1 pour tout x, et donc tous les éléments de Z{nZ sont
inversibles. Donc Z{nZ est intègre.

Si n n’est pas premier, alors n “ pq avec 1 ă p ď q ă n. Alors

rpsnrqsn “ rpqsn “ r0sn. (3.106)

Donc lorsque n n’est pas premier, l’anneau Z{nZ possède des diviseurs de zéro et n’est alors pas
intègre.

3.8.1 Caractéristique d’un anneau intègre

Lemme 3.78.
La caractéristique 23 d’un anneau intègre est zéro ou un nombre premier.

Démonstration. Si A est intègre, alors Z1A est a fortiori intègre. Notons p la caractéristique de
A. Si p “ 0, la preuve est finie ; supposons donc que p ‰ 0. Alors, l’anneau Z{pZ est isomorphe à
Z1A, et est donc intègre. Or, la proposition 3.77 dit que Z{pZ est intègre si et seulement si p est
premier, ce qui conclut la preuve.

Exemple 3.79
Il existe des corps dont la caractéristique n’est pas égale au cardinal (contrairement à ce que
laisserait penser l’exemple des Z{pZ). En effet les matrices n ˆ n inversibles sur F3 forment un
corps qui n’est pas de cardinal trois alors que la caractéristique est 3 :

ˆ
1

1

˙
`
ˆ

1
1

˙
`
ˆ

1
1

˙
“ 0. (3.107)

4

Exemple 3.80
Si K est un corps de caractéristique 2, alors l’égalité x “ ´x n’implique pas x “ 0, vu que 2x “ 0
est vérifiée pour tout x. Cela se répercute sur un certain nombre de résultats. Par exemple, en
caractéristique deux, une forme antisymétrique n’est pas toujours alternée : voir le lemme 11.44.

4

3.8.2 Divisibilité et classes d’association

Lemme 3.81.
Si A est un anneau intègre et si a, b P A sont tels que a � b et b � a, alors il existe un inversible
u P A tel que a “ ub.

23. Définition 3.53.
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Démonstration. Les hypothèses à propos de la divisibilité nous indiquent que a “ xb et b “ ya
pour certains x, y P A. Du coup,

bp1´ yxq “ 0. (3.108)
Étant donné que A est intègre, cela montre que b “ 0 ou 1 ´ yx “ 0. Si b “ 0 nous avons
immédiatement a “ 0 et le lemme est prouvé. Si au contraire yx “ 1, c’est que y et x sont
inversibles et inverses l’un de l’autre.

Définition 3.82.
On dit de deux éléments a, b P A qu’ils sont associés si ils vérifient les hypothèses du lemme 3.81 ;
en d’autres termes, a et b sont associés s’il existe un inversible u P A tel que a “ ub.

La classe d’association d’un élément a P A est l’ensemble des éléments qui lui sont associés ;
en d’autres termes, c’est aUpAq.

Exemple 3.83
Dans Zris, les inversibles sont ˘1 et ˘i. Donc les éléments associés à z sont z, ´z, iz et ´iz.

Notons au passage que la notion de divisibilité dans Zris n’est pas immédiatement intuitive. En
effet bien que 7 ne soit pas divisible par 2 (ni dans Z ni dans Zris), le nombre 7` 6i est divisible
par 2` i dans Zris. En effet :

p2` iqp4` iq “ 7` 6i. (3.109)
4

Problèmes et choses à faire
Est-ce que quelqu’un connaît un anneau contenant Z dans lequel 7 est divisible en 2 ?

Peut-être Z étendu par tous les 1{2n ?

3.8.3 PGCD et PPCM

«««< Updated upstream Pour le théorème de Bézout et autres opérations avec des modulo,
voir le thème 48. Le pgcd et le ppcm sont définis en 1.46.

Lemme 3.84.
Soient A un anneau intègre et S Ă A. Si δ est un PGCD de S, alors l’ensemble des PGCD de S
est la classe d’association de δ.

De la même façon si µ est un PPCM de S, alors l’ensemble des PPCM de S est la classe
d’association de µ.

Démonstration. Soient δ un PGCD de S et u un inversible dans A. Si x P S nous avons δ � x et
donc x “ aδ. Par conséquent x “ au´1uδ et donc uδ divise x. De la même manière, si d divise x
pour tout x P S, alors d divise δ et donc δ “ ad et uδ “ aud, ce qui signifie que d divise uδ.

Dans l’autre sens nous devons prouver que si δ1 est un autre PGCD de S, alors il existe un
inversible u P A tel que δ1 “ uδ. Vu que δ1 divise x pour tout x P S, nous avons δ1 � δ, et
symétriquement nous trouvons δ � δ1. Par conséquent (lemme 3.81), il existe un inversible u tel
que δ “ uδ1.

Le même type de raisonnement tient pour le PPCM.

Si δ est un PGCD de S, nous dirons par abus de langage que δ est le PGCD de S, gardant en
tête qu’en réalité toute sa classe d’association est PGCD. Nous noterons aussi, toujours par abus
que δ “ pgcdpSq.
Remarque 3.85.
La classe d’association d’un élément n’est pas toujours très grande. Les inversibles dans Z étant
seulement ˘1, nous pouvons obtenir l’unicité du PGCD et du PPCM en imposant qu’ils soient
positifs.

Pour les polynômes, nous obtenons l’unicité en demandant que le PGCD soit unitaire.
Dans les cas pratiques, il y a donc en réalité peu d’ambiguïté à parler du PGCD ou du PPCM

d’un ensemble.
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3.8.4 Anneaux intègres et corps

Le fait d’être intègre pour un anneau n’assure pas le fait d’être un corps. Nous avons cependant
ce résultat pour les anneaux finis.

Proposition 3.86.
Un anneau fini intègre est un corps.

Démonstration. Soit A un tel anneau. Soit a ‰ 0. Les applications

la : xÑ ax (3.110a)
ra : xÑ xa (3.110b)

sont injectives. En tant que applications injectives entre ensembles finis, elles sont surjectives. Il
existe donc b et c tels que 1 “ ba “ ac. Il se fait que b et c sont égaux parce que 24

b “ bpacq “ pbaqc “ c. (3.111)

Par conséquent b est un inverse de a.

Proposition 3.87.
Soit n P N˚. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) n est premier.
(2) Z{nZ est un anneau intègre.
(3) Z{nZ est un corps.

Démonstration. L’équivalence entre les deux premiers points est le contenu du corollaire 3.77. Le
fait que Z{nZ soit un corps lorsque Z{nZ est intègre est la proposition 3.86. Le fait que Z{nZ soit
intègre lorsque Z{nZ est un corps est une propriété générale des corps : ce sont en particulier des
anneaux intègres (lemme 1.64).

3.8.5 Élément irréductible

Définition 3.88 (Élément irréductible[48]).
Un élément d’un anneau commutatif est irréductible si il n’est ni inversible, ni le produit de deux
éléments non inversibles.

3.89.
Nous allons voir dans la section 3.11 que le concept d’élément irréductible n’est vraiment utile que
dans le cas des anneaux intègres.

Exemple 3.90
Un corps n’a pas d’éléments irréductibles parce qu’à part zéro tous les éléments sont inversibles.
Mais 0 n’est pas irréductible parce qu’il peut être écrit comme produit d’éléments non inversibles :
0 “ 0 · 0. 4

Exemple 3.91
Les éléments irréductibles de l’anneau Z sont les nombres premiers. En effet les seuls inversibles
de Z sont ˘1. Si p est premier et p “ ab avec a, b P Z, alors nous avons soit a “ ˘1 soit b “ ˘1.
4

24. Il faut être un peu souple avec les notations communément employées dans les ouvrages mathématiques, et
que nous reprenons telles quelles. Dans l’équation qui suit, bpacq est le produit de b par l’élément ac, et non quelque
chose comme le produit de b avec l’idéal pacq par exemple.
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3.9 Anneau factoriel
Définition 3.92 (Anneau factoriel).
Un anneau commutatif A est factoriel s’il vérifie les propriétés suivantes.
(1) L’anneau A est intègre (pas de diviseurs de zéro).
(2) Si a P A est non nul et non inversible, alors il admet une décomposition en facteurs irréduc-

tibles : a “ p1 . . . pk où les pi sont irréductibles.
(3) Si a “ q1 . . . qm est une autre décomposition de a en irréductibles, alors m “ k et il existe

une permutation 25 σ P Sk telle que pi et qσpiq soient associés 26.

Un anneau factoriel permet de caractériser le pgcd et le ppcm de nombres.

Proposition 3.93.
Soit une famille tanu d’éléments de A qui se décomposent en irréductibles comme

ai “
ź

k

p
αk,i
k . (3.112)

Alors
pgcdtanu “

ź

k

p
minitαk,iu
k . (3.113)

De plus le PGCD est :
(1) Un multiple de tous les diviseurs communs des ai.
(2) Unique pour cette propriété à multiple près par un inversible 27.

De la même manière,
ppcmtanu “

ź

k

p
maxitαk,iu
k . (3.114)

Un anneau factoriel a une relation de préordre partiel donnée par a ă b si a divise b. En termes
d’idéaux, cela donne l’ordre inverse de celui de l’inclusion 28 : a ă b si et seulement si pbq Ă paq.
Exemple 3.94
L’anneau Zri?3s n’est pas factoriel parce que 4 a au moins deux décompositions distinctes en
irréductibles :

4 “ 2 · 2, (3.115)
et

4 “ p1` i?3qp1´ i?3q. (3.116)
4

Nous allons voir dans l’exemple 3.134 que Zri?2s est factoriel parce qu’il sera euclidien.

3.10 Anneau principal et idéal premier
Définition 3.95.
Un idéal I dans A est principal à gauche s’il existe a P I tel que I “ Aa. Il est principal à
droite s’il existe a P I tel que I “ aA. Nous disons qu’il est principal s’il est principal à gauche
et à droite.

Définition 3.96.
Un anneau est principal si
25. Définition 2.60.
26. Définition 3.82.
27. Soyez prudent avec cette affirmation : je n’en n’ai pas de démonstrations sous la main et ne suis pas certain que ce

soit vrai.
28. Voir proposition 3.3.
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(1) il est commutatif et intègre
(2) tous ses idéaux sont principaux.

Souvent pour prouver qu’un anneau est principal, nous prouvons qu’il est euclidien (défini-
tion 3.129) et nous utilisons la proposition 3.131 qui dit qu’un anneau euclidien est principal.

Une manière de prouver qu’un anneau n’est pas principal est de prouver qu’il n’est pas factoriel,
théorème 3.122.

Définition 3.97.
Nous disons qu’un idéal I dans A est premier si I est strictement inclus dans A et si pour tout
a, b P A tels que ab P I nous avons a P I ou b P I.
Lemme 3.98.
L’idéal nul (réduit à t0u) est premier si et seulement si A est intègre.

Démonstration. En deux sens.
Si t0u est premier Alors A ‰ t0u parce que I “ t0u est propre (définition d’idéal premier).

De plus, si ab “ 0, alors ab P I qui est un idéal premier. Donc soit a soit b est dans I,
c’est-à-dire que soit a soit b est nul. Donc A est intègre.

Si A est intègre Alors A ‰ t0u et l’idéal I “ t0u est strictement inclus dans A. Si ab P I, alors
ab “ 0 et comme A est intègre, soit a soit b est nul, c’est-à-dire appartient à I.

Proposition 3.99 ([32]).
Soit un anneau commutatif 29 et un idéal I dans A.
(1) I est un idéal premier si et seulement si A{I est un anneau intègre.
(2) I est un idéal maximal si et seulement si A{I est un corps.
(3) Tout idéal maximal propre est premier.

Démonstration. En plein d’étapes.
I premier implique A{I intègre Évacuons le cas trivial pour être sûr. Si I “ t0u alors A est

intègre par le lemme 3.98. Donc A{I “ A{t0u “ A est intègre également.
Soient a, b P A tels que rasrbs “ r0s. Donc rabs “ r0s, c’est-à-dire ab P I. Vu que I est un
idéal premier nous avons a P I ou b P I, c’est-à-dire ras “ 0 ou rbs “ 0 ; nous en déduisons
que A{I est un anneau intègre.

A{I intègre implique I premier Soit ab P I. Alors rabs “ 0, ce qui signifie que rasrbs “ 0 donc
que ras “ 0 ou que rbs “ 0 parce que A{I est intègre. Mais la condition ras “ 0 signifie a P I,
et rbs “ 0 signifie b P I. Nous avons donc prouvé que soit a soit b est dans I, c’est-à-dire que
I est premier.

Si I est un idéal maximum Nous devons montrer que tout élément non nul de A{I est inver-
sible. Un élément non nul de A{I est rxs avec x P AzI.
Nous considérons J “ Ax`I, qui est un idéal parce que pour tout a P A, aAx`aI P Ax`I.
Mais comme I est maximal, J “ I ou J “ A.
Si J “ I, nous aurions que pour tout a P A et pour tout i P I, ax` i P I. En particulier pour
a “ 1 et i “ 0 nous aurions x P I, ce qui est contraire à l’hypothèse faite sur x.
Donc J “ A. En particulier, 1 P J , c’est-à-dire qu’il existe a P A et i P I tels que ax` i “ 1.
En passant aux classes, raxs “ 1, c’est-à-dire rasrxs “ 1 qui signifie que ras est un inverse de
rxs dans A{I.

Si A{I est un corps Si x P AzI, il faut prouver que tout idéal contenant I et x est A.

29. Tous les anneaux du Frido sont commutatifs
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Un idéal contenant I et x doit contenir l’idéal J “ Ax` I. Vu que x R I, nous avons rxs ‰ 0
dans A{I. Donc rxs est inversible et il existe a P A tel que raxs “ rAs. C’est-à-dire que
ax´ 1 P I. Nous avons alors

1 “ ax` p1´ axqlooomooon
PI

. (3.117)

C’est-à-dire que 1 P Ax` I et donc Ax` I “ A.
Enfin nous prouvons que tout idéal maximal propre est premier.

Si I est maximal, A{I est un corps par le point (2), et vu que I est propre, le corps A{I n’est
pas réduit à t0u. Donc le lemme 1.64 dit que A{I est un anneau intègre. Le point (1) dit alors que
I est un idéal premier.

Remarque 3.100.
Vu qu’un corps peut être réduit à t0u, dans (2), l’idéal peut être A. Mais pas dans (3), parce qu’un
idéal premier est propre, ça fait partie de la définition 3.97.

Proposition 3.101 ([49]).
Si A est un anneau commutatif intègre, alors un idéal I dans A est premier si et seulement si A{I
est intègre.

Démonstration. Supposons que I soit un idéal premier. Si ā, b̄ P A{I sont tels que āb̄ “ 0, alors
ab “ 0, ce qui signifie que ab P I. Mais alors, vu que I est premier, soit a soit b est dans I. Cela
signifie que soit ā soit b̄ est nul dans A{I. Cela prouve que A{I est un anneau intègre.

Dans l’autre sens, nous supposons que A{I est intègre. Cela implique immédiatement que I ‰ A
parce que A{A n’est pas un anneau intègre (tout le monde est évidemment diviseur de zéro).

Soient donc a, b P A tels que ab P I. Alors āb̄ “ ab “ 0 dans A{I, mais comme A{I est intègre,
cela implique que soit ā soit b̄ est nul. Autrement dit, soit a soit b est dans I.

Proposition 3.102 (Thème 44, [1]).
Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Pour un idéal propre I de A, les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) I est un idéal maximal 30 ;
(2) I est un idéal premier non nul 31 ;
(3) il existe p irréductible 32 dans A tel que I “ ppq.

Démonstration. En plusieurs implications.
(1) implique (2) Par hypothèse, I est un idéal propre, de plus il n’est pas égal à t0u, parce que

lorsque A et t0u sont les seuls idéaux, nous avons un corps (proposition 3.48). Étant donné
que I est un idéal maximal, le quotient A{I est un corps par la proposition 3.50.
Soient maintenant, pour entrer dans le vif du sujet, des éléments a, b P A tels que ab P I.
Dans le corps A{I nous avons ab “ 0, et par définition du produit dans le quotient, āb̄ “ 0.
Par intégrité de l’anneau A{I (un corps est un anneau intègre, exemple 3.74) nous avons soit
ā “ 0, soit b̄ “ 0, soit les deux en même temps. Dans tous les cas, soit a soit b est dans I.

(2) implique (3) Maintenant I est un idéal premier non réduit à t0u. Vu que A est un anneau
principal, il existe x P A tel que I “ pxq. Nous devons prouver que x peut être choisi irréduc-
tible ; et nous allons faire plus : nous allons prouver que x ne peut être que irréductible 33.
Supposons que x ne soit pas irréductible. Alors il existe a, b P A non inversibles tels que
x “ ab. Si a P pxq alors il existe k P A tel que a “ xk, et en particulier, a “ abk, c’est-à-dire
1 “ bk (parce que A est principal et donc intègre). Cela signifie que b est inversible alors que

30. Définition 3.49.
31. Définition 3.97.
32. Définition 3.88.
33. ça me semble un peu trop facile. Lisez attentivement, et écrivez-moi pour dire si vous êtes d’accord ou pas.
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nous avions dit qu’il ne l’était pas. Nous en déduisons que a n’est pas dans pxq. On montre
de manière similaire que b n’est pas dans pxq non plus.
Nous nous retrouvons donc avec a, b P A tel que ab P I sans que ni a ni b sont soient dans I.
Cela contredit le fait que I soit un idéal premier. En conclusion, x est irréductible.

(3) implique (1) Nous avons I “ ppq avec p irréductible dans A. Supposons que J est un idéal
différent de A contenant I. Vu que A est principal, il existe y P A tels que J “ pyq. En
particulier p P J , donc p “ ay pour un certain a P A. Mais p est irréductible, donc soit a
est inversible, soit y est inversible. Si y est inversible, alors J “ A, ce qui est exclu. Si a est
inversible, alors pyq “ ppq, et I “ J .

3.103.
Dans la proposition 3.102, l’hypothèse d’idéal propre est importante. En effet dans le cas I “ A,
nous avons évidemment que I est un idéal maximum. Mais A n’est d’abord pas un idéal premier
parce qu’un idéal premier doit être strictement inclus dans l’anneau. Et ensuite, A est en général
loin d’être garanti d’être égal à ppq pour un de ses éléments p.

Proposition 3.104.
Soit A un anneau principal, et soit p P A un élément irréductible. Alors
(1) ppq est un idéal maximum.
(2) A{ppq est un corps.

Démonstration. Nous notons I “ ppq. Soit un idéal J contenant I. Vu que A est principal, J aussi
est monogène : J “ pqq. Mais comme p est dans I qui est dans J , il existe a P A tel que p “ qa.

Vu que p est irréductible, soit q soit a est inversible. Si q est inversible, alors J “ A. Si a est
inversible, alors nous avons p “ qa, donc q “ pa´1, ce qui signifie que q P ppq et donc que J “ I.

Cela prouve que ppq est un idéal maximum.
Le fait que A{ppq soit un corps est maintenant la proposition 3.50.

Exemple 3.105
L’anneau Z est principal parce qu’il est intègre et que ses seuls idéaux sont les nZ qui sont
principaux : nZ est engendré par n. 4

Exemple 3.106(Les idéaux de Z{nZ)

Les idéaux de Z{nZ sont principaux, mais l’anneau Z{nZ n’est pas principal lorsque n n’est
pas premier. Nous allons voir ça.

Les idéaux de Z{nZ sont principaux Soit un idéal S dans Z{nZ. Nous considérons la projec-
tion canonique φ : ZÑ Z{nZ. La proposition 3.47 dit que S “ φpJq où J est un idéal de Z
contenant nZ. Mais le corollaire 3.51 nous dit qu’alors J “ mZ pour un certain m. Pour que
mZ contienne nZ, il faut que m divise n.
Bref, S “ φpmZq avec m � n. Nous montrons maintenant que S est engendré par rmsn.
D’abord, l’élément rmsn est bien dans φpmZq. Ensuite un élément de φpmZq est de la forme

rkmsn “ krmsn P prmsnq. (3.118)

Donc S Ă prmsnq. Et l’inclusion dans l’autre sens est tout aussi immédiate : un élément de
prmsnq est de la forme

krmsn “ rkmsn “ φpkmq P φpmZq. (3.119)

Si n n’est pas premier, Z{nZ n’est pas principal Le fait est que lorsque n n’est pas premier,
Z{nZ n’est pas intègre (corollaire 3.77).
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Moralité Un anneau comme Z{6Z est un anneau dont tous les idéaux sont principaux, mais qui
n’est pas principal.

4

Exemple 3.107
Nous verrons dans la proposition 27.24 que l’anneau des fonctions holomorphes sur un compact de
C est principal. 4

Définition 3.108.
Nous disons que deux éléments d’un anneau principal sont premiers entre eux si leur PGCD
est 1.

Théorème 3.109.
Si A est un anneau principal et si p et q sont premiers entre eux dans A, alors on a l’isomorphisme
d’anneaux

A{pqA » A{pAˆA{qA. (3.120)

3.10.1 Bézout

Théorème 3.110 ([50]).
Toute partie S d’un anneau principal admet un PGCD et un PPCM. De plus

δ “ pgcdpSq ô pδq “
ÿ

sPS
psqµ “ ppcmpSq ô pµq “

č

sPS
psq (3.121)

Démonstration. Vu que l’anneau A est principal, tous ses idéaux sont principaux et donc engendrés
par un seul élément. En particulier il existe δ, µ P A tels que

pδq “
ÿ

sPS
psq (3.122a)

pµq “
č

sPS
psq (3.122b)

PGCD Montrons ce que δ est un PGCD de S. Pour tout x P S, nous avons pxq Ă pδq, et donc
δ � x. Par ailleurs si d � x pour tout x P S, nous avons pxq Ă pdq et donc

ÿ

xPS
pxq Ă pdq, (3.123)

puis pδq Ă pdq et finalement d � δ.
PPCM Si x P S nous avons pµq Ă pxq et donc x � µ. D’autre part si x � m pour tout x P S, alors

pmq Ă pxq et donc pmq Ă pµq, finalement µ � m.

Corollaire 3.111 (Théorème de Bézout[50]).
Soit un anneau principal A. Deux éléments a, b P A sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe un couple pu, vq P A2 tel que

ua` vb “ 1. (3.124)

À la place de 1 on aurait pu écrire n’importe quel inversible.

Démonstration. Pour cette preuve, nous allons écrire pgcdpa, bq l’ensemble de PGCD de a et b,
c’est-à-dire la classe d’association d’un PGCD.
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Si a et b sont premiers entre eux, alors

1 P pgcdpa, bq “
ÿ

x“a,b
pxq “ paq ` pbq. (3.125)

À l’inverse, si nous avons ua ` vb “ 1, alors 1 P paq ` pbq, mais vu que paq ` pbq est un idéal
principal, p1q “ paq ` pbq et donc 1 P pgcdpa, bq.

Le lemme de Gauss est une application immédiate de Bézout. Il y aura aussi un lemme de
Gauss à propos de polynômes (lemme 6.44), et une généralisation directe au théorème de Gauss,
théorème 6.43.

Lemme 3.112 (lemme de Gauss).
Soit A un anneau principal et a, b, c P A tels que a divise bc. Si a est premier avec c, alors a divise
b.

Démonstration. Vu que a est premier avec c, nous avons pgcdpa, cq “ 1 et Bézout (3.13) nous
donne donc s, t P A tels que sa` tc “ 1. En multipliant par b,

sab` tbc “ b. (3.126)

Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a divise bc. Par conséquent
b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a.

Un cas usuel d’utilisation est le cas de A “ N˚.

3.10.2 Élément premier

Définition 3.113 ([51]).
Soit un anneau commutatif A. Un élément p P A est premier si il est
(1) non nul,
(2) non inversible,
(3) si p divise un produit ab, alors il divise soit a soit b (ou le deux).

Proposition 3.114 ([52]).
Dans un anneau intègre 34 tout élément premier est irréductible 35.

Démonstration. Soit p, un élément premier dans un anneau intègre A.
p n’est pas inversible Cela fait partie de la définition d’un élément premier.
p n’est pas un produit d’inversibles Soient a, b P A tels que p “ ab. Par le point (3) de la

définition 3.113, p divise soit a soit b. Supposons que p divise a. Alors il existe x P A tel que
a “ px. En remettant dans p “ ab nous avons :

p “ pxb. (3.127)

Mais l’anneau est intègre et permet donc des simplifications par tout élément non nul. La
relation 3.127 donne donc

1 “ xb, (3.128)

ce qui signifie que b est inversible.
Un travail similaire montre que a est inversible si p divise b.

34. Si pas intègre, voir l’exemple 3.116.
35. Toutes les définitions dans le thème 50.

http://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Ycart/mel/ar/node6.html
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Exemple 3.115
Si nous avons l’égalité 7 “ ab dans Z, alors soit a soit b vaut 1 et est donc inversible. 4

Sur un anneau non intègre, la notion d’élément premier n’est pas aussi intéressante que sur un
anneau intègre. Par exemple la proposition 3.114 devient fausse.

Exemple 3.116
Soit l’anneau Z2. L’élément p1, 0q est premier mais pas irréductible.
p1, 0q est premier L’élément p1, 0q est non nul, ok. Pour qu’il soit inversible, il faudrait p1, 0qpx, yq “

p1, 1q. Entre autres, 0ˆ y “ 1, ce qui est impossible. Donc il n’est pas inversible.
Supposons que p1, 0q divise le produit pa, bqpc, dq “ pac, bq. Alors il existe px, yq tel que
p1, 0qpx, yq “ pac, bdq. Cela signifie que x “ ac et 0 ˆ y “ bd. En particulier, soit b “ 0 soit
d “ 0. Si b “ 0, nous avons pa, bq “ pa, 0q et effectivement, p1, 0q le divise.

p1, 0q n’est pas irréductible Nous avons p1, 0q “ p1, 0qp1, 0q. Donc l’élément p1, 0q est le produit
de deux éléments non inversibles.

4

Exemple 3.117
Si K est un corps, l’élément XY de KrX,Y s n’est pas premier parce que XY � X2Y 2 alors que
XY ne divise ni X2 ni Y 2. 4

Proposition 3.118 ([53, 1], thème 50).
Soit un anneau principal A et un élément p ‰ 0 dans A. Nous avons équivalence de :
(1) ppq est un idéal premier,
(2) p est un élément premier,
(3) p est un élément irréductible,
(4) ppq est un idéal maximum propre 36.

Démonstration. En plusieurs implications.
(1) implique (2) En plusieurs points.

— La condition p ‰ 0 est dans les hypothèses de la proposition.
— Si p était inversible, nous aurions ppq “ A et donc pas que ppq est un idéal premier.
— Soient a, b P A tels que p � ab. En particulier, pabq P ppq. Mais comme ppq est un idéal

premier, cela implique soit a P ppq soit b P ppq. Donc soit p divise a soit p divise b.
(2) implique (3) Un anneau principal est intègre ; c’est dans la définition 3.96. Dans un anneau

intègre, tout élément premier est irréductible, c’est la proposition 3.114.
(3) implique (4) Soit un idéal I contenant ppq. Vu que A est principal, I est engendré par un

seul élément ; soit I “ paq. Vu que p P I, l’élément a divise p. Mais comme p est un élément
premier, a � p implique a “ p ou a “ 1. Dans le premier cas, I “ paq “ ppq, et dans le second
cas, I “ paq “ p1q “ A. Donc ppq est bien un idéal maximum.
De plus l’idéal ppq est propre. En effet avoir ppq “ A dirait en particulier que 1 P ppq,
c’est-à-dire qu’il existe x P A tel que xp “ 1. Or p étant irréductible, il est non inversible.

(4) implique (1) C’est la proposition 3.99(3).

Un exemple d’élément premier non irréductible est r4s6 dans l’anneau non principal Z{6Z. Voir
3.127 et le lemme 3.128.
36. Ce « propre » n’est pas dans l’énoncé sur Wikipédia. Je ne comprends pas pourquoi, et j’ai posé la question sur la

page de discussion.
https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Idéal_premier

https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Id�al_premier
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3.10.3 Anneau noethérien

Définition 3.119.
Un anneau est dit noethérien si toute suite croissante d’idéaux est stationnaire (à partir d’un
certain rang).

Montrer que tout anneau principal est noethérien est le premier pas pour montrer que tout
anneau principal est factoriel.

Lemme 3.120.
Tout anneau principal 37 est noethérien.

Démonstration. Soit pJnq une suite croissante d’idéaux et J la réunion. L’ensemble J est encore
un idéal parce que les Ji sont emboités. Étant donné que l’idéal est principal nous pouvons prendre
a P J tel que J “ paq. Il existe N tel que a P JN . Alors pour tout n ě N nous avons

J Ă JN Ă Jn Ă J. (3.129)

La première inclusion est le fait que J “ paq et a P JN . La seconde est la croissance des idéaux et la
troisième est le fait que J est une union. Par conséquent pour tout n ě N nous avons JN “ Jn “ J .
La suite est par conséquent stationnaire.

Exemple 3.121
Il y a moyen d’avoir un anneau noetherien non principal. C’est le cas de Z{6Z dont nous parlerons
dans 3.128. 4

Théorème 3.122 ([54]).
Tout anneau principal est factoriel.

Exemple 3.123(Zri?5s n’est ni factoriel ni principal)
Vu que pi?5q2 “ ´5, les éléments de Zri?5s sont les éléments de C de la forme a ` bi

?
5 avec

a, b P Z. Nous définissons la norme sur Zri?5s par 38
N : Zri?5s Ñ N

z ÞÑ zz̄.
(3.130)

Le fait que ce soit à valeurs dans N est un simple calcul :

Npx` iy?5q “ px` iy?5qpx´ iy?5q “ x2 ` 5y2. (3.131)

De plus N est multiplicative : Npz1z2q “ Npz1qNpz2q.
Nous pouvons maintenant déterminer les inversibles de Zri?5s. Si α est inversible, alors il

existe β tel que αβ “ 1. Au niveau de la norme,

NpαqNpβq “ 1, (3.132)

ce qui implique que Npαq “ 1. Or l’équation x2 ` 5y2 “ 1 dans N donne y “ 0, x “ ˘1.
Au final, les inversibles de Zri?5s sont ˘1.
L’anneau Zri?5s n’est alors pas factoriel (définition 3.92) parce que

2ˆ 3 “ p1` i?5qp1´ i?5q. (3.133)

Cela donne deux décompositions du nombre 6 en produit d’éléments non associés 39 (2 n’est associé
qu’à 2 et ´2) parce que les inversibles sont 1 et ´1.

Le fait que Zri?5s ne soit pas factoriel implique qu’il ne soit pas principal, théorème 3.122.
4

37. Définition 3.96.
38. C’est le carré de la norme usuelle, mais c’est l’usage dans le milieu.
39. Définition 3.82.
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3.11 Anneau Z{6Z
Nous allons donner quelque propriétés de cet anneau, et en particulier voir que dans cet anneau

non intègre, la notion d’élément irréductible n’est pas très intéressante.
Voici pour commencer un calcul la table de multiplication de A “ Z{6Z. Pour les multiples de

(par exemple) r4s6 nous écrivons
1ˆ r4s6 “ r46s (3.134)

et ensuite
2ˆ r4s6 “ r8s6 “ r2s6, (3.135)

puis
3ˆ r4s6 “ r2` 4s6 “ r6s6 “ r0s6, (3.136)

et caetera. Le résultat est :

ˆ r0s6 r1s6 r2s6 r3s6 r4s6 r5s6
r0s6 0 0 0 0 0 0
r1s6 0 1 2 3 4 5
r2s6 0 2 4 0 2 4
r3s6 0 3 0 3 0 3
r4s6 0 4 2 0 4 2
r5s6 0 5 4 3 2 1

(3.137)

Pour ne pas alourdir, nous n’avons pas écrit rxs6 partout au lieu de x.

3.124 (Inversibles).
Les éléments inversibles de Z{6Z sont ceux qui ont un r1s6 dans leur table de multiplication. Ce
sont donc

UpZ{6Zq “  r1s6, r5s6
(
. (3.138)

3.125 (Diviseurs de zéro).
Les diviseurs de zéro sont ceux qui ont un r0s6 dans leur table de multiplication, c’est-à-dire

 r2s6, r3s6, r4s6
(
. (3.139)

3.126 (Irréductibles).
Les irréductibles sont ceux qui ne sont ni inversibles ni produit de deux éléments non inversibles.
Les non inversibles sont :  r0s6, r2s6, r3s6, r4s6u. (3.140)

Ils sont candidats à être irréductibles. Les produits de ces éléments (on oublie les crochets) sont :

2ˆ 2 “ 4 (3.141a)
2ˆ 3 “ 0 (3.141b)
2ˆ 4 “ 2 (3.141c)
3ˆ 3 “ 3 (3.141d)
3ˆ 4 “ 0 (3.141e)
4ˆ 4 “ 4. (3.141f)

Donc r0s6, r2s6, r3s6 et r4s6 ne sont plus candidats à être irréductible. Bref, il ne reste aucun
candidats.

L’anneau Z{6Z n’a aucun élément irréductible.

3.127 (Éléments premiers).
Les éléments non nuls et non inversibles sont 2, 3 et 4.
Pour 2 L’élément r2s6 divise 2, 4 et 0.
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— Les pa, bq tels que ab “ 2 sont : p1, 2q, p2, 4q et p5, 4q. L’élément 2 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 4 sont : p1, 4q, p2, 5q et p4, 4q. L’élément 2 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 2 divise donc toujours
a ou b. En particulier, r2s6 divise r0s6 ; c’est important.

Donc r2s6 est un élément premier.
Pour 3 L’élément r3s6 divise 3 et 0.

— Les pa, bq tels que ab “ 3 sont : p1, 3q et p3, 5q. L’élément 3 divise donc toujours a ou b.
— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 3 divise donc toujours

a ou b.

Donc r3s6 est un élément premier. L’élément r4s6 divise 4, 2 et 0.

— Les pa, bq tels que ab “ 4 sont : p1, 4q, p2, 5q et p4, 4q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 2 sont : p1, 2q, p2, 4q et p5, 4q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

Donc r4s6 est un élément premier.

Au final, les éléments premiers dans Z{6Z sont
 r2s6, r3s6, r4s6

(
. (3.142)

Vous noterez que Z{6Z a des éléments premiers non irréductibles. Cela est un contre-exemple
à la proposition 3.118 dans le cas d’un anneau non-intègre.

Lemme 3.128 ([1]).
L’anneau Z{6Z est noetherien, mais ni intègre ni principal 40.

Démonstration. Vu que c’est un anneau fini, toute suite croissante de quoi que ce soit devient
stationnaire ; donc Z{6Z est noetherien.

Vu que Z{6Z a des diviseurs de zéro, il n’est pas intègre. Et vu qu’il n’est pas intègre, il n’est
pas factoriel non plus.

3.12 Anneau euclidien

Définition 3.129 (Wikipédia).
Soit A un anneau intègre. Un stathme euclidien sur A est une application α : Azt0u Ñ N tel
que

(1) @a, b P Azt0u, il existe q, r P A tel que

a “ qb` r (3.143)

et αprq ă αpbq.
(2) Pour tout a, b P Azt0u, αpbq ď αpabq.

Un anneau est euclidien s’il accepte un stathme euclidien.

40. Toutes les définitions dans le thème 50.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Anneau_euclidien
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Le stathme est la fonction qui donne le « degré » à utiliser dans la division euclidienne. La
contrainte est que le degré du reste soit plus petit que le degré du dividende.

Exemple 3.130
Le stathme de N pour la division euclidienne usuelle est αpnq “ n. Si a, b P N nous écrivons

a “ qb` r (3.144)

où q est l’entier le plus proche inférieur à a{b (on veut que le reste soit positif) et r “ a´ qb. Nous
avons donc

r ´ b “ a´ bpq ` 1q ă a´ ba
b
“ 0, (3.145)

ce qui montre que r ă b. 4

Cet exemple ne fonctionne pas avec Z au lieu de N parce que le stathme doit avoir des valeurs
dans N. Cela ne veut cependant pas dire qu’il n’existe pas de stathme sur Z ; cela veut seulement
dire que αpxq “ x ne fonctionne pas.

Proposition 3.131 ([55]).
Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau principal et α un stathme sur A. Nous considérons un idéal I
non nul de A. Nous devons montrer que I est généré par un élément. En l’occurrence nous allons
montrer qu’un élément a P Izt0u qui minimise αpaq va générer 41. Soit x P I. Par construction, il
existe q, r P A tels que x “ aq ` r avec r “ 0 ou αprq ă αpaq. Étant donné que x, a P I, r P I. Si
r ‰ 0, alors r contredirait la minimalité de αpaq. Donc r “ 0 et x “ aq, ce qui signifie que I est
principal.

Proposition 3.132.
L’anneau Z est principal et euclidien.

Démonstration. Nous allons seulement montrer que αpxq “ |x| est un stathme euclidien. Ainsi Z
sera euclidien et donc principal par la proposition 3.131.

D’abord Z est intègre, c’est l’exemple 3.75.
La condition αpbq ď αpabq est immédiate : |a| ď |ab| pour tout a, b P Z.
Soient maintenant a, b P Z. Nous définissons q0, r0 P N tels que

|a| “ q0|b| ` r0 (3.146)

avec r0 ă |b|. Cela existe parce que αpxq “ x est un stathme sur N par l’exemple 3.130.

Si a ą 0 et b ą 0 Alors a “ q0b ` r0 et le couple pq0, r0q vérifie les conditions de la défini-
tion 3.129(1).

Si a ą 0 et b ă 0 Alors a “ ´q0b ` r0, et le couple p´q0, r0q vérifie les conditions de la défini-
tion 3.129(1).

Si a ă 0 et b ą 0 Alors a “ ´q0b ´ r0, et le couple p´q0,´r0q vérifie les conditions de la défini-
tion 3.129(1) parce que

αp´r0q “ r0 ă |b| “ αpbq. (3.147)

Si a ă 0 et b ă 0 Alors a “ q0b ´ r0, et le couple pq0,´r0q vérifie les conditions de la défini-
tion 3.129(1).

Nous venons de voir que Z est principal ; le lemme suivant nous dit que ZrXs n’est pas principal,
lui.
41. Un tel élément existe. . .
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Lemme 3.133 ([56]).
Si A est un anneau intègre qui n’est pas un corps, alors ArXs n’est pas principal.

Démonstration. Soit un élément non nul a P A.
Un idéal principal contenant a et X est ArXs Soit pP q un idéal principal contenant a et X.

Vu que a P pP q, il existe Q tel que a “ QP . Donc P divise a dans ZrXs. Les degrés font que
P est un polynôme constant, c’est-à-dire en réalité un élément de A. Soit P “ k P A.
Vu que P divise X, nous avons aussi X “ kQ pour un certain Q P ZrXs. Les degrés disent
qu’il existe k1 P A tel que Q “ k1X et donc Q “ k1X “ k1kQ, ce qui implique que kk1 “ 1.
L’idéal engendré par k contient donc en particulier kk1 “ 1 et donc contient ArXs en entier :

1 “ k1k P k1pP q “ pP q. (3.148)

Si pa,Xq “ ArXs alors a est inversible Si pa,Xq “ ArXs, en particulier, 1 P pa,Xq, ce qui
signifie qu’il existe des polynômes U, V P ArXs tels que

1 “ UX ` V a. (3.149)

Nous évaluons cette égalité en 0 : vu que pUXqp0q “ 0 nous avons 1 “ V p0qa, ce qui signifie
que V p0q est un inverse de A. Donc a est inversible.

Si a n’est pas inversible alors pa,Xq n’est pas principal Si pa,Xq était principal, alors nous
aurions, par ce qui est dit plus haut, pa,Xq “ ArXs. Mais cette dernière égalité impliquerait
que a est inversible.

En conclusion, si A n’est pas un corps, il possède un élément ni nul ni inversible. Dans ce cas,
l’idéal pa,Xq n’est pas principal dans ArXs et nous en déduisons que ArXs n’est pas un anneau
principal.

Nous verrons dans le lemme 3.163 que si K est un corps, alors KrXs est principal.
Exemple 3.134
Prouvons que Zri?2s est un anneau euclidien. Pour cela nous démontrons que

N : Zri?2s Ñ N

a` bi?2 ÞÑ a2 ` 2b2
(3.150)

est un stathme euclidien.
Soient z “ a ` bi

?
2, t “ a1 ` b1i

?
2. Nous cherchons q et r tels que la division euclidienne

s’écrive z “ qt` r. Soient α, β P Q tels que
z

t
“ α` βi?2. (3.151)

Nous désignons par α` ε1 et β` ε2 les entiers les plus proches de α et b. Nous avons |ε1|, |ε2| ď 1
2 .

Nous posons alors naturellement

q “ pα` ε1q ` pβ ` ε2qi
?

2 (3.152)

et nous calculons r “ z ´ qt :
2b1ε2 ´ a1ε1 ` i

?
2
`
ε1b

1 ´ a1ε2
˘
. (3.153)

Nous trouvons
Nprq “ a12ε21 ` 4b12ε22 ` 2a12ε21 ` 2b12ε22 ď

3
4a
12 ` 3

2b
12. (3.154)

D’autre part Nptq “ a12 ` 2b12, et nous avons donc bien Nprq ă Nptq.
En ce qui concerne la seconde propriété du stathme, un petit calcul montre que

Npztq “ pa2 ` 2b2qpa12 ` 2b12q, (3.155)
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et tant que t ‰ 0 nous avons bien Npztq ą Npzq. 4

Notons en particulier que Zri?2s est factoriel et principal.
Exemple 3.135
Décomposition en facteurs irréductibles dans Zri?2s. Les éléments inversibles de Zri?2s sont ˘1,
donc deux éléments a et b sont associés (définition 3.82) si et seulement si a “ ˘b.

De plus si p est irréductible 42, alors ´p est irréductible. Les éléments irréductibles de Zri?2s
arrivent donc par pairs d’éléments associés. Soit tpiu une sélection de un élément irréductible
parmi chaque paire. Tout élément x de Zri?2s peut alors être écrit x “ ˘pα1

1 . . . pαnn . Ce fait va
être pratique pour comparer des décomposition en facteurs irréductibles d’éléments. 4

Le lemme suivant fait en pratique partie de l’exemple 3.138, mais nous l’isolons pour plus de
clarté 43.

Lemme 3.136.
Si a et b sont deux éléments premiers entre eux de Zri?2s, et s’il existe y P Zri?2s tel que ab “ y3,
alors a et b sont des cubes (dans Zri?2s).
Démonstration. D’après l’exemple 3.135 nous pouvons écrire

y “ ˘pσ1
1 . . . pσnn (3.156a)

a “ ˘pα1
1 . . . pαnn (3.156b)

b “ ˘pβ1
1 . . . pβnn (3.156c)

où les pi sont les irréductibles de Zri?2s « modulo ˘1 » au sens où la liste des irréductibles est
tpiuYt´piu (union disjointe). Étant donné que a et b sont premiers entre eux, αi et βi ne peuvent
pas être non nuls en même temps alors que leur somme doit faire 3σi. Nous avons donc pour chaque
i soit αi “ 3σi soit β “ 3σi (et bien entendu si σi “ 0 alors αi “ βi “ 0).

Étant donné que ˘1 sont également deux cubes, a et b sont bien des cubes.
Notons que nous avons utilisé de façon capitale le fait que Zri?2s était factoriel.

3.12.1 Équations diophantiennes

Exemple 3.137
L’équation diophantienne

x2 “ 3y2 ` 8 (3.157)

n’a pas de solutions. En effet si nous prenons l’équation modulo 3 nous obtenons

rx2s3 “ r3y2 ` 8s3 “ r8s3 “ r2s3. (3.158)

Or dans Z{3Z, aucun carré n’est égal à deux : 02 “ 0 ‰ 2, 12 “ 1 ‰ 2 et 22 “ 4 “ 1 ‰ 2. 4

Exemple 3.138
Résolvons l’équation diophantienne

x2 ` 2 “ y3. (3.159)

Une première remarque est que x doit être impair. En effet si x “ 2k, nous devons avoir y3 pair.
Mais si un cube pair est divisible par 8, donc y3 “ 8l. L’équation devient 4k2`2 “ 8l3, c’est-à-dire
2k2 ` 1 “ 4l3. Le membre de gauche est impair tandis que celui de droite est pair. Impossible.

Nous pouvons écrire l’équation sous la forme x2` 2 “ px` i?2qpx´ i?2q. Et nous considérons
Zri?2s muni de son stathme N donné par (3.150).

42. Définition 3.88
43. Merci à Marvoir pour m’avoir souligné le manque.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Utilisateur:Marvoir
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L’élément i
?

2 est irréductible parce que Npi?2q “ 2, et si nous avions i
?

2 “ pq, alors nous
aurions NppqNpqq “ 2, ce qui n’est possible que si Nppq ou Npqq vaut 1.

Nous prouvons maintenant que les éléments x ` i
?

2 et x ´ i
?

2 sont premiers entre eux.
Supposons que d soit un diviseur commun ; alors il divise aussi la somme et la différence. Donc d
divise à la fois 2x et 2i

?
2.

Étant donné que i
?

2 est irréductible et que 2i
?

2 “ p´i?2q3, les diviseurs de 2i
?

2 sont les
puissances de p´i?2q. Du coup nous devrions avoir d “ pi?2qβ et donc

x “ pi?2qβq (3.160)

pour un certain q P Zri?2s. Dans ce cas nous avons Npxq “ 2βNpqq, mais nous avons déjà précisé
que x ne pouvait pas être pair, donc β “ 0 et nous avons d “ 1.

Vu que les nombres x˘ i?2 sont premiers entre eux et que leur produit doit être un cube, ils
doivent être séparément des cubes (lemme 3.136). Nous devons donc résoudre séparément x˘i?2 “
y3.

Cherchons les x et y entiers tels que x ` i
?

2 “ y3. Si nous posons z “ a ` bi
?

2, il suffit de
calculer z3 :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: z=a+I*sqrt(2)*b
sage: (z**3).expand()
3*I*sqrt(2)*a^2*b - 2*I*sqrt(2)*b^3 + a^3 - 6*a*b^2

En identifiant cela à x` i?2 nous trouvons le système
"
x “ a3 ´ 6ab2 (3.161a)
1 “ 3a2b´ 2b3 (3.161b)

où, nous le rappelons, x, a et b sont des entiers. La seconde équation montre que b doit être
inversible : bp3a2 ´ 2b2q “ 1. Il y a donc les possibilités b “ ˘1. Pour b “ 1 l’équation devient
3a2 ´ 2 “ 1, c’est-à-dire a “ ˘1. Pour b “ ´1 l’équation devient 3a2 ´ 2 “ ´1, impossible. En
conclusion les possibilités sont

px, zq “ p´5, 1` i?2q (3.162a)
px, zq “ p5,´1` i?2q (3.162b)

(3.162c)

Le travail avec x´ i?2 donne les mêmes résultats.
Les deux solutions de l’équation x2 ` 2 “ y3 sont alors p5, 3q et p´5, 3q. 4

3.12.2 Triplets pythagoriciens et équation de Fermat pour n “ 4

Définition 3.139.
Les solutions entières (positives) de l’équation x2`y2 “ z2 sont appelés triplets pythagoriciens.

Ils donnent toutes les possibilités de triangles rectangles dont les côtés ont des longueurs en-
tières.
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Définition 3.140.
On dit qu’un triplet pythagoricien est primitif si les trois nombres sont premiers dans leur en-
semble 44.

Remarquons que cela est équivalent à montrer que les trois nombres sont premiers deux à deux :
en effet, si deux parmi x, y et z sont divisibles par un nombre, alors tous les trois sont divisibles
par ce nombre 45, donc les nombres x, y et z sont premiers deux à deux.

Lemme 3.141.
Dans un triplet pythagoricien primitif px, y, zq, on a toujours z impair et :
— soit x impair et y pair ;
— soit x pair et y impair.

Démonstration. Remarquons que le fait d’imposer que le triplet soit primitif, interdit aux nombres
x et y d’être pairs en même temps. En effet, si c’était le cas, alors x2 et y2 seraient aussi pairs,
donc leur somme z2 aussi, d’ou z serait pair et les trois nombres ne seraient pas premiers entre
eux.

Nous montrons à présent que les nombres x et y ne sont pas tous les deux impairs. Par l’absurde,
si x “ 2a ` 1, nous avons x2 “ 4a2 ` 4a ` 1 P r1s4 ; de la même manière, y2 P r1s4. On en déduit
alors que z2 “ x2 ` y2 P r2s4. Le nombre z2 est donc pair, donc z est pair : disons z “ 2c.
Alors, z2 “ 4c2 P r0s4. Comme les classes modulo 4 sont disjointes, nous aboutissons à une
contradiction.

Proposition 3.142 (Triplets pythagoriciens[57, 58]).
Un triplet px, y, zq P pN˚q3 est solution de x2`y2 “ z2 si et seulement s’il existe d P N et u, v P N˚
premiers entre eux tels que

$
’&
’%

x “ dpu2 ´ v2q (3.163a)
y “ 2duv (3.163b)
z “ dpu2 ` v2q (3.163c)

ou
$
’&
’%

x “ 2duv (3.164a)
y “ dpu2 ´ v2q (3.164b)
z “ dpu2 ` v2q (3.164c)

La différence entre les deux est seulement d’inverser les rôles de x et y.

Démonstration. Montrons d’abord que les formules proposées sont bien des solutions ; nous véri-
fions (3.163) :

x2 ` y2 “ d2pu2 ´ v2q ` 4d2u2v2 “ d2pu2 ` v2q2, (3.165)

qui correspond bien au z2 proposé.
Nous allons maintenant prouver la réciproque : toute solution est d’une des deux formes propo-

sées. Déterminer les triplets primitifs suffira parce que si px, y, zq n’est pas une solution primitive,
alors en posant k “ pgcdpx, y, zq, le triplet `xk , yk , zk

˘
est primitif. Connaissant les triplets primitifs,

nous obtenons tous les autres par simple multiplication.
Soit donc px, y, zq un triplet pythagoricien primitif. Sans perte de généralité 46, grâce au lemme

3.141, nous pouvons supposer x est pair tandis que y et z sont impairs. Comme x2 “ pz`yqpz´yq,
nous avons ´x

2

¯2 “
ˆ
z ` y

2

˙2 ˆz ´ y
2

˙2
. (3.166)

44. Définition 3.11.
45. Parce que k et k2 ont les mêmes facteurs premiers.
46. En échangeant les rôles de x et y ici, nous obtenons à la fin la seconde forme des solutions.
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Vu que z et y sont premiers entre eux, les nombres z ´ y et z ` y sont également premiers entre
eux 47. Donc les facteurs premiers (qui arrivent au moins au carré) de px{2q2 sont chacun soit dans
pz ` yq{2 soit dans pz ´ yq{2. Nous en déduisons que ces derniers sont des carrés d’entiers. Nous
posons

z ´ y
2 “ u2 z ` y

2 “ v2. (3.167)

Bien entendu u et v sont non nuls parce que nous avons exclu la possibilité de triplets dont un
élément serait nul. Avec tout cela nous avons px{2q2 “ u2v2 et donc x “ 2uv puis par somme et
différence :

$
’&
’%

x “ 2uv (3.168a)
y “ v2 ´ u2 (3.168b)
z “ u2 ` v2, (3.168c)

ce qu’il fallait.

Remarque 3.143.
Les solutions dans lesquelles x, y ou z sont nuls sont faciles à classer. La solution p1, 0, 1q n’est
pas dans les formes proposées. En effet elle ne peut pas être de la première forme : avoir y “ 0
demanderait qu’un nombre parmi d, u et v soit nul, ce qui est interdit. La solution p1, 0, 1q ne peut
pas non plus être de la seconde forme parce que x y est pair.

Proposition 3.144 ([57]).
Les équations x4 ` y4 “ z2 et x2 ` y4 “ z4 n’ont pas de solutions dans pN˚q3.

Démonstration. Si la première équation n’a pas de solutions, alors la seconde n’en n’a pas non
plus parce que z4 est un carré. Nous nous concentrons donc sur l’équation x4 ` y4 “ z2 et nous
supposons qu’il existe au moins une solution dans pN˚q3. Nous en choisissons une px, y, zq avec z
minimum (les z dans différentes solutions étant dans N, il en existe forcément un minimum 48).
Du coup, les trois nombres x, y et z sont premiers dans leur ensembles parce que une division par
leur pgcd donnerait une nouvelle solution qui contredirait la minimalité de z.

Nous posons x4 “ x̄2 et y4 “ ȳ2. Ils vérifient l’équation x̄2 ` ȳ2 “ z2 et par la proposition
3.142, il existe u, v P N˚ premiers entre eux tels que, sans perte de généralité 49, on ait

$
’&
’%

x̄ “ 2uv (3.169a)
ȳ “ u2 ´ v2 (3.169b)
z “ u2 ` v2. (3.169c)

Si u est pair, alors v est impair (et inversement) parce que pgcdpu, vq “ 1 Si u est pair, alors u “ 2a
et v “ 2b` 1, ce qui donne ȳ “ 4a2 ´ 4b2 ´ 4b´ 1 P r´1s4. Or nous avons déjà vu qu’un carré est
dans r0s4 ou dans r1s4. Il faut donc que u soit impair. Le lemme 3.141 implique alors que v soit
pair.

De l’équation 3.169b, nous en déduisons que v2 ` ȳ “ u2 ; de plus u2, v2 et ȳ sont premiers
dans leur ensemble : en effet, u et v sont premiers entre eux, et si l’un parmi u2 et v2 a un facteur
commun avec ȳ, alors l’autre doit l’avoir aussi (dans une égalité a ` b “ c, si deux des nombres
ont un diviseur commun, le troisième l’a aussi). Comme ȳ “ y2, le triplet pv, y, uq est un triplet
pythagoricien primitif. Nous réappliquons la proposition 3.142, en se souvenant que v est pair : il
existe donc deux nombres r et s premiers entre eux tels que

$
’&
’%

v “ 2rs (3.170a)
y “ r2 ´ s2 (3.170b)
u “ r2 ` s2. (3.170c)

47. Si z ´ y “ kn et z ` y “ km, faisant la somme et la différence on voit que y et z sont divisibles par k.
48. Voir quelque chose comme le lemme 1.32.
49. En inversant les rôles de x et y au besoin.
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Avec cela, x̄ “ 2uv “ 4rspr2` s2q. Remarquons que les trois nombres r, s et r2` s2 sont premiers
entre eux dans leur ensemble ; or, comme x̄ est un carré ces nombres doivent séparément être des
carrés :

$
’&
’%

r “ α2 (3.171a)
s “ β2 (3.171b)
r2 ` s2 “ γ2. (3.171c)

En mettant les deux premiers dans la troisième, nous avons α4 ` β4 “ γ2. Donc pα2, β2, γq est
une solution. Nous allons prouver que γ ă z, ce qui terminera la preuve, puisque z était supposé
minimal. Nous avons :

z “ u2 ` v2 par 3.169c
“ r2 ` s2 ` 4r2s2 par 3.170
“ γ2 ` 4r2s2

ą γ2,

et a fortiori γ ă z.

3.13 Polynômes à coefficients dans un anneau commutatif

Nous définissons ici ArXs où A est un anneau commutatif. Pour la définition de KpXq où K
est un corps, voir 6.72.

3.13.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif. Nous considérons P l’ensemble des suites presque nulles d’élé-
ments de A, ce sont les suites panqnPN qui ne possèdent qu’un nombre fini d’éléments non nuls.

Cela est un A-module libre de base 50

penqk “ δnk. (3.172)

Si a, b P P, nous définissons le produit ab par

pabqn “
nÿ

k“0
akbn´k, (3.173)

et la somme par
pa` bqn “ an ` bn. (3.174)

Cela est bien un élément de P parce qu’il existe N P N tel que an “ bn “ 0 pour tout n ě N .
Avec la somme et le produit par un scalaire (élément de A), le module P devient une A-algèbre
commutative unitaire. L’unité est

e0 “ p1, 0, . . .q. (3.175)

Définition 3.145.
En tant que A-algèbre, l’ensemble P est l’algèbre des polynômes en une indéterminée à
coefficients dans A. Elle est notée ArXs pour des raisons que nous expliquons dans 3.13.2.

Définition 3.146.
L’ensemble ArXs devient un K-espace vectoriel avec la définition

pλP qk “ λPk. (3.176)
50. Définition 3.64.
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Définition 3.147.
Si P P ArXs est la suite pakqkPN et si α P A, alors nous définissons

P pαq “
ÿ

kPN
akα

k. (3.177)

La somme est toujours finie.

Lemme 3.148.
Si A est un anneau et si α P A, alors l’application

g : ArXs Ñ A

P ÞÑ P pαq (3.178)

est un morphisme d’anneaux 51.

Démonstration. Nous notons Pk les éléments de la suite définissant P et Qk ceux de Q. Alors nous
avons

pP `Qqpαq “
ÿ

k

pPk `Qkqαk “
ÿ

k

Pkα
k `

ÿ

k

Qkα
k “ P pαq `Qpαq (3.179)

et

P pαqQpαq “ `ÿ

n

Pnα
n
˘`ÿ

k

Qkα
k
˘ “

ÿ

k

Qk
`ÿ

n

Pnα
n
˘
αk “

ÿ

k

ÿ

n

QkP
n`k
n (3.180a)

“
ÿ

m

` mÿ

l“0
PlQm´l

˘
αm “

ÿ

m

pPQqmαm “ pPQqpαq. (3.180b)

Définition 3.149.
Soit P P P, P ‰ 0. On appelle degré de P le plus grand nombre naturel n pour lequel le coefficient
correspondant est non-nul. Ce naturel est noté degpP q.

3.13.2 Notations

Le polynôme donné par la suite panqnPN est souvent notée
ÿ

k

akX
k. (3.181)

Par exemple avec a “ p4, 2, 8q nous avons a “ 8X2 ` 2X ` 4. Nous utiliserons souvent cette
notation, qui est très pratique parce qu’elle s’adapte bien aux règles de multiplication et d’addition,
en particulier la distributivité.

Il y a (au moins) deux façons de comprendre ce que signifie réellement «X » dans cette notation.

3.13.2.1 Première façon

La première est de dire qu’il n’a pas de significations, et que X2 est un simple abus de notations
pour écrire p0, 0, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q. Avec cette façon de voir, nous notons l’anneau des polynômes sur A par
«ArXs » où le X n’a pas d’autres raisons d’être que d’avertir le lecteur que nous réservons la lettre
« X » pour utiliser la notation pratique des polynômes.

51. Définition 1.38.
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3.13.2.2 Seconde façon

La seconde façon de voir le « X » est de nous rappeler que ArXs a une base en tant de que
module : les ek dont nous avons parlé plus haut. Nous posons X “ e1, et nous prenons la convention
X0 “ 1. Alors nous avons ek “ Xk et nous notons ArXs l’anneau P exprimé avec X. i

Dans les deux cas, il n’est pas vraiment légitime d’écrire des égalités comme « P pXq “ X2 `
2X ´ 3 », et encore moins de dire « Le polynôme P , évalué en X vaut X2 ` 2X ´ 3 » : il est plus
correct d’écrire « P “ X2 ` 2X ´ 3 ».

Le lemme suivant montre que ces notations tombent vraiment à point. La véritable difficulté
de l’énoncé est de comprendre qu’il n’est pas trivial.

Lemme 3.150.
Nous avons

P pXq “ P (3.182)

pour tout P P ArXs.
Démonstration. Un polynôme P P ArXs peut s’évaluer sur n’importe quel élément d’un anneau
qui étend A : si P “ pakqkPN alors par définition P pαq “ ř

k akα
k. Or ArXs est lui-même un

anneau qui étend A ; donc si Q est un polynôme, ça a un sens d’écrire P pQq et le résultat sera
un élément de ArXs. Avec en particulier Q “ X, c’est-à-dire Q “ p0, 1, 0, . . .q, l’élément P pXq de
ArXs vaut ÿ

k

akX
k, (3.183)

qui est exactement P lui-même.

Mais il faut bien comprendre que si P est le polynôme p´3, 2, 1, 0, . . .q, noté X2`2X´3, écrire
P pXq “ X2 ` 2X ´ 3 est une pirouette de notations que rien ne justifie par rapport à simplement
écrire P “ X2 ` 2X ´ 3.

3.151.
Dans la suite, nous considérons cette seconde façon de comprendre la notation X.

Lemme 3.152.
Nous considérons un polynôme P P ArXs, et le quotient ArXs{pP q. Pour tout polynôme Q P ArXs
nous avons les égalités

QpX̄q “ QpXq “ Q̄. (3.184)

Démonstration. Si Q “ ř
k akX

k, alors par la linéarité de la prise de classes,

Q̄ “
ÿ

k

akXk. (3.185)

Nous insistons sur le fait que cette égalité n’est rien d’autre que l’itération de la définition de la
somme dans l’espace quotient : x̄ ` ȳ “ x` y ainsi que du produit kx̄ “ kx (définition 3.45).
Toujours par définition du produit appliqué à l’élément X̄ nous avons pX̄q2 “ X2 ; par récurrence
Xk “ X̄k, et

Q̄ “
ÿ

k

akX̄
k “ QpX̄q. (3.186)

Le fait que Q̄ “ QpXq n’est rien d’autre que le fait que dans ArXs nous avons Q “ QpXq,
comme expliqué dans le lemme 3.150.

3.13.3 Monômes

3.153.
Les éléments de la forme λXk avec λ P A et k P N sont des monômes.
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Nous allons aussi considérer

AnrXs “ tP P ArXs tel que degpP q ď nu. (3.187)

Cela est un sous-module libre.

3.13.4 Évaluation

Soit P P ArXs. A priori, P n’est qu’une suite dans A indexée par N. Nous définissons son
évaluation sur un élément α P A par

P pαq “
ÿ

k

akα
k. (3.188)

Cette somme est toujours finie.

3.154.
L’ensemble ArXs est une algèbre et donc un espace vectoriel. Il possède un unique élément nul
qui est celui dont tous les coefficients sont nuls ; cela est immédiat par la construction en tant que
suites presque nulles.

Il n’y a a priori pas équivalence entre le fait d’être un polynôme nul et le fait de s’évaluer à
zéro sur tous les éléments de A. Cela sera discuté dans le théorème 6.99 et l’exemple 20.37.

Définition 3.155.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour α P B nous
définissons ArαsB comme étant l’intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A.

Comme dit plus haut, nous nous permettons d’écrire Arαs sans préciser B lorsque ce dernier
sera clair dans le contexte.

Proposition 3.156.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour tout α P B nous
avons

Arαs “ tP pαq tel que P P ArXsu (3.189)

où encore une fois, P pαq est calculé dans B ; le contexte est clair là-dessus.

Démonstration. Si A1 est un sous-anneau de B contenant A et α, alors A1 contient tous les P pαq
avec P P ArXs. Nous avons donc

tP pαq tel que P P ArXsu Ă Arαs. (3.190)

Par ailleurs, tP pαq tel que P P ArXsu est un sous-anneau de B contenant A et α. Donc Arαs y est
inclus.

3.13.5 Polynômes sur un anneau intègre

Théorème 3.157.
L’anneau A est intègre si et seulement si ArXs est intègre.
Démonstration. Soient P et Q des éléments non nuls de ArXs. Vu que l’anneau A est intègre, nous
avons

degpPQq “ degpP q ` degpQq (3.191)

et le produit ne peut pas être nul. L’anneau ArXs est donc intègre.
Si ArXs est intègre, A est intègre parce qu’il peut être vu comme sous anneau.
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3.158.
Si A n’est pas intègre, soient α, β P A non nuls tels que αβ “ 0. Le produit des polynômes X ÞÑ αX
et X ÞÑ β est pαXqpβq “ 0 ; le degré du produit n’est pas la somme des degrés.

Les personnes qui ont tout compris jusqu’ici remarqueront que la notation « X ÞÑ P pXq »
n’est pas correcte parce que du point de vue que nous adoptons ici, un polynôme n’est pas une
application.

Corollaire 3.159.
Si A est intègre, les inversibles de ArXs sont les éléments de UpAq.
Démonstration. Pour que Q soit inversible, il faut un P tel que PQ “ 1. Mais l’anneau A étant
intègre, les degrés s’additionnent. Par conséquent ils doivent être de degrés zéro et il faut que
P,Q P A. Enfin pour qu’ils soient inversibles, ils doivent être dans UpAq.

La valuation du polynôme P “ ř
n anX

n, notée valpP q, est

valpP q “ mintn tel que an ‰ 0u. (3.192)

Nous avons valpP q ď degpP q et valpP q “ degpP q si et seulement si P est un monôme. Si P “ 0,
nous convenons que valp0q “ 8 et degp0q “ ´8.

3.13.6 Division euclidienne

Le théorème suivant établit la division euclidienne dans ArXs du polynôme P par un poly-
nôme D.

Théorème 3.160.
Soit D ‰ 0 dans ArXs de coefficient dominant inversible dans A. Pour tout P P ArXs, il existe
Q,R P ArXs tels que

P “ QD `R (3.193)

avec degpRq ă degpDq.
Les polynômes Q et R sont déterminés de façon univoque par cette condition.

Définition 3.161.
Le polynôme Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de P par D. Si le reste
de la division de P par D est nul on dit que D divise P et on note D � P . Autrement dit D divise
P s’il existe Q tel que P “ QD. 52

3.162.
Le théorème 3.160 nous incite à utiliser le degré comme stathme euclidien sur ArXs dès que A est
un anneau intègre. Or cela ne fonctionne en général pas parce que très peu de polynômes ont a
priori un coefficient dominant inversible.

Lemme 3.163 (Thème 44).
Si K est un corps 53, alors l’anneau KrXs est euclidien et principal.

Démonstration. Vu que K est un corps, tous les éléments sont inversibles et le degré donne un
stathme par le théorème 3.160. L’anneau KrXs est donc euclidien et par conséquent principal
(proposition 3.131).

Dans le théorème 6.36 nous donnerons une preuve directe du fait que KrXs est principal en
montrant que tous ses idéaux sont principaux. Nous y démontrerons donc un peu moins pour un
peu plus cher, mais avec le plaisir de ne pas devoir passer par un stathme.

52. Ceci se rapproche tout naturellement des notions de divisibilité dans un anneau intègre général, vues en
sous-section 3.8.2.
53. Définition 1.61.
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Définition 3.164 ([59]).
Soit un anneau A. Deux polynômes P et Q dans ArXs sont dits étrangers entre eux si 1 est un
pgcd 54 de P et Q. Un ensemble de polynômes pPiqiPI est étranger dans leur ensemble si 1 est
un pgcd des Pi.

Les polynômes P et Q sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs de P et Q
sont les inversibles.

Les notions de polynômes étrangers entre eux ou de polynômes premiers entre eux ne sont pas
identiques, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.165([1])
Soient dans ZrXs les polynômes P pXq “ 2X ` 2 et QpXq “ 2X2 ` 2. Le nombre 2 est diviseur
commun et n’est pas un diviseur de 1. Donc 1 n’est pas un pgcd de P et Q. Ils ne sont pas étrangers.

Mais ils sont premiers entre eux parce qu’ils n’ont pas d’autres diviseurs communs que les
inversibles (1 et ´1). 4

3.13.7 Polynôme primitif

Définition 3.166.
Le contenu du polynôme P “ ř

i aiX
i P KrXs est le pgcd de ses coefficients : cpP q “ pgcdpaiq.

Définition 3.167 (Ordre d’un polynôme).
Soit P un polynôme irréductible de degré n sur FprXs. L’ordre de P est

mintk tel que P � Xk ´ 1u. (3.194)

Définition 3.168 (Polynôme primitif).
Soit p, un nombre premier et P un polynôme de degré n dans FprXs. Nous disons que P est
primitif si
(1) P est unitaire et irréductible,
(2) les racines de P sont d’ordre pn ´ 1 dans FprXs{P .

Définition 3.169 (Polynôme primitif au sens du pgcd).
Soit un anneau A. Un polynôme P P ArXs est primitif au sens du pgcd si ses coefficients sont
premiers entre eux.

3.170.
Pour rappel, il y a plusieurs façons de périphraser le fait que les coefficients soient premiers entre
eux. Nous pouvons dire . . .
(1) Le pgcd de ses coefficients est 1 parce que c’est la définition 3.108 d’avoir des nombres

premiers entre eux.
(2) Le contenu de ses coefficients est 1. Parce que le contenu est précisément le pgcd, défini-

tion 3.166.

La notion de polynôme primitif au sens du pgcd est particulière aux polynôme à coefficients
dans un anneau comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.171.
Si K est un corps, tout polynôme unitaire dans KrXs non nul est primitif au sens du pgcd.

Démonstration. Un polynôme unitaire a un 1 parmi ses coefficients, donc le pgcd est forcément
1.

Lorsque nous utiliserons la notion de polynôme primitif au sens du pgcd, nous le mentionnerons
explicitement. C’est pas exemple le cas pour le corollaire 3.179.
54. Définition 1.46.
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3.13.8 Racines des polynômes

Définition 3.172.
Soient A un anneau et P P ArXs. On appelle racine un élément α P A tel que P pαq “ 0 ; c’est-
à-dire que, en remplaçant toutes les occurrences de X par α dans l’expression de P , on obtient
0.

Proposition 3.173.
Soient A un anneau et P un polynôme non nul dans ArXs. Si α P A est une racine de P alors
X ´ α divise P , et réciproquement.

Démonstration. Nous notons le polynôme µ “ X ´α par analogie avec le polynôme minimal dont
il sera question dans la très semblable proposition 6.83. Le sens réciproque est clair : si µ divise P ,
alors α est racine de P .

Pour le sens direct, remarquons que si α est racine de P , alors P est de degré au moins égal à
1, et nous pouvons donc effectuer la division euclidienne 55 de P par µ : il existe des polynômes Q
et R tels que

P “ Qµ`R (3.195)

avec degpRq ă degpµq. Donc R est une constante, élément de A : appelons-le a. En évaluant (3.195)
en α, il vient

0 “ P pαq “ Qpαqµpαq ` a, (3.196)

et nous en déduisons que a “ 0, ce qui montre que P “ Qµ et que µ divise P .

Définition 3.174 (Racine simple et multiple d’un polynôme).
Soit A un anneau ainsi qu’un polynôme P P ArXs et α P A racine de P . La multiplicité de α par
rapport à P est l’entier h tel que P est divisible par pX ´ αqh mais pas divisible par pX ´ αqh`1.
Nous noterons θαpP q la multiplicité de α par rapport à P .

Pour une définition générale d’une racine simple de l’équation fpxq “ 0, voir la définition 35.49.
La proposition 3.173 nous indique que toute racine est de multiplicité au moins 1.

Proposition 3.175.
L’élément α P A est une racine de multiplicité h du polynôme P si et seulement s’il existe Q P ArXs
tel que P “ pX ´ αqhQ avec Qpαq ‰ 0.

Lemme 3.176.
Soient P et Q des polynômes non nuls de ArXs et α P A. Alors
(1) θαpP `Qq ď mintθαpP q, θαpQqu, et l’égalité a lieu si θαpP q ‰ θαpQq ;
(2) θαpPQq ě θαpP q ` θαpQq, et l’égalité a lieu si A est intègre.

Dans le théorème suivant, la partie importante en pratique est la seconde partie parce qu’elle
dit que, lorsque nous cherchons les racines d’un polynôme, nous pouvons nous arrêter lorsque nous
en avons trouvé autant que le degré, multiplicité comprise.

Théorème 3.177.
Soit A un anneau intègre et P P ArXszt0u, un polynôme de degré n.
(1) Si α1, . . . , αp P A sont des racines deux à deux distinctes de multiplicités k1, . . . , kp, alors il

existe Q P ArXs, de degré n´ p, tel que P “ Q
śp
i“1pX ´ αiqki et Qpαiq ‰ 0 pour tout i.

(2) La somme des multiplicités des racines de P est au plus degpP q.

Démonstration. Si p “ 1, soit α une racine de multiplicité k de P . La définition de la multiplicité
d’une racine nous dit que P est divisible par pX ´ αqk mais pas par pX ´ αqk`1. Donc il existe
Q P ArXs tel que P “ QpX ´ αqk. Il reste à voir que Qpαq ‰ 0. Cela est une conséquence de la

55. Théorème 3.160.
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proposition 3.173 : si Qpαq était nul, on pourrait lui factoriser pX ´ αq et donc avoir pX ´ αqk`1

qui se factorise dans P , ce qui n’est pas possible.
Nous supposons que p ě 2 et nous effectuons une récurrence sur p. Nous considérons donc

les p ´ 1 premières racines α1, . . . , αp´1 et un polynôme R P ArXs tel que Rpαiq ‰ 0 pour
i “ 1, . . . , p´ 1 et

P “ pX ´ α1qk1 . . . pX ´ αp´1qkp´1looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
S

R. (3.197)

Par hypothèse P pαpq “ SpαpqRpαpq “ 0. L’anneau A étant intègre, Spαpq ‰ 0 parce que αi ‰ αp
pour i ‰ p. Par conséquent, Rpαpq “ 0.

Nous devons encore vérifier que la multiplicité αp est kp par rapport à R. Pour cela nous
utilisons le point (2) du lemme 3.176 afin de dire que le degré de αp pour P “ SR est kp. Par
conséquent

R “ pX ´ αpqkpT (3.198)

avec T pαpq ‰ 0 et enfin

P “
pź

i“1
pX ´ αiqT. (3.199)

De plus T pαiq ‰ 0, sinon Rpαiq serait nul.

Corollaire 3.178.
Un polynôme de degré n possède au maximum n racines distinctes.

Démonstration. Le théorème 3.177(2) dit que la somme des multiplicités des racines de P est au
maximum n. Mais la proposition 3.173 dit que toutes les racines ont une multiplicité au moins un.
Donc il ne peut pas y en avoir plus de n.

Corollaire 3.179 (Conséquence du lemme de Gauss[60]).
Soient A un anneau factoriel et FracpAq son corps des fractions. Un polynôme non constant P P
ArXs est irréductible (sur A) si et seulement s’il est irréductible et primitif au sens du pgcd 56 sur
FracpAqrXs.

Exemple 3.180
Il ne faudrait pas croire qu’être irréductible dans un anneau A implique d’être irréductible dans le
corps des fractions. En effet soit A “ Zr?5s et P “ X2 ´X ´ 1. Nous savons que sa factorisation
est

P “
ˆ
X ´ 1`?5

2

˙ˆ
X ´ 1´?5

2

˙
. (3.200)

Si vous ne le saviez pas, faites juste le calcul pour vous en assurer.
Ce polynôme est irréductible sur Zr?5s mais pas irréductible sur Frac

`
Zr?5s˘. 4

3.13.9 Quelques identités

Lemme 3.181.
Quelques identités de polynômes.

(1) Si n est impair, alors 1`X divise 1`Xn.
(2) Pour tout n nous avons Xn ´ 1 “ pX ´ 1qp1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xn´1q.
(3) Xn ´ an “ pX ´ aqřn´1

i“0 a
iXn´1´i.

56. Définition 3.169.
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Démonstration. Nous démontrons uniquement le point (2), puisque les autres ont été vus en début
de chapitre 57. Le cas n “ 1 est évident. Procédons alors par récurrence en considérant un nombre
entier impair n :

1`Xn`2 “ 1`Xn `Xn`2 ´Xn (3.201a)
“ p1`XqP `XnpX2 ´ 1q (3.201b)
“ p1`XqP `XnpX ` 1qpX ´ 1q (3.201c)
“ p1`Xq`P `XnpX ´ 1q˘. (3.201d)

3.13.10 Polynômes en plus de variables

Définition 3.182.
Nous définissons les polynômes en n variables, dont l’ensemble est noté ArX1, . . . , Xns comme
étant l’ensemble des suites indexées par Nn et dont seulement une quantité finie de coefficients
sont non nuls.

Je vous laisse écrire la loi de multiplication et les suites auxquelles correspondent les polynômes
X1,. . . , Xn.

57. Voir l’égalité (3.1).
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Chapitre 4

Espaces vectoriels (début)

4.1 Parties libres, génératrices, bases et dimension
Nous avons déjà défini (dans 3.63) un espace vectoriel comme étant un module sur un corps

commutatif. En explicitant un peu, cela donne ceci[61].
Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble V muni de deux opérations :

— une loi de composition interne ` : V ˆ V Ñ V ,
— une loi de composition externe · : Kˆ V Ñ V

telles que
(1) pV,`q soit un groupe abélien,
(2) pour tout u, v P V et pour tout k, k1 P K,

kpu` vq “ pkuq ` pkvq (4.1a)
pkk1qu “ kpk1uq (4.1b)

pk ` k1qu “ pkuq ` pk1uq (4.1c)
1u “ u (4.1d)

où 1 est le neutre de K et où nous avons directement adopté la notation ku pour k·u.
Si u P V , nous notons ´u l’inverse de u dans le groupe pV,`q.
Définition 4.1 (Partie libre).
Si E est un espace vectoriel, une partie A de E est libre si pour tout choix d’un nombre fini
d’éléments tuiui“1,...,n, l’égalité

a1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` anun “ 0 (4.2)

implique ai “ 0 pour tout i (ici les ai sont dans le corps de base).
Une partie infinie est libre si toutes ses parties finies le sont.

Remarque 4.2.
Notons que le vecteur nul n’est dans aucune partie libre, ne fût-ce que parce que a0 “ 0 n’implique
pas a “ 0.

Si A est une partie de l’espace vectoriel E nous notons SpanpAq l’ensemble des combinaisons
linéaires finies d’éléments de A. Les coefficients de ces combinaisons linéaires sont dans le corps de
base K.

Définition 4.3 (Partie génératrice).
Une partie B d’un espace vectoriel E est génératrice si SpanpBq “ E.

Remarque 4.4.
Ces définitions demandent des commentaires en dimension infinie 1.

1. Nous n’avons pas encore défini le concept de dimension, mais nous nous adressons au lecteur trop pressé.

215
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(1) Tout élément peut être écrit comme combinaison linéaire finie d’une partie génératrice. Cela
ne signifie pas que nous pouvons extraire une partie finie qui convient pour tous les éléments
à la fois. Lorsque l’espace est de dimension infinie, ceci est particulièrement important.

(2) La définition séparée de liberté dans le cas des parties infinies a son importance lorsqu’on
parle d’espaces vectoriels de dimension infinies (en dimension finie, aucune partie infinie n’est
libre) parce que cela fera une différence entre une base algébrique et une base hilbertienne
par exemple.

Définition 4.5 (Base).
Une base de l’espace vectoriel E est une partie à la fois génératrice et libre.

Proposition 4.6 ([1]).
Tout élément non nul d’un espace vectoriel possédant une base 2 se décompose de façon unique en
combinaison linéaire finie d’éléments d’une base.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E et une base teiuiPI où I est un ensemble a priori
quelconque. Soit v P E. Vu que E “ SpanteiuiPI , il existe une partie finie J de I et des coefficients
tvjujPJ dans K tels que

v “
ÿ

jPJ
vjej . (4.3)

Cela donne l’existence.
En ce qui concerne l’unicité, soient J et K des parties finies de I et des coefficients tvjujPJ et

twkukPK tels que
v “

ÿ

jPJ
vjej “

ÿ

kPK
wkek. (4.4)

Nous posons L “ J YK et, pour l P L,

αl “

$
’&
’%

vl si l P JzK
wl si l P KzJ
vl ´ wl si l P K X J.

(4.5)

Nous avons alors ÿ

lPL
αlel “ 0, (4.6)

ce qui implique que αl “ 0 pour tout l P L parce que la partie teiuiPI est libre et que L est finie.
L’unicité de la décomposition de v signifie que

tj P J tel que vj ‰ 0u “ tk P K tel que wk ‰ 0u (4.7)

et que pour l dans cet ensemble, vl “ wl.
Soit j P J ; il y a deux possibilités : j P JzK et j P J XK. Dans le premier cas nous avons déjà

vu que αj “ vj “ 0. Dans le second cas, αj “ vj ´ wj “ 0, c’est-à-dire vj “ wj .
Donc j P J vérifiant vj ‰ 0 implique j P J XK et l’égalité des coefficients. Idem avec k P K

tel que wk ‰ 0 implique k P J XK.

Lemme 4.7 ([1]).
Soit un espace vectoriel admettant des bases. Un endomorphisme est une bijection si et seulement
si il change toute base en une base.

Démonstration. En deux parties. Soit un espace vectoriel E possédant des bases et un endomor-
phisme f : E Ñ E.
Si f est bijective Soit une base tviuiPI ; nous devons voir que tfpviquiPI est une base.

2. Nous n’avons pas démontré que tout espace vectoriel possède une base. Donc à notre niveau, il est possible
que ce théorème soit sans objet pour beaucoup d’espaces.
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Libre Si J est une partie finie de I et si les λæ sont des scalaires tels que
ř
jPJ λjfpvjq “ 0,

alors
0 “

ÿ

jPJ
λjfpvjq “ f

` ÿ

jPJ
λjvj

˘
. (4.8)

Mais comme f est bijective, cela implique que
ř
jPJ λjvj “ 0. En retour, parce que tviu

est une base, cela implique que λj “ 0 pour tout j.
Générateur Soit x P E. Vu que f est bijective, il existe un unique y P E tel que x “ fpyq.

Comme tviuiPI est une base, il existe une partie finie J Ă I et des scalaires tλjujPJ tels
que

y “
ÿ

jPJ
λjvj . (4.9)

Nous avons alors
x “ fpyq “

ÿ

jPJ
λjfpvjq, (4.10)

qui montre que tfpviquiPI est bien génératrice de E
Si f change les bases en bases Soit un endomorphisme changeant toute base en une base.

Nous devons prouver qu’il est bijectif.
Injective Nous considérons une base tviuiPI . La partie tfpviquiPI est par hypothèse égale-

ment une base.
Soient x, y P E tels que fpxq “ fpyq. Il existe J et K finis dans I qui permettent de
décomposer x et y respectivement dans la base tfpviquiPI . Quitte à poser J 1 “ J YK,
nous supposons que J suffit 3. Il existe donc des scalaires tλjujPJ et tµjujPJ tels que
x “ ř

jPJ λjfpvjq et y “
ř
jPJ µjfpvjq.

La relation fpxq “ fpyq donne immédiatement, par la linéarité de f ,
ÿ

jPJ
pλj ´ µjqfpvjq “ 0. (4.11)

Du fait que tfpviquiPI soit une base, nous déduisons que λj ´ µj “ 0 pour tout j. Donc
x “ y, et f est injective.

Surjective Soit x P E. Vu que tfpviquiPI est une base, il existe des scalaires λj tels que

x “
ÿ

jPJ
λjfpvjq “ f

` ÿ

jPJ
λjvj

˘
. (4.12)

Donc f est surjective.

Définition 4.8.
Un espace vectoriel est de type fini s’il contient une partie génératrice finie.

Nous verrons dans les résultats qui suivent que cette définition est en réalité inutile parce qu’une
espace vectoriel sera de type fini si et seulement s’il est de dimension finie.

Lemme 4.9.
Si E a une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille de n` 1 éléments est liée.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Pour n “ 1, nous avons E “ Spanpeq et
donc si v1, v2 P E nous avons v1 “ λ1e, v2 “ λ2e pour certains éléments non nuls λ1, λ2 du corps
de base. Nous avons donc λ2v1 ´ λ1v1 “ 0. Cela prouve que tv1, v2u est liée.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour k ă n, c’est-à-dire que pour tout espace
vectoriel contenant une partie génératrice de cardinal k ă n, les parties de k ` 1 éléments sont

3. Nous utilisons le fait que l’union de deux parties finies d’une ensemble est finie (lemme 1.17).
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liées. Soit maintenant un espace vectoriel muni d’une partie génératrice G “ te1, . . . , enu de n
éléments, et montrons que toute partie V “ tv1, . . . , vn`1u contenant n` 1 éléments est liée. Dans
nos notations nous supposons que les ei sont des vecteurs distincts et les vi également. Nous les
supposons également tous non nuls. Étant donné que teiu est génératrice nous pouvons définir les
nombres λij par

vi “
nÿ

k“1
λijej (4.13)

Vu que

vn`1 “
nÿ

k“1
λn`1,kek ‰ 0, (4.14)

quitte à changer la numérotation des ei nous pouvons supposer que λn`1,n ‰ 0. Nous considérons
les vecteurs

wi “ λn`1,nvi ´ λi,nvn`1. (4.15)
En calculant un peu,

wi “ λn`1,n
ÿ

k

λi,kek ´ λi,n
ÿ

k

λn`1,kek (4.16a)

“
n´1ÿ

k“1

`
λn`1,nλi,k ´ λi,nλn`1,

˘
ek (4.16b)

parce que les termes en en se sont simplifiés. Donc la famille tw1, . . . , wnu est une famille de n
vecteurs dans l’espace vectoriel Spante1, . . . , en´1u ; elle est donc liée par l’hypothèse de récurrence.
Il existe donc des nombres α1, . . . , αn P K non tous nuls tels que

0 “
nÿ

i“1
αiwi “

nÿ

i“1
αiλn`1,nvi ´

˜
nÿ

i“1
αiλi,n

¸
vn`1. (4.17)

Vu que λn`1,n ‰ 0 et que parmi les αi au moins un est non nul, nous avons au moins un des
produits αiλn`1,n qui est non nul. Par conséquent (4.17) est une combinaison linéaire nulle non
triviale des vecteurs de tv1, . . . , vn`1u. Cette partie est donc liée.

Lemme 4.10.
Soit L une partie libre et G une partie génératrice. Si l’ensemble des parties libres L1 telles que
L Ă L1 Ă G possède un élément maximum 4, alors cet élément est une base.

Qu’entend-on par « maximale » ? La partie B doit être libre, contenir L, être contenue dans G
et de plus avoir la propriété que @x P GzB, la partie B Y txu est liée.
Démonstration. D’abord si G est une base, alors toutes les parties de G sont libres et le maximum
est B “ G. Dans ce cas le résultat est évident. Nous supposons donc que G est liée.

La partie B “ tb1, . . . , blu est libre parce qu’on l’a prise parmi les libres. Montrons que B est
génératrice. Soit x P GzB ; par hypothèse de maximalité, B Y txu est liée, c’est-à-dire qu’il existe
des nombres λi, λx non tous nuls tels que

lÿ

i“1
λibi ` λxx “ 0. (4.18)

Si λx “ 0 alors un de λi doit être non nul et l’équation (4.18) devient une combinaison linéaire
nulle non triviale des bi, ce qui est impossible parce que B est libre. Donc λx ‰ 0 et

x “ 1
λx

lÿ

i“1
λibi. (4.19)

Donc tous les éléments de GzB sont des combinaisons linéaires des éléments de B, et par consé-
quent, G étant génératrice, tous les éléments de E sont combinaisons linéaires d’éléments de B.

4. Encore une fois, à part quelques cas triviaux, il n’est pas clair à ce point que ce maximum existe.
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Théorème 4.11 (Théorème de la base incomplète).
Soit E un espace vectoriel de type fini sur le corps K.
(1) Si L est une partie libre et si G est une partie génératrice contenant L, alors il existe une

base B telle que L Ă B Ă G.
(2) Toute partie libre peut être étendue en une base.
(3) Toutes les bases sont finies et ont même cardinal.
(4) Si V est un sous-espace vectoriel de E, et si L est une base de V , alors il existe une base E

qui contient L.

Démonstration. Point par point.
(1) Vu que E est de type fini, il admet une partie génératrice G de cardinal fini n. Donc une

partie libre est de cardinal au plus n par le lemme 4.9. Soit L, une partie libre contenue dans
G (ça existe : par exemple L “ H). La partie B maximalement libre contenue dans G et
contenant L est une base par le lemme 4.10.

(2) Notons que puisque E lui-même est générateur, le point (1) implique que toute partie libre
peut être étendue en une base.

(3) Soient B et B1, deux bases. En particulier B est génératrice et B1 est libre, donc le lemme 4.9
indique que CardpB1q ď CardpBq. Par symétrie on a l’inégalité inverse. Donc CardpBq “
CardpB1q.

(4) La partie L étant une base de V , elle est en particulier libre dans E. Par le point (2), L peut
être étendue en une base.

Remarque 4.12.
Le théorème de la base incomplète 4.11(2) est ce qui permet de construire une base d’une espace
vectoriel en « commençant par » une base d’un sous-espace. En effet si H est un sous-espace de E
alors une base de H est une partie libre de E et donc peut être étendue en une base de E.

Définition 4.13.
La dimension d’un espace vectoriel de type fini est le cardinal 5 d’une 6 de ses bases.

Il existe une infinité de bases de Rm. On peut démontrer que le cardinal de toute base de Rm

est m, c’est-à-dire que toute base de Rm possède exactement m éléments.

Exemple 4.14
La base de canonique de Rm est la partie te1, . . . , emu, où le vecteur ej est

ej “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0
1
0
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Ð j-ème .

La composante numéro j de ei est 1 si i “ j et 0 si i ‰ j. Cela s’écrit peiqj “ δij où δ est le
symbole de Kronecker défini par

δij “
#

1 si i “ j

0 si i ‰ j
(4.20)

5. Définition 1.27.
6. Le théorème de la base incomplète 4.11(3) montre que cette définition ne souffre d’aucune ambiguïté.
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Les éléments de la base canonique de Rm peuvent donc être écrits ei “ řm
k“1 δikek. 4

Le théorème suivant est essentiellement une reformulation du théorème 4.11.

Théorème 4.15.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et teiuiPI une partie génératrice de E.

(1) Il existe J Ă I tel que teiuiPJ est une base. Autrement dit : de toute partie génératrice nous
pouvons extraire une base.

(2) Soit tf1, . . . , flu une partie libre. Alors nous pouvons la compléter en utilisant des éléments
ei. C’est-à-dire qu’il existe J Ă I tel que tfku Y teiuiPJ soit une base.

Proposition 4.16.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors
(1) toute partie contenant n` 1 éléments est liée.
(2) toute partie libre contenant n éléments est une base,
(3) toute partie génératrice contenant n éléments est une base.

Démonstration. Soit une partie M contenant n` 1 éléments. L’espace E possède une partie géné-
ratrice contenant n éléments (n’importe quelle base). Donc M est liée par le lemme 4.9.

Une partie libre contenant n éléments peut être étendue en une base ; si ladite extension est
non triviale (c’est-à-dire qu’on ajoute vraiment au moins un élément) une telle base contiendra
une partie de n` 1 éléments qui serait liée par le lemme 4.9.

Pour l’autre assertion, soit une partie génératrice tviuiPI où I contient n éléments. Par le
théorème 4.15(2) il existe J Ă I tel que tvjujPJ soit une base. Si l’inclusion J Ă I est stricte, alors
la base tvjujPJ contiendrait moins den éléments, ce qui serait en contradiction avec le théorème
4.11(3).

Définition 4.17.
Soit F un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E. La codimension de F dans E est

codimEpF q “ dimpE{F q. (4.21)

Problèmes et choses à faire

Voir que E{F a une structure vectoriel, expliciter sa dimension en fonction de celles de E et F .

4.1.1 Et en dimension infinie

Dans ZFC, en dimension infinie, il existe aussi une base pour tout espace vectoriel ainsi qu’un
théorème de la base incomplète. Nous ne parlerons pas de ce qu’il se passe lorsque nous ne consi-
dérons que ZF 7.

Lemme 4.18 ([62]).
Soient un K-espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel V de E. Soient encore deux sous-espaces
vectoriels W1 et W2 tels que
(1) V XW1 “ t0u ;
(2) V `W2 “ E.

Alors il existe un supplémentaire W de V tel que W1 ĂW ĂW2.

Juste une remarque : dans le Frido le symbole « Ă » ne signifie pas une inclusion stricte.

Démonstration. Nous divisons en petits morceaux.

7. Si vous ne savez pas ce que signifient les sigles « ZF » et « ZFC » vous ne devriez pas être en train de lire ceci,
et encore moins penser à le resservir à un jury d’agrégation.
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Un gros ensemble Soit A l’ensemble des sous-espaces vectoriels S de E tels que W1 Ă S Ă W2
et S X V “ t0u. Vu que W1 Ă A, cet ensemble n’est pas vide. De plus A est partiellement
ordonné pour l’inclusion.

A est inductif Nous prouvons maintenant que A est inductif 8. Pour cela, soit une partie A1
totalement ordonnée et U “ Ť

APA1 A.
Alors, la partie U est un sous-espace vectoriel de E. En effet si x, y P U , alors il existe
A1, A2 P A1 tels que x P A1 et y P A2. Vu que A1 est totalement ordonné, l’un des ensembles
parmi A1 et A2 est inclus dans l’autre. Sans perdre de généralité, disons A1 Ă A2. Alors
les opérations s’effectuent dans A2 : nous avons x, y P A2, et donc λx P A2 Ă U ainsi que
x` y P A2 Ă U .
De plus, U contient W1, et est contenu dans W2. Ainsi, U P A et majore A1 pour l’inclusion.
En bref, A est bien inductif.

Utilisation de Zorn Le lemme de Zorn 1.15 nous donne alors un maximum W de A. Ce maxi-
mum vérifie
(1) W X V “ t0u,
(2) W1 ĂW ĂW2,
(3) pour tout W 1 P A, nous avons W 1 ĂW parce que W est maximum.

Supplémentaire Montrons que ce W est un supplémentaire de V . Soit x P E. Le but est de
trouver une décomposition de x en somme d’un élément deW et un de V . Vu que V `W2 “ E
nous avons v P V et w2 PW2 tels que

x “ v ` w2. (4.22)

Si w2 PW alors c’est fait. Sinon . . .
Soit X “ SpantW,w2u. Vu que X contient strictement W et que W est maximum dans A,
la partie X n’est pas un élément de A. Vu que X est un sous-espace vectoriel de E tel que
W1 Ă X ĂW2, la seule possibilité pour que X ne soit pas dans A est que X XV ‰ t0u. Soit
donc y ‰ 0 dans X X V . Par définition de X,

y “ w1 ` λw2 (4.23)

pour w1 P W , w2 P W2 et λ P K. Nous avons λ ‰ 0, sinon nous aurions y P W X V et donc
y “ 0 puisque W est dans A. La décomposition (4.23) permet alors d’écrire w2 “ py´w1q{λ
et finalement

x “ v ` 1
λ
py ´ w1q “ v ` 1

λ
yloomoon

PV

´ 1
λ
w1loomoon
PW

. (4.24)

La somme d’espaces vectoriels E “ V `W est donc établie.

Corollaire 4.19.
Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel possède un supplémentaire.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E ainsi qu’un sous-espace vectoriel V . Si V “ E nous
sommes ok. Sinon nous considérons v P EzV et nous posons W1 “ Kv et W2 “ E.

Vu que V et W1 sont des espaces vectoriels, nous avons V XW1 “ t0u, et vu que W2 “ E nous
avons V `W2 “ E. Le lemme 4.18 nous donne alors un supplémentaire de V .

Proposition 4.20 (Base incomplète).
Tout espace vectoriel (non réduit à t0u) possède une base.

Démonstration. Soit A l’ensemble des familles libres de E. Il n’est pas vide parce que tvu en est
une dès que v est non nul dans E. Rapidement :

8. Définition 1.14.
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— l’ensemble A est ordonné pour l’inclusion,
— si A1 est une partie totalement ordonnée, l’union est un majorant,
— donc A est inductif,
— soit un maximum F de A.

La partie F est libre parce qu’elle est dans A. Elle est génératrice parce que si v n’est pas dans
SpanpF q alors la partie F Y tvu est encore libre, et majore strictement F pour l’inclusion, ce qui
n’est pas possible.

Donc F est une base de E.

Théorème 4.21 (Base incomplète, dimension quelconque).
Soit une partie teiuiPI génératrice de l’espace vectoriel E (ici, I est un ensemble quelconque 9).
Soit I0 P I tel que teiuiPI0 soit libre.

Alors il existe I1 tel que I0 Ă I1 Ă I tel que teiuiPI1 soit une base de E.

Note : une telle partie I0 existe en prenant un singleton. Mais l’existence n’est pas le sujet ici.

Démonstration. Soit A l’ensemble des parties J de I telles que I0 Ă J Ă I et telles que teiuiPJ
soit libre.

Encore une fois, A est inductif pour l’ordre partiel donné par l’inclusion. Soit J un maximum.
Vu que J P A, la partie teiuiPJ est libre. Mais elle est également génératrice parce que si ek n’est
pas dedans, J ne serait pas maximum, étant majorée par J Y tku.

Donc teiuiPJ engendre tous les ei avec i P I et donc tous les éléments de E.

4.1.2 Espace librement engendré

Définition 4.22 ([63]).
Soient un ensemble S et un corps K. L’espace vectoriel librement engendré sur S, noté FKpSq
est l’ensemble des applications S Ñ K qui sont non-nulles en un nombre fini de points de S.

Autrement dit, σ : S Ñ K est dans FKpSq si tx P S tel que δpxq ‰ 0u est fini 10.
Le lemme suivant donne tout son sens à l’expression « librement » engendré. Il dit que F pSq

possède une base indexée par S lui-même.

Lemme 4.23.
L’ensemble des applications δs données par

δs : S Ñ K

t ÞÑ
#

1 si t “ s

0 sinon
(4.25)

avec s P S forment une base 11 de F pSq.
Démonstration. Pour prouver que les δs sont générateurs, nous considérons g : S Ñ K non nul sur
la partie finie tsiuiPI de S. Alors nous avons

g “
ÿ

iPI
gpsiqδsi . (4.26)

Pour prouver que les δs forment une partie libre, nous supposons avoir λi P K tels que

g “
ÿ

iPI
λiδsi “ 0 (4.27)

9. Un cas d’utilisation intéressant est de poser I “ E et ei “ i. Pensez-y.
10. Parce que nous l’aimons bien, nous ne résistons pas à faire un renvoi vers la définition 1.16.
11. Définition 4.5.
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Soit j P I. Nous avons
0 “ fpsjq “

ÿ

iPI
λi δsipsjqloomoon

“δij

“ λj . (4.28)

Donc les coefficients λi sont tous nuls, et nous avons prouvé que la partie est libre.

Il est parfois pratique d’écrire les éléments de F pSq comme sommes « formelles » d’éléments
de S. Cela va encore lorsque S est un ensemble n’ayant aucune somme bien définie.

Mais attention : si S “ R, l’élément 4` 7 de F pRq n’est pas 11. L’élément 11 de F pRq est un
élément complètement différent. Bref, il n’est pas judicieux d’écrire les éléments de F pSq comme
des combinaisons linéaires d’éléments de S. Pour x P S il vaut mieux écrire explicitement δx que
x. La somme δx ` δy est parfaitement bien définie dans l’esemble des applications de S vers K.

4.2 Applications linéaires

4.2.1 Définition

Définition 4.24.
Soient des espaces vectoriels E et F sur le corps K. Une application T : E Ñ F est dite linéaire
si
— T px` yq “ T pxq ` T pyq pour tout x et y dans E,
— T pλxq “ λT pxq pour tout λ dans K et x dans E.

Si vous avez bien suivi, les égalités dans la définition 4.24 sont des égalités dans F .

Lemme-définition 4.25.
L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F est noté LpE,F q et devient un espace
vectoriel sur K avec les définitions suivantes :
(1) pT1 ` T2qpxq “ T1pxq ` T2pxq,
(2) pλT qpxq “ λT pxq.

Exemple 4.26
Pour tout b dans R la fonction Tbpxq “ bx est une application linéaire de R dans R. En effet,
— Tbpx` yq “ bpx` yq “ bx` by “ Tbpxq ` Tbpyq,
— Tbpaxq “ bpaxq “ abx “ aTbpxq.

De la même façon on peut montrer que la fonction Tλ définie par Tλpxq “ bx est un application
linéaire de Rm dans Rm pour tout λ dans R et m dans N. 4

Exemple 4.27
Soit m “ n. On fixe λ dans R et v dans Rm. L’application Uλ de Rm dans Rm définie par
Uλpxq “ λx` v n’est pas une application linéaire lorsque v ‰ 0, parce que si a est un réel différent
de 0 et 1, alors av ‰ v, d’où

Uλpaxq “ λpaxq ` v ‰ apλx` vq “ aUλpxq.
4

Exemple 4.28
Soit A une matrice fixée de Mnˆm. La fonction TA : Rm Ñ Rn définie par TApxq “ Ax est une
application linéaire. En effet,
— TApx` yq “ Apx` yq “ Ax`Ay “ TApxq ` TApyq,
— TApaxq “ Apaxq “ apAxq “ aTApxq.
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4

On peut observer que, si on identifie M1ˆ1 et R, on obtient le premier exemple comme cas
particulier.

Définition 4.29 (Quelques ensembles d’applications linéaires).
Soient E et F des espaces vectoriels.
— L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté LpE,F q, comme déjà dit en 4.25.
— Une application linéaire E Ñ E est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomor-

phismes de E est noté EndpEq.
— Un endomorphisme bijectif est un automorphisme. L’ensemble des automorphismes de E

est noté AutpEq.
— Une application linéaire bijective E Ñ F est un isomorphisme d’espace vectoriel. L’en-

semble des isomorphismes E Ñ F est noté 12 GLpE,F q.
Remarque 4.30.
Les ensembles définis en 4.29 concernent la structure d’espace vectoriel seulement. Lorsque nous
verrons la notion d’espace vectoriel normé, nous demanderons de plus la continuité, laquelle n’est
pas automatique en dimension infinie. Voir aussi les définitions 12.26.

Définition 4.31.
Si E est un espace vectoriel, si X est un espace vectoriel, et si f : X Ñ E est une application, le
noyau de f est le noyau de f lorsque E est vu comme un groupe pour l’addition 13, c’est-à-dire la
partie

kerpfq “ tx P X tel que fpxq “ 0u. (4.29)

Proposition 4.32.
Le noyau d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Soit une application linéaire f : E Ñ F . Si x, y P kerpfq et si λ P K alors

fpx` yq “ fpxq ` fpyq “ 0` 0 “ 0, (4.30)

donc x` y P kerpfq et
fpλxq “ λfpxq “ 0, (4.31)

donc λx P kerpfq.
Proposition 4.33.
Si E et F sont des espaces vectoriels de dimension n et si teiui“1,...,n et tfiui“1,...,n sont des bases
respectivement de E et F , alors il existe une unique application linéaire T : E Ñ F telle que
T peiq “ fi pour tout i.

Démonstration. En deux parties.
Existence Soit v P E. Vu que teiu est une base, il se décompose de façon unique en v “ ř

i viei.
Alors définir

T pvq “
ÿ

i

vifi (4.32)

est une bonne définition et satisfait aux exigences.
Unicité Soient T et U satisfaisant aux exigences. Alors pour tout i nous avons T peiq “ Upeiq.

Si v P E s’écrit de la forme v “ ř
i viei alors la linéarité impose T pvq “ ř

i viT peiq “ř
i viUpeiq “ Upvq. Donc T “ U .

12. Le fait d’utiliser une notation similaire à celle des matrices inversibles n’est pas anodine : le lecteur en est sans
doute conscient.
13. Définition 2.24.
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Lemme 4.34 ([1]).
Soient des espaces vectoriels V et W de dimension finie. Soient des bases teiu de V et tfαu de W .
Nous posons

ϕiα : V ÑW

v ÞÑ vifα
(4.33)

où vi est défini par la décomposition (unique) v “ ř
i viei.

Alors :
(1) La partie tϕiαu est une base de LpV,W q.
(2) Au niveau des dimensions : dim

`
LpV,W q˘ “ dimpV q dimpW q.

Démonstration. Il faut prouver que tϕiαu est libre et générateur.

Générateur Soit une application linéaire b : V Ñ W . En décomposant bpvq dans la base tfαu,
nous définissons bα : V Ñ K par

bpvq “
ÿ

α

bαpvqfα. (4.34)

Nous posons bαi “ bαpeiq. Ainsi,

bpvq “
ÿ

α

vibαifα “
ÿ

αi

bαiϕiαpvq. (4.35)

Donc b peut être écrit comme combinaison linéaire des ϕiα.
Libre Supposons que

ř
iα aiαϕiα “ 0 pour certains coefficients aiα P K. Nous avons, pour tout

v P V :
0 “

ÿ

iα

aiαϕiαpvq “
ÿ

iα

aiαvifα, (4.36)

mais comme les fα forment une base, chaque terme de la somme sur α est nul :
ÿ

i

aiαvi “ 0. (4.37)

Et comme cela est valable pour tout v et donc pour tout choix de vi, nous avons aiα “ 0
pour tout i et pour tout α.

La formule de dimension est simplement la cardinalité de la base trouvée ; c’est la définition 4.13.

4.2.2 Linéarité et bases

Proposition 4.35 ([64]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Une application linéaire 14 f : E Ñ F est injective si et
seulement si kertfu “ t0u.
Démonstration. Nous supposons que f est injective. Si x P kerpfq, alors fpxq “ 0. Or f est linéaire,
donc fp0q “ 0. Nous avons donc fpxq “ fp0q et donc x “ 0 parce que f est injective.

Dans l’autre sens, soient x, y tels que fpxq “ fpyq. Par linéarité de f nous avons fpx´ yq “ 0,
et donc x´ y “ 0 parce que kerpfq “ t0u. Donc x “ y et f est injective.

Proposition 4.36 ([64]).
Soit f P LpE,F q où E et F sont deux espaces vectoriels.
(1) Si f est injective et si tviuiPI est libre, alors tfpviquiPI est libre.
(2) Si f est surjective et si tviuiPI est génératrice, alors tfpviquiPI est génératrice.

14. Définition 4.24.
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(3) Si f est une bijection, alors l’image d’une base par f est une base.

Démonstration. En trois parties.
(1) Nous devons montrer que tfpvjqujPJ est libre pour tout J fini dans I. Soit donc une partie

finie J P I et des scalaires 15 tels que
ř
jPJ λjfpvjq “ 0. La linéarité de f donne 16

f
`ÿ

iPJ
λjvj

˘ “ 0. (4.38)

Par injectivité de f nous avons alors
ř
j λjvj “ 0. Vu que les vj eux-même forment une partie

libre, nous avons λj “ 0 pour tout j P J .
(2) Soit y P F . Vu que f est surjective, il existe x P E tel que fpxq “ y. Étant donné que tvßuiPI

est générateur, il existe une partie finie J Ă I et des scalaires λj P K tels que

x “
ÿ

jPJ
λjvj . (4.39)

En appliquant f aux deux côtés, et en tenant compte de la linéarité de f ,

y “ fpxq “
ÿ

jPJ
λjfpvjq, (4.40)

ce qui prouve que y est une combinaison linéaire des fpvjq.
(3) Une base est à la fois libre et génératrice et une bijection est à la fois injective et surjective.

Les deux premiers points permettent de conclure.

Corollaire 4.37 ([1]).
Si E et F sont des espaces vectoriels isomorphes de dimensions finies. Alors leurs dimensions sont
égales.

Démonstration. Vu que E et F sont isomorphes, il existe une bijection f : E Ñ F . Par la propo-
sition 4.36(3), l’image d’une base de E est une base de F . Donc les espaces E et F ont des bases
contenant le même nombre d’éléments.

4.2.3 Rang

La proposition 4.38 et le théorème 4.39 sont valables également en dimension infinie ; ce sera
une des rares incursions en dimension infinie de ce chapitre.

Proposition-définition 4.38.
L’image d’une application linéaire est un espace vectoriel. La dimension de cet espace est le rang
de ladite application linéaire.

Démonstration. Soit une application linéaire f : E Ñ F . Nous considérons v, w dans l’image de f
ainsi que λ dans le corps de base commun à E et F .

Soient v0 P E et w0 P E tels que v “ fpv0q et w “ fpw0q. Alors v ` w “ fpv0 ` w0q et
λv “ fpλv0q. Donc l’image est bien un espace vectoriel.

Théorème 4.39 (Théorème du rang).
Soient E et F deux espaces vectoriels (de dimensions finies ou non) et soit f : E Ñ F une appli-
cation linéaire.

Si pusqsPS est une base de kerpfq et si `fpvtq
˘
tPT est une base de Imagepfq alors

pusqsPs Y pvtqtPT (4.41)

15. Des éléments du corps de base K.
16. Voir les propriétés de la définition 4.24.
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est une base de E.
En dimension finie, nous avons en plus la formule suivante :

rangpfq ` dim ker f “ dimE, (4.42)

c’est-à-dire que le rang 17 de f est égal à la codimension 18 du noyau.

Démonstration. Nous devons montrer que

pusqsPS Y pvtqtPT (4.43)

est libre et générateur.
Soit x P E. Nous définissons les nombres xt par la décomposition de fpxq dans la base

`
fpvtq

˘
:

fpxq “
ÿ

tPT
xtfpvtq. (4.44)

Ensuite le vecteur x “ ř
t xtvt est dans le noyau de f , par conséquent nous le décomposons dans

la base pusq :
x´

ÿ

t

xtvt “
ÿ

sPS
xsus. (4.45)

Par conséquent
x “

ÿ

s

xsus `
ÿ

t

xtvt. (4.46)

En ce qui concerne la liberté nous écrivons
ÿ

t

xtvt `
ÿ

s

xsus “ 0. (4.47)

En appliquant f nous trouvons que ÿ

t

xtfpvtq “ 0 (4.48)

et donc que les xt doivent être nuls. Nous restons avec
ř
s xsus “ 0 qui à son tour implique que

xs “ 0.

Un exemple d’utilisation de ce théorème en dimension infinie sera donné dans le cadre du
théorème de Fréchet-Riesz, théorème 26.17.

Proposition 4.40 ([65]).
Soit E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Soient V et W des sous-espaces
vectoriels de E. Alors

dimpV `W q “ dimpV q ` dimpW q ´ dimpV XW q. (4.49)

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : V ˆW Ñ E

px, yq ÞÑ x` y. (4.50)

C’est une application linéaire dont l’image est V `W . Nous avons donc, pour commencer

dimpV `W q “ dim
`

Imagepϕq˘. (4.51)

17. Définition 4.38.
18. Définition 4.17.
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Nous appliquons à présent le théorème du rang 4.39 à l’application ϕ :

dimpV `W q “ dim
`

Imagepϕq˘ (4.52a)
“ dimpV ˆW q ´ dim

`
kerpϕq˘ (4.52b)

“ dimpV q ` dimpW q ´ dim
`

kerpϕq˘. (4.52c)

Nous devons maintenant étudier kerpϕq. D’abord, pv, wq P VˆW appartient à kerpϕq si et seulement
si v ` w “ 0. Nous avons donc

kerpϕq “ tpx,´xq tel que x P V XW u. (4.53)

Nous montrons à partir de cela que dim
`

kerpϕq˘ “ dimpV XW q en montrant que l’application

ψ : V XW Ñ kerpϕq
x ÞÑ px,´xq (4.54)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’abord ψ est injective parce que si ψpxq “ ψpyq, alors
px,´xq “ py,´xq et donc x “ y. Ensuite, ψ est surjective parce qu’un élément générique de kerpϕq
est px,´xq “ ψpxq avec x P V XW . L’application ψ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels,
nous avons bien dim

`
kerpϕq˘ “ dimpV XW q.

Corollaire 4.41.
Soient deux espaces vectoriels E et F de même dimensions finies 19. Pour une application linéaire
f : E Ñ F , les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est injective ;
(2) f est surjective ;
(3) f est bijective.

Démonstration. Si un endomorphisme f : E Ñ E est surjectif, alors rangpfq “ dimpEq, ce qui
donne, par le théorème du rang 4.39, dim

`
kerpfq˘ “ 0, c’est-à-dire que f est injectif.

De la même façon, si f est injective, alors dim
`

kerpfq˘ “ 0, ce qui donne rangpfq “ dimpEq
ou encore que f est surjective.

Exemple 4.42
Le corollaire 4.41 n’est pas correct en dimension infinie. Par exemple en prenant fpe1q “ fpe2q “ e1
et ensuite fpekq “ ek´1 pour tout k ě 2. Cette application est surjective mais pas injective. 4

Une conséquence du théorème du rang est que les endomorphismes ont un inverse à gauche et
à droite égaux (lorsqu’ils existent).

Corollaire 4.43.
Soit un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie. Si f admet un inverse à gauche,
alors
(1) f est bijective,
(2) f admet également un inverse à droite,
(3) ils sont égaux.

Tout cela tient également en remplaçant « gauche » par « droite ».

Démonstration. Soit g, un inverse à gauche de f : gf “ Id. Cela implique que f est injective et
que g est surjective, et donc qu’elles sont toutes deux bijectives par le corollaire 4.41. Vu que f est
bijective, elle admet également un inverse à droite, soit h. Nous avons : gf “ Id et fh “ Id.

Alors gfh “ h parce que gf “ Id, mais également gfh “ g parce que fh “ Id. Donc g “
h. 20

19. Les deux mots sont importants : les dimensions doivent être égales et finies.
20. C’est le même argument que celui employé pour la preuve du lemme 1.34 (2), à ceci près que nous devions

montrer l’existence de l’inverse à droite.
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C’est ce corollaire qui nous permet d’écrire f´1 sans plus de précisions dès que f est une
bijection.

Exemple 4.44(Pas en dimension infinie)
Tout cela ne fonctionne pas en dimension infinie. Par exemple avec une base tekukPN nous pouvons
considérer l’opérateur

fpekq “ ek`1. (4.55)
Il est injectif, mais pas surjectif. Si on pose

gpekq “
#
ek´1 si k ě 1
0 si k “ 0

(4.56)

alors nous avons gf “ Id, mais pas fg “ Id parce que ce pfgqpe0q “ 0. 4

Lemme 4.45.
Si E et F sont des espaces vectoriels et si f : E Ñ F est une application linéaire inversible, alors
son inverse est également linéaire.

Démonstration. Nous avons f´1px` yq “ f´1pxq ` f´1pyq. En effet,

f
`
f´1pxq ` f´1pyq˘ “ f

`
f´1pxq˘` f`f´1pyq˘ “ x` y. (4.57)

De la même façon,
f
`
λf´1pxq˘ “ λx, (4.58)

donc f´1pλxq “ λf´1pxq.
Proposition 4.46.
Soient un espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphisme f : E Ñ E et une partie tviuiPI
tel que tfpviquiPI soit une base.

Alors tviuiPI est une base.

Démonstration. Soit x P E. Il existe une partie finie J Ă I et des scalaires λj tels que

x “
ÿ

j

λjfpvjq “ f
`ÿ

j

λjvj
˘
, (4.59)

ce qui prouve que f est surjective. Le corollaire 4.41 nous dit alors que f est une bijection. L’ap-
plication inverse est également linéaire par le lemme 4.45.

Une application linéaire bijective (comme f´1) transforme une base en une base par la propo-
sition 4.36. Donc

f´1`tfpviqu
˘

(4.60)
est une base.

Proposition 4.47.
Soit un espace vectoriel E de dimension finie et deux applications linéaires f, g : E Ñ E telles que
g ˝ f “ Id. Alors f et g sont bijectives.

Démonstration. En plusieurs étapes
f est injective Si fpxq “ fpyq, alors en appliquant g nous avons

g
`
fpxq˘ “ g

`
fpyq˘, (4.61)

ce qui donne x “ y.
f est surjective C’est maintenant le corollaire 4.41.
g est surjective Pour tout x P E nous avons g

`
fpxq˘ “ x. Donc l’image de fpEq par g est E.

g est injective C’est maintenant le corollaire 4.41.
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4.2.4 Injection, surjection

Définition 4.48.
Une application S : Rm Ñ Rn est dite affine si elle est la somme d’une application linéaire et
d’une application constante. Autrement dit, S est affine s’il existe T : Rm Ñ Rn, linéaire, telle
que Spxq ´ T pxq soit un vecteur constant dans Rn.

Exemple 4.49
Les exemples les plus courants d’applications affines sont les droites et les plans ne passant pas
par l’origine.

Les droites Une droite dans R2 (ou R3) qui ne passe pas par l’origine est l’image d’une fonction
de la forme sptq “ ut` v, avec t P R, et u et v dans R2 ou R3 selon le cas.
En choisissant des coordonnées adéquates, les droites peuvent être aussi vues comme graphes
de fonctions affines. Dans le cas de R2, on retrouve la fonction de l’exemple 4.27, pour
n “ m “ 1.

Les plans De la même façon nous savons que tout plan qui ne passe pas par l’origine dans R3 est
le graphe d’une application affine, P px, yq “ pa, bqT · px, yqT`pc, dqT , lorsque les coordonnées
sont bien choisies.

4

Lemme 4.50 ([66]).
Soit une application linéaire f : E Ñ F .

(1) L’application f est injective si et seulement s’il existe g : F Ñ E telle que g ˝ f “ Id |E.
(2) L’application f est surjective si et seulement s’il existe g : F Ñ E telle que f ˝ g “ Id |F .

Démonstration. Nous démontrons séparément les deux affirmations.

(1) Si f est injective, alors f : E Ñ Imagepfq est un isomorphisme. Si V est un supplémentaire de
Imagepfq dans F (c’est-à-dire F “ Imagepfq‘V ) alors nous pouvons poser gpx`vq “ f´1pxq
où x ` v est la décomposition (unique) d’un élément de F en x P Imagepfq et v P V . Avec
cela nous avons bien g ˝ f “ Id.
Inversement, s’il existe g : F Ñ E telle que g ˝ f “ Id alors f : E Ñ E doit être injective.
Parce que si fpxq “ 0 avec x ‰ 0 alors pg ˝ fqpxq “ 0 ‰ x.

(2) Si f est surjective nous pouvons choisir des éléments x1, . . . , xp dans E tels que tfpxiqu soit
une base de F . Ensuite nous définissons

g : F Ñ E
ÿ

k

akfpxkq ÞÑ
ÿ

k

akxk.
(4.62)

Cela donne f ˝ g “ Id |F parce que si v P F alors v “ ř
k vkfpxkq avec vk P K, et nous avons

pf ˝ gqpvq “
ÿ

k

vkpf ˝ gq pfpxkqq “ f

˜ÿ

k

vkxk

¸
“

ÿ

k

vkfpxkq “ v. (4.63)

Inversement, s’il existe g : F Ñ E tel que f ˝ g “ Id alors f doit être surjective parce que

F “ Imagepf ˝ gq “ f
`

Imagepgq˘ Ă Imagepfq. (4.64)
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4.3 Matrices

Les matrices et les applications linéaires sont deux choses différentes. Une application linéaire 21

est une application d’un espace vectoriel vers un autre, et une matrice est un simple tableau de
nombres sur lesquels nous définissons des opérations, de telle sorte à fournir une structure d’espace
vectoriel. Le lien entre ces opérations et les opérations correspondantes sur les applications linéaires
sera fait plus tard.

4.3.1 Définitions

Définition 4.51.
Soit un anneau A ainsi que des entiers m, n strictement positifs. L’ensemble Mpn ˆ n,Aq est
l’ensemble des applications

t1, . . . , nu ˆ t1, . . . ,mu Ñ A, (4.65)

et est appelé ensemble des matrices nˆm sur A.

Si A est une matrice, nous notons Aij au lieu de Api, jq l’image de pi, jq par l’application A.
Définition 4.52.
Quelques ensembles de matrices particuliers.
(1) Si n “ m, alors :

— nous disons que la matrice est carrée,
— nous notons Mpn,Aq pour Mpnˆ n,Aq,
— n est appelée ordre de la matrice.

(2) Si n “ 1, alors la matrice est appelée matrice-ligne.
(3) Si m “ 1, alors la matrice est appelée matrice-colonne.

4.53.
On note les isomorphismes naturels Mp1ˆm,Aq » Am et Mpnˆ 1,Aq » An.

Lemme-définition 4.54.
L’ensemble Mpnˆm,Aq muni des opérations
Somme pA`Bqij “ Aij `Bij,
Produit par un scalaire pλAqij “ λAij,
pour tout A,B PMpnˆm,Aq et λ P A est un A-module (définition 3.61).

Lemme-définition 4.55.
Avec la multiplication

Mpnˆ p,Aq ˆMppˆm,Aq ÑMpnˆm,Aq

pA,Bq ÞÑ pABqij “
pÿ

k“1
AikBkj ,

(4.66)

l’espace Mpn,Kq est une K-algèbre 22.

Définition 4.56.
Pour un élément A PMpnˆm,Aq nous définissons encore
La transposée Atij “ Aji,
La trace TrpAq “ ř

iAii.
21. Définition 4.24.
22. Définition 3.71.
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Remarque 4.57.
Quelque remarques directes sur les définitions.
(1) La motivation de cette définition pour le produit apparaîtra plus loin, mais le Frido n’étant

pas un livre d’introduction, j’imagine que le lecteur a déjà une idée.
(2) Nous verrons plus loin en 4.6.2 que la définition de transposée d’une application linéaire n’est

pas tout à fait évidente ; elle sera la définition 4.118.
Ici nous avons bien défini la transposée d’une matrice, pas d’une application linéaire.

Remarque 4.58.
Quelque remarques à propos de structures supplémentaires.
(1) Nous utiliserons (presque) tout le temps des matrices à coefficients dans un corps. Il est clair

que, si K est un corps (commutatif), alors Mpn ˆm,Kq a une structure d’espace vectoriel
sur K.

(2) Par ailleurs, sur les matrices carrées d’ordre n fixé, le produit de deux matrices est bien défini.
Ainsi,Mpn,Aq se voit conférer une structure d’anneau, dont le neutre pour la multiplication
est la matrice carrée 1n (notée aussi 1 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la taille), donnée
par

1ij “
#

1 si i “ j

0 sinon.
(4.67)

Il est vite vu que si A est une matrice carrée d’ordre n, alors A1 “ 1A “ A.

Lemme 4.59 ([1]).
Si A, B et C sont des matrices nous avons
(1) pABqt “ BtAt,
(2) TrpABCq “ TrpCABq.

Démonstration. La première est un simple calcul :

pABqtij “ pABqji “
ÿ

k

AjkBki “
ÿ

k

AtkjB
t
ik “ pBtAtqij . (4.68)

Pour la seconde :

TrpABCq “
ÿ

ikl

AikBklCli “
ÿ

ikl

CliAikBkl “
ÿ

l

pCABqll “ TrpCABq. (4.69)

4.60.
La seconde égalité est importante et est nommée invariance cyclique de la trace. Elle sert entre
autres nombreuses choses à prouver que la trace d’une matrice d’une application linéaire ne dépend
pas de la base choisie. Ce sera la proposition 11.209.

4.3.2 Application linéaire associée

Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E,F sur le corps K. Nous considérons les
bases 23 teiu pour E et tfαu pour F .
Définition 4.61.
Nous considérons l’application

ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpE,F q
A ÞÑ fA

(4.70)

23. C’est le théorème 4.11 qui nous permet de considérer des bases. Et ce théorème ne fonctionne que parce que
nous avons supposé une dimension finie.
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où fA est définie par
fApxq “

ÿ

iα

Aαixifα (4.71)

si xi sont les coordonnées de x P E dans la base teiu.
Nous allons prouver un certain nombre de résultats montrant que cette application a toutes les

propriétés imaginables permettant d’identifier les matrices aux applications linéaires : elle est un
isomorphisme pour toutes les structure que vous pouvez raisonnablement imaginer.

À cette application ψ il manque cependant une propriété importante : elle n’est pas cano-
nique. Elle dépend des bases choisies. Autrement dit : nous avons a priori autant d’applications ψ
différentes qu’il y a de choix de bases sur E et F 24.

Nous allons prouver maintenant quelque résultats montrant que les matrices et les applications
linéaires, dans le cas des espaces vectoriels Kn sont deux présentations de la même chose.

4.62.
Lorsque A P Mpn,Kq est une matrice et x P Kn un vecteur, nous notons Ax l’élément de Kn

donné par
pAxqi “

ÿ

j

Aijxj . (4.72)

Autrement dit, Ax “ fApxq.
Cette convention et de nombreuses autres à propos de matrice sera rappelée dans 11.11.

Proposition 4.63.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E,F sur le corps K. Nous considérons les bases
teiu pour E et tfαu pour F .

Nous considérons l’application

ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpE,F q
A ÞÑ fA

(4.73)

où fA est définie par
fApxq “

ÿ

iα

Aαixifα (4.74)

si xi sont les coordonnées de x P E dans la base teiu.
Alors

(1) Nous avons
fApeiqα “ Aαi. (4.75)

(2) L’application ψ est une bijection.

Remarque : les bases ne sont supposées être canoniques en aucun sens du terme. Les dimensions
de E et F ne sont pas non plus supposées identiques.

Démonstration. En nous rappelant que pejqi “ δij nous avons

fApejq “
ÿ

iα

Aαipejqifα “
ÿ

α

Aαjfα, (4.76)

donc fApeiqα “ Aαi. Cela prouve la formule du point (1).
Prouvons que ψ est injective. Si fA “ fB, nous avons en particulier fApeiqα “ fBpeiqα et donc

Aαi “ Bαi.
Prouvons que ψ est surjective. Pour cela nous considérons f P LpE,F q et nous posons Aαi “

fpeiqα. Nous avons alors f “ fA parce que

fApxq “
ÿ

iα

Aαixifα “
ÿ

iα

fpeiqαxifα “
ÿ

α

fp
ÿ

i

xieiqαfα “
ÿ

α

fpxqαfα “ fpxq. (4.77)

24. Bonne question. Est-ce qu’il y a moyen de construire deux choix de bases donnant la même application ψ ? Écrivez-
moi si vous savez la réponse.
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La proposition suivante montre que le produit matriciel correspond à la composition d’appli-
cations linéaires, pourvu que l’on travaille avec les bases canoniques sur Kn.

Proposition 4.64 ([1]).
Soit un corps commutatif K. Nous considérons des espaces vectoriels E et F munis de bases
teiui“1,...,n et tfαuαP1,...,m.

L’application déjà définie 25

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.78)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le fait que ψ soit une bijection est la proposition 4.63. Nous devons montrer que
c’est linéaire.

Pour λ P K nous avons le calcul

ψpλAqpekq “ fλApekq “
ÿ

αi

pλAqαi pekqiloomoon
“δki

fα “ λ
ÿ

α

Aαkfα “ λfApejq. (4.79)

Donc ψpλAq “ λψpAq.
Si A,B PMpn,Kq nous avons de la même façon fA`B “ fA ` fB.

Proposition 4.65.
Soient des espaces vectoriels E, F et G de dimensions n, m et p munis de bases 26 teiu, tfiu et
tgiu. Nous considérons les deux applications

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.80)

et
ψ : Mppˆm,Kq Ñ LpF,Gq. (4.81)

Nous avons
fA ˝ fB “ fAB (4.82)

pour toutes matrices A PMppˆm,Kq et B PMpmˆ n,Kq.
Démonstration. Nous considérons les applications linéaires associées à A et B : fA : F Ñ G et
fB : E Ñ F et la composée fA ˝ fB : E Ñ G. Et puis c’est le calcul :

pfA ˝ fBqpekq “ fA
`ÿ

ij

Bijpekqjfi
˘

(4.83a)

“
ÿ

i

BikfApfiq (4.83b)

“
ÿ

i

Bik
ÿ

rs

Arspfiqsgr (4.83c)

“
ÿ

ir

BikArigr (4.83d)

“
ÿ

r

pABqrkgr (4.83e)

“ fABpekq. (4.83f)

Donc fA ˝ fB “ fAB comme il se doit.

Nous pouvons particulariser au cas où E “ F “ G.

25. Notez la position du n et du m. Sachez noter les bornes des sommes écrites dans la démonstration.
26. Avec trois, nous renonçons à utiliser des alphabets différents pour numéroter les éléments des bases.
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Proposition 4.66.
Si E est un espace vectoriel muni d’une base teiu, alors l’application

ψ : Mpn,Kq Ñ EndpEq (4.84)

est un isomorphisme d’algèbre 27 et d’anneaux 28.

Démonstration. Le fait que ψ soit un isomorphisme d’algèbre est juste la combinaison entre les
proposition 4.64 et 4.65.

En ce qui concerne l’isomorphisme d’anneaux, il faut en plus identifier les neutres. Le neutre
pour la composition d’applications linéaires est l’application identité et le neutre pour la multi-
plication de matrices est la matrice identité. Nous devons donc montrer que ψpδq “ Id. Juste un
calcul :

fδpxq “
ÿ

ij

δijxjei “
ÿ

i

xiei “ x. (4.85)

Donc oui, fδ est l’identité.

Voila. Soyez bien conscient que l’application ψ dont nous avons beaucoup parlé est surtout
intéressante dans le cas des espaces de la forme Kn. Dans ce cas, nous avons une identification
canonique entre Mpn,Kq et EndpKnq qui est un isomorphisme d’anneaux et d’algèbres.

Nous verrons que ce ψ respecte encore les inverses 29 et les déterminants 30.

4.67.
Il convient de ne pas confondre matrice et application linéaire (bien que nous le ferons sans ver-
gogne). Une matrice est un bête tableau de nombres, tandis qu’une application linéaire est une
application entre deux espaces vectoriels vérifiant certains propriétés.

Cependant si les espaces vectoriels E et F sont munis de bases, alors il y a une application

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.86)

qui a toutes les propriétés imaginables 31.
Cette application dépend des bases choisies. Il n’y a donc pas de trucs comme « la matrice de

telle application linéaire » ou comme « voici une matrice, nous considérons l’application linéaire
associée ».

Cependant, sur des espaces comme Rn ou plus généralement surKn, nous avons une base cano-
nique et toute personne raisonnable utilise toujours la base canonique (sauf mention du contraire).
Dans ces cas il est sans danger de dire « la matrice associée à telle application linéaire » sans
préciser les bases.

Mais si un jour vous utilisez une base autre que la base canonique sur Rn, précisez-le et plutôt
deux fois qu’une 32.

4.3.3 Déterminant

Définition 4.68.
Si A PMpn,Kq nous définissons le déterminant de A par la formule

detpAq “
ÿ

σPSn
p´1qσ

nź

i“1
Aiσpiq (4.87)

27. Définition 3.71.
28. Définition 1.38
29. Proposition 4.84.
30. Proposition 11.53.
31. Et elle en aura encore plus lorsque nous aurons vus les déterminants.
32. Au passage, non, les coordonnées polaires ne sont pas une base de R2. C’est un système de coordonnées, et ce

n’est pas la même chose.
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où la somme est effectuée sur tous les éléments du groupe symétrique 33 Sn et où p´1qσ représente
la parité de la permutation σ.

En se souvenant que |Sn| “ n!, nous sommes frappés de stupeur devant le fait que le nombre
de termes dans la somme croît de façon factorielle (c’est plus qu’exponentiel, pour info) en la taille
de la matrice. Cette formule est donc sans espoir pour une matrice plus grande que 3ˆ 3 ou à la
rigueur 4ˆ 4 à la main. À l’ordinateur, il est possible de monter plus haut, mais pas tellement.

4.3.4 Déterminant en petite dimension

En dimension deux, le déterminant de la matrice
ˆ
a b
c d

˙
est le nombre

det
ˆ
a b
c d

˙
“

∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ “ ad´ cb. (4.88)

Ce nombre détermine entre autres le nombre de solutions que va avoir le système d’équations
linéaires associé à la matrice.

Pour une matrice 3ˆ 3, nous avons le même concept, mais un peu plus compliqué ; nous avons
la formule

det

¨
˝
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ “ a11

∣∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣´ a12

∣∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣` a13

∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ . (4.89)

4.3.5 Manipulations de lignes et de colonnes

Nous voudrions savoir ce qu’il se passe avec le déterminant d’une matrice lorsque nous sub-
stituons à une ligne ou une colonne une combinaison des autres lignes et colonnes. Lorsque une
matrice est donnée, nous notons Cj sa jecolonne.

Lemme 4.69 ([1]).
Si A et B sont des matrices, alors

pABqt “ BtAt. (4.90)

Démonstration. Il suffit de calculer les éléments de matrice :

pABqtij “ pABqji “
ÿ

k

AjkBki “
ÿ

k

Bt
ikA

t
kj “ pBtAtqij . (4.91)

Lemme 4.70 ([1, 67]).
Si A est une matrice, alors detpAq “ detpAtq.
Démonstration. Nous commençons par écrire la définition du déterminant :

detpAtq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
pAtqi,σpiq “

ÿ

σ

εpεq
ź

i

Aσpiq,i. (4.92)

Pour chaque σ séparément, nous utilisant la proposition 1.58 pour ré-indexer le produit :
ź

i

Aσpiq,i “
ź

i

Ai,σ´1piq. (4.93)

33. Pour le groupe symétrique, c’est la définition 2.60, le fait que ce soit un groupe fini est le lemme 2.62, et pour
la somme sur un groupe fini c’est la définition 1.56..
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Nous profitons du fait que l’application ϕ : Sn Ñ Sn donnée par ϕpσq “ σ´1 soit une permutation
de Sn pour appliquer la définition 1.56 et faire la somme sur σ´1 :

detpAtq “
ÿ

σ

εpσq
ź

i

Ai,σ´1piq “
ÿ

σ

εpσ´1q
ź

i

Ai,σpiq “ detpAq (4.94)

où nous avons utilisé le fait que εpσ´1q “ εpσq (corollaire 2.74).

Le fait que detpAq “ detpAtq permet, dans toutes les propositions du type « ce qui arrive
au déterminant si on change telle ligne ou colonnes » de ne donner qu’une preuve pour la partie
« ligne » et déduire automatiquement le cas « colonne ». Le lemme suivant donne un exemple
d’utilisation.

Lemme 4.71 ([1]).
Soit une matrice A. Nous considérons la matrice B obtenue à partir de A par la permutation de
lignes Lk Ø Ll ainsi que la matrice C obtenue à partir de At par la permutation de colonnes
Ck Ø Cl.

Alors Ct “ B.

Démonstration. Calculons les éléments de matrice de C :

Cij “

$
’&
’%

pAtqij si j ‰ k, j ‰ l

pAtqik si j “ l

pAtqil si j “ k

“

$
’&
’%

Aji si j ‰ k, j ‰ l

Aki si j “ l

Ali si j “ k.

(4.95)

Ensuite nous prouvons que Ct “ B en écrivant les éléments de Ct :

pCtqij “ Cji “

$
’&
’%

Aij si i ‰ k, i ‰ l

Akj si i “ l

Alj si i “ k.

(4.96)

Cette dernière expression est la matrice A après permutation des lignes Lk Ø Ll, c’est-à-dire a
matrice B.

Pour la suite nous écrivons δ la matrice « identité », c’est-à-dire celle dont les entrées sont
précisément les δik. Nous écrivons également Eij la matrice contenant de zéros partout sauf en
pi, jq où elle a un 1, c’est-à-dire

pEijqkl “ δikδjl. (4.97)

Proposition 4.72 (Permuter des lignes ou des colonnes Lk Ø Ll[68, 1]).
Soient une matrice A PMpn,Kq, deux entiers k ‰ l inférieurs ou égaux à n.
(1) Si B est la matrice obtenue à partir de A en permutant deux lignes ou deux colonnes, alors

detpAq “ ´ detpBq. (4.98)

(2) Si B est la matrice obtenue à partir de A par la permutation de lignes Lk Ø Ll. Alors

B “ SA (4.99)

avec S “ δ ` Ekl ` Elk ´ Ekk ´ Ell.
Autrement dit : la matrice S est une matrice de permutations de lignes.

(3) La matrice S vérifie detpSq “ ´1
(4) Nous avons

detpSAq “ detpSqdetpAq. (4.100)

Démonstration. Point par point
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(1) pour les colonnes Soient k et l fixés, et considérons la permutation des colonnes Ck et Cl.
Nous notons α la permutation pklq dans Sn (groupe symétrique, définition 2.60). Nous avons

Bij “ Aiαpjq, (4.101)

ou encore : Aij “ Biαpjq. Par définition,

detpAq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Aiσpiq (4.102)

C’est le moment d’utiliser la proposition 1.57 à propos de somme sur des groupes avecG “ Sn,
h “ α et

fpσq “ εpσq
ź

i

Ai,σpiq. (4.103)

Nous savons que εpαq “ ´1 et que ε est un homomorphisme par la proposition 2.73(1), donc

fpασq “ εpασq
ź

i

Ai,pασqpiq “ ´εpσq
ź

i

Bi,σpiq. (4.104)

Avec ça, nous concluons :

detpAq “
ÿ

σPSn
fpσq “

ÿ

σ

fpασq “ ´
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Biσpiq “ ´detpBq. (4.105)

(1) pour les lignes Que se passe-t-il si nous permutons les lignes Lk et Ll ?Si nous notons B1 la
matrice obtenue à partir de A par la permutation de lignes Lk Ø Ll, et C celle obtenue de
At après permutation de colonnes Ck Ø Cl alors nous avons Ct “ B1. Le lemme 4.71 nous
dit que Ct “ B1. En utilisant le lemme 4.70 sur le déterminant de la transposée,

detpB1q “ detpCtq “ detpCq “ ´ detpAtq “ ´detpAq. (4.106)

Voila qui prouve le résultat pour les permutation de lignes.
(2) Si k “ l, il n’y a pas de permutations, et il est vite vu que la matrice S est l’identité parce

qu’il y a quatre fois le terme Ekk. Nous supposons donc que k ‰ l ; en particulier δkl “ 0.
Il s’agit surtout d’un beau calcul :

pSAqij “
ÿ

m

SimAmj “ Aij `
ÿ

m

pδkiδlm ` δliδlm ´ δkiδkm ´ δliδlmqAmj (4.107a)

“ Aij ` δkiAlj ` δliAkj ´ δkiAkj ´ δliAlj . (4.107b)

Si i ‰ j et i ‰ l, alors pSAqij “ Aij . Si i “ k, alors

pSAqkj “ Akj `Alj ´Akj “ Alj , (4.108)

c’est-à-dire que la keligne de SA est la leligne de A.
Avec i “ l nous obtenons la keligne de A.
Tout cela montre que SA est la matrice A dans laquelle les lignes k et l ont été inversées,
c’est-à-dire SA “ B.

(3) En utilisant la définition du déterminant,

detpSq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Siσpiq (4.109a)

“
ÿ

σ

εpσq
ź

i

`
δiσpiq ` δkiδlσpiq ` δliδkσpiq ´ δkiδkσpiq ´ δliδlσpiq

˘
. (4.109b)
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Nous utilisons l’associativité et la commutativité du produit pour séparer les facteurs i “ k
et i “ l des autres :

detpSq “
ÿ

σ

εpσq
ź

i‰k
i‰l

δiσpiqpδkσpkq ` δlσpkq ´ δkσpkqqpδlσplq ` δkσplq ´ δlσplqq. (4.110)

À cause des facteurs i ‰ k et i ‰ l, les σ pour lesquels le tout n’est pas nuls doivent vérifier
δiσpiq “ 1 pour tout i différent de k et l. Les deux seuls sont donc σ “ Id et la permutation
σ “ pk, lq. Pour σ “ Id, nous avons

ź

i‰k
i‰l

δiipδkk ` δlk ´ δkkqpδll ` δkl ´ δllq “ 0. (4.111)

Dernier espoir : σ “ pk, lq. Pour ce terme nous avons εpσq “ ´1 et
ź

i‰k
i‰l

δiipδkl ` δll ´ δklqpδlk ` δkk ´ δlkq “ 1. (4.112)

Au final dans detpSq il n’y a de non nul que le terms σ “ pk, lq et il vaut ´1. Donc
detpSq “ ´1. (4.113)

(4) Il s’agit de mettre bout à bout les points déjà prouvés :
detpSAq “ ´ detpAq “ detpSqdetpAq. (4.114)

Corollaire 4.73 ([68]).
Soit une matrice A PMpn,Kq. Si deux lignes ou deux colonnes de A sont égales, alors detpAq “ 0.

Démonstration. Si deux colonnes sont égales, la matrice ne change pas lorsqu’on les permute, alors
que le déterminant change de signes. La seule possibilité est que detpAq “ ´detpAq, ce qui signifie
que detpAq “ 0.

Notons que si pour k ‰ l nous avons Ck “ λCl, alors nous avons aussi detpAq “ 0.
La réciproque n’est pas vraie : il existe des matrices dont le déterminant est nul et dont aucune

entrée n’est nulle. Par exempe ˆ
1 2
1 2

˙
. (4.115)

Proposition 4.74 ([68]).
Soient A P Mpn,Kq, et v P Kn. Si B est la matrice A avec la substitution Lj Ñ Lj ` v et C est
la matrice A avec la substitution Lj Ñ v, alors

detpBq “ detpAq ` detpCq. (4.116)
Démonstration. En utilisant l’associativité de la multiplication,

detpBq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Biσpiq (4.117a)

“
ÿ

σ

εpσq`
ź

i‰j
Biσpiq

˘
Bjσpjq (4.117b)

“
ÿ

σ

εpσq`
ź

i‰j
Aiσpiq

˘pAjσpjq ` vσpjqq (4.117c)

“
ÿ

σ

εpσq
ź

i

Aiσpiq `
ÿ

σ

εpσq
ź

i‰j
Ciσpiqvσpjq (4.117d)

“ detpAq `
ÿ

σ

εpσq
ź

i‰j
CiσpiqCjσpjq (4.117e)

“ detpAq ` detpCq. (4.117f)
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Justifications :
— 4.117d parce que pour i ‰ j nous avons Aiσpiq “ Ciσpiq
— 4.117e parce que vσpjq “ Cjσpjq.

Proposition 4.75 (Combinaison de lignes ou colonnes Lk Ñ Lk ` λLl[68]).
Soient une matrice A PMpn,Kq, deux entiers k ‰ l inférieurs ou égaux à n.
(1) Si B est la matrice obtenue à partir de A par la substitution Lk Ñ Lk`λLl ou Ck Ñ Ck`λCl,

alors
detpAq “ detpBq. (4.118)

(2) Si B est la matrice A dans laquelle nous avons fait la substitution Lk Ñ Lk ` λLl, alors
B “ UA (4.119)

avec U “ δ ` λEkl, c’est-à-dire que U est une matrice de combinaison de lignes.
(3) La matrice U vérifie detpUq “ 1.
(4) Nous avons

detpUAq “ detpUq detpAq. (4.120)

Démonstration. Point par point.
(1) Soit la matrice C obtenue à partir de A par Lk Ñ λLl. En considérant le vecteur v “ λLl,

nous sommes dans la situation de la proposition 4.74. Donc

detpBq “ detpAq ` detpCq. (4.121)

Mais dans la matrice C, nous avons Lk “ λLl, ce qui implique detpCq “ 0 par le corollaire
4.73. Donc detpAq “ detpBq comme il se devait.

(2) Encore un calcul :

pUAqij “
ÿ

m

`
δim ` λpEklqim

˘
Amj “ Aij ` λ

ÿ

m

δkiδlmAmj “ Aij ` λδliAkj . (4.122)

Cela donne, pour i “ k la ligne

pUAqkj “ Akj ` λAlj , (4.123)

ce qui correspond bien à Lk Ñ Lk ` λLl.
(3) Nous calculons le déterminant de U “ δ ` λEkl avec k ‰ l. Nous avons dans un premier

temps :

detpUq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
pδiσpiq ` λδkiδlσpiqq. (4.124)

Vu que nous avons toujours δkiδli “ 0, le terme σ “ Id donne 1.
Pour les σ ‰ Id, le facteur λδkiδlσpiq ne s’annulle pas uniquement si i “ k et σpiq “ k. Donc le
seul terme non nul autre que σ “ Id peut provenir de σ “ pk, lq. Pour ce terme, nous isolons
les termes i “ l et i “ k :

pδkσpkq ` λδkkδkσpkqqpδlσplq ` λδklδkσplqq. (4.125)

Le dernier facteur est nul.
(4) En mettant bout à bout les résultats prouvés,

detpUAq “ detpAq “ detpUq detpAq. (4.126)
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Proposition 4.76 (Multiplication par un scalaire d’une ligne ou colonne Lk Ñ λLk[68]).
Soient une matrice A PMpn,Kq, un entier k ‰ l inférieurs ou égal à n. Soit la matrice B obtenue
à partir de A en multipliant la ligne Lk par λ P K.
(1) detpBq “ λ detpAq
(2) En considérant la matrice T “ δ ` pλ´ 1qEkk, nous avons

B “ TA, (4.127)

c’est-à-dire que a matrice T est une matrice de multiplication de ligne par un scalaire.
(3) Nous avons detpT q “ λ.
(4) Et aussi : detpTAq “ detpT qdetpAq

Démonstration. Point par point.
(1) La matrice B est donnée par les éléments

Bij “
#
Aij si j ‰ k

αAij si j “ kn
(4.128)

c’est-à-dire Bij “
`
1` pα´ 1qδjk

˘
Aij . Nous mettons cela dans la définition du déterminant

de B :
detpBq “

ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Biσpiq “

ÿ

σ

ź

i

`
1` pα´ 1qδσpiqkAiσpiq

˘
. (4.129)

L’associativité du produit dans K nous permet de séparer le produit de la façon suivante :
nź

i“1

`
1` pα´ 1qδσpiqk

˘
Aiσpiq “

ź

i

`
1` pλ´ 1qδσpiqk

˘ź

i

Aiσpiq “ λ
ź

i

Aiσpiq. (4.130)

En remettant dans (4.129), nous trouvons detpBq “ detpAq.
(2) C’est un cas particulier de la proposition 4.75(2) en prenant k “ l et en adaptant le λ.
(3) Nous calculons le déterminant de la matrice T “ δ ` pλ´ 1qEkk. La formule du déterminant

donne
detpT q “

ÿ

σ

εpσq
nź

i“1

`
δiσpiq ` pλ´ 1qδkiδkσpiq

˘
. (4.131)

Si i ‰ σpiq, alors non seulement δiσpiq “ 0, mais en plus δkiδkσpiq “ 0. Donc suel σ “ Id reste
dans la somme sur σ P Sn. Il reste donc

detpT q “
nź

i“1

`
1` pλ´ 1qδki

˘ “
˜ź

i‰k
1
¸
p1` pλ´ 1qq “ λ (4.132)

où nous avons utilisé encore l’associativité pour isoler le facteur i “ k.
(4) Il faut mettre bout à bout les résultats déjà faits :

detpTAq “ λ detpAq “ detpT q detpAq. (4.133)

4.3.6 Réduction de Gauss

Nous avons vu les matrices d’opérations élémentaire sur les lignes et colonnes :
— Permutation de lignes Lk Ø Ll : Spn; k, lq “ δ ` Ekl ` Elk ´ Ekk ´ Ell, proposition 4.72.
— Combinaisons de lignes Lk Ñ Lk ` λLl : Upn; k, l, λq “ δ ` λEkl, proposition 4.75.
— Multiplication d’une ligne par un scalaire Lk Ñ λLk : T “ δ ` pλ´ 1qEkk, proposition 4.76.
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Ces matrices seront dans la suite notées G. Et elles vérifient la grosse propriété

detpGAq “ detpGq detpAq (4.134)

pour toute matrice A.

Proposition 4.77 (Réduction de Gauss[1]).
Soit une matrice A P Mpn,Kq de déterminant non nul : detpAq ‰ 0. Alors il existe des matrices
G1, . . . , GN toutes de type S, U ou T telles que

G1 . . . GNA “ δ. (4.135)

Démonstration. Nous faisons une récurrence sur n. D’abord pour n “ 1, la matrice A contient un
seul élément A11 qui est non nul par hypothèse. Nous pouvons multiplier sa ligne par 1{A11 pour
obtenir le résultat. Plus précisément, nous avons l’égalité

T p1; 1, 1
A11

qA “ δ (4.136)

dans Mp1,Kq. Notons que K est un corps (donc A11 est inversible) commutatif, ce qui permet
d’écrire 1{A11 sans ambiguïtés.

Supposons le résultat prouvé pour n, et voyons ce qu’il se passe pour n`1. Vu que detpAq ‰ 0,
aucune de ses colonnes n’est nulle (corollaire 4.73). Il existe donc un k tel que Ak1 ‰ 0.

Par la proposition 4.72, la matrice

Bp1q “ Spn` 1; k, 1qA (4.137)

est une matrice telle que Bp1q11 “ Ak1 ‰ 0. Ensuite, par la proposition 4.76 la matrice

Bp2q “ T pn` 1; 1, 1
Ak1

qBp1q (4.138)

vérifie Bp2q11 “ 1.
Vu que la multiplication par la matrice Upn`1; k; l;λq fait par la proposition 4.75 la substitution

Lk Ñ Lk ` λLl, la matrice

Bp3q “
n`1ź

k“2
Upn` 1; k, 1,´Bp1qk1 qBp1q (4.139)

a toute sa première colonne nulle à l’exception de Bp3q11 “ 1.
Nous n’avons pas donné de nom ni démontré de théorèmes à propos de la substitution Ck Ñ

Ck ` λCl. En passant éventuellement par les transposées et en utilisant les lemmes 4.69 et 4.70
nous obtenons une matrice U 1pn` 1; k, l, λq ayant la propriété que la matrice

Bp4q “
n`1ź

k“2
U 1pn` 1; k, 1,´Bp3q1k qBp3q (4.140)

vérifie Bp4q1j “ B
p4q
j1 “ 0 pour tout j sauf j “ 1. En d’autres termes, la matrice Bp4q est de la forme

Bp4q “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

¨
˝ A1

˛
‚

˛
‹‹‹‚ (4.141)

où A1 est une matrice de taille n.
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Voyons quelque propriétés de A1. Nous savons que

Bp4q “
ź

i

GiA (4.142)

où les Gi sont de type S, T ou U . Vu que detpSAq “ detpSq detpAq (et idem pour T et U), nous
avons

detpBp4qq “
ź

i

detpGiqdetpAq, (4.143)

et comme aucun des detpGiq n’est nul, nous avons encore detpBp4qq ‰ 0, ce qui implique detpA1q ‰ 0.
La récurrence peut avoir lieu. Il existe des matrices G1i telles que

G11 . . . G1MA1 “ δ (4.144)

où les G1i sont de taille n, ainsi que le δ. En remarquant que

Spn` 1; k, lq “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

Spn; k ´ 1, l ´ 1q

˛
‹‹‹‚, (4.145)

et pareillement pour les matrices T et U , nous voyons qu’en prenant

Gi “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

G1i

˛
‹‹‹‚, (4.146)

nous avons

Mź

i“1
GiB

p3q “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

śM
i“1G

1
iA
1

˛
‹‹‹‚“ δn`1 (4.147)

où nous avons mis un indice sur le dernier δ pour être plus explicite.

Proposition 4.78.
Si A PMpn,Kq est telle que detpAq “ 0, alors il existe des matrices de manipulation de lignes et
de colonnes G1, . . . , GN telles que G1 . . . GNA ait une colonne de zéros.

Démonstration. Si la matrice A elle-même n’a pas de colonnes de zéros, alors nous pouvons faire
un pas de réduction de Gauss et obtenir des matrices G1, . . . , GN1 telles que

G1 . . . GN1A “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

Ap1q

˛
‹‹‹‚. (4.148)

Si Ap1q ne possède pas de colonnes de zéros, nous pouvons continuer.
Si nous parvenons à faire n pas de la sorte, alors nous aurions

G1 . . . GNA “ δ, (4.149)

et donc detpG1 . . . GN qdetpAq “ 1, ce qui est impossible lorsque detpAq “ 0. Nous en concluons
que le processus doit s’arrêter et qu’une des matrices Apkq doit avoir une colonne de zéros 34.
34. En réalité, le processus tel que nous l’avons décrit ne s’arrête que lorsque la première colonne est remplie de

zéros.
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4.3.7 Matrices inversibles

Proposition-définition 4.79.
Soit une matrice A PMpn,Kq. Si les matrices B1 et B2 de Mpn,Kq vérifient

AB1 “ B1A “ δ (4.150)

et
AB2 “ B2A “ δ, (4.151)

alors B1 “ B2. Dans ce cas, nous disons que A est inversible et nous notons A´1 l’unique matrice
telle que AA´1 “ A´1A “ δ.

Démonstration. La preuve est réalisée dans le cas général par le lemme 1.34. Mais si vous en voulez
une preuve avec les notations d’ici, en voici une.

Nous avons AB1 “ AB2. En multipliant à gauche par B1, nous trouvons B1AB1 “ B1AB2. En
remplaçant B1A par δ des deux côtés, il reste B1 “ B2.

Lemme 4.80 ([68]).
Si A PMpn,Kq, alors il existe au plus une matrice B PMpn,Kq telle que AB “ δ.

Démonstration. Soient des matrices B,C PMpn,Kq telles que AB “ AC “ δ. Nous allons montrer
que B “ C.

Pour cela nous considérons les applications linéaires fA, fB, fC P EndpKq associées par la
proposition 4.63. Vu que AB “ δ, par la proposition 4.65, nous avons fA ˝ fB “ fAB “ Id. La
proposition 4.47 nous dit alors que fA et fB sont bijectives.

En particulier, vu que teiu est une base, son image par fB est une base par la proposition 4.36.
La proposition 4.46 dit alors que tfBpeiqu est une base. Nous décomposons fBpekq ´ fCpekq dans
cette base :

fBpekq ´ fCpekq “
ÿ

j

αjfBpejq (4.152)

où les αj dépendent a priori de k. Vu que fA ˝ pfB ´ fCq “ 0, nous avons

0 “ fA
`
fBpekq ´ fCpekq

˘ “
ÿ

j

pfA ˝ fBqpejq “
ÿ

j

αjej . (4.153)

Donc les αj sont tous nuls.
Nous en déduisons que fBpekq “ fCpekq, et donc fB “ fC . Cela implique que B “ C par la

proposition 4.63(2).

Proposition 4.81 ([68]).
Si A,B PMpn,Kq vérifient AB “ δ, alors BA “ δ.

Démonstration. L’astuce est de poser C “ BA ´ δ ` B et de montrer que C “ B. Pour cela, un
rapide calcul commence par montrer que

AC “ ABA´A`AB “ AB “ δ. (4.154)

Donc C est également un inverse à droite de A. Le lemme 4.80 donne alors C “ B.

Corollaire 4.82.
Soit A P Mpn,Kq. Si il existe B P Mpn,Kq tel que AB “ δ, alors A est inversible et son inverse
est B.

Démonstration. Il s’agit d’une paraphrase de la proposition 4.81 et de la définition 4.79.

Lemme 4.83.
Si une matrice A n’est pas inversible, alors le produit AB n’est inversible pour aucune matrice B.
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Démonstration. Supposons que AB soit inversible. Alors

ABpAB´1q “ δ, (4.155)

ce qui dirait que BpAB´1q serait un inverse de A.

Proposition 4.84.
Une matrice est inversible si et seulement si son application linéaire associée est inversible. Dans
ce cas, nous avons

f´1
A “ fA´1 . (4.156)

Démonstration. Dans le sens direct, si A est inversible nous avons AA´1 “ δ. Donc

fA ˝ fA´1 “ fAA´1 “ fδ “ Id (4.157)

où nous avons utilisé la proposition 4.65 pour la composition et la proposition 4.66 pour l’identité.
L’égalité (4.157) indique que fA est inversible et que son inverse est fA´1 .

Dans l’autre sens, l’application f´1
A existe. Soit B PMpn,Kq sa matrice. Alors nous avons

fδ “ Id “ fA ˝ fB “ fAB. (4.158)

Le fait que l’application ψ : AÑ fA soit une bijection 35 implique que AB “ δ, c’est-à-dire que A
est inversible et que B “ A´1.

4.3.8 Inversibilité et déterminant

Proposition 4.85.
Une matrice au déterminant non nul est inversible.

Démonstration. Si A est une matrice telle que detpAq ‰ 0, alors la proposition 4.77 nous donne
des matrices G1, . . . , GN telles que

G1 . . . GNA “ δ. (4.159)

Donc la matrice G1 . . . GN est un inverse de A par le corollaire 4.82.

Proposition 4.86.
Si une matrice A a une ligne ou une colonne de zéros, alors
(1) detpAq “ 0,
(2) A n’est pas inversible.

Démonstration. Par définition nous avons

detpAq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
Aiσpiq. (4.160)

Si la keligne est nulle, alors Akσpkq “ 0 pour tout σ. Donc tous les produits contiennent un facteur
nul. Donc detpAq “ 0.

Pour toute matrice B nous avons

pABqkk “
ÿ

l

AklBlk. (4.161)

Si la keligne de A est nulle nous avons pABqkk “ 0 et donc pas AB “ δ. Donc A n’est pas
inversible.

Proposition 4.87.
Une matrice dont le déterminant est nul n’est pas inversible.
35. Proposition 4.63(2).
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Démonstration. Par la proposition 4.78, il existe des matrices de manipulation de lignes et de
colonnes G1, . . . , GN telles que la matrice G1 . . . GNA ait une colonne de zéros. De là, la proposition
4.86 implique que la matrice

G1 . . . GNA (4.162)
n’est pas inversible. Vu les déterminants des matricesGi, la proposition 4.85 implique queG1 . . . GN
est inversible. Si A était inversible, nous aurions

G1 . . . GNAA
´1pG1 . . . GN q´1 “ δ, (4.163)

c’est-à-dire que A´1pG1 . . . GN q´1 serait un inverse de la matrice (4.162). Cette dernière n’ayant
pas d’inverse, nous concluons que A n’en a pas non plus.

Théorème 4.88.
Une matrice sur un corps commutatif est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Démonstration. Dans un sens c’est la proposition 4.85 et dans l’autre sens c’est la proposition
4.87.

4.3.9 Quelques ensembles de matrices particuliers

Certains ensembles de matrices ont une importance particulière, que nous développerons plus
tard.

Définition 4.89 (Groupe linéaire de matrices).
On note GLpn,Aq l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans A, qui sont inver-
sibles. En d’autres termes, GLpn,Aq “ UpMpn,Aqq.
Définition 4.90 (Groupe orthogonal de matrices).
On dit qu’une matrice A est orthogonale si son inverse est sa transposée, c’est-à-dire si A´1 “
At. On note Opn,Aq l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans A, qui sont
orthogonales.

4.3.10 Déterminant et combinaisons de lignes et colonnes

Proposition 4.91.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq telles que detpAq ‰ 0 ‰ detpBq. Alors

detpABq “ detpAqdetpBq. (4.164)

Démonstration. La proposition 4.77 nous donne des matrices de permutations de lignes et de
colonnes G1, . . . , GN et G11, . . . , G1N telles que 36

G1 . . . GNA “ δ (4.165a)
G11 . . . G1NB “ δ. (4.165b)

Nous avons
pG11 . . . G1N q pG1 . . . GN qAlooooooomooooooon

“δ
B “ δ. (4.166)

En prenant le déterminant des deux côtés et en tenant compte de (4.134),

1 “ detpδq “ det
`
G11 . . . G1NG1 . . . GNAB

˘ “ detpG11 . . . G1N qdetpG1 . . . GN qdetpABq. (4.167)

Mais en même temps, les équations 4.165 donnent

detpG1 . . . GN q “ detpAq´1 (4.168a)
detpG11 . . . G1N q “ detpBq´1. (4.168b)

36. Les plus acharnés préciseront que pour avoir le même N des deux côtés, il a fallu compléter avec des matrices
δ là où il y en avait le moins.
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Cela pour dire que
1 “ detpAq´1 detpBq´1 detpABq, (4.169)

et donc ce qu’il nous fallait.

Proposition 4.92.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq telles que detpAq “ 0 et detpBq ‰ 0. Alors

detpABq “ detpBAq “ detpAqdetpBq. (4.170)

Démonstration. Il existe des matrices de manipulations de lignes et de colonnes G1, . . . , GN telles
que G1 . . . GNB “ δ. Donc

0 “ detpAq “ detpG1 . . . GNBAq “ detpG1 . . . GN q detpBAq. (4.171)

Donc detpBAq “ 0.

Proposition 4.93.
Soient des matrices A et B sur un corps commutatif. Alors

detpABq “ detpAqdetpBq. (4.172)

Démonstration. Les propositions 4.91 et 4.92 ont déjà fait une grosse partie du travail. Il ne reste
que le cas où detpAq “ detpBq “ 0.

Dans ce cas, les matrices A et B ne sont pas inversibles (proposition 4.88). Le produit AB n’est
alors pas inversible non plus 37. La proposition 4.88, utilisée dans le sens inverse, nous dit alors que
detpABq “ 0.

Au final dans le cas detpAq “ detpBq “ 0 nous avons 0 “ detpABq “ detpAqdetpBq “ 0.

Faisons maintenant le cas général des manipulations de lignes et colonnes.

Proposition 4.94.
Soit une matrice carré A PMpn,Kq. La matrice B obtenue par la substitution simultanée

Cj Ñ
ÿ

k

akjCk (4.173)

a pour déterminant
detpBq “ detpaq detpAq. (4.174)

Démonstration. L’élément Bij de la matrice B est une combinaison linéaire de tous les éléments
de sa ligne :

Bij “
ÿ

k

akjAik “ pAaqij . (4.175)

Donc B “ Aa. La proposition 4.93 nous dit alors que detpBq “ detpaqdetpAq.

4.3.11 Transvections

Nous nommons Eij la matrice remplie de zéros sauf à la case ij qui vaut 1. Autrement dit

pEijqkl “ δikδjl. (4.176)

Définition 4.95.
Une matrice de transvection est une matrice de la forme

Tijpλq “ Id`λEij (4.177)

avec i ‰ j.

37. Citez le lemme 4.83 si vous voulez justifier ça.
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Une matrice de dilatation est une matrice de la forme

Dipλq “ Id`pλ´ 1qEii. (4.178)

Ici le pλ ´ 1q sert à avoir λ et non 1 ` λ. C’est donc une matrice qui dilate d’un facteur λ la
direction i tout en laissant le reste inchangé.

Si σ est une permutation (un élément du groupe symétrique Sn) alors la matrice de permu-
tation associée est la matrice d’entrées

pPσqij “ δiσpjq. (4.179)

Lemme 4.96.
La matrice TijpλqA “ p1` λEijqA est la matrice A à qui on a effectué la substitution

Li Ñ Li ` λLj . (4.180)

La matrice ATijpλq est la substitution

Cj Ñ Cj ` λCi. (4.181)

La matrice APσ est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les colonnes avec σ.
La matrice PσA est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les lignes avec σ´1.

Démonstration. Calculons la composante kl de la matrice EijA :

pEijAqkl “
ÿ

m

pEijqkmAml (4.182a)

“
ÿ

m

δikδjmAml (4.182b)

“ δikAjl. (4.182c)

C’est donc la matrice pleine de zéros, sauf la ligne i qui est donnée par la ligne j de A. Donc
effectivement la matrice

A` λEijA (4.183)

est la matrice A à laquelle on a substitué la ligne i par la ligne i plus λ fois la ligne j.
En ce qui concerne l’autre assertion sur les transvections, le calcul est le même et nous obtenons

pAEijq “ Akiδjl. (4.184)

Pour les matrices de permutation, nous avons

pAPσqkl “ Akσplq (4.185)

et
pPσAqkl “

ÿ

m

δkσpmqAml “
ÿ

m

δσ´1pkqmAml “ Aσ´1pkql. (4.186)

4.3.12 Mineur, rang

Pour la définition du rang d’une matrice, nous en donnons une qui est clairement inspirée de
l’application linéaire associée.

Définition 4.97 ([68]).
Le rang d’une matrice deMpn,Kq est la dimension de la partie de Kn engendrée par ses colonnes.

Il est possible d’exprimer le rang d’une matrice de façon plus « intrinsèque » via le concept de
mineur.
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Définition 4.98 ([69]).
Les mineurs d’une matrice sont les déterminants de ses sous-matrices carrées.

Dans la suite nous désignerons souvent par le mot « mineur » la sous-matrice carrée elle-même
au lieu de son déterminant.

Proposition 4.99.
Le rang d’une matrice est la taille de son plus grand mineur non nul.

Lemme 4.100.
Soit K un corps commutatif 38. Si A est une matrice carrée d’ordre n et de rang r à coefficients
dans K, alors il existe des vecteurs pxiqi“1,...,n formant une base de Kn tels que

fApxiq ‰ 0 (4.187)

pour x ď r et
fApxiq “ 0 (4.188)

pour i ą r.
Ici, fA est l’application linéaire associée à la matrice A par l’application (4.70).

Démonstration. Soit V le sous-espace de Kn engendré par les colonnes de A. Nous considérons la
base canonique teiu de Kn, ainsi que vi le vecteur créé par la iecolonne de A. Nous avons

vi “ fApeiq. (4.189)

Les vecteurs vi engendrent V , donc nous pouvons en extraire une base par le théorème 4.15(1).
Soit donc tvjuiPJ une base de V avec J Ă t1, . . . , nu.

La base de Kn que nous cherchons commence par les vecteurs tejujPJ . Ces vecteurs vérifient
fApejq “ vj ‰ 0 parce que des vecteurs d’une base ne sont jamais nuls.

Pour la suite de la base, nous pourrions penser au théorème de la base incomplète 39, mais les
vecteurs ainsi complétant la base ne sont pas garantis de s’annuler par fA. Voir l’exemple 4.101.

L’idée est d’utiliser le noyau de fA qui est un sous-espace vectoriel par la proposition 4.32.
Soit une base 40 tzku de kerpfq. Les vecteurs tejujPJ forment une base de ImagepfAq. Vu que les zi
forment une base de kerpfAq, le théorème du rang 4.39 dit alors que tejujPJ Ytzku est une base de
Kn.

Il y a r éléments dans J parce que l’espace engendré par les colonnes de A est de dimension r par
hypothèse. Donc il y a n´r éléments dans les zk pour que le tout ait le bon nombre d’éléments.

Exemple 4.101
Soit la matrice

A “
ˆ

1 1
2 2

˙
. (4.190)

Elle est de rang 1. En suivant l’idée de la démonstration, nous commençons la base de R2 par le
vecteur e1 qui vérifie

fApe1q “
ˆ

1
2

˙
. (4.191)

L’utilisation du théorème de la base incomplète ne permet pas de trouver un second vecteur de
base v tel que fApvq “ 0. En effet ce théorème donne juste l’existence d’une completion de la base,
mais pas de propriétés particulières de la base obtenue. Elle pourrait donner v “ e2 comme second
vecteur de base. Mais alors

fApvq “ fApe2q “
ˆ

1
2

˙
‰ 0. (4.192)

38. Comme toujours.
39. Théorème 4.11(2).
40. Cette base contient n´ r éléments, mais ce n’est pas très important pour la suite.
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Au contraire, le noyau de fA est donné par le sous-espace engendré par
ˆ

1
´1

˙
. Une base

convenable est donc te1, e1 ´ e2u. 4

Proposition 4.102.
Le rang d’une application linéaire est égal au rang de sa matrice dans n’importe quelle base.

4.3.13 Matrices équivalentes et semblables

Définition 4.103.
Deux relations d’équivalence entre les matrices.
(1) Deux matrices A et B sont équivalentes dans Mpn,Kq s’il existe P,Q P GLpn,Kq telles

que A “ PBQ´1.
(2) Deux matrices sont semblables s’il existe une matrice P P GLpn,Kq telle que A “ PBP´1.

Lemme 4.104.
Une matrice de rang 41 r dans Mpn,Kq est équivalente à la matrice par blocs

Jr “
ˆ
1r 0
0 0

˙
. (4.193)

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute matrice A P Mpn,Kq de rang r, il existe
P,Q P GLpn,Kq telles que QAP “ Jr. Soit teiu la base canonique de Kn, puis tfiu une base telle
que Afi “ 0 dès que i ą r, qui existe par le lemme 4.100.

Nous considérons la matrice inversible P telle que Pei “ fi ; ses colonnes sont donc précisément
les fi, si bien que

APei “ Afi “
#

0 si i ą r

‰ 0 sinon.
(4.194)

La matrice AP se présente donc sous la forme

AP “
ˆ
M 0
˚ 0

˙
(4.195)

où M est une matrice rˆ r. Nous considérons maintenant une base tgiui“1,...,n dont les r premiers
éléments sont les r premières colonnes de AP et une matrice inversible Q telle que Qgi “ ei. Alors

QAPei “
#
ei si i ă r

0 sinon.
. (4.196)

Cela signifie que QAP est la matrice Jr.

Corollaire 4.105 (Équivalence et rang).
Deux matrices sont équivalentes 42 si et seulement si elles sont de même rang.

Démonstration. D’abord il y a des implicites dans l’énoncé. Vu que nous voulons soit par hypothèse
soit par conclusion que les matrices A et B soient équivalentes, nous supposons qu’elles ont même
dimension. Soient donc A et B deux matrices carrées d’ordre n.

Par le lemme 4.104, deux matrices de même rang r sont équivalentes à Jr. Elles sont donc
équivalentes entre elles.

41. Définition 4.99.
42. Définition 4.103(1).
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Inversement, supposons que A et B soient deux matrices équivalentes : A “ PBQ´1 avec P et
Q inversibles. Alors

ImagepPBQ´1q “ tPBQ´1v tel que v P Knu (4.197a)
“ PB tQ´1v tel que v P Knuloooooooooooooomoooooooooooooon

“Kn
(4.197b)

“ P
`
BpKnq˘. (4.197c)

L’ensemble BpKnq est un sous-espace vectoriel de Kn. Vu que le rang de P est maximum, la
dimension de P

`
BpKnq˘ est la même que celle de BpKnq. Par conséquent

dim
´

ImagepPBQ´1q
¯
“ dim

`
BpKnq˘ “ rangpBq. (4.198)

Le membre de gauche de cela n’est autre que rangpAq “ dim
`

ImagepPBQ´1q˘.

4.3.14 Algorithme des facteurs invariants

Proposition 4.106 (Algorithme des facteurs invariants[43]).
Soit pA, δq un anneau euclidien muni de son stathme et U PMpnˆm,Aq. Alors il existe d1, . . . , ds P
A˚ et des matrices P P GLpm,Aq, Q P GLpn,Aq tels que nous ayons

U “ P

¨
˚̊
˚̋

d1
. . .

ds

0

0 0

˛
‹‹‹‚Q (4.199)

avec di � di`1 pour tout i.

Démonstration. Nous allons donner la preuve plus ou moins sous forme d’algorithme.
D’abord si U “ 0 c’est bon, on a la réponse. Sinon, nous prenons l’élément pi0, j0q dont le

stathme est le plus petit et nous l’amenons en p1, 1q par les permutations

C1 Ø Cj0

L1 Ø Li0
(4.200)

Ensuite nous traitons la première colonne jusqu’à amener des zéros partout en dessous de u11 de
la façon suivante : pour chaque ligne successivement nous calculons la division euclidienne

ui1 “ qu11 ` ri, (4.201)

et nous faisons
Li Ñ Li ´ qL1, (4.202)

c’est-à-dire que nous enlevons le maximum possible et il reste seulement ri en ui1. Vu que le but est
de ne laisser que des zéros dans la première colonne, si le reste n’est pas zéro nous ne sommes pas
content 43. Dans ce cas nous permutons L1 Ø Li, ce qui aura pour effet de strictement diminuer
le stathme de u11 parce qu’on va mettre en u11 le nombre ri dont le stathme est strictement plus
petit que celui de u11.

En faisant ce jeu de division euclidienne puis échange, on diminue toujours le stathme de u11,
donc ça finit par s’arrêter, c’est-à-dire qu’à un certain moment la division euclidienne de ui1 par
u11 va donner un reste zéro et nous serons content.

43. S’il est zéro, nous passons à la ligne suivante
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Une fois la première colonne ramenée à la forme

C1 “

¨
˚̊
˚̋

u11
0
...
0

˛
‹‹‹‚, (4.203)

nous faisons tout le même jeu avec la première ligne en faisant maintenant des sommes divisions
et permutations de colonnes. Notons que ce faisant nous ne changeons plus la première colonne.

En fin de compte nous trouvons une matrice 44

U “

¨
˚̊
˚̋

u11 0 . . . 0
0
... A
0

˛
‹‹‹‚ (4.204)

Si l’élément u11 ne divise pas un des éléments de A, disons aij , alors nous faisons

C1 Ñ C1 ´ Cj . (4.205)

Cela nous détruit un peu la première colonne, mais ne change pas u11. Nous avons maintnant

U “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

u11 0 . . . 0
0
˚
uij A
˚
0

˛
‹‹‹‹‹‹‚

(4.206)

Et nous refaisons tout le jeu depuis le début. Cependant lorsque nous allons nous attaquer à la ligne
i, u11 ne divisera pas uij , ce qui donnera lieu à une division euclidienne et un échange L1 Ø Li.
L’échange consistant à mettre ri à la place de u11 et inversement diminuera encore strictement le
stathme. Encore une fois nous allons travailler jusqu’à avoir la matrice sous la forme

U “

¨
˚̊
˚̋

u11 0 . . . 0
0
... A
0

˛
‹‹‹‚, (4.207)

sauf que cette fois le stathme de u11 est strictement plus petit que la fois précédente. Si u11 ne
divise toujours pas tous les éléments de A, nous recommençons encore et encore. En fin de compte
nous finissons par avoir une matrice de la forme (4.207) avec u11 qui divise tous les éléments de A.

Une fois que cela est fait, il faut continuer en recommençant tout sur la matrice A. Nous avons
maintenant

U “
¨
˝
u11

u22
0

0 B

˛
‚. (4.208)

Sous cette forme nous avons u11 � u22 et u11 divise tous les éléments de B. En effet u11 divisant
tous les éléments de A, il divise toutes les combinaisons de ces éléments. Or tout l’algorithme ne
consiste qu’à prendre des combinaisons d’éléments.

Nous finissons donc bien sûr une matrice comme annoncée. De plus n’ayant effectué que des
combinaisons de lignes, nous avons seulement multiplié par des matrices inversibles (lemme 4.96).

44. Nous nommons toujours par la même lettre U la matrice originale et la modifiée, comme il est d’usage en
informatique.
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4.4 Espaces de polynômes
Attention : les polynômes en soi sont définis par la définition 3.145.
Pour chaque k ą 0 donné nous définissons

Pk
R “ tp : RÑ R | p : x ÞÑ a0 ` a1x` a2x

2 ` ¨ ¨ ¨ ` akxk, ai P R, @i “ 0, . . . , ku. (4.209)

Il est facile de se convaincre que la somme de deux polynômes de degré inférieur ou égal à k est
encore un polynôme de degré inférieur ou égal à k. En outre il est clair que la multiplication par
un scalaire ne peut pas augmenter le degré d’un polynôme. L’ensemble Pk

R est donc un espace
vectoriel muni des opérations héritées de PR.

La base canonique de l’espace Pk
R est donné par les monômes B “ tx ÞÑ xj | j “ 0, . . . , ku. Le

fait que cela soit une base est vraiment facile à démontrer et est un exercice très utile si vous ne
l’avez pas encore vu dans un cours précédent.

Nous allons maintenant étudier trois applications linéaires de Pk
R vers des autres espaces vec-

toriels
L’isomorphisme canonique φ : Pk

R Ñ Rk`1 Nous définissons φ par les relations suivantes

φpxjq “ ej`1, @j P t0, . . . , ku.
Cela veut dire que pour tout p dans Pk

R, avec ppxq “ a0 ` a1x ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` akx
k, l’image

de p par φ est

φppq “ φ

˜
kÿ

j“0
ajx

j

¸
“

kÿ

j“0
ajej`1.

Exemple 4.107

Soit k “ 5 on a

φp´8´ 7x´ 4x2 ` 4x3 ` 2x5q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´8
´7
´4
4
0
2

˛
‹‹‹‹‹‹‚
. (4.210)

4

Cette application est clairement bijective et respecte les opérations d’espace vectoriel, donc
elle est un isomorphisme d’espaces vectoriels. L’existence d’un isomorphisme entre Pk

R et
Rk`1 est un cas particulier du théorème qui dit que pour chaque m dans N0 fixée, tous les
espaces vectoriels sur R de dimension m sont isomorphes à Rm. Vous connaissez peut être
déjà ce théorème depuis votre cours d’algèbre linéaire.

La dérivation d : Pk
R Ñ Pk´1

R L’application de dérivation d fait exactement ce qu’on s’attend
d’elle

dpx0q “ dp1q “ 0, dpxjq “ jxj´1, @j P t1, . . . , ku.
Cette application n’est pas injective, parce que l’image de p ne dépend pas de la valeur de
a0, donc si deux polynômes sont les mêmes à une constante près ils auront la même image
par d.

Exemple 4.108
Soit k “ 3 on a

dp´8´ 12x` 4x3q “ ´12p1q ` 4p3x2q “ ´12` 12x2. (4.211)

Noter que dp´30´ 12x` 4x3q “ dp´8´ 12x` 4x3q. Cela confirme, comme mentionné plus
haut, que la dérivée n’est pas injective. 4
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L’intégration I : Pk
R Ñ Pk`1

R Nous pouvons définir une application que est «à une constante
prés» l’application inverse de la dérivation. Cette application est définie sur les éléments de
base par

Ipxjq “ xj`1

j ` 1 . (4.212)

Bien entendu la raison d’être et la motivation de cette définition apparaîtra lorsque nous
développerons une théorie générale de l’intégration.

Exemple 4.109
Soit k “ 4 on a

Ip6` 2x` x2 ` x4q “ 6x` x2 ` x3

3 ` x5

5 . (4.213)

4

Remarquez que, étant donné que dans la définition de I nous avons décidé d’intégrer entre
zéro et x, tous les polynômes dans Pk`1

R qui sont l’image par I d’un polynôme de Pk
R ont

a0 “ 0. Cela veut dire que nous pouvons générer toute l’image de I en utilisant un sous-
ensemble de la base canonique de Pk`1

R , en particulier B1 “ tx ÞÑ xj | j “ 1, . . . , ku Ă B
nous suffira. Cela n’est guère surprenant, parce que l’image par une application linéaire d’un
espace vectoriel de dimension finie ne peut pas être un espace de dimension supérieure.

Les applications de dérivation et intégration correspondent évidemment à des applications
linéaires de PR dans lui-même.

L’espace de tous les polynômes étant de dimension infinie, il peut servir de contre-exemple assez
simple. Dans la sous-section 12.1.2, nous verrons que toutes les normes ne sont pas équivalentes
sur l’espace des polynômes.

4.5 Théorème de Sylvester

Théorème 4.110 (de Sylvester).
Soit Q une forme quadratique réelle de signature pp, qq. Alors pour toute base orthonormée on a

p “ Cardti tel que Qpeiq ą 0u (4.214a)
q “ Cardti tel que Qpeiq ă 0u. (4.214b)

Le rang de Q est p` q.
Si A est la matrice de Q dans une base, alors il existe une matrice inversible P telle que

P tAP “
¨
˝
´1q

1p
0

˛
‚. (4.215)

4.6 Dualité

Proposition 4.111.
Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est égal au
rang de A, c’est-à-dire à la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue
dans A.

Définition 4.112.
Soit E un espace vectoriel sur K.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur son corps de base K.
Le dual algébrique de E, noté E˚, l’ensemble des formes linéaires sur E. Ainsi, E˚ “

GLpE,Kq.
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Nous verrons plus tard qu’en dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toujours
continues. Nous définirons donc aussi un concept de dual topologique. Voir la proposition 12.25,
la remarque 12.36 et la définition 12.38.

Définition 4.113.
Si E est un espace vectoriel et si teiu est une base de E, alors nous définissons la base duale de
E˚ par

ei̊ pejq “ δij (4.216)

est sa prolongation par linéarité.

Notons que si v P E est un vecteur, ça n’a aucun sens a priori de parler de v˚. Il s’agit bien de
définir toute la base tei̊ u à partir de toute la base teiu.

4.6.1 Orthogonal

Définition 4.114.
Soit E, un espace vectoriel, et F une sous-espace de E. L’orthogonal de F est la partie FK Ă E˚
donnée par

FK “ tα P E˚ tel que @x P F, αpxq “ 0u. (4.217)

Cette définition d’orthogonal via le dual n’est pas du pur snobisme. En effet, la définition
« usuelle » qui ne parle pas de dual,

FK “ ty P E tel que @x P F, y·x “ 0u, (4.218)

demande la donnée d’un produit scalaire. Évidemment dans le cas de Rn munie du produit scalaire
usuel et de l’identification usuelle entre Rn et pRnq˚ via une base, les deux notions d’orthogonal
coïncident.

La définition 4.114, au contraire, est intrinsèque : elle ne dépend que de la structure d’espace
vectoriel.

Si B Ă E˚, on note Bo son orthogonal :

Bo “ tx P E tel que ωpxq “ 0@ω P Bu. (4.219)

Notons qu’on le note Bo et non BK parce qu’on veut un peu s’abstraire du fait que pE˚q˚ “ E. Du
coup on impose que B soit dans un dual et on prend une notation précise pour dire qu’on remonte
au pré-dual et non qu’on va au dual du dual.

Proposition 4.115.
Soient un espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel F . Nous avons

dimF ` dimFK “ dimE. (4.220)

Démonstration. Soit te1, . . . , epu une base de F que nous complétons en une base te1, . . . , enu de
E par le théorème 4.11. Soit te1̊ , . . . , en̊u la base duale. Alors nous prouvons que tep̊`1, . . . , en̊u est
une base de FK.

Déjà c’est une partie libre en tant que partie d’une base.
Ensuite ce sont des éléments de FK parce que si i ď p et si k ě 1, nous avons ep̊`kpeiq “ 0 ;

donc oui, ep̊`k P FK.
Enfin FK Ă Spantek̊, k P tp ` 1, . . . , nuu parce que si ω “ řn

k“1 ωkek̊, alors ωpeiq “ ωi, mais
nous savons que si ω P FK, alors ωpeiq “ 0 pour i ď p. Donc ω “ řn

k“p`1 ωkek̊.

La proposition 12.114 donnera une version plus terre à terre de la proposition 4.115 en disant
que si nous avons un produit scalaire, alors V “ F ‘ FK où FK est cette fois défini comme
l’orthogonal pour le produit scalaire.
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4.6.2 Transposée : pas d’approche naïve

Il est légitime, si t : E Ñ E est une application linéaire, de dire que sa transposée soit l’ap-
plication linéaire tt : E Ñ E dont la matrice est la matrice transposée de celle de t. Lorsque nous
travaillons sur Rn muni de la base canonique, cela ne pose pas de problèmes et nous pouvons écrire
des égalités du type xx,Ayy “ xAtx, yy.

Hélas nous allons voir que cette façon de définir une transposée est mauvaise.
Soit une application linéaire t : E Ñ E de matrice A dans la base teiui“1,...,n et de matrice B

dans la base tfαuα“1,...,n.
Nous nommons t1 l’application linéaire associée à At dans la base teiu et t2 l’application linéaire

associée à la matrice Bt dans la base tfαu. Définir la transposée d’une application linéaire comme
étant l’application linéaire associée à la transposée de sa matrice ne sera une bonne définition que
si t1 “ t2.

La première chose facile à voir est

t1peiqj “
ÿ

k

pAtqjkpeiqk “ Atji “ Aij . (4.221)

Pour calculer t2peiqj , c’est un peu plus laborieux :

t2peiq “
ÿ

α

Q´1
αi t2pfαq “

ÿ

βγα

Q´1
αi B

t
γβ ptαqβloomoon

δαβ

fγ “
ÿ

βγ

Q´1
βi B

t
γβfγ (4.222a)

“ pBtQ´1qγiQjγej (4.222b)
“

ÿ

j

pQBtQ´1qjiej . (4.222c)

Donc t2peiqj “ pQBtQ´1qji. En tenant compte du fait que B “ Q´1AQ nous avons

t2peiqj “ pQQtAtpQ´1qtQ´1qji. (4.223)

Cela est égal à l’expression (4.221) lorsque Qt “ Q´1. Nous voyons que confondre transposée d’une
application linéaire avec transposée de la matrice associée n’est valable que si nous sommes certain
de ne considérer que des changements de base par des matrices orthogonales.

Cela est la situation typique dans laquelle nous nous trouvons lorsque nous considérons des
applications linéaires sur Rn muni de la base canonique et que nous n’avons aucune intention
de changer de base, et encore moins de chercher une base non orthonormale. Cette situation est
clairement la situation la plus courante.

Exemple 4.116([33])
Soit la base canonique te1, e2u de R2. Nous considérons l’application linéaire t : R2 Ñ R2 définie
par

tpe1q “ e1 (4.224a)
tpe2q “ 0. (4.224b)

La matrice de t dans cette base est
A “

ˆ
1 0
0 0

˙
. (4.225)

Elle est symétrique : elle vérifie At “ A. Si nous comptions sur la transposée de matrice pour
définir la transposée de t, nous aurions tt “ t.

Soit maintenant la base f1 “ e1, f2 “ e1 ` e2. Nous avons tpf1q “ f1 et

tpf2q “ tpe1q ` tpe2q “ e1 “ f1. (4.226)

Donc la matrice de t dans cette base est

B “
ˆ

1 1
0 0

˙
. (4.227)
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Et là, nous avons Bt ‰ B. Donc en comptant sur cette base pour définir la transposée de t nous
aurions tt ‰ t. 4

4.117.
Autrement dit, la façon « usuelle » de voir la transposée d’une application linéaire ne fonctionne
dans les livres pour enfant uniquement parce qu’on n’y considère toujours Rn muni de la base
canonique ou de bases orthonormées.

Notons que nous avons tout de même les notions d’opérateur adjoint et autoadjoint pour parler
d’application orthogonale sans passer par la transposée, voir 11.80.

4.6.3 Transposée : la bonne approche

Définition 4.118.
Si f : E Ñ F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels, la transposée est l’appli-
cation f t : F ˚ Ñ E˚ donnée par

f tpωqpxq “ ω
`
fpxq˘. (4.228)

pour tout ω P F ˚ et x P E.
Lemme 4.119.
Soit E muni de la base teiu et F muni de la base tgiu et une application f : E Ñ F . Si A est la
matrice de f dans ces bases, alors At est la matrice de f t dans les bases tei̊ u et tgi̊ u de E˚ et F ˚.

Démonstration. Nous allons montrer que les formes f tpgi̊ q et
ř
kpAtqikgk̊ sont égales en les appli-

quant à un vecteur.
Par définition de la matrice d’une application linéaire dans une base,

f tpgi̊ q “
ÿ

j

pf tqijej̊ , (4.229)

et
fpekq “

ÿ

l

Aklgl. (4.230)

Du coup, si x “ ř
k xkek, nous avons

f tpgi̊ qx “
ÿ

kl

xkgi̊ Aklgl “
ÿ

kl

xkAklδil “
ÿ

k

xkAki “
ÿ

k

pAtqikxk. (4.231)

D’autre part, ÿ

k

pAtqikgk̊x “
ÿ

kl

pAtqikgk̊xlel “
ÿ

k

pAtqikxk. (4.232)

Le fait que (4.231) et (4.232) donnent le même résultat prouve le lemme.

En corollaire, les rangs de f et de f t sont égaux parce que le rang est donné par la plus
grande matrice carrée de déterminant non nul. Nous prouvons cependant ce résultat de façon plus
intrinsèque.

Lemme 4.120 (Gilles Dubois).
Si f : E Ñ F est une application linéaire, alors

rangpfq “ rangpf tq. (4.233)

Démonstration. Nous posons dim kerpfq “ p et donc rangpfq “ n´p. Soit te1, . . . , epu une base de
kerpfq que l’on complète en une base te1, . . . , enu de E. Nous considérons maintenant les vecteurs

gi “ fpep`iq (4.234)

http://gilles.dubois10.free.fr/algebre_lineaire/dualite.html
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pour i “ 1, . . . , n ´ p. C’est-à-dire que les gi sont les images des vecteurs qui ne sont pas dans le
noyau de f . Prouvons qu’ils forment une famille libre. Si

n´pÿ

k“1
akfpep`kq “ 0, (4.235)

alors f
`ř

k akep`k
˘ “ 0, ce qui signifierait que

ř
k akep`k se trouve dans le noyau de f , ce qui est

impossible par construction de la base teiui“1,...,n. Étant donné que les vecteurs g1, . . . , gn´p sont
libres, nous les complétons en une base

tg1, . . . , gn´ploooooomoooooon
images

, gn´p`1, . . . , grlooooooomooooooon
complétion

u (4.236)

de F .
Nous prouvons maintenant que rangpf tq ě n ´ p en montrant que les formes tgi̊ ui“1,...,n´p

forment une partie libre (et donc l’espace image de f t est au moins de dimension n´ p). Pour cela
nous prouvons que f tpgi̊ q “ ei̊`p. En effet

f tpgi̊ qek “ gi̊ pfekq, (4.237)

Si k “ 1, . . . , p, alors fek “ 0 et donc gi̊ pfekq “ 0 ; si k “ p` l alors

f tpgi̊ qek “ gi̊ pfek`lq “ gi̊ pglq “ δi,l “ δi,k´p “ δk,i`p. (4.238)

Donc f tpgi̊ q “ ei̊`p. Cela prouve que les formes f tpgi̊ q sont libres et donc que

rangpf tq ě n´ p “ rangpfq. (4.239)

En appliquant le même raisonnement à f t au lieu de f , nous trouvons

rang
`pf tqt˘ ě rangpf tq (4.240)

et donc, vu que pf tqt “ f , nous obtenons rangpfq “ rangpf tq.

Proposition 4.121 ([70]).
Si f est une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F , alors nous avons

Imagepf tq “ kerpfqK. (4.241)

Démonstration. Soient donc l’application f : E Ñ F et sa transposée f t : F ˚ Ñ E˚. Nous com-
mençons par prouver que Imagepf tq Ă pker fqK. Pour cela nous prenons ω P Imagepf tq, c’est-à-dire
ω “ α ˝ f pour un certain élément α P F ˚. Si z P kerpfq, alors ωpzq “ pα ˝ fqpzq “ 0, c’est-à-dire
que ω P pker fqK.

Pour prouver qu’il y a égalité, nous n’allons pas démontrer l’inclusion inverse, mais plutôt
prouver que les dimensions sont égales. Après, on sait que si A Ă B et si dimA “ dimB, alors
A “ B. Nous avons

dim
`

Imagepf tq˘ “ rangpf tq (4.242a)
“ rangpfq lemme 4.120 (4.242b)
“ dimpEq ´ dim kerpfq théorème 4.39 (4.242c)
“ dim

`pker fqK˘ proposition 4.115. (4.242d)
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Lemme 4.122 ([66]).
Soit K un corps, E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et une application linéaire
f : E Ñ F . L’application f est injective si et seulement si sa transposée 45 f t est surjective.

Démonstration. Supposons que f soit injective. Alors par le lemme 4.50, il existe g : F Ñ E tel
que g ˝ f “ Id |E . Nous avons alors aussi pg ˝ fqt “ Id |E˚ , mais pg ˝ fqt “ f t ˝ gt, donc f t est
surjective.

Inversement, nous supposons que f t : F ˚ Ñ E˚ est surjective. Alors en nous souvenant que E
et F sont de dimension finie et en faisant jouer les identifications pf tqt “ f et pE˚q˚ “ E nous
savons qu’il existe s : E˚ Ñ F ˚ tel que f t ˝ s “ Id |E˚ . En passant à la transposée,

st ˝ f “ Id |E , (4.243)

qui implique que f est injective.

4.6.4 Polynômes de Lagrange

Soit E “ RnrXs l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré au plus n. Soient les
n` 1 réels distincts a0, . . . , an. Nous considérons les formes linéaires associées fi P E˚,

fipP q “ P paiq. (4.244)

Lemme 4.123.
Ces formes forment une base de E˚.

Démonstration. Nous prouvons que l’orthogonal est réduit au nul :

Spantf0, . . . , fnuK “ t0u (4.245)

pour que la proposition 4.115 conclue. Si P P SpantfiuK, alors fipP q “ 0 pour tout i, ce qui fait
que P paiq “ 0 pour tout i “ 0, . . . , n. Un polynôme de degré au plus n qui s’annule en n`1 points
est automatiquement le polynôme nul.

Les polynômes de Lagrange sont les polynômes de la base (pré)duale de la base tfiu.
Proposition 4.124.
Les polynômes de Lagrange sont donnés par

Pi “
ź

k‰i

X ´ ak
ai ´ ak . (4.246)

Démonstration. Il suffit de vérifier que fjpPiq “ δij . Nous avons

fjpPiq “ Pipajq “
ź

k‰i

aj ´ ak
ai ´ ak . (4.247)

Si j ‰ i alors un des termes est nul. Si au contraire i “ j, tous les termes valent 1.

4.6.5 Dual de Mpn,Kq

Proposition 4.125 ([43]).
Soit K, un corps. Les formes linéaires sur Mpn,Kq sont les applications de la forme

fA : Mpn,Kq Ñ K

M ÞÑ TrpAMq. (4.248)

45. Définition 4.118.
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Démonstration. Nous considérons l’application

f : Mpn,Kq ÑMpn,Kq˚
A ÞÑ fA

(4.249)

et nous voulons prouver que c’est une bijection. Étant donné que nous sommes en dimension finie,
nous avons égalité des dimensions de Mpn,Kq et pMpn,Kqq˚, et il suffit de prouver que f est
injective. Soit donc A telle que fA “ 0. Nous l’appliquons à la matrice pEijqkl “ δikδjl :

0 “ fApEijq “
ÿ

k

pAEijqkk “
ÿ

kl

AklpEijqlk “
ÿ

kl

Aklδilδjk “ Aij . (4.250)

Donc A “ 0.

Corollaire 4.126 ([43]).
Soit K un corps et φ PMpn,Kq˚ telle que pour tout M,N PMpn,Kq on ait

φpMNq “ φpNMq. (4.251)

Alors il existe λ P K tel que φ “ λTr.

Démonstration. La proposition 4.125 nous donne une matrice A P Mpn,Kq telle que φ “ fA.
L’hypothèse nous dit que fApMNq “ fApNMq, c’est-à-dire

TrpAMNq “ TrpANMq (4.252)

pour toutes matrices M,N PMpn,Kq. L’invariance cyclique de la trace 46 appliqué au membre de
droite nous donne TrpAMNq “ TrpMANq, ce qui signifie que

Tr
`pAM ´MAqN˘ “ 0 (4.253)

ou encore que fAM´MA “ 0, et ce, pour toute matrice M . La fonction f étant injective nous en
déduisons que la matrice A doit satisfaire

AM “MA (4.254)

pour tout M P Mpn,Kq. En particulier, en prenant pour M les fameuses matrices Eij et en
calculant un peu,

Aliδjm “ δilAjm (4.255)

pour tout i, j, l,m. Cela implique que All “ Amm pour tout l et m et que Ajm “ 0 dès que j ‰ m.
Il existe donc λ P K tel que A “ λ1. En fin de compte,

φpXq “ fλ1pXq “ λTrpXq. (4.256)

Corollaire 4.127 ([43]).
Soit K un corps. Tout hyperplan de Mpn,Kq coupe GLpn,Kq.

Démonstration. Soit H un hyperplan de M. Il existe une forme linéaire φ sur Mpn,Kq telle que
H “ kerpφq. Encore une fois la proposition 4.125 nous donne A PM telle que φ “ fA ; nous notons
r le rang de A. Par le lemme 4.104 nous avons A “ PJrQ avec P,Q P GLpn,Kq et

Jr “
ˆ
1r 0
0 0

˙
. (4.257)

46. Lemme 4.59.
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Pour tout M PM nous avons

φpMq “ TrpAMq “ TrpPJrQMq “ TrpJrQMP q, (4.258)

la dernière égalité découlant de l’invariance cyclique de la trace 47. Ce que nous cherchons est
M P GLpn,Kq telle que φpMq “ 0. Nous commençons par trouver N P GLpn,Kq telle que
TrpJrNq “ 0. Celle-là est facile : c’est

N “
ˆ

0 1
1n´1 0

˙
. (4.259)

Les éléments diagonaux de JrN sont tous nuls. Par conséquent en posant M “ Q´1NP´1 nous
avons notre matrice inversible dans le noyau de φ.

4.7 Représentation de groupe
Définition 4.128 (Représentation).
Soit un groupe G et un espace vectoriel V . Nous disons qu’une application ρ : GÑ GLpV q est une
représentation de G sur V si pour tout g, h P G nous avons

ρpgq ˝ ρpgq “ ρpghq. (4.260)

Très souvent, nous disons que la représentation est le couple pV, ρq.
Définition 4.129.
Une représentation 48 est fidèle si elle est injective en tant que application GÑ GLpV q. Ce ne sont
pas chacun des ρpgq qui doivent être injectifs. La dimension de V est le degré de la représentation
pV, ρq.
Proposition 4.130.
Soit un corps K. Si G est un groupe dansMpn,Kq (c’est à dire un groupe de matrices à coefficients
dans K), alors l’application

ρ : GÑ GLpKnq
A ÞÑ fA

(4.261)

où fA est l’application linéaire associée à A est une représentation de G.

47. Lemme 4.59.
48. Définition 4.128.
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Chapitre 5

Classification de certains groupes

5.1 Théorèmes de Sylow

Lemme 5.1.
Soient H et K des sous-groupes finis de G. Alors

CardpHKq “ |H|· |K||H XK| . (5.1)

Attention : dans ce lemme, l’ensemble HK n’est pas spécialement un groupe. Ce serait le cas
si H normaliserait K, c’est-à-dire si nous avions hkh´1 P K, @h, k P H ˆK.

Théorème 5.2 (Théorème de Cauchy[71]).
Soit G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|. Alors
(1) G contient un élément d’ordre p.
(2) Si G est un p-groupe, il existe un élément central d’ordre p dans G.

Lemme 5.3 (Théorème de Cayley).
Si G est un groupe d’ordre n alors il est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique Sn.

Démonstration. L’action à gauche de G sur lui-même

ϕ : GÑ Sn

ϕpxqg ÞÑ xg
(5.2)

est une permutation des éléments de G. Cela donne un morphisme injectif parce que si ϕpxq “ ϕpyq
nous avons xg “ yg pour tout g et en particulier pour g “ e nous trouvons x “ y.

Lemme 5.4.
Soit p un diviseur premier de n. Alors le groupe symétrique Sn se plonge dans GLnpFpq.
Démonstration. Soit teiu la base canonique de Fp. Nous avons le morphisme injectif ϕ : Sn Ñ
GLpn,Fq donné par ϕpσqei “ eσpiq.

Remarque 5.5.
En mettant bout à bout les lemmes 5.3 et 5.4, nous trouvons que si p est un diviseur premier de
|G|, alors G peut être vu comme un sous-groupe de GLpn,Fpq.
Définition 5.6.
Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre pm pour
un certain m (dépendant de l’élément).

Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Un p-Sylow dans G est un p-sous-groupe
d’ordre pn où pn est la plus grande puissance de p divisant |G|.

263
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Notons que si p est un nombre premier, alors tout groupe d’ordre pm est un p-groupe.

Lemme 5.7.
Soit G un groupe fini et P , Q des p-sous-groupes. Nous supposons que Q normalise P . Alors PQ
est un p-sous-groupe de G.

Si S est un p-Sylow, alors p ne divise pas le nombre |G : S| “ |G|{|S|.
Proposition 5.8.
Soit le corps fini Fp “ Z{pZ (p premier). Soit T le sous-ensemble de GLnpFpq formé des matrices
triangulaires supérieures de rang 1 n et dont les éléments diagonaux sont 1. Alors T est un p-Sylow
de GLnpFpq.
Démonstration. Nous commençons par étudier le cardinal de GLnpFpq. Pour la première colonne,
la seule contrainte à vérifier est qu’elle ne soit pas nulle. Il y a donc pn ´ 1 possibilités. Pour la
seconde, il faut ne pas être multiple de la première. Il y a donc pn ´ p possibilités (parce qu’il
y a p multiples possibles de la premières colonne). Pour la k-ième colonne, il faut éviter toutes
les combinaisons linéaires des pk ´ 1q premières colonnes. Il y a pk´1 telles combinaisons et donc
pn ´ pk´1 possibilités pour la k-ième colonne. Nous avons donc

Card
`
GLpn,Fpq

˘ “ ppn ´ 1qppn ´ pq . . . ppn ´ pn´1q (5.3a)
“ p· p2 ¨ ¨ ¨ pn´1ppn ´ 1qppn´1 ´ 1q . . . pp´ 1q (5.3b)

“ p
npn´1q

2 m (5.3c)

où m est un entier qui ne divise pas p.
En ce qui concerne le cardinal de T , le calcul est plus simple : pour la première ligne nous

avons pn´1 choix (parce qu’il y a un 1 qui est imposé sur la diagonale), pour la seconde pn´2, etc.
En tout nous avons alors

|T | “ p
npn´1q

2 , (5.4)

et T est un p-Sylow de GLnpFpq.

Proposition 5.9.
Soit p un nombre premier. Un groupe fini G est un p-groupe si et seulement l’ordre de G est pn
pour un certain n.

Démonstration. Supposons que G est un p-groupe. Soit q un nombre premier divisant |G|. Par le
théorème de Cauchy (5.2), le groupe G contient un élément d’ordre q, soit g un tel élément. Étant
donné que G est un p-groupe, gpn “ gq “ e pour un certain n. Donc q “ pn et q “ p parce que q
est premier. Nous venons de prouver que p est le seul nombre premier qui divise |G|. L’ordre de G
est par conséquent une puissance de p.

Nous nous intéressons maintenant à l’implication inverse. Nous supposons que |G| “ pn pour
un certain entier n ě 0. Soit g P G ; nous notons r l’ordre de G. Le sous-groupe grpgq est d’ordre
r, donc r divise |G| (par le théorème 2.31 de Lagrange). Le nombre r est alors une puissance de
p.

Lemme 5.10.
Soit G, un groupe fini de cardinal |G| “ n et p, un diviseur premier de n. Nous notons n “ pm · r
où p ne divise pas r. Soit H un sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G. Alors il existe g P G tel
que

gSg´1 XH (5.5)

soit un p-Sylow de H.

1. Définition 4.38.
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Démonstration. Nous considérons l’ensemble G{S sur lequel H agit. Si a P G, le stabilisateur de
ras dans G{S est

Fix
`ras˘ “ th P H tel que rhas “ rasu (5.6a)

“ th P H tel que a´1ha P Su (5.6b)
“ aSa´1 XH. (5.6c)

Nous cherchons a P G tel que l’entier

CardpHq
Card

`
aSa´1 XH˘ (5.7)

soit premier avec p. En effet, dans ce cas le groupe Fixprasq est un p-Sylow de H parce que
|H : aSa´1 XH| ne divise pas p. La formule des orbites (équation (2.79)) nous dit que

|H|
|aSa´1 XH| “ Card

`
Oras

˘
. (5.8)

Supposons que toutes les orbites aient un cardinal divisible par p. Étant donné que G{S est une
réunion disjointe de ses orbites, nous aurions

p � CardpG{Sq “ |G||S| (5.9)

alors que S étant un p-Sylow, p ne peut pas diviser |G|{|S|. Toutes les orbites n’ont donc pas un
cardinal divisible par p, et il existe un a P G tel que (5.7) soit vérifiée.

Théorème 5.11 (Théorème de Sylow).
Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Alors
(1) G possède au moins un p-Sylow 2.
(2) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow.
(3) Les p-Sylow de G sont conjugués.
(4) Si np est le nombre de p-Sylow de G, alors np divise |G| et np P r1sp.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Nous savons de la remarque 5.5 que G est un sous-groupe de GLnpFpq et que ce dernier a

un p-Sylow par la proposition 5.8. Par conséquent G possède un p-Sylow par le lemme 5.10.
(2) Soit H un p-sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G (qui existe par le point précédent). Par

le lemme 5.10 il existe a P G tel que aSa´1XH soit un p-Sylow de H. Mais H est un p-groupe
et un p-Sylow dans un p-groupe est automatiquement le groupe entier. Par conséquent,

H “ aSa´1 XH (5.10)

et H Ă aSa´1, ce qui signifie que H est inclus dans un p-Sylow.
(3) Soit H un p-Sylow. Nous venons de voir que si S est un p-Sylow quelconque, alors H est

inclus au p-Sylow aSa´1 pour un certain a P G. Donc H est un p-Sylow inclus dans le p-Sylow
aSa´1, donc H “ aSa´1.

(4) Le fait que np divise n est parce que tous les p-Sylow ont le même nombre d’éléments (ils sont
conjugués) et sont deux à deux disjoints. Donc ils forment une partition de G et |G| “ np|S|
si S est un p-Sylow quelconque.
Montrons maintenant que np est congru à un modulo p. Soit E l’ensemble des p-Sylow de G.
Le groupe G agit sur E par conjugaison. Soit S un p-Sylow et considérons l’ensemble

ES “ tT P E tel que s·T “ T@s P Su. (5.11)

2. Définition 5.6.
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où l’action est celle par conjugaison. C’est l’ensemble des points fixes de E sous l’action de
S. L’ensemble E est la réunion des orbites sous S et chacune de ces orbites a un cardinal qui
divise |S| “ pm. Par conséquent |OT | vaut 1 lorsque T P ES et est un multiple de p sinon.
Nous avons donc

|E| ” |ES | mod p. (5.12)

Nous voulons obtenir |ES | “ 1. Évidemment S P ES parce que si s P S alors sSs´1 “ S.
Nous voudrions montrer que S est le seul élément de ES . Soit T P ES , c’est-à-dire que T est
un p-Sylow de G tel que

sTs´1 “ T (5.13)

pour tout s P S. Soit N le groupe engendré par S et T . Montrons que T est normal dans N .
Un élément g dans N s’écrit

g “ s1t1 ¨ ¨ ¨ srtr (5.14)

avec si P S et ti P T . Si t P T , en utilisant le fait que T est un groupe et le fait que S le
normalise, nous avons

gtg´1 “ s1t1 . . . srtrtt
´1
r s´1

r . . . t´1
1 s´1

1 P T. (5.15)

Donc T est un sous-groupe normal de N . Mais S et T sont conjugués dans N (parce que
ils sont des p-Sylow de N), donc il existe un élément a P N tel que aTa´1 “ S. Mais étant
donné que T est normal,

S “ aTa´1 “ T. (5.16)

Ceci achève la démonstration des théorèmes de Sylow.

Proposition 5.12.
Si S est un p-Sylow dans le groupe G alors pour tout g P G, l’ensemble gSg´1 est encore un
p-groupe.

Démonstration. Si les éléments de S sont d’ordre pn, alors nous avons

pgsg´1qq “ gsqg´1 “ e. (5.17)

Pour avoir gsqg´1 “ e, il faut et suffit que gsq “ g, alors sq “ e, c’est-à-dire q “ pn. Donc gSg´1

est encore un p-Sylow.

Lemme 5.13 ([72]).
Soit G, un groupe fini et p, un nombre premier. Si H et K sont des groupes distincts d’ordre p,
alors H XK “ teu.
Démonstration. L’ensemble HXK est un sous-groupe de H. Par conséquent son ordre divise celui
de H qui est un nombre premier. Par conséquent soit |H XK| “ 1, soit |H XK| “ |H|. Dans le
second cas nous aurions H “ K, alors que nous avons supposé que H et K étaient distincts.

Proposition 5.14 ([72]).
Soit G un groupe fini et n le nombre de sous-groupes d’ordre p dans G. Alors le nombre d’éléments
d’ordre p dans G vaut npp´ 1q.
Démonstration. Si g est un élément d’ordre p dans G, le groupe H engendré par g est d’ordre p.
Réciproquement si H est un groupe d’ordre p, tous les éléments de Hzteu sont d’ordre p (parce
que l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe). Donc l’ensemble des éléments d’ordre p dans
G est la réunion des ensembles Hzteu où H parcourt les sous-groupes d’ordre p dans G. Chacun
de ces ensembles possède p ´ 1 éléments et le lemme 5.13 nous assure qu’ils sont disjoints. Par
conséquent nous avons npp´ 1q éléments d’ordre p dans G.
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Corollaire 5.15.
Un groupe d’ordre premier est cyclique.

Démonstration. Soit p l’ordre de G. Le nombre de sous-groupes d’ordre p est n “ 1 (et c’est G
lui-même). La proposition 5.14 nous dit alors que le nombre d’éléments d’ordre p dans G est p´1.
Donc tout élément est générateur.

5.2 Groupe monogène

Le théorème suivant donne quelques informations à propos de groupes monogènes. Il impliquera
dans le corollaire 20.13 qu’un groupe monogène d’ordre n possède ϕpnq générateur où ϕ est la
fonction indicatrice d’Euler définie en 20.9.

Théorème 5.16.
Un groupe monogène est abélien. Plus précisément,
(1) un groupe monogène infini est isomorphe à Z,
(2) un groupe monogène fini est isomorphe à Z{nZ pour un certain n.

Démonstration. Le groupe est abélien parce que g “ an, g1 “ an
1 implique gg1 “ qn`n1 “ g1g. Nous

considérons un générateur a de G (qui existe parce que G est monogène) et le morphisme surjectif

f : ZÑ G

p ÞÑ ap.
(5.18)

Si G est infini, alors f est injective parce que si an “ an
1 , alors an´n1 “ e, ce qui rendrait G cyclique

et par conséquent non infini. Nous concluons que si G est infini, alors f est une bijection et donc
un isomorphisme Z » G.

Si G est fini, alors f n’est pas injective et a un noyau ker f . Étant donné que ker f est un sous-
groupe de G, il existe un (unique) n tel que ker f “ nZ et le premier théorème d’isomorphisme
(théorème 2.25) nous indique que

Z{ ker f “ Z{nZ “ Image f “ G. (5.19)

Le lemme suivant donne une démonstration alternative, avec une construction plus explicite
de l’isomorphisme.

Lemme 5.17 ([1]).
À propos de groupes monogènes 3

(1) Soit un groupe monogène G d’ordre fini n dont g est un générateur. Alors il existe un iso-
morphisme

φ : GÑ pZ{nZ,`q (5.20)

tel que φpgq “ 1.
(2) Si G est un groupe monogène d’ordre infini et si g est un générateur, alors il existe un

isomorphisme
φ : GÑ pZ,`q (5.21)

tel que φpgq “ 1.
(3) Soient G et H deux groupes monogènes de même ordre. Soient g un générateur de G et h,

un générateur de H. Il existe un isomorphisme de G sur H qui envoie g sur h.

3. Définition 2.10.
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Démonstration. Commençons par enfoncer une porte ouverte : vu que le groupe est monogène,
l’ordre du groupe est égal à l’ordre de son générateur. Nous séparons les cas selon quel l’ordre soit
fini ou non.

L’ordre de G est fini et vaut n Si k P Z, nous notons rksn la classe de k modulo n, c’est-à-dire
l’ensemble tk ` pn tel que p P Zu.
Nous construisons l’isomorphisme φ : GÑ Z{nZ de la façon suivante :

φpgmq “ rmsn. (5.22)

Cela est une bonne définition parce que une égalité du type gm “ gm
1 implique que m et m1

soient dans la même classe modulo n. Nous vérifions que cela est une isomorphisme entre G
et Z{nZ.
Morphisme Pour l’identité, si x “ e alors m “ 0 et φpeq “ r0sn. Et si x “ gk, y “ gl alors

φpxyq “ φpgk`lq “ rk ` lsn “ rksn ` rlsn “ φpxq ` φpyq.
Injectif Supposons φpgkq “ φpglq avec k ě l. Nous avons hk “ hl, dont hk´l “ e, ce qui

donne k ´ l P r0sn ou encore rksn “ rlsn. En particulier gk “ gl.
Surjectif La classe rksn est l’image de gk.

L’ordre de G est infini Si l’ordre de G est infini alors un élément x P G s’écrit de façon unique
sous la forme x “ gm avec m P Z. Dans ce cas nous définissons directement φpgmq “ m.
Le reste de la preuve est alors identique au cas d’ordre fini, mais sans les complications liées
au modulo.

La dernière assertion s’obtient des précédentes par composition d’isomorphismes.

5.3 Automorphismes du groupe Z{nZ

Notons que Z{nZ “ Fn est un groupe pour l’addition tandis que pZ{nZq˚ est un groupe pour
la multiplication. Il ne peut donc pas y avoir d’équivoque.

Théorème 5.18 ([73]).
Pour chaque x P pZ{nZq˚ nous considérons l’application

σx : Z{nZÑ Z{nZ
y ÞÑ xy.

(5.23)

L’application
σ :

`pZ{nZq˚, ·
˘Ñ Aut

`
Z{nZ,`˘ (5.24)

ainsi définie est un isomorphisme de groupes.

L’énoncé de ce théorème s’écrit souvent rapidement par

AutpZ{nZq “ pZ{nZq˚, (5.25)

mais il faut bien garder à l’esprit qu’à gauche on considère le groupe additif et à droite celui
multiplicatif.

Démonstration. Nous notons rxs la classe de x dans Z{nZ. Nous avons Z{nZ “ r1s. Soit f un
automorphisme de pZ{nZ,`q ; pour tout r P Z nous avons

fprrsq “ fprr1sq “ rfpr1sq “ rrsfpr1sq. (5.26)
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En particulier, vu que f est surjective, il existe un r tel que fprrsq “ r1s. Pour un tel r nous avons
r1s “ rrsfpr1sq, c’est-à-dire que nous avons montré que fpr1sq est inversible dans

`pZ{nZq˚, ·
˘
.

Nous montrons à présent que 4

σ : AutppZ{nZ,`qq Ñ `pZ{nZq˚, ·
˘

f ÞÑ fpr1sq (5.27)

est un isomorphisme.
Nous commençons par la surjectivité. Soit ras P pZ{nZq˚. Les élément ras et r1s étant tous

deux des générateurs de pZ{nZ,`q, il existe un automorphisme de Z{nZ qui envoie r1s sur ras par
le lemme 5.17. Cela prouve la surjectivité de σ.

En ce qui concerne l’injectivité, considérons des automorphismes f1 et f2 de pZ{nZ,`q tels que
f1pr1sq “ f2pr1sq. Les automorphismes f1 et f2 prennent la même valeur sur un générateur et donc
sur tout le groupe. Donc f1 “ f2.

Enfin nous prouvons que σ est un morphisme, c’est-à-dire que σpf ˝gq “ σpfqσpgq. Nous avons

f
`
gpr1sq˘ “ f

`
gpr1sqr1s˘ “ gpr1sqfpr1sq “ σpfqσpgq. (5.28a)

Ce dernier résultat s’étend aux groupes cycliques.

Proposition 5.19.
Si G est un groupe cyclique 5 d’ordre n, alors

AutpGq “ pZ{nZq˚. (5.29)

Corollaire 5.20.
Si p divise q ´ 1 alors AutpFqq possède un unique sous-groupe d’ordre p.

Démonstration. Si a est un générateur de Fq̊ alors le groupe

gr
´
a
q´1
p

¯
(5.30)

est un sous-groupe d’ordre p. En ce qui concerne l’unicité, soit S un sous-groupe d’ordre p. Il est
donc d’indice pq ´ 1q{p dans Fq̊ et le lemme 3.30 nous enseigne que le groupe donné en (5.30) est
contenu dans S. Il est donc égal à S parce qu’il a l’ordre de S. Le fait que S soit normal est dû au
fait que Fq̊ est abélien.

5.4 Groupes abéliens finis
Source : [28].
Nous rappelons que l’exposant d’un groupe fini est le ppcm des ordres de ses éléments. Dans

le cas des groupes abéliens finis, l’exposant joue un rôle important du fait qu’il existe un élément
dont l’ordre est l’exposant. Cela est le théorème suivant.

Théorème 5.21 (Exposant dans un groupe abélien fini).
Un groupe abélien fini contient un élément dont l’ordre est l’exposant du groupe.

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini et x P G, un élément d’ordre maximum m. Nous
montrons par l’absurde que l’ordre de tous les éléments de G divise m. Soit donc y P G, un
élément dont l’ordre ne divise pas m ; nous notons q son ordre. Vu que q ne divise pas m, le

4. Le σ donné ici est l’inverse de celui donné dans l’énoncé. Cela ne change évidemment rien à la validité de
l’énoncé et de la preuve.

5. Définition 2.11.
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nombre q possède au moins un facteur premier plus de fois que m : soit p premier tel que la
décomposition de q contienne pβ et celle de m contienne pα avec β ą α. Autrement dit,

m “ pαm1 (5.31a)
q “ pβq1 (5.31b)

où m1 et q1 ne contiennent plus le facteur p. L’élément x étant d’ordre m, l’élément xpα est d’ordre
m1. De la même manière, l’élément yq1 est d’ordre pβ. Étant donné que pβ et m1 sont premiers
entre eux, l’élément xpαyq1 est d’ordre pαm1 ą m. D’où une contradiction avec le fait que x était
d’ordre maximal.

Par conséquent l’ordre de tous les éléments de G divise celui de x qui est alors le ppcm des
ordres de tous les éléments de G, c’est-à-dire l’exposant de G.

Proposition 5.22.
Soit G un groupe abélien fini et x P G, un élément d’ordre maximum. Alors
(1) Il existe un morphisme ϕ : GÑ grpxq tel que ϕpxq “ x.
(2) Il existe un sous-groupe K de G tel que G “ grpxq ‘K.

Démonstration. Nous notons a l’ordre de x qui est également l’exposant du groupe G.
Nous allons prouver la première partie par récurrence sur l’ordre du groupe. Si G “ grpxq,

alors c’est évident. Soit H un sous-groupe propre de G contenant x et tel que le problème soit déjà
résolu pour H : il existe un morphisme ϕ : H Ñ grpxq tel que ϕpxq “ x. Soit y P GzH, d’ordre b.
Nous allons trouver un morphisme ϕ̂ : grpH, yq Ñ grpxq telle que ϕ̂pxq “ x.

Pour cela nous commençons par construire les applications suivantes :

ϕ̃ : Z{bZˆH Ñ grpxq
pk̄, hq ÞÑ xklϕphq (5.32)

où l est encore à déterminer, et
p : Z{bZˆH Ñ grpy,Hq

pk̄, hq ÞÑ ykh.
(5.33)

Pour que ϕ̃ soit bien définie, il faut que a divise bl. L’application p est bien définie parce que k̄ est
pris dans Z{bZ et que b est l’ordre de y.

Nous allons construire le morphisme ϕ̂ en considérant le diagramme

kerppq � � // Z{bZˆH
ϕ̃

��

p // grpy,Hq

ϕ̂xx
grpxq

(5.34)

que l’on voudra être commutatif. Vu que p est surjective, les théorèmes d’isomorphismes nous
disent que

grpy,Hq » Z{bZˆHker p . (5.35)

Si rk̄, hs est la classe de pk̄, hq modulo kerppq alors nous voudrions définir ϕ̂ par

ϕ̂
`rk̄, hs˘ “ ϕ̃pk̄, hq. (5.36)

Pour que cela soit bien définit, il faut que si pr̄, zq P ker p,

ϕ̂
`rk̄r̄, hzs˘ “ ϕ̂

`rk̄, hs˘, (5.37)

c’est-à-dire que ϕ̃pr̄, zq “ e. Du coup la définition (5.36) n’est bonne que si et seulement si

kerppq Ă kerpϕ̃q. (5.38)
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Nous pouvons obtenir cela en choisissant bien l.
Déterminons d’abord le noyau de p. Pour cela nous considérons un nombre β divisant b tel

que grpyq X H “ grpyβq. Nous aurons ppk̄, hq “ e si et seulement si yh “ e. En particulier
h “ y´k P grpyq XH “ grpyβq. Si h “ pyβqm “ ymβ, alors k “ ´mβ et nous avons

kerppq “ tp´mβ, ymβq tel que m P Zu. (5.39)

En plus court : kerppq “ grpβ, y´βq. Nous devons donc fixer l de telle sorte que ϕ̃pβ, y´βq “ e.
Étant donné que ϕ prend ses valeurs dans grpxq, il existe un entier α tel que ϕpy´βq “ xα ; en
utilisant cet α, nous écrivons

ϕ̃pβ, y´βq “ xβlϕpy´βq “ xβl`α. (5.40)

Par conséquent nous choisissons l “ ´α{β. Nous devons maintenant vérifier que ce choix est
légitime, c’est-à-dire que a divise bl et que α{β est un entier.

Étant donné que y est d’ordre b,

e “ ϕpybq “ ϕpy´βb{βq “ ϕpy´βqb{β “ xbβ{α. (5.41)

Par conséquent a divise bα
β “ ´bl.

Pour voir que l est entier, nous nous rappelons que a est l’exposant de G (parce que x est
d’ordre maximum) et que par conséquent b divise a. Mais a divise α b

β . Donc α{β est entier.
Nous passons maintenant à la seconde partie de la preuve. Nous considérons un morphisme

ϕ : GÑ grpxq tel que ϕpxq “ x. La première partie nous en assure l’existence. Nous montrons que

ψ : GÑ grpxq ‘ kerpϕq
g ÞÑ `

ϕpgq, gϕpgq´1˘ (5.42)

est un isomorphisme. D’abord gϕpgq´1 est dans le noyau de ϕ parce que ϕpgq´1 étant dans grpxq,
et ϕ étant un morphisme,

ϕ
`
gϕpgq´1˘ “ ϕpgqϕpgq´1 “ e. (5.43)

L’application ψ est un morphisme parce que, en utilisant le fait que G est abélien,

ψpg1g2q “
`
ϕpg1g2q, g1g2ϕpg1g2q´1˘ (5.44a)

“ `
ϕpg1qϕpg2q, g1ϕpg1q´1g2ϕpg2q´1˘ (5.44b)

“ ψpg1qψpg2q. (5.44c)

L’application ψ est injective parce que si ψpgq “ pe, eq alors ϕpgq “ e et gϕpgq´1 “ e, ce qui
implique g “ e.

Enfin ψ est surjective parce qu’elle est injective et que les ensembles de départ et d’arrivée ont
même cardinal. En effet par le premier théorème d’isomorphisme (théorème 2.25) appliqué à ϕ
nous avons

|G| “ | grpxq|· | kerpϕq|. (5.45)

Théorème 5.23.
Tout groupe abélien fini (non trivial) se décompose en

G » Z{d1Z‘ . . .‘ Z{drZ (5.46)

avec d1 ě 1 et di divise di`1 pour tout i “ 1, . . . , r ´ 1.
De plus la liste pd1, . . . , drq vérifiant ces propriétés est unique.
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Démonstration. Soit x1 un élément d’ordre maximal dans G. Soit n1 son ordre et

H1 “ grpx1q “ Fn1 . (5.47)

D’après la proposition 5.22(2), il existe un supplémentaire K1 tel que G “ Fn1 ‘K1. Si K1 “ t1u
on s’arrête et on garde G “ Fn1 . Sinon on continue de la sorte en prenant x2 d’ordre maximal
dans K1 etc.

Nous devons maintenant prouver l’unicité de cette décomposition. Soit

G “ Fd1 ‘ . . .‘Fdr “ Fs1 ‘ . . .‘Fsq . (5.48)

L’exposant de G est dr et sq. Donc dr “ sq. Les complémentaires étant égaux nous avons

Fd1 ‘ . . .‘Fdr´1 “ Fs1 ‘ . . .‘Fsq´1 . (5.49)

En continuant nous trouvons r “ q et di “ si.

5.5 Groupes d’ordre pq
Lemme 5.24.
Soit G un groupe d’ordre pq où p et q sont des nombres premiers distincts. Nous supposons que
p ă q.
(1) Le groupe G possède un unique q-Sylow.
(2) Cet unique q-Sylow est normal dans G.
(3) Il n’est ni teu ni G.
(4) Le groupe G n’est pas un groupe simple 6.

Démonstration. Soit nq le nombre de q-Sylow ; par le théorème de Sylow 5.11(1) le groupe G
possède des q-Sylow et par 5.11(4),

nq P r1sq. (5.50)
De plus le nombre nq divise |G| “ pq. Donc nq vaut p, q ou 1. Avoir nq “ p n’est pas possible
parce que nq P r1sq et p ă q. Avoir nq “ q n’est pas possible non plus, pour la même raison. Donc
nq “ 1. Notons H l’unique q-Sylow de G.

Le fait que H soit normal est une conséquence de 5.11(3) parce que le conjugué de H est encore
un q-Sylow alors que H est l’unique q-Sylow.

Vu que
1 ă p “ |H| ă pq “ |G|, (5.51)

le sous-groupe H n’est ni réduit à l’identité ni le groupe entier.
Par conséquent G n’est pas simple parce qu’il contient un sous-groupe normal non trivial.

Avant le lire le théorème suivant, n’oubliez pas de lire la définition d’un produit semi-direct 2.76.

Théorème 5.25 ([74]).
Soient deux nombres premiers distincts 7 p et q avec q ą p.
(1) Si p ne divise pas q ´ 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique et plus précisément le seul

groupe (à isomorphisme près) d’ordre pq est Z{pqZ.
(2) Si p � q ´ 1, alors il n’existe que deux groupes d’ordre pq :

— Le groupe abélien et cyclique Z{pqZ.
— Le produit semi-direct non abélien

G “ Z{qZˆϕ Z{pZ (5.52)

où ϕp1̄q est d’ordre p dans AutpZ{qZq.
6. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, 2.5.
7. Le cas p “ q sera traité par la proposition 5.28.
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(3) Si p et q sont premiers entre eux, le produit est direct 8.

Démonstration. Division de la preuve en plusieurs parties.
Préliminaires avec Sylow Soit un groupe G d’ordre pq. Soient H, un q-Sylow et K, un p-Sylow

de G. Ils existent parce que p et q sont des diviseurs premiers de |G| (théorème de Sylow 5.11).
Si nq est le nombre de q-Sylow dans G alors nq divise |G| et nq “ 1 mod q. Donc d’abord nq
vaut 1, p ou q. Ensuite nq “ q est exclu par la condition nq “ 1 mod q ; la possibilité nq “ p
est également impossible parce que p “ 1 mod q est impossible avec p ă q. Donc nq “ 1 et
H est normal dans G.
L’ensemble H XK est un sous-groupe à la fois de H et de K, ce qui entraine que (théorème
de Lagrange 2.31) |HXK| divise à la fois p et q. Nous en déduisons que |HXK| “ 1 et donc
que H XK “ teu.
Étant donné que H est normal, l’ensemble HK est un sous-groupe de G. De plus l’application

ψ : H ˆK Ñ HK

ph, kq ÞÑ hk
(5.53)

est un bijection. Nous ne devons vérifier seulement l’injectivité. Supposons que hk “ h1k1.
Alors e “ h´1h1k1k´1, et donc

h´1h1 “ pk1k´1q´1 P H XK “ teu. (5.54)

Par conséquent |pq| “ |H ˆK| “ |HK|, et HK “ G. Le corollaire 2.78 nous indique que

G “ H ˆϕ K (5.55)

où ϕ est l’action adjointe. Nous devons maintenant identifier cette action. En d’autres termes,
nous savons que H “ Z{qZ et K “ Z{pZ et que ϕ : Z{pZÑ AutpZ{qZq est un morphisme.
Nous devons déterminer les possibilités pour ϕ.
Soit np le nombre de p-Sylow de G. Comme précédemment, np vaut 1, p ou q et la possibilité
np “ p est exclue. Donc np est 1 ou q.

Si p ne divise pas q ´ 1 Si p ne divise pas q ´ 1 alors il n’est pas possible d’avoir np “ q parce
que np P r1sp. Or dire np “ q demanderait q P r1sp, c’est-à-dire q “ kp` 1, qui impliquerait
que p divise q ´ 1.
La seule possibilité est que np “ 1. Dans ce cas, K est également normal dans G. Du coup
le produit semi-direct (5.55) est en réalité un produit direct (ϕ est triviale) et nous avons

G “ Z{qZˆ Z{pZ “ Z{pqZ. (5.56)

Si p divise q ´ 1 Cette fois np “ 1 et np “ q sont tous deux possibles. Ce que nous savons est que
ϕpZ{pZq est un sous-groupe de AutpZ{qZq. Par le premier théorème d’isomorphisme 2.25,
nous avons

|ϕpZ{pZq| “ |Z{pZ|| kerϕ| , (5.57)

ce qui signifie que |ϕpZ{pZq| divise |Z{pZ| “ p. Par conséquent, |ϕpZ{pZq| est égal à 1 ou p.
Si c’est 1, alors l’action est triviale et le produit est direct.
Nous supposons que |ϕpZ{pZq| “ p. Le corollaire 5.20 nous indique que AutpZ{qZq possède
un unique sous-groupe d’ordre p que nous notons Γ ; c’est-à-dire que Γ “ Imagepϕq. Vu que
ϕ : Z{pZ Ñ AutpZ{qZq est un morphisme, Γ est généré par ϕp1̄q qui est alors un élément
d’ordre p, comme annoncé.

8. Cette affirmation me semble très bizarre. Comment deux nombres premiers distincts pourraient ne pas être premiers
entre eux ? ? ?
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Unicité Nous nous attaquons maintenant à l’unicité. Soient ϕ et ϕ1 deux morphismes non triviaux
Z{pZÑ AutpZ{qZq. Étant donné que AutpZ{qZq ne possède qu’un seul sous-groupe d’ordre
p, nous savons que Imagepϕq “ Imagepϕ1q “ Γ. Nous pouvons donc parler de ϕ1´1 en tant
qu’application de Z{pZ dans Γ. Nous montrons que

f : Z{qZˆϕ Z{pZÑ Z{qZˆϕ1 Z{pZ
ph, kq ÞÑ ph, αpkqq (5.58)

où α “ ϕ1´1 ˝ ϕ est un isomorphisme de groupes. Le calcul est immédiat :

fph1, k1qfph2mk2q “
`
h1, αpk1q

˘ph2, αpk2qq (5.59a)
“ `

h1ϕ
1pαpk1qqh2mαpk1k2q

˘
(5.59b)

“ f
`
h1ϕpk1qh2, k1k2

˘
(5.59c)

“ f
`ph1, k1q, ph2, k2q

˘
. (5.59d)

Par conséquent Z{qZˆϕ Z{pZ » Z{qZˆϕ1 Z{pZ.

Note : il existe des nombres premiers p et q tels que q “ 1 mod p. Par exemple 7 “ 1 mod 3.

Proposition 5.26 ([23]).
Soit G un groupe fini d’ordre pq où p et q sont deux nombres premiers distincts vérifiant

"
p ‰ 1 mod q (5.60a)
q ‰ 1 mod p. (5.60b)

Alors G est cyclique, abélien et
G » Z{pZˆ Z{qZ. (5.61)

Démonstration. Soient np et nq les nombres de p-Sylow et q-Sylow. Par le théorème de Sylow 5.11,
np divise pq et np “ 1 mod p. Le second point empêche np de diviser p. Par conséquent np divise
q et donc np vaut 1 ou q. La possibilité np “ q est exclue par l’hypothèse q ‰ 1 mod p. Donc
np “ 1, et de la même façon nous obtenons nq “ 1.

Soient S l’unique p-Sylow et T , l’unique q-Sylow. Pour les mêmes raisons que celles exposée
plus haut, ce sont deux sous-groupes normaux dans G. Étant donné que S est d’ordre pn pour un
certain n et que l’ordre de S doit diviser celui de G, nous avons |S| “ p. De la même façon, |T | “ q.
Par conséquent S est un groupe cyclique d’ordre p et nous considérons x, un de ses générateurs.
De la même façon soit y, un générateur de T .

Nous montrons maintenant que x et y commutent, puis que xy engendre G. Nous savons que
S X T est un sous-groupe à la fois de S et de T , de telle façon que |S X T | divise à la fois |S| “ p
et |T | “ q. Nous avons donc |S X T | “ 1 et donc S X T se réduit au neutre. Par ailleurs, S et T
sont normaux, donc

pxyx´1qy´1 P T (5.62a)
xpyx´1qy´1q P S, (5.62b)

donc xyx´1y´1 “ e, ce qui montre que xy “ yx.
Montrons que xy engendre G. Soit m ą 0 tel que pxyqm “ e. Pour ce m nous avons xm “ y´m

et y´m “ xm, ce qui signifie que xm et ym appartiennent à S catT et donc xm “ ym “ e. Les
nombres p et q divisent donc tous deux m ; par conséquent ppcmpp, qq “ pq divise m. Nous en
concluons que xy est d’ordre pq (il ne peut pas être plus) et qu’il est alors générateur.

Pour la suite nous allons d’abord prouver que G “ ST puis que G » S ˆ T . Nous savons déjà
que |S X T | “ 1, ce qui nous amène à dire que |ST | “ |S||T |. En effet si s, s1 P S et t, t1 P t et si
st “ s1t1, alors t “ s´1s1t1, ce qui voudrait dire que s´1s1 P T et donc que s´1s1 “ e. Au final nous
avons

|ST | “ |S||T | “ pq “ |G|. (5.63)
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Par conséquent G “ ST . En nous rappelant du fait que S X T “ teu et que S et T sont normaux,
le lemme 2.16 nous dit que G » SˆT . Le groupe S étant cyclique d’ordre p nous avons S “ Z{pZ
et pour T , nous avons la même chose : T “ Z{qZ. Nous concluons que

G » Z{pZˆ Z{qZ. (5.64)

Théorème 5.27 (Théorème de Burnside[28]).
Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

Démonstration. Soit G un p-groupe non trivial. Nous considérons l’action adjointe G sur lui-même.
Les points fixes de cette action sont les éléments du centre :

ZG “ tz P G tel que σxpzq “ z@x P Gu “ FixGpGq. (5.65)

Nous utilisons l’équation aux classes (2.54) pour dire que |G| “ |ZG| mod p. Mais |ZG| n’est pas
vide parce qu’il contient l’identité. Donc |ZG| est au moins d’ordre p.

Proposition 5.28.
Si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p ou p2 est abélien.

Rappel : un groupe d’ordre p ou p2 est automatiquement un p-groupe.

Démonstration. Si |G| “ p, alors le théorème de Cauchy 5.2 nous donne l’existence d’un élément
d’ordre p. Cet élément est alors automatiquement générateur, G est cyclique et donc abélien.

Si par contre G est d’ordre p2, alors les choses se compliquent (un peu). D’après le théorème
de Burnside 5.27, le centre Z n’est pas trivial ; il est alors d’ordre p ou p2. Supposons qu’il soit
d’ordre p et prenons x P GzZ. Alors le stabilisateur de x pour l’action adjointe contient au moins
Z et x, c’est-à-dire que |FixGpxq| ě p` 1. Étant donné que FixGpxq est un sous-groupe, son ordre
est automatiquement 1, p ou p2. En l’occurrence, il doit être p2 (parce que plus grand que p), et
donc x doit être central, ce qui est une contradiction.

5.6 Groupe symétrique, groupe alterné
La définition des permutations et du groupe symétrique sont 2.60. Voir aussi le thème 59.

5.6.1 Le groupe alterné

Définition 5.29.
Le groupe An des permutations paires 9 dans Sn est la groupe alterné.

Proposition 5.30.
À propos du groupe alterné dans le groupe symétrique.
(1) Le groupe alterné An est un sous-groupe caractéristique 10 de Sn
(2) Le sous-groupe An est d’indice 2 dans Sn.
(3) Le sous-groupe An est l’unique sous-groupe d’indice 11 2 de Sn.

Démonstration. Soit α P AutpSnq. Étant donné que ε ˝ α est un homomorphisme surjectif sur
t´1, 1u, par unicité de cet homomorphisme, nous avons ε ˝ α “ ε, et donc αpAnq “ An. Par le
premier théorème d’isomorphisme 2.25, il existe un isomorphisme

f : Sn{ kerpεq Ñ Imagepεq. (5.66)

9. Définition 2.71.
10. Définition 2.4.
11. Définition 2.30.
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En égalant le nombre d’éléments nous avons |Sn : ker ε| “ |Sn : An| “ 2.
Nous prouvons maintenant l’unicité. Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans Sn. Par le lemme

3.29, H est distingué et nous pouvons considérer le groupe Sn{H. Ce dernier ayant 2 éléments, il est
isomorphe à t´1, 1u. Soit θ l’isomorphisme. On note ϕ le morphisme canonique ϕ : Sn Ñ Sn{H :

Sn
ϕ // Sn{H θ // t´1, 1u. (5.67)

La composition ϕ˝θ est alors un homomorphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u et nous avons ϕ˝θ “ ε
par la proposition 2.73. L’enchaînement (5.67) nous montre que H “ kerpθ ˝ϕq “ kerpεq “ An.

Proposition 5.31 ([75]).
Le groupe symétrique Sn peut être écrit comme un produit semi-direct 12 du groupe alterné :

Sn “ An ˆϕ Z{2Z (5.68)

où l’action de Z{2Z sur An est la conjugaison par σ “ p12q, c’est-à-dire ρp´1qτ “ στσ´1.

Démonstration. Nous avons la suite exacte

1 iÝÑ An
iÝÑ Sn

εÝÑ t˘1u ÝÑ 1 (5.69)

où les i représentent des inclusions et ε est la signature définie en 2.65. Grâce à cette suite et au fait
que la signature soit un isomorphisme à partir de la partie tId, σu (pour σ d’ordre 2, par exemple
σ “ p12q), le théorème 2.77 nous dit que

Sn » An ˆϕ tId, σu (5.70)

où ϕ est l’action adjointe de tId, σu sur An.
Proposition 5.32.
Si β P Sn est une transposition, nous avons les égalités suivante d’ensembles :

Sn “ An YAnβ “ An Y βAn. (5.71)

Démonstration. Les parties An et βAn ont le même nombre d’éléments. En effet, l’application

ϕ : An Ñ Anβ

σ ÞÑ σβ
(5.72)

est une bijection.
De plus ces deux ensembles sont disjoints à cause de la proposition 2.73. En effet si σ P An, alors

εpσq “ 1. Mais un élément de Anβ est de la forme σβ avec σ P An. Or ε est une homomorphisme,
donc εpσβq “ εpσqεpβq “ ´1.

Enfin, la proposition 5.30(2) dit que An est d’indice deux dans Sn. Donc la partie

An YAnβ (5.73)

contient |Sn|{2` |Sn|{2 “ |Sn| éléments. C’est donc Sn.

Lemme 5.33.
Le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné : DpSnq “ An.

Démonstration. Tout élément de DpSnq s’écrit sous la forme ghg´1h´1. Quel que soit le nombre
de transpositions dans g et h, le nombre de transpositions dans rg, hs est pair.
Proposition 5.34 ([76]).
Soit n ě 3. Les 3-cycles ci “ p1, 2, iq avec i “ 3, . . . , n engendrent le groupe alterné An.
12. Définition 2.76.
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Démonstration. Soit H, le groupe engendré par les ci. D’abord nous avons

ci “ p1, 2, iq “ p1, 2qp2, iq, (5.74)

de telle sorte que εpciq “ 1. Par conséquent nous avons H Ă An. Nos montrons par récurrence que
An Ă H.

Pour n “ 3 il suffit de vérifier que A3 “ tId, c3, c2
3u. Supposons avoir obtenu le résultat pour

An´1, et prouvons le pour An. Soit s P An.
Si spnq “ n, alors s se décompose de la même manière que sa restriction s1 à t1, . . . , n ´ 1u.

Par l’hypothèse de récurrence, cette restriction, appartenant à An´1, se décompose en produit des
c3, . . . , cn´1 et de leurs inverses.

Si spnq “ k alors nous considérons l’élément c2
ncks. Cet élément envoie n sur n et peut donc

être décomposé avec les ci (i “ 1, . . . , n´ 1) en vertu du point précédent.

Proposition 5.35.
Lorsque n ě 5, tous les 3-cycles de An sont conjugués. Autrement dit, la classe de conjugaison
d’un 3-cycle est l’ensemble des 3-cycles.

Démonstration. Soient les 3-cycles σ “ pi1, i2, i3q et ϕ “ pj1, j2, j3q. Nous considérons une bijection
α de t1, . . . , nu telle que αpisq “ js. Nous avons immédiatement que α P Sn et que ασα´1 “ ϕ.
Donc les 3-cycles sont conjugués dans Sn. Il reste à prouver qu’ils le sont dans An.

Si α est une permutation paire, la preuve est terminée. Si α est impaire, alors nous devons
un peu la modifier. Vu que n ě 5, nous pouvons prendre s et t, des éléments distincts dans
t1, . . . , nuztj1, j2, j3u et poser τ “ pstq. Vu que la signature est un homomorphisme et que τ et α
sont impairs, l’élément τα est pair (lemme et proposition 2.72 et 2.70) et est donc dans An. Les
supports de τ et ϕ étant disjoints, ces derniers commutent et nous avons

pταqσpταq´1 “ τpασα´1qτ´1 “ τϕτ´1 “ ϕ. (5.75)

Donc σ et ϕ sont conjugués par τα qui est dans An.

Théorème 5.36 ([23]).
Le groupe alterné An est simple 13 pour n ě 5.

Démonstration. Soit N , un sous-groupe normal de An non réduit à l’identité. Étant donné que
les 3-cycles engendrent An (proposition 5.34) et que tous les 3-cycles sont conjugués dans An
(proposition 5.35), il suffit de montrer que N contient un 3-cycle. En effet si N contient un 3-cycle,
le fait qu’il soit normal implique (par conjugaison) qu’il les contienne tous et donc qu’il contient
une partie génératrice de An.

Soit donc σ P N différent de l’identité. Nous prenons i dans le support de σ et j “ σpiq. Nous
choisissons ensuite k P t1, . . . , nuzti, j, σ´1piqu et m “ σpkq. Nous considérons la permutation
α “ pijkq. Étant donné que N est normal l’élément

θ “ pα´1σαqσ´1 (5.76)

est dans N . De plus en utilisant le lemme 2.66 et le fait que α´1 “ pikjq nous avons
θ “ pikjqpjσpjqmq. (5.77)

Cela n’est pas spécialement un 3-cycle, mais nous allons en construire un. Nous allons déterminer
que θ est soit un 5-cycle, soit un 3-cycle , soit un 2ˆ 2-cycle suivant les valeurs de σpjq et m.

Souvenons-nous que nous avons :
— i ‰ j “ σpiq, puisque i est dans le support de σ ;
— k ‰ i et k ‰ j, par définition de k (rappelons aussi que k ‰ σ´1piq) ;
13. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, définition 2.5.
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— m ‰ i, m ‰ j et m ‰ σpjq puisque m “ σpkq.
Il ne nous reste alors seulement les deux possibilités suivantes :
(1) soit m “ k, soit m ‰ k, d’une part ;
(2) soit σpjq “ i, soit σpjq “ k, soit σpjq n’est ni i, ni k, ni m, d’autre part.
Supposons dans un premier temps que m “ k ; alors

θ “ pikqpjσpjqq. (5.78)

C’est a priori un 2ˆ 2-cycle. Mais si de plus σpjq “ i, alors

θ “ pijkq (5.79)

qui est un 3-cycle ; et si σpjq “ k, alors
θ “ pikjq (5.80)

qui est un autre 3-cycle.
Supposons à présent que m ‰ k. Si σpjq n’est ni i, ni k, ni m, alors i, j, k, σpjq et m sont cinq

nombres différents, et
θ “ pi, j, σpjq,m, kq (5.81)

est un 5-cycle. Si σpjq “ i, alors
θ “ pikjqpjimq “ pimkq (5.82)

qui est un 3-cycle. Si σpjq “ k, alors

θ “ pikjqpjkmq “ pikmq (5.83)

qui est encore un 3-cycle.
Bref nous avons montré que θ est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un 2 ˆ 2-cycle. Si θ est

un 3-cycle, la preuve est terminée.
Si θ “ pabqpcdq, alors on considère e P t1, . . . , nuzta, b, c, du et nous avons

pabeq´1θpabeqlooooooomooooooon
PN

θ´1 “ paebqpabqpcdqpabeqpanqpcdq “ pabeq P N. (5.84)

Si θ est le 5-cycle pabcdeq, alors l’élément suivant est dans N :

pabcq´1θpabcqθ´1 “ pacbqpabcdeqpabcqpaedcbq “ pacdq. (5.85)

Dans tous les cas nous avons trouvé un 3-cycle dans N et nous avons par conséquent N “ An,
ce qui fait que An ne contient pas de sous-groupes normaux non triviaux. Le groupe alterné An
est donc simple.

Nous en déduisons immédiatement que si n ě 5, le groupe dérivé de An est An parce que An
ne contient pas d’autres sous-groupes non triviaux.

Lemme 5.37.
Le groupe alterné 14 A6 n’accepte pas de sous-groupes normaux d’ordre 60.

Démonstration. Soit G normal dans A6, et a, un élément d’ordre 5 dans G (qui existe parce que 5
divise 60). Soit aussi un élément b d’ordre 5 dans A6. Les groupes grpaq et grpbq sont deux 5-Sylow
dans A6. En effet, 5 un nombre premier et est la plus grande puissance de 5 dans la décomposition
de 60 ; donc grpaq est un 5-Sylow dans G. D’autre part, l’ordre de A6 (qui est 1

26!) ne possède
également que 5 à la puissance 1 dans sa décomposition.

En vertu du théorème de Sylow 5.11(3), les 5-Sylow grpaq et grpbq sont conjugués et il existe
τ P A6 tel que b “ τaτ´1. Mais G étant normal dans A6, l’élément τaτ´1 est encore dans G, de
telle sorte que b P G. Du coup G doit contenir tous les éléments d’ordre 5 de A6.

14. Définition 5.29.
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Les éléments d’ordre 5 de A6 doivent fixer un des points de t1, 2, 3, 4, 5, 6u puis permuter les
autres de façon à n’avoir qu’un seul cycle. Un cycle correspond à écrire les nombres 1, 2, 3, 4, 5 dans
un certain ordre. Ce faisant, le premier n’a pas d’importance parce qu’on considère la permutation
cyclique, par exemple p3, 5, 2, 1, 4q est la même chose que p5, 2, 1, 4, 3q. Le nombre de cycles sur
t1, 2, 3, 4, 5u est donc de 4!, et par conséquent le nombre d’éléments d’ordre 5 dans A6 est 6 · 4! “
144.

Le groupe G doit contenir au moins 144 éléments alors que par hypothèse il en contient 60 ;
contradiction.

Le théorème suivant montre que tout groupe peut être vu, en agissant sur lui-même, comme
une partie du groupe symétrique.

Théorème 5.38.
Un groupe G est isomorphe à un sous-groupe de son groupe symétrique SpGq.
Démonstration. Nous considérons ϕ, la translation à gauche :

ϕ : GÑ SpGq
g ÞÑ tg

(5.86)

où fgphq “ gh. Étant donné que

ϕpghq “ ghx “ gpthxq “ tg ˝ thpxq, (5.87)

l’application ϕ est un morphisme de groupes. Il est injectif parce que si gx “ hx pour tout x, en
particulier pour x “ e nous trouvons g “ h.

De la même manière, ϕpgqx “ ϕpgqy implique x “ y. Cela montre que l’image est bien dans le
groupe symétrique.

L’ensemble Imagepϕq est donc un sous-groupe de SpGq, et ϕ est un isomorphisme vers ce
groupe.

Lemme 5.39.
Si n ě 3, alors
(1) Le centre de Sn est trivial.
(2) Le groupe Sn est non abélien.

Démonstration. Soit s P ZpSnq et trois éléments distincts a, b et c de t1, . . . , nu. Nous posons
τ “ pabq et nous avons sτ “ τs. En notant a1 “ spaq et b1 “ spbq nous avons

a1 “ spaq “ pτsτ´1qpaq “ pτsqpbq “ τpb1q (5.88a)
b1 “ spbq “ pτsτ´1qpbq “ pτsqpaq “ τpa1q. (5.88b)

Donc τ permute a1 et b1. Mais comme τ ne permute que a et b, en tant qu’ensembles, ta, bu “
tspaq, spbqu. Le même raisonnement sur tb, cu donne tb, cu “ tspbq, spcqu. Et vu que a, b et c sont
distincts,

tbu “ tb, cu X ta, bu “ tspbqu. (5.89)

Cela montre que spbq “ b, et donc que le centre de Sn est réduit à la permutation identité.
En ce qui concerne le fait que Sn est non abélien, si nous avions st “ ts pour tout s, t P Sn

alors s “ tst´1 pour tout t. Alors s serait dans le centre de Sn. En bref, si Sn était abélien, son
centre serait Sn et non tIdu.

Proposition 5.40 ([77, 72]).
Tout groupe simple 15 d’ordre 60 est isomorphe au groupe alterné A5.
15. Définition 2.5.
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Démonstration. Nous avons la décomposition en nombres premiers 60 “ 22 · 3 · 5. Déterminons
pour commencer le nombre n5 de 5-Sylow dans G. Le théorème de Sylow 5.11(4) nous renseigne
que n5 doit diviser 60 et doit être égal à 1 mod 5. Les deux seules possibilités sont n5 “ 1 et
n5 “ 6. Étant donné que tous les p-Sylow sont conjugués, si n5 “ 1 alors le 5-Sylow serait un
sous-groupe invariant à l’intérieur de G, ce qui est impossible vu que G est simple. Donc n5 “ 6.

Par le point (3) du théorème de Sylow, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble des
5-Sylow par l’action adjointe :

g·S “ gSg´1. (5.90)

Cela donne donc un morphisme θ : GÑ S6. Le noyau de θ est un sous-groupe normal. En effet si
k P ker θ et si g P G nous avons

pgkg´1q·S “ gkg´1Ggk´1g´1 (5.91a)
“ gkTk´1g´1 (5.91b)
“ gTg´1 (5.91c)
“ S (5.91d)

où T est le Sylow T “ g´1Sg. Étant donné que k P ker θ nous avons utilisé kTk´1 “ aT . Au final
gkg´1 ·S “ S, ce qui prouve que gkg´1 P ker θ.

Étant donné que ker θ est normal dans G, soit est soit réduit à teu soit il vaut G. La seconde
possibilité est exclue parce qu’elle reviendrait à dire que G agit trivialement, ce qui n’est pas correct
étant donné qu’il agit transitivement. Nous en déduisons que ker θ “ teu, que θ est injective et que
G est isomorphe à un sous-groupe de S6.

Par ailleurs le groupe dérivé de G est un sous-groupe normal (et non réduit à l’identité parce
que G est non commutatif). Donc DpGq “ G. Étant donné que G Ă S6, nous avons

G “ DpGq Ă DpS6q “ A6 (5.92)

parce que le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné (lemme 5.33).
L’ensemble θ´1pA6q est distingué dans G. En effet si σ P A6 et si g P G nous avons

θ
`
gθ´1pσqg´1˘ “ θpgqσθpgq´1 P A6. (5.93)

Nous en déduisons que θ´1pA6q est soit G entier soit réduit à teu. Si θ´1pA6q “ teu, alors pour
tout g P G nous aurions g2 “ e parce que θpg2q P A6. L’ordre de G étant 60, il n’est pas possible
que tous ses éléments soient d’ordre 2. Nous en déduisons que θpGq Ă A6.

Nous nommons H “ θpGq et nous considérons l’ensemble X “ A6{H où les classes sont prises
à gauche, c’est-à-dire

rσs “ thσ tel que h P Hu. (5.94)

Évidemment A6 agit sur X de façon naturelle. Au niveau de la cardinalité,

CardpXq “ |A6|
|G| “

360
60 “ 6. (5.95)

Le groupe A6 agit sur X qui a 6 éléments. Nous avons donc une application ϕ : A6 Ñ A6. Encore
une fois, la simplicité de A6 montre que ϕpA6q “ A6.

Nous étudions maintenant ϕpHq agissant sur X. Un élément x P A6 fixe la classe de l’unité res
si et seulement si x P H et par conséquent ϕpHq est la fixateur de res dans X. À la renumérotation
près, nous pouvons identifier ϕpHq au sous-groupe de A6 agissant sur t1, . . . , 6u et fixant 6. Nous
avons alors ϕpHq “ S5 X A6 “ A5. Nous venons de prouver que ϕ fournit un isomorphisme entre
A5 et H. Étant donné que H était isomorphe à G, nous concluons que G est isomorphe à A6.
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5.6.2 Sous-groupes normaux

5.41 ([78]).
Soit le groupe V4 engendré par les bitranspositions de S4. Nous savons de l’exemple 2.69(5) que ce
groupe contient exactement 3 éléments non triviaux et l’identité. De plus, comme c’est une classe
de conjugaison, V4 est normal dans S4.

Lemme 5.42.
Les sous-groupes FixSnpaq (avec a P t1, . . . , nu) sont conjugués entre eux.

Démonstration. Soit σ P Fixpaq et s P Sn nous devons prouver que sσs´1 est le fixateur d’un
élément de t1, . . . , nu. Nous notons spaq “ b. Alors

psσs´1qpbq “ psσqpaq “ spaq “ b. (5.96)

Donc sFixpaqs´1 Ă Fixpbq.
Dans l’autre sens, si σ P Fixpbq alors s´1σs P Fixpaq. Mais σ “ sps´1σsqs´1, donc σ P

sFixpaqs´1.

Proposition 5.43 (Sous-groupes normaux de Sn [78]).
Les sous-groupes normaux de Sn ne sont pas légions.
(1) Pour n “ 4, le sous-groupes normaux de S4 sont tIdu, V4, A4 et S4.
(2) Pour n ‰ 4, les sous-groupes normaux de Sn sont tIdu, An et Sn.

Démonstration. Les cas n ď 2 sont un peu triviaux, donc nous faisons n ě 3. Soit H normal dans
Sn et s ‰ Id dans H ; par le lemme 5.39, s n’est pas dans le centre de Sn et il existe u P Sn tel que
us ‰ su. Vu que u est un produit de transpositions (proposition 2.70), il existe une transposition
t telle que st ‰ ts. Le sous-groupe H est normal et que s P H nous avons aussi ts´1t´1 P H. Mais
en même temps, la combinaison sts´1 est le conjugué d’une transposition et est donc également
une transposition (classe de conjugaison de S4 dans 2.69). Nous en concluons que sts´1t´1 est un
produit de deux transpositions appartenant H.

Nous venons de prouver que H contient au moins un produit de deux transpositions. Et ce
produit est différent de Id parce que sts´1t´1 “ Id impliquerait st “ ts.

Soient donc deux transpositions t1, t2 P H telles que t1t2 ‰ Id. Les supports de t1 et t2 ont soit
1 soit aucun éléments communs.
Premier cas Supposons t1 “ pa, bq, t2 “ pb, cq avec a, b, c distincts dans t1, . . . , nu. Dans ce cas

t1t2 “ pa, b, cq et H contient un cycle de longueur 3. Vu que H est normal et que les cycles
de longueur trois sont une classe de conjugaison (exemple 2.69) et que An est engendré par
ceux-ci (proposition 5.34), An Ă H. Mais An est d’indice deux dans Sn (proposition (2)(2)).
Quel nombre plus grand que n!{2 divise n! ? Seulement n lui-même. Donc H est soit An soit
Sn.

Second cas Le groupe H contient un élément de la forme pabqpcdq avec a, b, c, d distincts dans
t1, . . . , nu.
Si n “ 3 Impossible parce que avec n “ 3 nous n’avons pas quatre éléments distincts.
Si n “ 4 Le sous-groupe H de S4 contient un élément de V4 qui n’est pas l’identité. Par

normalité et classes de conjugaison, H contient V4. Nous devons maintenant prouver
que si H n’est pas V4 alors H est A4 ou S4. Nous avons les inclusions V4 Ă H Ă S4 et
donc les inégalités

4 ď |H| ď 24. (5.97)
Donc le nombre |H| est un multiple de 4 qui divise 24. Les possibilités sont |H| “
4, 8, 12, 24. La possibilité |H| “ 4 donne H “ V4 ; si |H| “ 24 alors H “ S4 ; si |H| “ 12
alors H est d’indice 2 dans S4 et H “ An (proposition 5.30(3)). Quid de |H| “ 8 ?
D’après le corollaire 2.32 au théorème de Lagrange, l’ordre d’un élément divise l’ordre
du groupe. Soit x dans H mais pas dans V4. L’ordre de x peut être 1, 2, 4 ou 8. Ordre
1 serait x “ Id. Ordre 8, pas possible parce que S4 n’a pas d’éléments d’ordre 8.



282 CHAPITRE 5. CLASSIFICATION DE CERTAINS GROUPES

x d’ordre 2 Prenons la décomposition de x en cycles disjoints. Vu qu’on est dans S4,
ces cycles ne peuvent être que des transpositions. Soit il y en a un (alors H contient
une transposition et donc H “ S4), soit il y en a deux et alors x est dans V4.

x d’ordre 4 L’élément x serait alors un cycle de longueur 4. Et alors H contient tous
les cycles de longueur 4. Par exemple il contient le produit pabcdqpbacdq “ padcq.
Le sous-groupe H contient alors A4 (parce qu’il contient tous les 3-cycles).

Si n ě 5 Soit un élément e distinct de a, b, c et d. Par notre liste préférée des classes de conju-
gaisons (exemple 2.69(5)), le 2-cycle pc, eqpa, bq est conjugué à pa, bqpc, dq et appartient
donc à H. Mais alors le produit suivant est également dans H :

pceqpabqpabqpcdq “ pceqpcdq “ pecdq. (5.98)

Donc H contient un 3-cycle, et par conséquent tous les 3-cycles. Encore une fois, cela
prouve que H est soit An soit Sn.

Pourquoi n “ 4 est spécial ? Dans le premier cas, nous montrons tout de suite queH “ V4
n’est pas possible. Dans le deuxième cas, nous montrons que, grâce à un élément différent
de a, b, c et d, la possibilité H “ V4 est exclue. La possibilité H “ V4 n’existe que pour
n “ 4.

5.6.3 Indice

Théorème 5.44.
Tout sous-groupe d’indice n dans Sn est isomorphe à Sn.

Démonstration. Pour n “ 1, il n’y a rien. Pour n “ 2, un sous-groupe d’indice 2 ne peut contenir
que 1 élément qui est donc l’identité. Ok pour que tIdu soit égal à S1 ?

Pour les autres, il y a un peu plus de travail.
Pour n “ 3 Nous avons |S3| “ 6. Donc un sous-groupe d’indice 3 dans S3 contient exactement

2 éléments. Il contient Id et un autre élément σ P S3 qui doit vérifier σ2 “ Id ou σ2 “ σ.
Aucun élément de S3 ne vérifie σ2 “ σ (à part l’identité). Donc σ2 “ Id, ce qui fait que σ
est une transposition. Donc

H “ tId, p12qu (5.99)
ou l’identité avec p23q ou avec p13q. Dans tous les cas c’est isomorphe à S2.

Pour n “ 4 Nous avons |S4 : H| “ 4, donc |H| “ 6. Mais 6 “ 2 ˆ 3 et 2 � 3 ´ 1, donc le
théorème 5.25 nous dit que H est soit cyclique 16 (et donc abélien), soit un produit semi-
direct. Vu que S4 n’a pas d’éléments d’ordre 6, aucun sous-groupe d’ordre 6 ne peut être
cyclique. Nous sommes donc dans le cas du produit semi-direct

H “ Z3 ˆϕ Z2 (5.100)

où ϕ : Z2 Ñ AutpZ3q et ϕp1q est d’ordre 2 dans AutpZ3q. Il convient de nous attarder un peu
pour être sûr d’avoir bien compris tout ce qui se trouve dans l’identification (5.100). D’abord
un point de notations : ici nous considérons les groupes Zp “ Z{pZ munis de l’addition. Donc
1 n’est pas le neutre. Ensuite nous savons du théorème 5.18 que AutpZ{3Zq “ pZ{3Zq˚, et
que via cette identification, ϕp1q “ 2 P pZ{3Zq˚ au sens où ϕp1qx “ 2x. Nous avons alors
ϕp1q2x “ 4x “ x dans Z{3Z. Cela montre bien que ϕp1q est d’ordre 2.
Par rapport à la proposition 5.31, ici nous écrivons Z2 “

`t0, 1u,`˘ alors que là nous écrivons
Z2 “

`t´1, 1u, ·
˘
. Ce sont les mêmes groupes, mais il convient de remarquer que le 1 ici est

le ´1 là.
Nous savons par la proposition 5.31 que Sn “ An ˆϕ Z2 ; en comparant avec (5.100) nous
voyons qu’il suffit de prouver que A3 “ Z{3Z pour avoir H “ S3.

16. Définition 2.11.
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Le groupe A3 possède |S3|{2 “ 3 éléments. Il est vite vu que A3 “ tId, p12qp31q, p12qp32qu :
ce sont trois éléments de signature paire dans S3 ; donc c’est S3. La correspondance Id ÞÑ 0,
p12qp13q ÞÑ 1, p13qp12q ÞÑ 2 donne un isomorphisme avec pZ3,`q.

Pour n ě 5 Soit un sous-groupe H d’indice n dans Sn et l’action à gauche de Sn sur E “ Sn{H
(qui n’est a priori pas un groupe) donnée par g· rss “ rgss.
Morphisme ϕ : Sn Ñ SE Le ϕ définit par l’action est un morphisme parce que

ϕpg1g2qrss “ rg1g2ss “ ϕpg1qrg2ss “ ϕpg1qϕpg2qrss. (5.101)

Mais il faut également vérifier que pour chaque g P G, l’application ϕpgq : E Ñ E est
bien une permutation. Pour l’injectivité, si ϕpgqrs1s “ ϕpgqrs2s alors rgs1s “ rgs2s, donc
il existe h P H tel que gs1 “ gs2h, ce qui prouve que s1 “ s2h et donc que rs1s “ rs2s.
Pour la surjectivité, soit rts P Sn{H et résolvons ϕpgqrss “ rts par rapport à s. L’élément
s “ g´1t fonctionne.

kerpϕq est normal Soit z P kerpϕq, c’est-à-dire que ϕpzq “ IdE . Alors pour σ P Sn nous
avons ϕpσzσ´1q “ ϕpσqϕpzqϕpσ´1q “ IdE .

kerpϕq “ Ş
gPSn gHg

´1 Supposons que z P gHg´1 pour tout g, et calculons ϕpzqrss. D’abord
par hypothèse il existe h P H tel que z “ shs´1, donc

ϕpzqrss “ rzss “ rzhs´1ss “ rss, (5.102)

ce qui prouve que ϕpzq “ Id.
Dans l’autre sens, soit z P kerpϕq. Donc ϕpzqrss “ rss. Il existe donc h P H tel que
zs “ sh, c’est-à-dire tel que z “ shs´1. La formule demandée est donc prouvée.

Questions d’ordre Nous savons que |H| “ pn ´ 1q! alors que |An| “ n!
2 . Donc |H| ă |An|

avec une inégalité stricte. En même temps nous avons | kerpϕq| ď |H| parce que kerpϕq
est une intersection dont un des termes est H lui-même. Nous avons alors les inégalités

| kerpϕq| ď |H| “ pn´ 1q! ă |An|. (5.103)

Mais le seul sous-groupes normaux de Sn sont An et Sn et tIdu (proposition 5.43). Donc
kerpϕq “ Id et ϕ est une injection entre deux ensembles finis de même cardinalité. Cela
fait de ϕ une bijection et donc un isomorphisme de groupes

ϕ : Sn Ñ SE . (5.104)

Soit une fonction de numérotation ψ : E Ñ t1, . . . , nu. Avec cela nous définissons un
isomorphisme de groupes

ψ̃ : SE Ñ Sn

σ ÞÑ ψσψ´1.
(5.105)

Fixateur Nous montrons à présent que pψ̃ ˝ϕqpHq “ Fix
`
ψrIds˘ où le stabilisateur est pris

dans Sn. Pour la première inclusion, soit h P H. Nous avons pψ̃ ˝ ϕqphq “ ψ ˝ ϕphqψ´1,
qui nous appliquons à ψrIds :

pψ̃ ˝ ϕqphqψrIds “ ψ ˝ ϕphqrIds “ ψrhs “ ψrIds. (5.106)

Donc pψ̃ ˝ ϕqpHq Ă Fix
`
ψrIds˘.

Pour l’autre inclusion, soit σ P Sn tel que σψrIds “ ψrIds. Vu que σ P Sn nous avons
s P SE tel que σ “ ψ̃psq. Pour ce s nous avons donc

`
ψ̃psq ˝ ψ˘rIds “ ψrIds, (5.107)

d’où nous déduisons srIds “ rIds. Cela prouve que s stabilise rIds dans SE . Donc s “
ϕphq pour un certain h P H, et au final σ “ ψ̃

`
ϕphq˘.
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Conclusion L’application ψ̃ ˝ ϕ : H Ñ Sn est une application dont l’image est le fixateur
d’un point. Plus précisément,

ψ̃ ˝ ϕ : H Ñ Fix
`
ψrIds˘ (5.108)

est un isomorphisme de groupe. Mais le stabilisateur d’un point dans Sn est Sn´1.

5.7 Isométriques du cube

Les isométries du cube proviennent de [43].

A B

C
D

E
F

G
H

Nous considérons le cube centré en l’origine de R3 et
G, le groupe des isométries de R3 préservant ce cube. Nous
notons aussi G` le sous-groupes de G constitué des éléments
de déterminant positif. Nous notons

D “ tD1, . . . , D4u (5.109)

l’ensemble des grandes diagonales, c’est-à-dire les segments
rAGs, rECs, rFDs, et rBHs. Nous savons que G préserve
les longueurs et que ces segments sont les plus longs pos-
sibles à l’intérieur du cube. Donc G agit sur D parce qu’il
ne peut transformer une grande diagonale qu’en une autre grande diagonale. Nous avons donc un
morphisme de groupes

ρ : GÑ S4. (5.110)

Nous montrons ce que morphisme est surjectif en montrant qu’il contient les transpositions. Le
groupe G contient la symétrie axiale passant par le milieu M de rAEs et le milieu N de CG. Il
est facile de voir que cette symétrie permute rAGs avec rECs. De plus elle laisse rFDs inchangée.
En effet, aussi incroyable que cela paraisse en regardant le dessin, nous avons FD K MN , parce
qu’en termes de vecteurs directeurs,

ÝÝÑ
ON “

¨
˝

1
´1
0

˛
‚ ÝÝÑ

OF “
¨
˝

1
1
´1

˛
‚. (5.111)

Étudions à présent le noyau kerpρq. Si f P kerpρq n’est pas l’identité, alors fpDiq “ Di pour tout
i, mais au moins pour une des diagonales les sommets sont inversés. Quitte à renommer les sommets
du cube nous supposons que la diagonale rAGs est retournée : fpAq “ G et fpGq “ A. Regardons
où peut partir B sous l’effet de f . Étant donné que f préserve les diagonales, fpBq P tB,Cu, mais
étant donné que f est une isométrie, d

`
fpBq, fpGq˘ “ dpB,Gq, et nous concluons que fpBq “ H.

Donc la diagonale rBHs est retournée sous l’effet de f . En raisonnant de même, nous voyons que
f retourne toutes les diagonales. Donc les éléments non triviaux de kerpρq retournent toutes les
diagonales ; il n’y en a donc qu’un seul et c’est la symétrie centrale :

kerpρq “ tId, s0u. (5.112)

Le premier théorème d’isomorphisme 2.25 nous permet d’écrire le quotient de groupes :

G

tId, s0u » S4. (5.113)

Une classe d’équivalence modulo kerpρq dans G est donc toujours de la forme tf, f ˝ s0u. Et vu que
s0 est de déterminant ´1, une classe contient toujours exactement un élément de déterminant 1
et un de déterminant ´1.
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D’autre part kerpρq est normal dans G parce que en tant que matrice, s0 “ ´1, donc les
problèmes de commutativité ne se posent pas. L’application

ϕ : G

tId, s0u Ñ G`

rgs ÞÑ
#
g si detpgq ą 0
g ˝ s0 sinon

(5.114)

est un isomorphisme de groupes. Et enfin nous pouvons écrire

G` » S4. (5.115)

Nous allons maintenant utiliser le corollaire 2.78 pour montrer que G “ G` ˆσ kerpρq. Les
conditions sont remplies :
— kerpρq normalise G` parce que kerpρq ne contient que ˘1.
— kerpρq XG` “ tIdu.
— kerpρqG` “ G parce que les classes d’équivalence de G modulo kerpρq sont composées de
tf, f ˝ s0u.

Vu que G` » S4 et kerpρq » Z{2Z nous pouvons écrire de façon plus brillante que

G » S4 ˆσ Z{2Z. (5.116)

Mais étant donné que la conjugaison par s0 est triviale, le produit semi-direct est un produit direct :

G » S4 ˆ Z{2Z. (5.117)

Il est maintenant du meilleur gout de pouvoir identifier géométriquement ces éléments. Les éléments
de Z{2Z “ tId, s0u ne font pas de mystères. Dans S4 nous avons les classes de conjugaison des
éléments Id, p12q, p123q, p1234q et p12qp34q déterminées durant l’exemple 2.69.
(1) L’élément p12q consiste à permuter deux diagonales et laisser les autres en place. Nous avons

déjà vu que c’était une symétrie axiale passant par les milieux de deux côtés opposés. Cela
fait 6 axes d’ordre 2.

(2) L’élément p123q fixe une des diagonales. C’est donc la symétrie axiale le long de la diagonale
fixée. Par exemple la symétrie d’axe pAGq fait bouger le point B de la façon suivante :

B Ñ D Ñ E Ñ B. (5.118)

C’est une rotation est d’angle 2π
3 . Cela sont 8 rotations d’ordre 3.

Notons à ce propos que la différence entre p234q et p243q est que la première fait une rotation
d’angle 2π{3 tandis que la seconde fait une rotation d’angle ´2π{3.

(3) L’élément p1234q ne maintient aucune des diagonales et est d’ordre 4. C’est donc la rotation
d’angle π{2 ou ´π{2 autour de l’axe passant par les milieux de deux faces opposées. Il y en
a 6 comme ça (3 paires de faces puis pour chaque il y a π{2 et ´π{2), et ça tombe bien 6 est
justement la taille de la classe de conjugaison de p1234q dans S4.

(4) L’élément p12qp34q est le carré de la précédente 17, c’est-à-dire les rotations d’angle π autour
des mêmes axes. Cela fait 3 éléments d’ordre 2.

17. En fait c’est p13qp24q, le carré de la précédente, mais c’est la même classe de conjugaison.
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Chapitre 6

Corps

6.1 Généralités

6.1.
Nous trouvons parfois le terme anneau à division. Cela provient du fait que dans beaucoup de
cas on considère uniquement des corps commutatifs ; donc on voudrait une façon de parler d’un
anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles. Dans ce cadre on dit :
— Un anneau à division est un anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles,
— Un corps est un anneau à division commutatif.

Pour prendre un exemple de cette différence, le théorème de Wedderburn 20.31 est énoncé ici sous
les termes « Tout corps fini est commutatif ». Sous-entendu : la commutativité ne fait pas partie de
la définition d’un corps. Par contre dans [43] il est énoncé sous les termes « Tout anneau à division
fini est un corps ». Chez lui, un corps est toujours commutatif et un anneau à division est ce que
nous appelons ici un corps.

6.1.1 Corps ordonnés

Nous avons vu la définition de corps totalement ordonné en 1.73.

Définition 6.2 ([79]).
Un corps est formellement réel si ´1 n’est pas une somme de carrés.

Proposition 6.3.
Un corps totalement ordonné est formellement réel.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné pK,ďq et a P K alors a2 ě 0. En effet si a ě 0
alors a2 “ aˆ a ě 0 directement par la définition 1.73(1b). Si a ď 0 alors ´a ě 0 et

a2 “ p´aq2 ě 0. (6.1)

Vu que ´1 ă 0, il ne peut donc pas être écrit comme un carré. A fortiori comme somme de
carrés.

6.1.2 Automorphismes de R et C

Proposition 6.4 ([80, 1]).
L’identité est l’unique automorphisme du corps R.

Démonstration. Soit un automorphisme σ : RÑ R. Comme pour tout automorphisme,

σpaq “ σp1aq “ σp1qσpaq. (6.2)

Donc σp1q “ 1.

287
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Identité sur les rationnels De plus
σpnq “ σp1` . . .` 1q “ σp1q ` . . .` σp1q “ n, (6.3)

et
σ

ˆ
1
n

˙
` . . .` σ

ˆ
1
n

˙
“ σ

ˆ
1
n
` . . .` 1

n

˙
“ σp1q “ 1. (6.4)

Donc σp1{nq “ 1{n.
Nous en déduisons que pour tout q P Q, σpqq “ q. Cela ne suffit pas pour déduire σpxq “ x
pour tout x P R parce que rien n’indique que σ soit continue.

Positive sur les positifs Si x ą 0 alors σpxq “ σp?xq2 ą 0.
Croissance Si x ą y alors x´ y ą 0 et σpx´ yq ą 0. Cela donne σpxq ą σpyq.
Identité sur les réels Soit un irrationnel x P R et une suite pqiq dans Q qui converge de façon

croissante vers x. Soit ε ą 0 dans Q. Il existe N tel que si i ą N alors qi ` ε ą x ; en
appliquant σ à cette inégalité et en se souvenant que σ est l’identité sur Q,

qi ` ε ą σpxq. (6.5)
Mais de plus, qi ă x donne σpqiq ă σpxq, c’est-à-dire qi ă σpxq. En regroupant ces deux
inégalités,

qi ă σpxq ă qi ` ε (6.6)
pour tout ε ą 0 dansQ et i ą N . Ce ε étant fixé nous pouvons prendre la limite des inégalités
(6.6) :

x ď σpxq ď x` ε. (6.7)
Cela étant valable pour tout ε ą 0 dans Q, nous avons bien x “ σpxq.

Remarque 6.5.
Certains[80] pensent que l’énoncé de cette proposition, ne parlant que de corps R n’autorise pas
l’utilisation d’autre structure réelle que celle de corps. Du coup il faut reconstruire la notion d’ordre
à partir seulement du langage des corps. Par exemple en disant que a ą b si et seulement si il existe
k tel que a “ b` k2.

On peut s’en sortir en donnant l’énoncé suivant : « Si K est un corps isomorphe (en tant que
corps) à R alors son unique automorphisme est l’identité ». Cela se démontre immédiatement en
disant que si f est un automorphisme de K et si φ est un isomorphisme KÑ R alors φ ˝ f ˝ φ´1

est un automorphisme de R. Donc il est l’identité et f l’est également.
Attention cependant à prouver que φ´1 est un morphisme. En effet en posant φ´1pxq “ a et

φ´1pyq “ b nous avons
φ
`
φ´1pxq ` φ´1pyq˘ “ x` y (6.8)

parce que φ est un morphisme. D’autre part,
φ
`
φ´1pxq ` φ´1pyq˘ “ φpa` bq. (6.9)

Donc
φ´1px` yq “ φ´1`φpaq ` φpbq˘ “ φ´1`φpa` bq˘ “ a` b “ φ´1pxq ` φ´1pyq. (6.10)

Proposition 6.6.
Un automorphisme du corps C qui fixe R est soit l’identité soit la conjugaison complexe 1.

Démonstration. Soit un automorphisme σ vérifiant la condition de fixer R. Alors la restriction de
σ à R est un automorphisme de R et y est donc l’identité par la proposition 6.4.

En ce qui concerne les imaginaires purs,
´ 1 “ σp´1q “ σpiiq “ σpiq2. (6.11)

Donc σpiq est un élément de C vérifiant σpiq2 “ ´1. C’est-à-dire σpiq “ ˘i.
Si σpiq “ i alors σ “ Id. Si σpiq “ ´i alors σ est la conjugaison complexe.
1. Par « fixer R » nous entendons que σpRq “ R, pas spécialement que σpxq “ x pour tout x P R
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6.1.3 Corps premier

Définition 6.7.
Un corps est premier s’il est son seul sous corps. Le sous corps premier d’un corps est l’inter-
section de tous ses sous corps.

Lemme 6.8.
Un corps premier est commutatif.

Démonstration. Le centre d’un corps est certainement un sous corps. Par conséquent un corps
premier doit être contenu dans son propre centre, c’est-à-dire être commutatif.

Définition 6.9.
Soit p un nombre premier. Nous notons Fp “ Zp “ Z{pZ.

Nous verrons plus loin (section 20.5) comment nous pouvons définir Fpn lorsque p est premier,
ainsi que l’unicité d’un tel corps.

Nous avons par exemple
F2 “ Z{2Z “ t0, 1u (6.12)

avec la loi 2 “ 0.
Notons que Fp est un corps possédant p éléments. L’ensemble Fp̊ est un groupe d’ordre p´ 1.

Lemme 6.10.
Les corps Q et Fp (avec p premier) sont premiers.

Démonstration. Tout sous corps de Q doit contenir 1, et par conséquent Z. Devant également
contenir tous les inverses, il contient Q.

Tout sous corps de Fp doit contenir 1 et donc Fp en entier. Par ailleurs nous savons de la
proposition 3.87 que Fp est un corps lorsque p est premier.

Proposition 6.11.
Soit K un corps de caractéristique p et P son sous corps premier. Si p “ 0 alors P “ Q. Si p ą 0,
alors P “ Fp.
Démonstration. Notons d’abord que la caractéristique d’un corps est toujours soit 0 soit un nombre
premier, parce qu’un corps est en particulier un anneau intègre (proposition 3.78).

Étant donné que 1 est dans tout sous corps, nous devons avoir Z1 Ď P. Si p “ 0, alors Z1 » Z,
et nous avons

Z1A Ă P Ă K. (6.13)

Pour chaque pn,mq P Z1A ˆ pZ1Aq˚ l’élément nm´1 P K est dans P parce que P est un corps.
Nous en déduisons que le corps des fractions de Z est contenu dans P par conséquent P “ Q

(théorème 1.70).
Si par contre la caractéristique deK est p ‰ 0, nous avons Z1A » Z{pZ “ Fp par le lemme 3.55.

L’ensemble Fp étant un corps, c’est le corps premier de K.

Proposition 6.12.
Soit K un corps et P son sous-corps premier. Si σ P AutpKq alors σ|P “ Id, c’est-à-dire que
σpxq “ x pour tout x P P.

6.1.4 Petit théorème de Fermat

Théorème 6.13 (Petit théorème de Fermat).
Soit p un nombre premier. Si x P Fp alors xp “ x. Si x P pFpq˚, alors xp´1 “ 1.

En particulier si x P Fp̊ alors x´1 “ xp´2.
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Démonstration. Étant donné que Fp est un corps commutatif et que p est premier, la proposi-
tion 3.58 nous indique que σpxq “ xp est un automorphisme. La proposition 6.12 nous indique
alors que

ap “ a. (6.14)

Si a est inversible alors ap´1 “ apa´1 “ 1.

Remarque 6.14.
Une autre façon d’énoncer le petit théorème de Fermat 6.13 est que si p est premier et si a est
premier avec p, alors ap´1 P r1sp. Le nombre a n’est pas premier avec p uniquement lorsque a est
multiple de p. Dans ce cas c’est a “ 0 dans Fp et donc ap´1 “ 0.

Exemple 6.15
Soit K “ F29. Le nombre 29 étant premier, K est un corps premier. C’est le corps des entiers
modulo 29. Nous avons donc

´ 142 “ ´113 “ ´84 “ ´55 “ ´26 “ 3 “ 32 “ 61 “ 90 “ 119. (6.15)

Le petit théorème de Fermat nous permet aussi de calculer des exposants et des inverses. En effet,
puisque 1 “ x28 pour tout x P F2̊9, nous avons x´1 “ x27, et par suite, pour tout entier a,

x´a “ pxaq27 “ x27a. (6.16)

Le nombre 27a peut être grand par rapport à 29. Mais en réutilisant le fait que 1 “ x28, on obtient

x´a “ xr27as28 . (6.17)

Cette expression doit être comprise comme disant que pour tout k P r27as28 nous avons x´a “ xk.
Chose à retenir : dans les exposants nous calculons modulo 28. 4

6.2 Théorème des deux carrés
Proposition 6.16.
Soit p un nombre premier et P un élément de FprXs. L’anneau FprXs{pP q est intègre si et seule-
ment si P est irréductible dans FprXs.
Démonstration. Supposons que P soit réductible dans FprXs, c’est-à-dire qu’il existe Q,R P FprXs
tels que P “ QR. Dans ce cas, Q̄ est diviseur de zéro dans FprXs{pP q parce que Q̄R̄ “ 0.

Nous supposons maintenant que FprXs{pP q ne soit pas intègre : il existe des polynômes R,Q P
FprXs tels que Q̄R̄ “ 0. Dans ce cas le polynôme QR est le produit de P par un polynôme :
QR “ PA. Tous les facteurs irréductibles de A étant soit dans Q soit dans R, il est possible de
modifier un peu Q et R pour obtenir QR “ P , ce qui signifie que P n’est pas irréductible.

6.2.1 Un peu de structure dans Zris

Lemme 6.17.
L’application

N : Zris Ñ N

a` bi ÞÑ a2 ` b2 (6.18)

est un stathme euclidien pour Zris.

Démonstration. Soient t, z P Zriszt0u dont le quotient s’écrit

z

t
“ x` iy (6.19)
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dans C. Nous considérons q “ a ` bi où a et b sont les entiers les plus proches de x et y. S’il y a
ex aequo, on prend au hasard 2. Alors nous avons

|z
t
´ q| ď |1` i|2 “

?
2

2 ă 1. (6.20)

On pose r “ z ´ qt qui est bien un élément de Zris. De plus

|r| “ |z ´ qt| “ |t||z
t
´ q| ă |t|, (6.21)

c’est-à-dire que |r|2 ă |t|2 et donc Nprq ă Nptq.

Étant donné que Zris est euclidien, il est principal (proposition 3.131).

Lemme 6.18.
Les éléments inversibles de Zris sont t˘1,˘iu.
Démonstration. Déterminons les éléments inversibles de Zris. Si z P Zris˚, alors il existe z1 P Zris˚
tel que zz1 “ 1. Dans ce cas nous aurions

1 “ Npzz1q “ NpzqNpz1q, (6.22)

ce qui est uniquement possible avec Npzq “ Npz1q “ 1, c’est-à-dire z “ ˘1 ou z “ ˘i. Nous avons
donc

Zris˚ “ t˘1,˘iu. (6.23)

Définition 6.19 ([81]).
Un monoïde est un triple pE, ˚, eq où E est un ensemble, e est un élément de E et ˚ : EˆE Ñ E
est une loi de composition telle que pour tout x, y P E,
(1) x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z (associativité)
(2) e ˚ x “ x ˚ e “ x (e est un neutre).

Nous notons Σ “ ta2 ` b2 tel que a, b P Nu.
Lemme 6.20.
L’ensemble Σ “ ta2 ` b2 tel que a, b P Nu est un sous-monoïde 3 de N.

Démonstration. Il suffit de prouver que si m,n P Σ, alors le produit mn est également dans Σ. Si
N est le stathme euclidien sur Zris, alors n P Σ si et seulement s’il existe z P Zris tel que Npzq “ n.
Si z, z1 P Zris, alors zz1 P Zris et de plus

Npzz1q “ NpzqNpz1q “ nm. (6.24)

Donc nm est l’image de zz1 par N , ce qui prouve que nm P Σ.

Théorème 6.21 (Théorème des deux carrés, version faible).
Un nombre premier est somme de deux carrés si et seulement si p “ 2 ou p P r1s4.

Remarque 6.22.
Il n’est pas dit que les nombres dans r1s4 sont premiers (9 “ 8 ` 1 ne l’est pas par exemple). Le
théorème signifie que (à part 2), si un nombre premier est dans r1s4 alors il est somme de deux
carrés, et inversement, si un nombre premier est somme de deux carrés, il est dans r1s4.

2. Dans l’exemple 3.130, nous prenions toujours l’inférieur parce que le stathme tenait compte de la positivité.
3. Définition 6.19.
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Démonstration. Soit p un nombre premier dans Σ. Si a “ 2k, alors a2 “ 4k2 et a2 “ 0 mod 4. Si
au contraire a est impair, a “ 2k ` 1 et a2 “ 4k2 ` 1` 4k “ 1 mod 4. La même chose est valable
pour b. Par conséquent, a2 ` b2 est automatiquement r0s4, r1s4 ou r2s4. Évidemment les nombres
de la forme 0 mod 4 ne sont pas premiers ; parmi les 2 mod 4, seul p “ 2 est premier (et vaut
12 ` 12).

Nous avons démontré que les seuls premiers de la forme a2` b2 sont p “ 2 et les p “ 1 mod 4.
Il reste à faire le contraire : démontrer que si un nombre premier p vaut 1 mod 4, alors il est
premier. Nous considérons l’anneau

Zris “ ta` bi tel que a, b P Zu. (6.25)

puis l’application
N : Zris Ñ N

a` bi ÞÑ a2 ` b2. (6.26)

Un peu de calcul dans C montre que pour tout z, z1 P Zris, Npzz1q “ NpzqNpz1q.
Nous savons que les éléments inversibles de Zris sont ˘1 et ˘i (lemme 6.18).
Le lemme 6.17 montre que Zris est un anneau euclidien parce que N est un stathme. L’anneau

Zris étant euclidien, il est principal (proposition 3.131).
Pour la suite, nous allons d’abord montrer que p P Σ si et seulement si p n’est pas irréductible

dans Zris, puis nous allons voir quels sont les irréductibles de Zris.
Soit p, un nombre premier dans Σ. Si p “ a2 ` b2, alors nous avons p “ pa` ibqpa´ biq, mais

étant donné que p est premier, nous avons a ‰ 0 et b ‰ 0. Du coup p n’est pas inversible dans
Zris, mais il peut être écrit comme le produit de deux non inversibles. Le nombre p est donc non
irréductible dans Zris.

Dans l’autre sens, nous supposons que p est un nombre premier non irréductible dans Zris.
Nous avons alors p “ zz1 avec ni z ni z1 dans t˘1,˘iu. En appliquant N nous avons

p2 “ Nppq “ NpzqNpz1q. (6.27)

Vu que p est premier, cela est uniquement possible avec Npzq “ Npz1q “ p (avoir Npzq “ 1 est
impossible parce que cela dirait que z est inversible). Si z “ a ` ib, alors p “ Npzq “ a2 ` b2, et
donc p P Σ.

Nous savons déjà que Zris est un anneau principal et n’est pas un corps ; la proposition 3.102
s’applique donc et p sera non irréductible si et seulement si l’idéal ppq sera non premier. Le fait que
ppq soit un idéal non premier implique que le quotient Zris{ppq est non intègre (c’est la définition
d’un idéal premier). Nous cherchons donc les nombres premiers pour lesquels le quotient Zris{ppq
n’est pas intègre.

Nous commençons par écrire le quotient Zris{ppq sous d’autres formes. D’abord en remarquant
que si I et J sont deux idéaux, on a pA{Iq{J » pA{Jq{I, du coup, en tenant compte du fait que
Zris “ ZrXs{pX2 ` 1q, nous avons

Zris{ppq “ pZrXs{ppqq{pX2 ` 1q “ FprXs{pX2 ` 1q. (6.28)

Nous avons donc équivalence des propositions suivantes :

p P Σ (6.29a)
FprXs{pX2 ` 1q n’est pas intègre (6.29b)

X2 ` 1 n’est pas irréductible dans Fp (6.29c)
X2 ` 1 admet une racine dans Fp (6.29d)

´1 P pFp̊q2 (6.29e)
Dy P Fp̊ tel que y2 “ ´1. (6.29f)
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Le point (6.29c) vient de la proposition 6.16. Maintenant nous utilisons le fait que p soit un premier
impair (parce que le cas de p “ 2 est déjà complètement traité), donc pp´ 1q{2 P N et nous avons,
pour le y de la dernière ligne,

p´1qpp´1q{2 “ py2qpp´1q{2 “ yp´1 “ 1 (6.30)

parce que dans Fp nous avons ypp´1q “ 1 par le petit théorème de Fermat (théorème 6.13). Du
coup p doit vérifier

1 “ p´1qpp´1q{2, (6.31)

c’est-à-dire p´1
2 “ 0 mod 2 ou encore p “ 1 mod 4.

Théorème 6.23 (Théorème des deux carrés[43]).
Soit n ě 2 un nombre dont nous notons

n “
ź

pPP
pvppnq (6.32)

où P est l’ensemble des nombres premiers. Alors n P Σ si et seulement si pour tout p P P X r3s4,
nous avons vppnq P r0s2 (c’est-à-dire vppnq est pair).

Démonstration. Condition suffisante. Le produit (6.32) est évidemment un produit fini que
nous pouvons alors regrouper en quatre parties : P X r0s4, P X r1s4, P X r2s4 et P X r3s4.
— Il n’y a pas de nombres premiers dans r0s4.
— Les nombres premiers de r1s4 sont dans Σ. Le produit d’éléments de Σ étant dans Σ,

nous avons ź

pPPXr1s4
pvppnq P Σ. (6.33)

— Le seul nombre premier dans r2s4 est 2. C’est un élément de Σ.
— Le produit ź

pPPXr3s4
pvppnq (6.34)

est par hypothèse un produit de carrés (vppnq est pair), et est donc un carré.

Au final le produit
ś
pPP p

vppnq est un produit d’un carré par un élément de Σ, ce qui est
encore un élément de Σ.
Pour cette partie, nous avons utilisé et réutilisé le lemme 6.20.

Condition nécessaire. Soit p, un nombre premier. Nous voulons montrer que

tvppnq tel que n P Σu Ă r2s2. (6.35)

Pour montrer cela nous allons procéder par récurrence sur les ensembles

Ek “ tvppnq tel que n P Σu X t0, . . . , ku. (6.36)

Il est évident que les éléments de E0 sont pairs, vu qu’il n’y a que zéro, qui est pair.
Supposons que Ek Ă r0s2, et montrons que Ek`1 Ă r0s2. Soit un élément de Ek`1, c’est-à-dire
vppnq ď k` 1 avec n “ a2` b2. Si vppnq “ 0 alors l’affaire est réglée ; sinon c’est que p divise
n. Mais dans Zris nous avons

n “ a2 ` b2 “ pa` biqpa´ biq (6.37)

Vu que Zris est principal, le lemme de Gauss 3.112 nous dit que si p divise n, alors il doit
diviser soit a` bi, soit a´ bi (et du coup en fait les deux). Nous avons alors p � a et p � b en
même temps. Du coup

p2 � a2 ` b2 “ n. (6.38)
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Posons a “ pa1 et b “ pb1 avec a1, b1 P N. Nous avons

n

p2 “
p2a12 ` p2b12

p2 “ a12 ` b12 P Σ. (6.39)

Mais par construction,
vp

ˆ
n

p2

˙
“ vppnq ´ 2 ă k. (6.40)

Donc vpp np2 q est pair et du coup vppnq doit également être pair.

6.2.2 Résultats chinois

Nous allons maintenant parler du système d’équations
"
x “ a1 mod p (6.41a)
x “ a2 mod q (6.41b)

avec a1, a2 donnés dans Z et p, q des entiers premiers entre eux. Le lemme chinois nous donne la liste
des solutions ainsi qu’une manière de les construire. Le théorème chinois en sera une espèce de co-
rollaire qui établira l’isomorphisme d’anneaux Z{pqZ » Z{pZˆZ{qZ. Voir les-mathematiques.net.

Lemme 6.24 (Lemme chinois [82]).
Soient n1, n2 deux entiers premiers entre eux. Soient a1, a2 P Z. Les solutions du système

"
x “ a1 mod n1 (6.42a)
x “ a2 mod n2 (6.42b)

pour x P Z{n1n2Z sont données de la façon suivante. Soient u1, u2 deux entiers qui satisfont la
relation de Bézout 4

u1n1 ` u2n2 “ 1, (6.43)

et
a “ `

a1u2n2 ` a2u1n1
˘

mod pn1q. (6.44)

Alors x “ a mod pn1n2q.
Démonstration. Vérifions que le x donné par x “ a mod pn1n2q est bien une solution. D’abord

a mod n2 “ a1u2n2 mod n1 (6.45a)
“ a1p1´ u1n1q mod n1 (6.45b)
“ a1 mod n1 (6.45c)

où nous avons utilisé l’identité de Bézout (6.43). La vérification de a mod n2 “ a2 mod n2 est la
même.

Soit maintenant x P Z{n1n2Z une solution du système (6.42) et a donné par la formule (6.44).
Alors

px´ aq mod n1 “
´
a1 ´ pa1n2u2 ` a2u1n1q

¯
mod n1 (6.46a)

“ a1 ´ a1u2n2 mod n1 (6.46b)
“ 0, (6.46c)

donc px´ aq mod n1 “ 0, ce qui signifie que x´ a est divisible par n1. De la même façon, px´ aq
mod n2 “ 0 et x´ a est divisible par n2. Nous savons maintenant que x´ a est divisible par n1 et
n2. Étant donné que n1 et n2 sont premiers entre eux, nous en déduisons que x ´ a est divisible
par n1n2, ou encore que x “ a mod n1n2.

4. voir le théorème 3.13

http://www.les-mathematiques.net/b/a/d/node10.php
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Théorème 6.25 (Théorème chinois).
Soient p, q deux naturels premiers entre eux. Si p, q ě 2 alors l’application

φ : Z{pqZÑ Z{pZˆ Z{qZ
rxspq ÞÑ

`rxsp, rxsq
˘ (6.47)

est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Nous devons prouver que l’application φ respecte la somme, le produit et qu’elle
est bijective. En ce qui concerne la somme,

φprqspq ` ryspqq “ φ
`px` yq mod pq

˘
(6.48a)

“ `rx` ysp, rx` ysq
˘

(6.48b)
“ `rxsp ` rysp, rxsq ` rysq

˘
(6.48c)

“ `rxsp, rxsq
˘` `rysp, rysq

˘
(6.48d)

“ φpxq ` φpyq. (6.48e)

En ce qui concerne le produit, c’est le même jeu : nous obtenons

φ
`rxyspq

˘ “ φprxspqsqφpryspqq (6.49)

en utilisant le fait que rxysp “ rxsprysp.
Montrons maintenant que φ est surjective. Soient y1, y2 P Z et x P Z. Demander

φprxspqq “
`ry1sp, ry2sq

˘
(6.50)

revient à demander que rxsp “ ry1sp et rxsq “ ry2sq, c’est-à-dire que x résolve le système
"
x “ y1 mod p (6.51a)
x “ y2 mod q. (6.51b)

Le lemme chinois 6.24 nous assure qu’une solution existe.
En ce qui concerne l’injectivité, nous supposons que x et y soient deux entiers tels que

φprxspqq “ φpryspqq. (6.52)

Nous en déduisons le système
"
x mod p “ y mod p (6.53a)
x mod q “ y mod q (6.53b)

c’est-à-dire qu’il existe des entiers k et l tels que x “ y ` kp et x “ y ` lq ou encore tels que

kp` lq “ 0. (6.54)

Étant donné que p et q sont premiers entre eux, la seule possibilité est k “ l “ 0, c’est-à-dire
x “ y.

Théorème 6.26 (Théorème chinois).
Soit A un anneau commutatif, n ě 2, des éléments x1, . . . , xn dans A et des idéaux I1, . . . , In tels
que Ii ` Ij “ A pour tout i ‰ j.

Alors il existe un x P A tel que x´ xi P Ii pour tout 1 ď i ď n.

Démonstration. Pour i P t1, . . . , nu nous notons Ji le produit Ji “ ś
k‰i Ik. Étant donné que

chaque Ii est un idéal, nous avons Ik Ă Ji lorsque i ‰ k.
Soit i fixé. Pour tout j ‰ i, puisque Ii ` Ij “ A, nous pouvons trouver aj P Ii et bj P Ij tels

que aj ` bj “ 1. Nous avons alors
1 “

ź

j‰i
paj ` bjq. (6.55)
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Par ailleurs, Ii ` Ji “ A parce que Ji contient Ik avec k ‰ i et Ii ` Ik “ A. Nous pouvons donc
prendre αi P Ii et βi P Ji tels que

αi ` βi “ 1 “
ź

j‰i
paj ` bjq. (6.56)

Nous considérons alors l’élément x “ β1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` βnxn. Il vient alors
x´ x1 “ pβ1 ´ 1qx1 ` β2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` βnxn (6.57a)

“ ´α1x1 ` β2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` βnxn. (6.57b)

Mais α1 P I1 et tous les autres termes sont dans les Ji avec i ‰ 1, donc aussi dans I1 par définition
des Ji. (Par exemple, β2 P J2 Ă I1. Nous en déduisons x´ x1 P I1.

L’argument que nous venons de donner pour justifier que x ´ x1 P I1 peut être généralisé à
tous les indices. En effet, soit k un indice quelconque ; nous avons

x´ xk “ pβk ´ 1qxk `
ÿ

i‰k
βixi (6.58a)

“ ´αkxk `
ÿ

i‰k
βixi; (6.58b)

et αk P Ik et pour tout i ‰ k, βi P Ji Ă Ik) ; donc x´ xk P Ik.
Remarque 6.27.
Ce théorème chinois est bien une généralisation du lemme chinois 6.24. En effet, l’élément x dont
il est question est solution du problème x “ xi mod Ii. L’hypothèse Ii` Ij “ A n’est pas nouvelle
non plus étant donné que si p et q sont des entiers premiers entre eux nous avons pZ ` qZ “ Z
par le corollaire 3.14.

6.3 Polynômes à coefficients dans un corps
Nous supposons que K est un corps commutatif, et nous étudions l’anneau KrXs, défini

en 3.145.

Proposition 6.28.
L’anneau KrXs des polynômes sur un corps commutatif K est factoriel.

Le théorème suivant est un cas particulier pour KrXs du théorème chinois 3.109.

Théorème 6.29 (Théorème chinois).
Si P et Q sont deux polynômes premiers entre eux, alors nous avons l’isomorphisme

KrXs{pP,Qq » KrXs{pP q ˆKrXs{pQq. (6.59)

6.3.1 Irréductibilité

Définition 6.30 ([83]).
Un polynôme à coefficients dans un anneau commutatif est irréductible si il
(1) n’est pas inversible,
(2) n’est pas le produit de deux non inversibles.

Un polynôme est irréductible dans KrXs au sens de la définition 3.88 si et seulement s’il est
irréductible au sens de la définition 6.30 parce que seules les constantes (non nulles) sont inversibles
dans KrXs.
Exemple 6.31
Si un polynôme P P ZrXs n’a que des racines complexes, ça ne l’empêche pas d’être réductible
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sur Z. La réductibilité ne signifie pas qu’on peut mettre des racines en évidence. Par exemple le
polynôme P “ X4 ` 3X2 ` 2 est réductible sur Z en

P “ pX2 ` 1qpX2 ` 2q, (6.60)

mais n’a pas de racines dans Z. Par contre, il est vrai que si on veut réduire plus, il faut sortir de
Z.

4

Définition 6.32.
Nous disons que P P KrXs est scindé sur K s’il est produit dans KrXs de polynômes de degré 1.

Note : les constantes ne sont donc pas des polynômes scindés.

Proposition 6.33 (Critère d’Eisenstein).
Soit le polynôme P “ řn

k“0 anX
n dans ZrXs. Nous supposons avoir un nombre premier p tel que

(1) p divise tous les a0, . . . , an´1,
(2) p ne divise pas an,
(3) p2 ne divise pas a0.

Alors P est irréductible dans QrXs.
Si de plus P est primitif au sens du pgcd (définition 3.169) alors P est irréductible dans ZrXs.

Démonstration. Nous considérons P̄ le polynôme réduit modulo p, c’est-à-dire P̄ P FprXs. Étant
donné que par hypothèse tous les coefficients sont multiples de p sauf an, nous avons P̄ “ cXn.
Supposons par l’absurde que P “ QR avec Q,R P QrXs. Alors le lemme de Gauss (3.112) impose
P,Q P ZrXs.

Nous avons aussi, au niveau des réductions modulo p que Q̄R̄ “ P̄ . Or P̄ est un monôme, donc
Q̄ et R̄ doivent également l’être. Donc Q̄ “ dXk et R̄ “ eXn´k et en particulier Q̄p0q “ R̄p0q “ 0,
c’est-à-dire que Qp0q et Rp0q sont divisibles par p. Cela impliquerait que a0 “ Qp0qRp0q soit
divisible par p2, ce qui est exclu par les hypothèses. Donc P est irréductible.

Supposons de surcroît que P est primitif au sens du pgcd. Il est donc irréductible et primitif
sur QrXs et le corollaire 3.179 nous dit alors que P est irréductible sur ZrXs.

Exemple 6.34
Soit le polynôme P “ 3X4 ` 15X2 ` 10. Pour faire fonctionner le critère d’Eisenstein il nous faut
un nombre premier p divisant 15 et 10, mais pas 3 et dont le carré ne divise pas 10. C’est vite vu
que p “ 5 fait l’affaire. Le polynôme P est donc irréductible sur QrXs. 4

6.3.2 Idéaux

Soit P P KrXs un polynôme. Nous notons pP q l’idéal engendré par P :

pP q “ tPR tel que R P KrXsu. (6.61)

Lemme 6.35.
Nous avons
(1) pP q Ă pQq si et seulement si Q divise P ,
(2) pP q “ pQq si et seulement si P et Q sont multiples (non nuls) l’un de l’autre.

Démonstration. Si pP q Ă pQq, en particulier P P pQq et il existe R P KrXs tel que P “ QR, ce
qui signifie que Q divise P .

Si les idéaux de P et de Q sont identiques, l’un divise l’autre et l’autre divise l’un. Ils sont donc
multiples l’un de l’autre.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Crit%C3%A8re_d'Eisenstein
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Théorème 6.36.
Soit K un corps commutatif.
(1) L’anneau KrXs est euclidien et principal.
(2) Si I est un idéal dans KrXs et si P P I est de degré minimal, alors pP q “ I.
(3) De plus si I ‰ t0u, il existe un unique polynôme unitaire µ tel que I “ pµq.

Démonstration. Le point (1) a déjà été démontré dans le lemme 3.163 via le fait que KrXs est
euclidien. Nous allons cependant donner ici une preuve directe que tous les idéaux de KrXs sont
principaux. Si I “ t0u, le résultat est évident. Nous supposons donc I non nul. Soit P de degré
minimum parmi les éléments de I. Évidemment pP q Ă I. Nous allons démontrer qu’en réalité
pP q “ I.

Soit P 1 P I. Par le théorème 3.160 de la division euclidienne 5, il existe Q et R dans KrXs tels
que P 1 “ PQ`R avec degpRq ă degpP q. Étant donné que R “ P 1 ´ PQ nous avons R P I et par
conséquent R “ 0 parce que P a été choisi de degré minimum dans I. Nous avons donc P 1 “ PQ
et I Ă pP q.

L’existence d’un polynôme unitaire qui génère I est obtenu en choisissant µ “ P {an où an est
le coefficient du terme de plus haut degré. L’unicité d’un tel polynôme est obtenu par le fait que si
µ et µ1 génèrent le même idéal, alors ils sont multiples l’un de l’autre, or puisqu’ils sont unitaires,
ils sont égaux.

Nous voyons que n’importe quel polynôme de degré minimum dans un idéal génère l’idéal.
Une importante conséquence du théorème 6.36 que nous verrons plus bas est que tout polynôme
annulateur d’un endomorphisme est divisé par le polynôme minimal (proposition 11.135).

Corollaire 6.37.
Si K est un corps et si P est un polynôme irréductible, alors l’ensemble L “ KrXs{pP q est un
corps. De plus L est un espace vectoriel de dimension degpP q.
Démonstration. En effet KrXs est un anneau principal par le théorème 6.36, par conséquent la
proposition 3.104(2) déduit que KrXs{pP q est un corps.

Une base de L est donnée par les projections de 1, X,X2, . . . , Xn´1. En effet ces éléments
forment une famille libre parce que si

řn´1
k“0 akX̄

n “ 0 alors un représentant de cette classe doit
être de la forme SP dans KrXs, c’est-à-dire

n´1ÿ

k“0
akX

k “ SP, (6.62)

ce qui n’est possible que si S “ 0 et ak “ 0. D’autre part c’est un système générateur. En effet si
P “ Xn `Q avec degpQq “ n´ 1 alors

X̄n`l “ X̄nX̄ l “ pP̄ ´ Q̄qX̄ l “ Q̄X̄ l. (6.63)

Nous avons donc exprimé X̄n`l comme une somme de termes de degré n ` l ´ 1. Par récurrence
nous pouvons exprimer tout X̄n`l comme combinaison d’éléments de degré plus petit que n.

6.38.
Ce corollaire prendra une nouvelle jeunesse lorsque nous parlerons de polynômes d’endomor-
phismes, en particulier la proposition 11.145 va donner des précisions.

Lemme 6.39 ([84]).
Soit un isomorphisme de corps τ : KÑ K1. Alors
(1) L’application étendue

τ : KrXs Ñ K1rXs
ÿ

i

aiX
i ÞÑ

ÿ

i

τpaiqXi (6.64)

5. Ici K est un corps et donc l’hypothèse d’inversibilité est automatiquement vérifiée.
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est un isomorphisme d’anneaux ;

(2) pour tout P P KrXs, le passage au quotient

φτ : KrXs{pP q Ñ K1rXs{`τpP q˘

Q̄ ÞÑ τpQq (6.65)

est un isomorphisme d’anneaux (et d’abord est bien définie).

Démonstration. Nous n’allons pas faire explicitement toutes les vérifications, mais tout de même
les principales. Montrons que τ respecte le produit entre KrXs et K1rXs. Nous rappelons que ce
produit est défini par a formule (3.173). En notant Pi les coefficients de P et Qi ceux de Q et en
remarquant que la définition de τ est essentiellement que τpP qi “ τpPiq, nous avons :

τpPQq “ τ
´ÿ

k

` kÿ

l“0
PlQk´l

˘
Xk

¯
(6.66a)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpPlQk´lq (6.66b)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpPlqτpQk´lq (6.66c)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpP qlτpQqk´l (6.66d)

“
ÿ

i

`
τpP qiXi

˘ÿ

j

`
τpQqjXj

˘
(6.66e)

“ τpP qτpQq. (6.66f)

Passons à l’isomorphisme d’anneaux donné par φτ .

Bien définie Si Q̄1 “ Q̄2 alors Q2 “ Q1 `RP pour un certain R P KrXs. Dans ce cas,

φτ pQ2q “ τpQ2q “ τpQ1q ` τpRP q (6.67a)
“ τpQ1q ` τpRqτpP q (6.67b)
“ τpQ1q. (6.67c)

Ok pour bien définie.

Injection Si φτ pQ̄1q “ φτ pQ̄2q alors τpQ1q “ τpQ2q, ce qui signifie que

τpQ1q “ τpQ2q `RτpP q (6.68)

pour un certain R P K1rXs. Vu que τ : KrXs Ñ K1rXs est un isomorphisme, nous pouvons
y appliquer τ´1 pour trouver :

Q1 “ Q2 ` τ´1pRqP, (6.69)

ce qui signifie que Q̄1 “ Q̄2.

Surjection Un élément de K1rXs{`τpP q˘ est de la forme Q̄ avec Q P K1rXs. Cela est l’image par
φτ de l’élément τ´1pQq P KrXs{pP q.

Morphisme Nous vous laissons vérifier que l’application φτ est un morphisme d’anneaux.
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6.3.3 Bézout

Théorème 6.40 (Bézout).
Les polynômes P1, . . . , Pn dans KrXs sont étrangers entre eux si et seulement s’il existe des poly-
nômes Q1, . . . , Qn P KrXs tels que

P1Q1 ` ¨ ¨ ¨ ` PnQn “ 1. (6.70)

Deux polynômes P et Q ne sont donc pas premiers entre eux s’il existe des polynômes x et y
tels que l’identité de Bézout soit vérifiée :

xP ` yQ “ 0; (6.71)

cette dernière pourra être écrite en termes de la matrice de Sylvester, voir sous-section 11.3.7.

Lemme 6.41.
Soient pPiqi“1,...,n P KrXs des polynômes étrangers deux à deux. Alors les polynômes

Qi “
ź

j‰i
Pj (6.72)

sont étrangers entre eux 6.

Lemme 6.42 ([85]).
Soit K un corps commutatif et A Ă K un sous anneau de K. Alors ArXs, vu comme idéal de
KrXs, est un idéal premier.

En d’autres termes, si φ P KrXs, et s’il existe Q P KrXs unitaire tel que φQ P ArXs, alors
φ P ArXs.

6.3.4 Lemme et théorème de Gauss

Théorème 6.43 (Théorème de Gauss).
Soient P,Q,R P KrXs tels que P soit premier avec Q et divise QR. Alors P divise R.

Démonstration. Étant donné que P est premier avec Q, le théorème de Bézout 7 nous donne
U, V P KrXs tels que PU ` QV “ 1. De plus il existe un polynôme S tel que PS “ QR. En
multipliant l’identité de Bézout par R, nous obtenons

R “ PUR`QV R “ PUR` V PS “ P pUR` V Sq, (6.73)

ce qui signifie que P divise R.

Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Gauss dans Z (lemme 3.112).

Lemme 6.44 (Lemme de Gauss[57]).
Soient les polynômes unitaires P,Q P QrXs. Si PQ P ZrXs, alors P et Q sont tous deux dans
ZrXs.
Démonstration. Soit a ą 0 le plus petit entier tel que aP P ZrXs (c’est le PPCM des dénomina-
teurs) et de la même façon b ą 0 le plus petit entier tel que bQ P ZrXs. On pose P1 “ aP et
Q1 “ bQ.

Si ab “ 1, alors a “ b “ 1 et nous avons tout de suite P,Q P ZrXs. Nous supposons donc
ab ą 1 et nous considérons p, un diviseur premier de ab. Ensuite nous considérons la projection

πp : ZrXs Ñ pZ{pZqrXs. (6.74)

6. Et non seulement deux à deux.
7. théorème 6.40.
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Par définition abPQ “ P1Q1 P ZrXs ; en prenant la projection,

πppP1qπppQ1q “ πppP1Q1q “ πP pabqπppPQq “ 0 (6.75)

parce que πppabq “ 0. Étant donné que pZ{pZqrXs est intègre (théorème 3.157), nous avons soit
πppP1q “ 0 soit πppQ1q “ 0. Supposons pour fixer les idées que πppP1q “ 0. Alors P1 “ pP2 pour
un certain P2 P ZrXs. Par ailleurs P est unitaire et P1 “ aP , donc le coefficient de plus haut degré
de P1 est a, et nous concluons que p divise a.

Mettons a “ pa1. Dans ce cas, pa1P “ P1 “ pP2, et donc a1P “ P2 P ZrXs. Cela contredit la
minimalité de a.

6.3.5 Polynômes sur un corps et pgcd

Nous savons qu’un corps est un anneau intègre (lemme 1.64). De plus l’ensemble des polynômes
sur un anneau intègre est lui-même un anneau intègre (théorème 3.157). Donc la notion de pgcd à
utiliser dans le cas de KrXs est celle de la définition 1.46.

Lemme 6.45 (Unicité du pgcd à inversibles près).
Soit un corps commutatif K et S Ă KrXs. Si δ1 et δ2 sont des pgcd 8 de S, alors δ1 “ kδ2 avec
k P K.

Démonstration. Nous savons que δ1 est un pgcd de S, mais que δ2 divise S. Donc δ2 � δ1. De la
même manière, δ1 � δ2. Il existe donc A,B P KrXs tels que δ1 “ Aδ2 et δ2 “ Bδ1. En substituant,

δ1 “ ABδ1. (6.76)

Mais KrXs possède la propriété de simplification par la proposition 1.54(3). Donc AB “ 1. Cela
signifie entre autres que A et B sont des inversibles de KrXs.

Or les seuls inversibles dans KrXs sont les éléments de K ; si vous en doutez, pensez que le
degré de AB est supérieur ou égal à celui de A.

6.46.
En général, lorsque nous dirons « le » pgcd d’un ensemble, nous parlerons du pgcd unitaire, qui
existe et est bien défini par le lemme 6.45.

Lemme 6.47 ([86]).
Soit un corps commutatif K, deux polynômes quelconques A,B P KrXs et un polynôme unitaire
G.

Nous avons G “ pgcdpA,Bq si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Il existe U, V P KrXs tels que AU `BV “ G,
(2) G divise A et B.

Démonstration. Une implication dans chaque sens.
ñ Si G est le pgcd de A et B, il est clair que G|A et G|B. Il reste donc à montrer l’existence des

polynômes U et V vérifiant AU `BV “ G. Vu que G divise A et B, il existe des polynômes
A1, B1 tels que A “ GA1 et B “ GB1.
Nous montrons que les polynômes A1 et B1 sont premiers entre eux. S’ils ont un diviseur
commun D, alors GD est un diviseur commun à A et B. Or, G est le pgcd de A et B
donc GD|G ; D ne peut être qu’un polynôme constant (c’est-à-dire un élément de K). Mais
comme G est unitaire, le coefficient du terme de plus haut degré de GD doit être 1. Donc
D “ 1. L’élément 1 est l’unique diviseur commun de A1 et B1 ; donc A1 et B1 sont donc bien
premiers entre eux.
D’après le théorème de Bézout 6.40, il existe donc U et V tels que A1U ` B1V “ 1. En
multipliant par G, nous obtenons l’égalité voulue : AU `BV “ G.

8. Définition 1.46.
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ð Si G vérifie les deux conditions, montrons que G est le pgcd de A et B. Nous savons déjà (par
hypothèse) que G divise A et B, il reste à montrer que tous les diviseurs commun à A et
B divisent aussi G. Soit donc D un diviseur commun à A et B : il existe A1 et B1 tels que
A “ DA1 et B “ DB1. Nous savons que G “ AU `BV donc G “ DpA1U `B1V q, et D|G.
Par définition, G est bien le pgcd de A et B.

Notons qu’en supprimant la condition d’unitarité de G, le résultat tient presque : il suffit de
remplacer partout « le pgcd » par « un pgcd ».

Lemme 6.48 ([86]).
Soient deux polynômes A,B premiers entre eux. Si le polynôme P est divisible par A et par B
alors P est divisible par AB.

Démonstration. Vu que A � P , il existe Q1 P KrXs tel que P “ AQ1. Mais B divise P “ AQ1
alors que B est premier avec A ; donc d’après le théorème de Gauss 6.43 : B|Q1.

Il existe donc Q2 P KrXs tel que Q1 “ BQ2. On a donc P “ ABQ2 : P est bien divisible par
AB.

Lemme 6.49 ([86]).
Quelques propriétés du PGCD dans les polynômes. Soient des polynômes P,Q,R P KrXs.
(1) Nous avons l’égalité 9

pgcdpP, PQ`Rq “ pgcdpP,Rq. (6.77)

(2) Si Q et R sont premiers entre eux,

pgcdpP,QRq “ pgcdpP,QqpgcdpP,Rq (6.78)

(3) Si P et Q sont premiers entre eux,

pgcdpP,QRq “ pgcdpP,Rq (6.79)

Démonstration. Dans la suite si A et B sont des polynômes, nous dirons « les diviseurs de tA,Bu »
pour parler des diviseurs communs de A et B.

(1) Nous montrons que tP, PQ`Ru a les mêmes diviseurs que tP,Ru.
D’une part, si A � tP, PQ`Ru, alors il existe des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et
PQ`R “ AB2. Donc

R “ AB2 ´ PQ “ AB2 ´AB1Q “ ApB2 ´B1Qq, (6.80)

et nous concluons que A divise R.
D’autre part, si A � tP,Ru alors il existe des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et
R “ AB2. Donc

PQ`R “ AB1Q`AB2 “ ApB1Q`B2q, (6.81)

et A divise PQ`R.
Conclusion : les paires tP, PQ`Ru et tP,Ru ont même ensemble de diviseurs, et donc même
pgcd.

(2) Nous avons trois polynômes P,Q,R et nous savons que Q et R sont premiers entre eux. Nous
notons : G1 “ pgcdpP,Qq et G2 “ pgcdpP,Rq. Il faut montrer que G1G2 est le pgcd de P et
QR ; pour cela nous allons utiliser le lemme 6.47.

9. Notez l’analogie avec le lemme 3.18.
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DU, V tels que G1G2 “ PU `QRV Vu que G1 “ pgcdpP,Qq, il existe U1 et V1 tels que
G1 “ PU1 ` QV1 (lemme 6.47). On a de même : G2 “ PU2 ` RV2. En prenant le
produit :

G1G2 “ pPU1`QV1qpPU2`RV2q “ P pPU1U2`RU1V2`QV1V2q`QRpV1V2q. (6.82)
Donc c’est bon pour ce point.

G1 et G2 sont premiers entre eux Si D est un diviseur commun à G1 et G2, alors D
divise Q et R qui sont premiers entre eux ; D ne peut être qu’un polynôme constant.
Tous les diviseurs communs de G1 et G2 sont dans K. Mais le pgcd est par définition
un diviseur commun unitaire, donc pgcdpG1, G2q “ 1. Cela signifie que G1 et G2 sont
premiers entre eux (définition 3.11).

G1G2 � QR En effet : G1|Q et G2|R donc G1G2|QR.
G1G2 � P Le polynôme P est divisible par G1 et par G2, et de plus G1 et G2 sont premiers

entre eux. Donc le lemme 6.48 conclu que P est divisible par G1G2.

(3) Supposons d’abord que A P KrXs divise P et QR. Le théorème de Bézout 6.40 assure
l’existence de polynômes U et V tels que PU`QV “ 1. Ensuite l’hypothèse de division nous
donne des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et QR “ AB2. Nous avons :

1 “ PU `QV “ AB1U `QV. (6.83)

Cela prouve que A est premier avec Q grâce encore à Bézout, mais dans l’autre sens. Donc
A est premier avec Q et A � QR. Donc A|R par le théorème de Gauss 6.43.
Dans l’autre sens, si A|R alors on a évidemment : A|QR.
Les diviseurs de tP,QRu sont exactement les diviseurs de tP,Ru. En conséquence, nous
concluons que les paires tP,QRu et tP,Ru ont le même pgcd.

6.4 Extension de corps
Lemme 6.50.
Soit L un corps 10 fini et K un sous corps de L. Alors il existe s P N tel que

CardpLq “ CardpKqs. (6.84)

Démonstration. Le corps L est un K-espace vectoriel de dimension finie. Si s est la dimension alors
nous avons la formule (6.84) parce que chaque élément de L est un s-uple d’éléments de K.

Définition 6.51 ([87]).
Soit K un corps commutatif. Une extension de K est un couple pL, jq où L est un corps et
j : KÑ L est un morphisme de corps.

Nous identifions le plus souvent K avec ipKq Ă L, mais il faut savoir que le corps L étendant
K n’est pas toujours un sur-corps de K.

Définition 6.52.
Une extension est algébrique de K est une extension dont tous les éléments sont racines de
polynômes dans KrXs.

Exemple 6.53
Le corps R n’est pas une extension algébrique deQ. En effet il existe seulement une infinité dénom-
brable de polynômes dans QrXs et donc une infinité dénombrable de racines de tels polynômes.
Toute extension algébrique de Q est donc dénombrable. 4

10. Définition 1.61.
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Lemme 6.54.
Si pL, iq est une extension de K, alors L est un espace vectoriel sur K.

Démonstration. Il faut définir le produit d’un élément de L par un élément de K ; si λ P K et
x P L nous la définissons par

λ·x “ ipλqx (6.85)

où la multiplication du membre de droite est celle du corps L.

Définition 6.55.
Le degré de L est la dimension de cet espace vectoriel. Il est noté rL : Ks ; notons qu’il peut être
infini.

Exemple 6.56
L’ensemble C est une extension de R et son degré est rC : Rs “ 2. 4

Proposition 6.57 (Composition des degrés[88]).
Si L2 est une extension de L1 qui est elle-même une extension de K, alors L2 est une extension
de K et on a :

rL2 : Ks “ rL2 : L1srL1 : Ks. (6.86)

Dans ce cas, si tviuiPI est une K-base de L1 et si twαuαPA est une L1-base de L2 alors tviwαu iPI
αPA

est une K-base de L2.

Notons que la formule (6.86) n’est pas très instructive dans le cas des extensions non finies. La
seconde partie, sur les bases, est en réalité nettement plus intéressante.

Démonstration. Soit a P L2. Vu que les wα forment une L2-base nous avons une décomposition

a “
ÿ

α

aαwα (6.87)

pour des éléments aα P L1. Mais les vi forment une K-base de L1, donc chacun des aα peut être
décomposé comme aα “ ř

i aαiviwα. Donc :

a “
ÿ

αi

aαiviwα, (6.88)

qui donne une décomposition de a en éléments de tviwαu à coefficients dans K. La partie proposée
est donc génératrice.

Pour prouver qu’elle est également libre, nous supposons avoir des éléments aαi P K tels que
ÿ

αi

aαiviwα “ 0. (6.89)

En récrivant sous la forme ÿ

α

´ÿ

i

aαivi

¯
wα “ 0, (6.90)

nous reconnaissons une combinaison linéaire nulle des wα à coefficients dans L1. Les coefficients
sont donc nuls :

ř
i aαivi “ 0. Cela est une combinaison linéaire nulle des vi à coefficients dans K.

Vu que les vi forment une base, les coefficients sont nuls : aαi “ 0.

6.4.1 Un petit exemple d’extension algébrique

Nous avons défini le concept d’extension algébrique en 6.52. Nous allons en construire un petit
exemple très piéton.

D’abord la proposition 1.130 nous donne l’existence et l’unicité d’un réel
?

2 strictement positif
dont le carré est 2. Ce réel est irrationnel par la proposition 1.87. Cela étant posé, nous y allons.
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Proposition 6.58 ([89]).
Soit L “ ta` b?2ua,bPQ.
(1) C’est un sous-corps de R.
(2) Tout sous-corps de R contenant Q et

?
2 contient L.

Démonstration. Nous devons d’abord prouver que L est un corps en vérifiant d’une part que c’est
un anneau (définition 1.37) et d’autre part le fait que tous les éléments non nuls sont inversibles.
— La partie L de R est stable pour l’addition : dès que a, b, a1, b1 P Q,

pa` b?2q ` pa1b1?2q “ pa` a1q ` pb` b1q?2 P L. (6.91)

— Les neutres 0 et 1 sont dans L.
— Si α P L, alors ´α P L :

´ pa` b?2q “ ´a´ b?2. (6.92)

— La partie L est stable pour le produit parce que

pa` b?2qpa1 ` b1?2q “ paa1 ` 2bb1q ` pab1 ` ba1q?2. (6.93)

— L’inverse d’un élément de L est dans L. C’est le seul point pas tout à fait évident. D’abord,
l’ensemble R est un corps par le théorème 1.95. Donc pour tout a, b P R, le nombre

1
a` b?2

(6.94)

existe dans R.
D’abord a´ b?2 n’est pas nul, parce que si il l’était, nous aurions

?
2 “ ´a{b P Q alors que?

2 n’est pas rationnel par la proposition 1.87. Nous pouvons donc faire le coup de multiplier
le numérateur et le dénominateur par le binôme conjugué :

1
a` b?2

“ a´ b?2
pa` b?2qpa´ b?2q “

a

a2 ´ 2b2 ´
b

a2 ´ 2b2
?

2. (6.95)

Cela est un rationnel. Donc le éléments non nuls de L ont un inverse qui appartient également
à L.

Nous passons à la preuve du point (2). Si L1 est un corps qui contient Q et
?

2, il doit contenir
b
?

2 pour tout b P Q et donc aussi tous les a` b?2 avec a, b P Q. En conséquence de quoi L1 doit
contenir au moins tout L.

Proposition 6.59.
Soit L “ ta` b?2ua,bPQ.
(1) C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur Q.
(2) Si α P L, alors il existe un polynôme P P LrXs de degré 2 ou moins tel que P pαq “ 0.
(3) Le corps L est une extension algébrique de Q.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour la dimension, notez que t1,?2u est une partie libre et génératrice de L.
(2) Soit α P L. La partie t1, α, α2u est de cardinal 1, 2 ou 3. Si c’est 1 ou 2, c’est que 1 “ α ou

1 “ α2 ou α “ α2. Si par exemple 1 “ α alors avec P “ X ´ 1 nous avons P pαq “ 0.
Si au contraire t1, α, α2u est de cardinal 3, alors c’est une partie liée par la proposition 4.6.
Il existe donc des rationnels a, b, c tels que a ` bα ` cα2 “ 0, c’est à dire P pαq “ 0 avec
P “ cX2 ` bX ` a.

(3) Nous venons de voir que tous les éléments de L sont des racines de polynômes de QrXs.
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6.4.2 Extension algébrique et polynôme minimal

Lemme-définition 6.60 (Polynôme minimal).
Soit L une extension de K et a P L. Nous considérons la partie

Ia “ tP P KrXs tel que P paq “ 0u (6.96)

que nous supposons non réduite à t0u 11
(1) La partie Ia est un idéal principal dans KrXs
(2) L’idéal Ia possède un unique générateur unitaire.

Cet unique générateur unitaire est le polynôme minimal de a sur K.

Démonstration. Le fait que Ia soit un idéal est la définition du produit sur l’anneau des polynômes.
Le théorème 6.36 fait le reste du travail : nous savons que KrXs est un anneau principal et donc
que tous ses idéaux sont principaux (c’est la définition).

Le théorème 6.36 dit également que Ia possède un unique générateur unitaire.

Si nous avons un corps et un élément dans une extension du corps, il n’est pas autorisé de dire
« soit le polynôme minimal de cet élément dans le premier corps ». En effet, il n’existe peut-être
pas de polynôme annulateur.

Exemple 6.61
Le polynôme minimal dépend du corps sur lequel on le considère. Par exemple le nombre imaginaire
pur i accepte X ´ i comme polynôme minimal sur C et X2 ` 1 sur QrXs. 4

Proposition 6.62 ([1]).
Soit L une extension de K et a P L dont le polynôme minimal sur K est µa P KrXs. Alors
(1) le polynôme µa est irréductible 12 sur K ;
(2) Le polynôme µa est premier 13 avec tout polynôme de KrXs non annulateur de a.

Démonstration. Une chose à la fois.
(1) D’abord le polynôme µa n’est pas inversible parce que seuls les éléments de K (ceux de degré

zéro) peuvent être inversibles 14. Mais ces polynômes sont constants et ne peuvent donc pas
être des polynômes annulateurs de quoi que ce soit.
Ensuite, supposons la décomposition µa “ PQ avec P,Q P KrXs. En évaluant cette égalité
en a nous avons

0 “ P paqQpaq. (6.97)

Vu que nous sommes sur un corps, nous avons la règle du produit nul 15 et nous déduisons
que soit P paq soit Qpaq est nul, ou les deux. Pour fixer les idées, nous supposons P paq “ 0.
Dans ce cas, P fait partie de l’idéal annulateur de a, lequel idéal est engendré par µa. Donc
il existe S P KrXs tel que P “ Sµa. En récrivant µa “ PQ avec cela nous avons :

µa “ SµaQ (6.98)

ou encore : SQ “ 1, ce qui signifie que S et Q sont dans K et inversibles.
Nous concluons que µa ne peut pas être écrit sous forme de produit de deux non inversibles.

11. La non trivialité de Ia est une vraie hypothèse. En effet si nous prenons K “ Q et l’extension L “ R, alors il
suffit de prendre un réel a non algébrique sur Q pour que Ia soit réduit au seul polynôme identiquement nul.
12. Définition 6.30.
13. Définition 3.164.
14. Et d’ailleurs, le sont, mais ce n’est pas important ici.
15. Parce que un corps est un anneau intègre par le lemme 1.64 et qu’un anneau intègre est justement un anneau

sur lequel nous avons la règle du produit nul, voir la définition 1.54.
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(2) Soit Q un polynôme non annulateur de a. Soit aussi un diviseur commun P de Q et µa dans
KrXs. Nous devons prouver que P est un inversible, c’est-à-dire un élément de K (le fait que
P ne soit pas le polynôme nul est évident). Nous avons µa “ PR1 et Q “ PR2 pour certains
polynômes R1, R2 P KrXs. Vu que µa est irréductible par (1), il n’est pas produit de deux
non inversibles. En d’autres termes, soit P soit R1 est inversible. Si P n’est pas inversible,
alors R1 est inversible ; disons R1 “ k P K. Alors

0 “ µapaq “ P paqk, (6.99)
donc P paq “ 0. Mais alors

Qpaq “ P paqR2paq “ 0, (6.100)
ce qui est contraire à l’hypothèse selon laquelle Q n’était pas annulateur de a.
Nous retenons donc que P est inversible, ce qu’il fallait montrer.

Définition 6.63.
Deux éléments α et β dans L sont dit conjugués s’ils ont même polynôme minimal. Par exemple
i et ´i sont conjugués dans C vu comme extension de Q.

Lemme 6.64.
Soient un corps K, une extension L de K et α P L, un élément algébrique sur K. Si µ est le
polynôme minimal de α sur K alors

ϕ : Krαs Ñ KrXs{pµq
Qpαq ÞÑ Q̄

(6.101)

avec Q P KrXs est un isomorphisme de corps et de K-espaces vectoriels.

Démonstration. D’abord, α est algébrique, donc l’idéal annulateur Iα n’est pas réduit à t0u, et
l’existence d’un polynôme minimal est assurée par le lemme 6.60.

Ensuite, le fait que KrXs{pµq soit un corps est le corollaire 6.37. Nous montrons à présent que
ϕ est un isomorphisme (d’anneaux) ; cela suffit pour en déduire que Krαs est également un corps.

Ces préliminaires étant dits, nous commençons.
Bien définie Nous devons prouver que ϕ est bien définie, c’est-à-dire que tout élément de Krαs

peut être écrit sous la forme Qpαq pour un Q P KrXs, et que si Q1pαq “ Q2pαq alors Q̄1 “ Q̄2.
Le fait que tous les éléments de Krαs peuvent être écrits sous la forme Qpαq est le proposi-
tion 3.156. Supposons que Q1pαq “ Q2pαq. Alors nous définissons R P KrXs par Q1 “ Q2`R,
et en évaluant cette égalité en α nous avons

Q1pαq “ Q2pαq `Rpαq, (6.102)
autrement dit Rpαq “ 0. Donc R est dans l’idéal annulateur de α et est donc dans pµq,
c’est-à-dire que dans le quotient KrXs{pµq nous avons R̄ “ 0 et donc Q̄1 “ Q̄2.

Surjective Tout élément de KrXs{pµq est de la forme Q̄ pour un Q P KrXs. Or ces éléments sont
ceux de l’ensemble d’arrivée de ϕ.

Injective Si Q̄1 “ Q̄2, alors Q1 “ Q2 ` R avec R dans l’idéal engendré par µ, c’est-à-dire entre
autres Rpαq “ 0. Donc Q1pαq “ Q2pαq.

Nous devons encore montrer que nous avons là un morphisme de K-espaces vectoriels.
(1) Si k P K alors ϕ

`
kQpαq˘ “ kQ. Mais par définition de la structure d’espace vectoriel sur

KrXs{pµq, kQ “ kQ̄ (vérifier que cette définition de la multiplication par un scalaire sur
KrXs{pµq est correcte).

(2) Nous avons aussi ϕ
`
Q1pαq `Q2pαq

˘ “ ϕ
`pQ1 `Q2qpαq

˘ “ Q1 `Q2 “ Q̄1 ` Q̄2.

Proposition 6.65 ([33]).
Soit une extension algébrique 16 L du corps K.
16. Définition 6.52.
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(1) Pour tout a P L, il existe un polynôme P P KrXs tel que P paq “ 0.
(2) Le polynôme minimal de a dans KrXs est l’unique polynôme unitaire irréductible annulant

a.

Démonstration. Le premier point est seulement la définition 6.52 d’une extension algébrique.
L’idéal annulateur Ia “ tP P KrXs tel que P paq “ 0u n’est pas réduit à t0u parce que L est

une extension algébrique. L’existence du polynôme minimal est le lemme 6.60 et le fait qu’il soit
irréductible est la proposition 6.62(1).

Ce qui nous intéresse ici est l’unicité. Soit µ1 P KrXs, un polynôme annulateur de a irréductible
et unitaire. Vu que µ1 P Ia et que par définition, Ia “ pµq, il existe P P KrXs tel que µ1 “ Pµ.
Vu que µ n’est pas inversible et que µ1 est irréductible, P doit être inversible : µ1 “ kµ pour un
certain k P K.

Vu que µ et µ1 sont unitaires, k “ 1. Donc µ1 “ µ.

6.4.3 Extensions algébriques et éléments transcendants

6.4.3.1 Élements algébriques et transcendants

Lemme-définition 6.66 ([90]).
Soit une extension L de K et α P L. Nous considérons l’application

ϕ : KrXs Ñ L

P ÞÑ P pαq. (6.103)

Alors
(1) L’application ϕ est un morphisme d’anneaux 17.
(2) L’application ϕ est un morphisme de K-espace vectoriel.

Si ϕ est injective, nous disons que α est transcendant. Sinon, nous disons qu’il est algébrique.

Démonstration. Le fait que ϕ soit un morphisme d’anneaux est le lemme 3.148 déjà prouvé.
Pour le morphisme de K-espace vectoriel, il faut seulement ajouter le calcul

ϕpλP q “ pλP qpαq “ λP pαq “ λϕpP q. (6.104)

Notons la justification suivante qui n’est pas tout à fait triviale :

pλP qpαq “
ÿ

k

pλP qkαk “
ÿ

k

λPkα
k “ λP pαq (6.105)

qui utilise la définition 3.146.

Exemple 6.67
L’injectivité de ϕ n’est pas automatique. Prenons par exemple L “ Qr?2s dans R. Les polynômes
dans QrXs ont des degrés arbitrairement élevés en X, tandis que les éléments de L n’ont pas de
degré très élevés en

?
2 parce que

?
2
?

2 “ 2. L’ensemble Qr?2s ne contient donc que des éléments
de la forme a` b?2 avec a, b P Q.

Si par contre x0 P R n’est racine d’aucun polynôme (cela existe parce que R n’est pas dénom-
brable), alors Qrx0s contient tous les řN

k“0 akx
k
0 avec N arbitrairement grand. Et tous ces nombres

sont différents. 4

Le lemme suivant donne une caractérisation d’élément algébrique moins abstraire que la défi-
nition.
17. Définition 1.38.
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Lemme 6.68.
Soit K, un corps et L, une extension de K. Un élément α P L est algébrique sur K si et seulement
si existe un polynôme non nul P P KrXs tel que P paq “ 0.

Il est bon de remarquer que cette définition est équivalente à celle donnée dans le lemme-
définition 6.66 . . .

Démonstration. Nous considérons l’application ϕ de la définition 6.66. Si ϕ n’est pas injective,
c’est qu’il existe un polynôme P dans KrXs tel que ϕpP q “ 0. Dans ce cas, P pαq “ 0.

À l’inverse si il existe P non nul dans KrXs tel que P pαq “ 0, alors ϕpP q “ 0 et ϕ n’est pas
injective.

Définition 6.69.
Soit K un corps et L une extension de K. On dit que l’extension est algébriquement close si
tout polynôme non-constant à coefficients dans K admet des racines dans L.

Définition 6.70.
Une clôture algébrique du corps K est une extension algébriquement close de K dont tous les
éléments sont algébriques sur K.

Bien que C soit une extension algébriquement close de Q, l’ensemble C n’est pas une clôture
algébrique de Q. C’est ce que nous montrons maintenant.

Lemme 6.71.
Le corps C n’est pas une clôture algébrique de Q.

Démonstration. Nous montrons qu’il existe des éléments de C qui ne sont pas des racines de poly-
nômes à coefficients rationnels. L’ensemble Q est dénombrable par la proposition 1.82. L’ensemble
des polynômes de degré n à coefficients dans Q est en bijection avec les n-uples de rationnels,
c’est-à-dire avec Qn qui est également dénombrable par la proposition 1.29. Enfin l’ensemble des
polynômes à coefficients sur Q est l’union des polynômes de degré fixés, donc dénombrable par la
proposition 1.30.

Jusqu’ici nous avons prouvé que l’ensemble des polynômes à coefficients rationnels était dé-
nombrable. Or chaque polynôme possède une quantité finie de racines par le corollaire 3.178. Donc
la partie de C constituée des nombres qui sont des racines de polynômes à coefficients dans Q
est dénombrable. Mais C n’est pas dénombrable, donc possède des éléments qui ne sont pas des
racines de polynômes.

L’existence d’une clôture algébrique pour tout corps est le théorème de Steinitz.

6.4.4 Extensions et polynômes

Nous savons déjà depuis la définition 3.145 ce qu’est ArXs pour tout anneau A et donc a fortiori
pour un corps.

Définition 6.72.
Soit un corps commutatif 18. Nous notons KpXq le corps des fractions 19 de KrXs.
Lemme-définition 6.73.
Si R P KpXq, avec R “ P {Q et si L est une extension 20 de K contenant l’élément α, alors nous
définissons

Rpαq “ P pαqQpαq´1. (6.106)

Cela est une bonne définition au sens où elle ne dépend pas du choix du représentant pP,Qq pris
dans la classe P {Q.
18. Sauf mention du contraire, tous les corps du Frido sont commutatifs.
19. Définition 1.67.
20. Définition 6.51.
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Démonstration. Supposons R “ P1{Q1 “ P2{Q2. Par définition des classes (définition 1.67) nous
avons

P1Q2 “ Q1P2. (6.107)

Vu que l’évaluation est un morphisme KrXs Ñ K 21 nous pouvons évaluer l’équation (6.107) en
α :

P1pαqQ2pαq “ Q1pαqP2pαq. (6.108)

Cette dernière est une égalité dans le corpsK. Nous pouvons donc la multiplier parQ2pαq´1P2pαq´1

(et utiliser toutes les hypothèses de commutativité des anneaux et corps) pour obtenir

P1pαqQ1pαq´1 “ P2pαqQ2pαq´1, (6.109)

c’est-à-dire
pP1{Q1qpαq “ pP2{Q2qpαq. (6.110)

Proposition-définition 6.74 ([1]).
Soient un corps K, une extension pL, jLq de K et un élément α P L. Nous définissons KpαqL
comme étant l’intersection de tous les sous-corps de L contenant jLpKq et α.

Alors
(1) KpαqL est un sous-corps de L,
(2) KpαqL est une extension 22 de K.

Démonstration. Nous commençons par prouver que KpαqL est bien un corps. Si a, b P KpαqL alors
il suffit de calculer ab, a ` b et a´1 dans n’importe quel sous-corps de L contenant K et α ; nous
avons une garantie que a, b, ab, a` b et a´1 sont dans tous les tels sous-corps.

Pour prouver que KpαqL est bien une extension, nous devons trouver une homomorphisme de
corps j : KÑ KpαqL. Il se fait que prendre j “ jL fonctionne parce que par définition, KpαqL est
une partie de L contenant l’image de jL.

Lemme 6.75.
Soit n tel que

?
n ne soit pas un rationnel. Si α P ta` b?nua,bPQ, alors il existe un unique choix

px, yq P Q2 tel que
α “ x` y?n. (6.111)

Exemple 6.76
Nous avons

Qp?2qR “ ta` b
?

2ua,bPQ (6.112)

où à droite nous calculons les sommes et et les produits dans R. Le tout est un sous-ensemble de
R qui se révèle être un corps contenant Q et

?
2.

En particulier, dans Qp?2qR nous avons
?

2
?

2 “ 2. 4

Lemme 6.77.
Les corps Qp?2qR et Qp?3qR ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Supposons l’existence d’un morphisme de corps 23

ψ : Qp?2qR Ñ Qp?3qR. (6.113)

21. Lemme 3.148. Certes ce lemme ne parle que d’anneaux, mais à y bien penser, dans le passage de (6.107) à
(6.107), nous ne considérons que les structures d’anneaux sur KrXs et K.
22. Définition 6.51.
23. Définition 1.38. Oui, c’est un bête morphisme d’anneaux. Il n’y a pas plus de structure dans un corps que dans

un anneau.
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Nous notons « 1 » à la fois le neutre de la multiplication dans Qp?2qR et Qp?3qR (qui s’évèrent
être les mêmes en tant qu’élément de R, mais ça n’a pas d’importance ici).

Soit α P Qp?2qR tel que α2 ´ 1 “ 0. Alors nous avons aussi

ψpαq2 ´ 1 “ ψpα2q ´ ψp1q “ ψpα2 ´ 1q “ ψp0q “ 0. (6.114)

Donc ψpαq est un élément de Qp?3qR qui est une racine de X2 ´ 1.
Or un tel élément n’existe pas dans Qp?3qR parce que nous savons que dans R entier, il n’y

a que deux racines : ˘?2, et aucune des deux n’est dans Qp?3qR.

Exemple 6.78
Est-ce que KpαqL dépend réellement de L ? Si L2 est une extension de L alors nous avons
évidemment 24 KpαqL2 “ KpαqL.

Nous commençons par construire un corps K un peu idiot qui, comme ensemble, est comme
Qp?2qR, c’est-à-dire la partie

ta` b?2ua,bPQ, (6.115)

de R.
Mais cette fois nous définissons la multiplication suivante :

pa` b?2qpc` d?2q “ ac` 3bd` pad` bcq?2. (6.116)

Cela est un corps parce que tout élément non nul est inversible. En effet, l’équation

pa` b?2qpx` y?2q “ 1 (6.117)

donne ˆ
a 3b
b a

˙ˆ
x
y

˙
“

ˆ
1
0

˙
. (6.118)

Ce système a une unique solution si et seulement si det
ˆ
a 3b
b a

˙
“ 0. Cela survient si et seulement

si
a2 ´ 3b2 “ 0. (6.119)

Les solutions de cela dans R sont a “ ˘?3|b|. Dès que a ou b est non nul, cela ne peut pas
satisfaire a, b P Q. Donc le déterminant est toujours non nul et il existe x, y P Q tels que (6.117)
soit satisfaite.

Tout cela nous a donné une corps K dont Q est un sous-corps et qui contient l’élément
?

2 de
R. Il n’est cependant pas un sous-corps de R.

Ce corps est isomorphe à Qp?3qR. En effet, nous montrons que

ψ : KÑ Qp?3qR
a` b?2 ÞÑ q ` b?3

(6.120)

est un isomorphisme de corps. Pour le produit, nous avons

ψ
`pa` b?2qpc` d?2q˘ “ ψ

`
qc` 3bd` pad` bcq?2

˘
(6.121a)

“ ac` 3bd` pad` bcq?3 (6.121b)
“ pa` b?3qpc` d?3q (6.121c)
“ ψpa` b?2qψpc` d?2q. (6.121d)

Remarques :
— L’application ψ est bien définie grâce au lemme 6.75 couplé au théorème 3.36 appliqué à

n “ 2 et n “ 3.
24. Vérifiez-le tout de même.
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— Dans le membre de gauche de (6.121a), b
?

2 est un produit dans R (d’où l’importance du
lemme 6.75 qui permet de re-séparer les éléments de R partie rationnelle et partie multiple
de
?

2), et le produit entre pa` b?2q et pc` d?2q est un produit dans K.
— Dans (6.121b) et (6.121c), tous les produits sont dans R.
En comparant avec le lemme 6.77, nous avons alors

Qp?2qK “ Qp
?

3qR ‰ Qp
?

2qR (6.122)

4

6.79.
Nous allons encore enfoncer le clou sur le fait que KpαqL dépend de L.

Le fait est que si on y pense, l’objet
?

2 n’a aucun rapport avec Q. En effet les objets de Q
sont des classes d’équivalence de couples d’éléments de Z, alors que l’élément

?
2 est une classe

d’équivalence de suites de Cauchy dans Q.
Lorsque nous écrivons Qp?2q, nous associons des objets de nature complètement différentes,

et il n’y a aucune raison a priori de définir la multiplication entre eux d’une façon plutôt qu’une
autre.

Plus généralement, dans ZF (que nous faisons du semblant de suivre tout en sachant que nous
ne savons pas ce que c’est réellement 25), tout est ensemble. Peut-on dire ce que serait QpIq si I
est un ensemble quelconque ? Attention : en écrivant QpIq, nous entendons un corps dont I est un
élément, pas un corps qui contiendrait comme éléments tous les éléments de I.

Si I est juste un ensemble, quelle définition donner de I2 ? Il y a plein de choix et rien ne se
dégage clairement comme étant pertinent.Si par contre, en guise de I nous considérons l’ensemble?

2 (oui, c’est un ensemble : un ensemble de suites de Cauchy dans Q), alors tout de suite nous
nous disons que la bonne façon de faire est

?
22 “ 2. Ce réflexe est juste conditionné par le fait

que nous connaissons déjà par ailleurs le corps R. Rien de plus.
Donc oui, KpαqL dépend de L, mais dans les cas particuliers où K est un sous-corps de C, il

y a un implicite comme quoi L “ C. Cela étant dit, il n’y a plus d’ambiguïtés en écrivant Qp?2q.
Dans l’énoncé suivant, la notation RpαqL signifie que l’évaluation de R sur α se fait en calculant

dans le sur-corps L de K. Cette proposition semble indiquer que Kpαq est donné en termes de
KpXq, lequel est défini de façon très intrinsèque sans faire appel à un corps ambiant de K.

Proposition 6.80 ([1]).
Soit une extension L du corps K et α P L. Alors nous avons les isomorphismes de corps suivants :
(1) KpαqL “ Frac

`
KrαsL

˘
,

(2) KpαqL “ tRpαqL tel que R P KpXqu.
Démonstration. Le corps Kpαq est un sous-corps de L contenant Krαs comme sous-anneau. La
proposition 1.68 nous dit alors que l’application suivante est un morphisme injectif de corps :

ε : Frac
`
Krαs˘Ñ Kpαq
P {Q ÞÑ PQ´1.

(6.123)

Pour rappel, la notation P {Q est bien une notation pour la classe d’équivalence du couple pP,Qq
pour la relation définie en 1.67.

Par ailleurs, la partie ε
´

Frac
`
Krαs˘

¯
est inclue à L et est un corps contenant K et α. Donc

le corps L fait partie des corps sur lesquels on prend l’intersection pour définir Kpαq. Cela prouve
que

Kpαq Ă ε
´

Frac
`
Krαs˘

¯
. (6.124)

L’application ε est donc surjective sur Kpαq. Vu qu’elle était déjà injective, elle est bijective.

25. En lisant quelque pages de Wikipédia, vous pourrez briller en société, mais ne tentez pas le coup à l’agrégation.
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Pour la seconde partie, veuillez lire la définition 1.69 de l’évaluation d’une fraction rationnelle
sur un élément de l’anneau. Si R “ P {Q P KpXq et si α P L, nous avons

Rpαq “ P pαqQpαq´1. (6.125)

Tout sous-corps de L contenant K et α doit contenir en particulier tP pαq tel que P P KrXsu, les
inverses tP pαq´1 tel que P P KrXs, P pαq ‰ 0u et les produits d’iceux. Donc tout sous-corps de L
contenant K et α contient tRpαq tel que R P KpXqu.

Nous avons donc
tRpαq tel que R P KpXqu Ă Kpαq. (6.126)

Mais vu que Kpαq est lui-même un sous-corps de L contenant K et α, il est contenu dans
tRpαq tel que R P KpXqu. D’où l’égalité.

Pourquoi cela ne contredit pas l’exemple 6.78 ? Lorsque nous écrivons

Kpαq “ tRpαq tel que R P KpXqu, (6.127)

certes KpXq est défini sans faire appel à un corps contenant K. Mais l’évaluation Rpαq, oui. Pour
calculer Rpαq, il faut écrire R “ P {Q et calculer P pαqQpαq´1. Tous les calculs de cette dernière
expression doivent se faire dans un sur-corps de K. Il suffit que le sur-corps en question soit un
monceau de mauvaise foi comme celui de l’exemple 6.78, et en réalité Kpαq peut ne pas être ce
que l’on croit.

Le corollaire suivant montre que les choses s’arrangent.

Corollaire 6.81.
Soient un corps K, une extension L1 de K, un élément α P L1 et une extension L2 de L1. Alors

KpαqL1 “ KpαqL2 . (6.128)

Démonstration. La proposition 6.80 nous dit que

KpαqL1 “ tRpαqL1 tel que R P KpXqu (6.129a)
KpαqL2 “ tRpαqL2 tel que R P KpXqu. (6.129b)

Mais lorsque R P KpXq, le calcul de Rpαq est exactement le même dans L1 et dans L2 parce que
L2 est un sur-corps de L1 et que les calculs effectifs de Rpαq “ P pαqQpαq´1 ne font intervenir que
des quantités de K et des puissances de α.

Ce que ce corollaire nous dit est que si le contexte fixe une extension de K, nous pouvons faire
tous les calculs dans cette extension, même si il y a des piles d’extensions à côté.

Typiquement, à chaque fois que nous considérons des sous-corps de C, les extensions se feront
dans C : pour tout α P C, les corps Qpαq, Rpαq se calculent dans C.

Proposition 6.82.
Soit un corps K, une extension L et un élément α P L. Nous considérons l’application

ϕ : KrXs Ñ L

P ÞÑ P pαq. (6.130)

(1) Si α est transcendant, alors Krαs “ KrXs (isomorphisme d’anneaux).
(2) Si α est transcendant, alors KpαqL “ KpXq (isomorphisme de corps),
(3) Si α est algébrique, alors kerpϕq est un idéal possédant un unique générateur unitaire, lequel

est le polynôme minimal 26 de α sur K.

Démonstration. Point par point.

26. Définition 6.60.
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(1) Nous savons que Krαs “ tQpαq tel que Q P KrXsu (c’est la proposition 3.156). Donc ϕ est
surjective surKrαs, et est donc bijective. Elle est un isomorphisme 27 parce que le lemme 6.66
dit déjà que c’est un morphisme.

(2) Nous supposons encore que α est transcendant et nous considérons l’application

ψ : KpXq Ñ Kpαq
P ÞÑ Rpαq. (6.131)

Note : cette application n’est pas ϕ. En effet ϕ n’est définie que sur KrXs ; le corps des
fractions KpXq est nettement plus grand (classes d’équivalence de couples).
Le fait que cette application soit surjective est la proposition 6.80(2). Pour l’injectivité nous
supposons que ψpRq “ 0, c’est-à-dire que Rpαq “ 0. Nous considérons un représentant pP,Qq
de R ; c’est-à-dire R “ P {Q. L’égalité Rpαq “ 0 signifie P pαqQpαq´1 “ 0 (égalité dans L).
Vu que L est un corps, c’est un anneau intègre et nous avons la règle du produit nul ; soit
P pαq “ 0, soit Qpαq´1 “ 0. La seconde possibilité est impossible parce que zéro n’est pas
inversible. Donc P pαq “ 0. Donc ϕpP q “ 0 et ϕ étant injective, P “ 0.
Lorsque P “ 0, la classe P {Q est nulle dans KpXq “ Frac

`
KrXs˘.

(3) C’est le lemme-définition 6.60.

Proposition 6.83.
Soit un corps K et une extension L. Soit P P KrXs et a P L, une racine de P . Alors le polynôme
minimal d’une racine divise 28 tout polynôme annulateur.

Autrement dit, l’idéal engendré par le polynôme minimal est l’idéal des polynômes annulateurs.

Démonstration. Nous considérons l’idéal

I “ tQ P KrXs tel que Qpaq “ 0u. (6.132)

Le fait que cela soit un idéal est simplement dû à la définition du produit : pPQqpaq “ P paqQpaq.
Par le théorème 6.36, le polynôme minimal µa de a est dans I et qui plus est le génère : I “ pµaq.
Par conséquent tout polynôme annulateur de a est divisé par µa.

6.4.4.1 Extension algébrique, degré

Proposition 6.84.
Toute extension finie est algébrique.

Démonstration. Soient un corps K, une extension L de degré 29 n de K et a P L. Nous devons
montrer qu’il existe un polynôme annulateur de a à coefficients dans K.

Soit la partie S “ t1, a, a2, . . . , anu de L. Si cette partie contient des éléments non distincts,
alors c’est plié. En effet, si ak “ al, alors le polynôme Xk´l est un polynôme annulateur de a.

Nous supposons donc que S contienne exactement n` 1 éléments distincts. Le lemme 4.9 nous
assure que S est une partie liée : il existe des éléments ki P K tels que

řn
i“0 kia

i “ 0.
Donc le polynôme

ř
i aiX

i est un polynôme annulateur de a.

Proposition 6.85 (Propriétés d’extensions algébriques[1]).
Soit K un corps commutatif 30 et a un élément algébrique sur K, de polynôme minimal µa de degré
n. Alors
27. Les amateurs d’écriture inclusive ne seront, je l’espère, pas choqué par « elle est un isomorphisme » ; c’est une

tournure que je propose ici sur le modèle de l’immonde « elle est un ministre » ou, à peine moins grave, « il est une
sommité ».
28. Définition 3.161.
29. Définition 6.55.
30. Juste en passant nous rappelons que tous les corps considérés ici sont commutatifs
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(1) En considérant l’application d’évaluation

ϕa : KrXs Ñ L

Q ÞÑ Qpaq, (6.133)

nous avons Kras “ Imagepϕaq.
(2) Une base de Kras comme espace vectoriel sur K est donnée par t1, a, a2, . . . , an´1u.
(3) Le degré de l’extension Kras est égal au degré du polynôme minimal :

“
Kras : K

‰ “ n. (6.134)

(4) L’anneau Kras est l’ensemble des polynômes en a de degré n´ 1 à coefficient dans K.
(5) Kpaq “ Kras.
(6) Kras » KrXs{pµaq (isomorphisme d’anneau).

L’intérêt de (6) est qu’il permet de caractériser Kras sans avoir recours à un sur-corps de K. Le
point (3) indique que le degré d’une extension algébrique est égal au degré du polynôme minimal.

Démonstration. (1) Nous avons Kras Ă Imagepϕaq parce que Imagepϕaq est lui-même un sous-
anneau de L contenant K et a. Pour rappel, Kras est l’intersection de tous les tels sous-
anneaux.
L’inclusion inverse est le fait que si Q P KrXs alors Qpaq P Kras parce que Kras est un
anneau et contient donc tous les an.

(2) La partie t1, a, a2, . . . , an´1u est libre parce qu’une combinaison linéaire de ces éléments est
un polynôme de degré n´1 en a. Un tel polynôme ne peut pas être nul parce que nous avons
mis comme hypothèse que le polynôme minimal de a est n.
Rappelons qu’en vertu de la définition 6.60, le polynôme minimal µa est unitaire ; donc le
polynôme µapXq ´Xn est un polynôme de degré n ´ 1. Par conséquent en posant SpXq “
Xn ´ µapXq, le polynôme S est de degré n´ 1 et vérifie an “ Spaq.
En vertu du point (1), un élément de Kras s’écrit Qpaq pour un certain Q P KrXs. Supposons
que Q soit de degré p ą n´ 1 ; alors nous le décomposons en une partie contenant les termes
de degré jusqu’à n´ 1 et une partie contenant les autres :

QpXq “ Q1pXq `XnQ2pXq (6.135)

où Q1 est de degré n´ 1 et Q2 de degré p´ n. Nous évaluons cette égalité en a :

Qpaq “ Q1paq ` SpaqQ2paq. (6.136)

Donc Qpaq est l’image de a par le polynôme Q1`SQ2 qui est de degré p´1. Par récurrence,
Qpaq est l’image de a par un polynôme de degré n´ 1.
Notons que l’idée est très simple : il s’agit de remplacer récursivement tous les an par Spaq.

(3) Conséquence immédiate de (2).
(4) Conséquence immédiate de (2).
(5) Un élément général non nul de Kras est de la forme Qpaq avec Q P KrXs ; il s’agit de

lui trouver un inverse. Pour cela nous remarquons que les polynômes µapXq et Qpxq sont
premiers entre eux, sinon µa ne serait pas un polynôme minimal (voir la proposition 6.62).
Donc le théorème de Bézout 6.40 affirme l’existence d’éléments U, V P KrXs tels que

Uµa ` V Q “ 1 (6.137)

dans KrXs. Nous évaluons cette égalité en a en tenant compte de µapaq “ 0 dans Kras :
Upaqµapaq ` V paqQpaq “ 1 (6.138)

dans Kras. Par conséquent V paqQpaq “ 1, ce qui signifie que V paq est l’inverse de Qpaq.
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(6) Nous considérons l’application

ψ : KrXs{pµaq Ñ Kras
R̄ ÞÑ Rpaq (6.139)

et nous montrons qu’elle convient. Pour cela, nous nous souvenons que la proposition 6.83
nous enseigne que pµaq, l’idéal engendré par µa, est égal à l’idéal des polynômes annulateurs de
a dansKrXs. Le polynôme µa divise tous les éléments de cet idéal ; voir aussi la définition 3.41
de l’idéal pµaq. Cela étant mis au point, nous passons à la preuve.
ψ est bien définie Si R̄ “ S̄ alors R “ S ` Q avec Q P pµaq, et par conséquent Rpaq “

Spaq `Qpaq avec Qpaq “ 0.
Surjective Nous savons que Kras “ Imagepϕaq. Si x P Kras alors il existe Q P KrXs tel

que x “ Qpaq. Dans ce cas nous avons aussi x “ ψpQ̄q.
Injective Si ψpR̄q “ 0 alors Rpaq “ 0, mais comme mentionné plus haut, µa engendre l’idéal

est polynômes annulateurs de a. Donc R P pµaq et nous avons R̄ “ 0 dans KrXs{pµaq.

Exemple 6.86
Un fait connu est que 1?

2 “
?

2
2 . Donc l’inverse de

?
2 s’exprime bien comme un polynôme en

?
2 à

coefficients dans Q, ce qui confirme le point (5) de la proposition 6.85. Du point de vue de Bézout,
µ?2pXq “ X2 ´ 2, et nous cherchons des polynômes U et V tels que

UpX2 ´ 2q ` V X “ 1. (6.140)

cette égalité est réalisée par U “ ´1
2 et V “ 1

2X. Et effectivement V p?2q est bien l’inverse de
?

2 :

V pap2qq “ 1
2
?

2. (6.141)

4

Lemme 6.87 ([91]).
Un nombre complexe algébrique dont tous les conjugués sont de module 1 est une racine de l’unité.

Proposition 6.88 ([90]).
Soient un corps K, un extension L de K et un élément α de L. Il y a équivalence entre les trois
points suivants :
(1) α est algébrique sur K,
(2) Krαs “ Kpαq,
(3) Krαs est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si ces affirmation sont vraies, alors rKpαq : Ks est le degré du polynôme minimal de α sur K.

Problèmes et choses à faire

Il y a des redites avec la propriété 6.85 : une meilleure articulation est sans doute possible.

Démonstration. Démonstration décomposée en plusieurs implications.
(1) implique (2) Soit α algébrique sur K. Nous considérons le polynôme minimal de α sur K

(définition 6.60). Nous savons par le lemme 6.64 (qui fonctionne parce que α est algébrique)
que Krαs “ KrXs{pµq en tant qu’anneaux.
Mais KrXs est un anneau principal et µ en est un élément irréductible. Donc la proposi-
tion 3.102 dit que pµq est un idéal maximum ; la proposition 3.104 avance encore un peu en
disant que KrXs{pµq est un corps.
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Donc KrXs{pµq est un corps isomorphe à Krαs en tant qu’anneaux. En conséquence de quoi
Krαs est un corps.
Le corps Krαs est un sous-corps de L contenant K et α ; par définition nous avons donc
Kpαq Ă Krαs. Mais d’autre part, Krαs est contenu dans tout sous-corps de L contenant K
et α, donc il est inclus dans l’intersection de tout ces corps, donc Krαs Ă Kpαq.
Les deux inclusions sont prouvées.

(2) implique (1) Nous montrons que non-(1) implique non-(2). Nous disons donc que α est
transcendant sur K ; cela implique par la proposition 6.82(1) que Krαs “ KrXs en tant
qu’anneaux. Donc Krαs n’est pas un corps parce que KrXs ne l’est pas.
N’étant pas un corps, Krαs ne peut pas être égal à Kpαq qui, lui, est un corps.

(1) implique (3) L’élément α est maintenant algébrique et nous considérons son polynôme mi-
nimal µ. Nous savons par le lemme 6.64 que Krαs “ KrXs{pµq en tant qu’espaces vectoriels.
Or KrXs{pµq est de dimension finie degpµq. Donc Krαs est également de dimension finie.

(3) implique (1) Nous démontrons la contraposée. En supposant que α est transcendant nous
avons Krαs “ KrXs par la proposition 6.82. Or KrXs n’est pas de dimension finie sur K,
donc Krαs non plus.

Lemme 6.89 ([92]).
Soit L un corps commutatif et pKiqiPI une famille de sous-corps de L. Alors

Ť
iPI Ki est un sous-

corps de L.

Définition 6.90.
Soit L une extension de K et A Ă L.
(1) Nous notons KpAq le plus petit sous corps de L contenant K et A. C’est l’intersection de

tous les sous-corps de L contenant A.
(2) Nous notons KrAs le plus petit sous anneau de L contenant K et A. C’est l’intersection de

tous les sous-anneaux de L contenant A.
Nous disons que l’extension L de K est monogène ou simple s’il existe θ P L tel que L “ Kpθq.
Un tel élément θ est dit élément primitif de L. Il n’est pas nécessairement unique.

Remarque 6.91.
Les ensemblesKpAq etKrAs sont aussi appelés respectivement corps engendré et anneau engendré
par A. Cependant il faut bien remarquer que ce sont les parties de L engendrées par A. Il n’est
pas question a priori de parler de corps engendré par A sans dire dans quel corps plus grand nous
nous plaçons.

Exemple 6.92
Nous savons que R est une extension de Q. Si a P R alors Qpaq est le plus petit corps contenant
Q et a. 4

Exemple 6.93
Nous avons déjà vu à l’occasion de la définition 3.145 que ArXs est l’anneau de tous les polynômes
de degré fini en X. Cela rentre dans le cadre de la définition 6.90 parce un anneau contenant X
doit contenir tous les Xn.

Notons que même si K est un corps, KrXs reste un anneau parce qu’un éventuel inverse de
X n’est pas dedans 31. Par contre, KpXq est un corps parce qu’il contient également les fractions
rationnelles. 4

Exemple 6.94
Si nous prenons F5 et que nous l’étendons par i, nous obtenons le corps K “ F5piq. Nous savons
31. Lorsqu’on multiplie, les degrés montent toujours.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Extension_simple
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que tous les éléments a P F5 sont racines de X5´X. Mais étant donné que i5 “ i, nous avons aussi
x5 “ x pour tout x P F5piq. Pour le prouver, utiliser le morphisme de Frobenius. Le polynôme
X5 ´X est donc le polynôme nul dans K.

Ceci est un cas très particulier parce que nous avons étendu Fp par un élément α tel que
αp “ α. En général sur Fppαq, le polynôme Xp ´X n’est pas identiquement nul, et possède donc
au maximum p racines. Pour x P Fppαq, nous avons xp “ x si et seulement si x P Fp. 4

Lemme 6.95.
Soit P P KrXs un polynôme unitaire irréductible de degré n. Il existe une extension L de K et
a P L telle que L “ Kpaq et P est le polynôme minimal de a dans L.

Démonstration. Nous prenons L “ KrXs{pP q où pP q est l’idéal dans KrXs généré par P . Cela est
un corps par le corollaire 6.37. Nous identifions K avec φpKq où

φ : KrXs Ñ L (6.142)

est la projection canonique. Nous considérons également a “ φpXq.
Nous avons alors P paq “ 0 dans L. En effet P paq “ P

`
φpXq˘ est à voir comme l’application du

polynôme P au polynôme X, le résultat étant encore un élément de L. En l’occurrence le résultat
est P qui vaut 0 dans L.

Le polynôme P étant unitaire et irréductible, il est minimum dans L.
Nous devons encore montrer que L “ Kpaq. Le fait que Kpaq Ă L est une tautologie parce

qu’on calcule Kpaq dans L. Pour l’inclusion inverse soit QpXq “ ř
iQiX

i dans KrXs. Dans L nous
avons évidemment Q “ ř

iQia
i.

Proposition 6.96 ([33]).
Soit K, un corps et P P KrXs un polynôme. Soient a et b, deux racines de P dans (éventuellement)
une extension L deK. Si µa et µb sont les polynômes minimaux de a et b (dansKrXs) et si µa ‰ µb,
alors µaµb divise P dans KrXs.
Démonstration. Nous considérons les idéaux

Ia “ tQ P KrXs tel que Qpaq “ 0u; (6.143a)
Ib “ tQ P KrXs tel que Qpbq “ 0u. (6.143b)

Même si Qpaq est calculé dans L, ce sont des idéaux de KrXs. Le polynôme µa est par définition
le générateur unitaire de Ia, et vu que a est une racine de P , nous avons P P Ia et il existe un
polynôme Q P KrXs tel que

P “ µaQ. (6.144)

Montrons que µapbq ‰ 0. Pour cela, nous supposons que µapbq “ 0, c’est-à-dire que µa P Ib.
Il existe alors R P KrXs tel que µa “ µbR. Mais par la proposition 6.62, le polynôme µa est
irréductible, donc soit µb soit R est inversible. Vu que les inversibles sont les éléments de K
(polynômes de degré zéro), µb n’est pas inversible (sinon il serait constant et ne pourait pas être
annulateur de b). Donc R est inversible. Disons R “ k.

Donc µa “ kµb. Mais vu que µa et µb sont unitaires, nous avons obligatoirement k “ 1. Cela
donnerait µa “ µb, ce qui est contraire aux hypothèses. Nous en déduisons que µapbq ‰ 0.

Étant donné que µapbq ‰ 0, l’évaluation de (6.144) en b montre que Qpbq “ 0, de telle sorte que
Q P Ib et il existe un polynôme S tel que Q “ µbS, c’est-à-dire tel que P “ µaµbS, ce qui signifie
que µaµb divise P .

Exemple 6.97
Soit P “ pX2 ` 1qpX2 ` 2q dans RrXs. Dans C nous avons les racines a “ i et b “ ?2i dont les
polynômes minimaux sont µa “ X2 ` 1 et µ2 “ X2 ` 2. Nous avons effectivement µaµb divise P
dans RrXs.
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Si par contre nous considérions les racines a “ i et b “ ´i, nous aurions µa “ µb “ X2 ` 1,
tandis que le polynôme µ2

a ne divise pas P . 4

6.4.5 Racines de polynômes

Corollaire 6.98 (Factorisation d’une racine).
Soit P P KrXs, un polynôme de degré n et α P K tel que P pαq “ 0. Alors il existe un polynôme Q
de degré n´ 1 tel que P pxq “ pX ´ αqQ.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 6.83 : si α P K alors son polynôme
minimal dans K est X ´α ; donc X ´α divise P . Il existe un polynôme Q tel que P “ pX ´αqQ.
Le degré est alors immédiat.

Avant de lire l’énoncé suivant, allez relire la définition 3.154 pour savoir ce qu’est un polynôme
nul.

Théorème 6.99 (Polynôme qui a tellement de racines qu’il s’annule).
Soit K un corps et P P KrXs un polynôme de degré n possédant n ` 1 racines distinctes α1,. . . ,
αn`1, alors P “ 0.

Démonstration. Si P est de degré 1, il s’écrit P “ aX ` b ; s’il a comme racines α et β, nous avons
le système

"
aα` b “ 0 (6.145a)
aβ ` b “ 0. (6.145b)

La différence entre les deux donne apα´βq “ 0. Vu que α ‰ β, la règle du produit nul (lemme 1.64)
nous donne a “ 0. Maintenant que a “ 0, l’annulation de b est alors immédiate.

Nous faisons maintenant la récurrence en supposant le théorème vrai pour le degré n et en
considérant un polynôme P de degré n` 1 possédant n` 2 racines distinctes. Vu que P pα1q “ 0,
le corollaire 6.98 nous donne un polynôme Q de degré n tel que

P “ pX ´ α1qQ. (6.146)
Étant donne que pour tout i ‰ 1 nous avons αi ‰ α1,

0 “ P pαiq “ pαi ´ α1qloooomoooon
‰0

Qpαiq, (6.147)

et la règle du produit nul donne Qpαiq “ 0. Par conséquent le polynôme Q est de degré n et
possède n` 1 racines distinctes ; tous ses coefficients sont alors nuls par hypothèse de récurrence.
Tous les coefficients du produit (6.146) sont alors également nuls.

Problèmes et choses à faire

On a déjà utilisé par ailleurs le fait qu’un polynôme ayant davantage de racines que son degré s’annule. Donc ce théorème doit être énoncé et

prouvé plus haut.

Exemple 6.100
Un polynôme à plusieurs variables peut s’annuler en une infinité de points sans être nul. Par
exemple le polynôme X2` Y 2´ 1 P RrX,Y s s’annule sur tout un cercle de R2 mais n’est pas nul,
loin s’en faut.

Nous verrons dans la proposition 6.158 une condition pour qu’un polynôme à plusieurs variables
s’annule du fait qu’il ait « trop » de racines. 4

Remarque 6.101.
L’intérêt du théorème 6.99 est que si l’on prouve qu’un polynôme s’annule sur un corps infini, alors
il s’annulera sur n’importe quel autre corps. Nous aurons un exemple d’utilisation de cela dans le
théorème de Cayley-Hamilton 14.24.
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6.4.6 Corps de rupture

Définition 6.102.
Soit P P KrXs un polynôme irréductible. Une extension L de K est un corps de rupture pour
P s’il existe a P L tel que P paq “ 0 et L “ Kpaq.
6.103.
Nous insistons sur le fait que nous ne définissons le concept de corps de rupture pour un poly-
nôme irréductible à coefficients dans un corps. Les deux points sont importants : irréductible et à
coefficient dans un corps.

Nous discuterons brièvement le pourquoi de cela dans la section 6.4.10 et surtout dans la
question (2) des questions difficiles d’algèbre.

Définition 6.104 (Polynôme scindé).
Soit P P KrXs un polynôme irréductible, et L un corps, extension du corps K. On dit que P est
scindé dans L si P se décompose en un produit de polynômes de degré 1 dans LrXs.

Exemple 6.105
Soit K “ Q et P “ X2 ´ 2. On pose a “ ?2 et L “ Qp?2q Ă R. De cette façon P est scindé
dans L :

P “ pX ´?2qpX `?2q. (6.148)

Le corps Qp?2q est donc un corps de rupture pour P . 4

Exemple 6.106
Dans l’exemple 6.105, nous avions un corps de rupture dans lequel le polynôme P était scindé. Il
n’en est pas toujours ainsi. Prenons

P “ X3 ´ 2 (6.149)

et a “ 3
?

2. Nous avons, certes, P paq “ 0 dans Qp 3
?

2q, mais P n’est pas scindé parce qu’il y a deux
racines complexes. 4

Exemple 6.107
Nous considérons le corps Z{pZ où p est un nombre premier. Si s P Z{pZ n’est pas un carré, alors
le polynôme P “ X2 ` s est irréductible et un corps de rupture de P sur Z{pZ est donné par
pZ{pZqrXs{pX2 ` sq, c’est-à-dire l’ensemble des polynômes de degré 1 en

?
s. Le cardinal en est

p2. 4

Vu que nous allons abondamment parler du quotientKrXs{pP q, nous nous permettons un petit
lemme.

Lemme 6.108.
Soit un corps K et P P KrXs non constant. Alors KrXs{pP q est un corps si et seulement si P est
irréductible.

Démonstration. Nous utilisons le trio d’enfer dont il est question dans le thème 44. D’abord KrXs
est un anneau principal par le lemme 3.163. Donc KrXs{pP q sera un corps si et seulement si pP q
est un idéal maximum (proposition 3.50), et cela sera le cas si et seulement si pP q est engendré
par un polynôme irréductible (proposition 3.102).

Il ne nous reste qu’à montrer que pP q est engendré par un irréductible si et seulement si P est
irréductible. Il y a un sens dans lequel c’est évident.

Soit un irréductible µ tel que pP q “ pµq. En particulier µ P pP q, c’est-à-dire qu’il existe Q tel
que µ “ PQ. Vu que µ est irréductible, soit P soit Q est inversible. Si P est inversible, c’est-à-dire
constant, ce que nous avons exclu par hypothèse. Si par contre Q est inversible, alors P “ kµ pour
un certain k P K, ce qui montre que P est irréductible autant que µ.
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Proposition 6.109 (Existence d’un corps de rupture).
Soit un corps K et un polynôme irréductible non constant P . Alors
(1) Le corps L “ KrXs{pP q est un corps de rupture pour P .
(2) L’élément X̄ de L est une racine de P .
(3) L “ KpX̄qL

Démonstration. Commençons par nous convaincre que KrXs{pP q est une extension de K (défini-
tion 6.51). Le fait que ce soit un corps est le lemme 6.108. Le morphisme j : K Ñ KrXs{pP q est
simplement k ÞÑ k̄ où à droite, k̄ voit k dans KrXs comme étant le polynôme constant. Notez qu’il
est automatiquement injectif (lemme 1.66).

Il faut maintenant voir que KrXs{pP q “ Kpαq pour un certain α P KrXs{pP q. Grâce à notre
compréhension des notations acquise dans 3.13.2.2, nous savons que X P KrXs et qu’il est donc
parfaitement légitime de poser α “ X̄ dans KrXs{pP q. Il s’agit simplement de l’ensemble X̄ “
tX `QP tel que Q P KrXsu où X est une notation pour la suite p0, 1, 0, 0, . . .q.

Bref, nous notons α “ X̄ et nous démontrons que P pαq “ 0 et que KrXs{pP q “ Kpαq (isomor-
phisme de corps).
P pX̄q “ 0 C’est le moment de nous souvenir comment la notation des X fonctionne, et en par-

ticulier la pirouette autour de (3.183). D’abord la définition du produit sur KrXs{pP q est
P̄ Q̄ “ PQ ; en particulier si P “ ř

k akX
k, alors P pX̄q “ ř

k akX̄
k “ ř

k akX
k, et

P pX̄q “ P pXq “ P̄ “ 0. (6.150)

L’égalité Nous montrons à présent que KpX̄qL “ L. C’est-à-dire que L est bien engendrée par
K et un seul élément. D’abord, L “ KrXs{pP q contient bien évidemment K et X̄. Ensuite
nous devons prouver que tout sous-corps de L contenant K et X̄ est en réalité L entier.
Soit Q P KrXs, et montrons que Q̄ est dans tout sous-corps de L contenant K et X̄.
Par le lemme 3.152 nous avons Q̄ “ QpX̄q. Et si un corps contient K et X̄, il doit contenir
tous les polynômes en X̄ à coefficients dans K. Donc un tel corps doit contenir QpX̄q et donc
Q̄.

Exemple 6.110
Soit le polynôme P “ X2 ` 1 P ZrXs. Dans le quotient ZrXs{pP q nous avons X̄2 ` 1 “ 0 et donc
X̄2 “ ´1. C’est-à-dire que ZrXs{pP q contient un élément dont le carré est ´1. Avouez que c’est
bien ce à quoi nous nous attendions.

Notons que ´X̄ est également une racine de P dans ZrXs{pP q.
En calculant dans les polynômes à coefficients dans ZpX̄q nous avons :

pX ` X̄qpX ´ X̄q “ X2 ´ X̄2 “ X2 ` 1, (6.151)

c’est-à-dire que P est bien factorisé, et que nous avons retrouvé la multiplication x2 ` 1 “ px `
iqpx´ iq. 4

6.111.
Il n’y a évidemment pas unicité d’un corps de rupture pour un polynôme donné. Une raison est
qu’un polynôme peut accepter plusieurs racines complètement indépendantes. Le corps étendu
par l’une ou l’autre racine donne deux corps de rupture différents. Par exemple dans QrXs, le
polynôme

P “ X4 ´X2 ´ 2 (6.152)

a pour racines (dans C) les nombres
?

2 et i. Donc on a deux corps de rupture complètement
différents : Qp?2q et Qpiq.
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6.112.
La proposition suivante donne une unicité du corps de rupture dans le cas d’un polynôme irréduc-
tible. Et nous comprenons pourquoi : un polynôme irréductible n’a fondamentalement qu’une seule
racine « indépendante ». Par exemple X2 ´ 2 a pour racines ˘?2. Autre exemple, le polynôme
X2`6X`13 a pour racines, dans C, les nombres complexes conjugués z “ ´3`2i et z̄ “ ´3´2i.

Proposition 6.113 ([84]).
Soient un corps K et un polynôme irréductible P P KrXs. Alors toute extension L contenant une
racine α de P admet un unique morphisme de corps

ψ : KrXs{pP q Ñ L (6.153)

tel que ψpX̄q “ α.
Dans un tel cas,

(1) l’image de ψ est KpαqL ,
(2) si L “ KpαqL alors ψ est un isomorphisme.

Démonstration. L’idéal annulateur de α parmi les polynôme de KrXs n’est pas réduit à t0u parce
qu’il contient P . Le lemme 6.60 s’applique donc et nous avons le polynôme minimal µ de α dans
KrXs. Il divise P qui est irréductible, donc

P “ λµ (6.154)

pour un certain λ P K.
Nous posons

ψ : KrXs{pP q Ñ L

Q̄ ÞÑ Qpαq. (6.155)

Bien définie Si Q̄1 “ Q̄2 alors il existe un R P KrXs tel que Q1 “ Q2 ` RP . Mais alors
ψpQ̄1q “ Q1pαq “ Q2pαq `RpαqP pαq “ Q2pαq.

Injective Si ψpQ̄1q “ ψpQ̄2q alors Q1 ´ Q2 “ R pour un certain R P KrXs vérifiant Rpαq “ 0.
Nous avons alors un polynôme S tel que R “ Sµ “ λ´1SP . Donc R̄ “ 0 et donc Q̄1 “ Q̄2.

Morphisme Laissé comme exercice ; la paresse de l’auteur de ces lignes attend vos contributions.
La condition Le morphisme ψ respecte de plus la condition

ψpX̄q “ Xpαq “ α. (6.156)

En ce qui concerne l’unicité, fixer ψpX̄q est suffisant pour fixer un morphisme. En effet si
ψpX̄q “ α, alors

ψpQ̄q “ ψ
´ÿ

k

akX̄
k
¯
“

ÿ

k

akψpX̄qk “
ÿ

k

akα
k. (6.157)

Pour le second point de l’énoncé, il faut remarquer que α est algébrique et non transcendant.
Donc en utilisant les propositions 3.156 et 6.85(5) nous trouvons

Imagepψq “ tQpαq tel que Q P KrXsu “ Krαs “ Kpαq. (6.158)

Et finalement pour le dernier point, un morphisme de corps est toujours injectif. Si il est
également surjectif, il sera bijectif.

6.4.7 Pile d’extensions

Lemme 6.114 ([1]).
Soient un corps K, des extensions L1,. . . , Ln et des éléments αi P Li tels que

L1 “ Kpα1qL1 (6.159)
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et
Lk “ Lk´1pαkqLk . (6.160)

Alors
Ln “ Kpα1, . . . , αnqLn . (6.161)

Démonstration. Nous démontrons par récurrence sur n. Le cas n “ 1 est simplement l’hypothèse
(6.159).

Supposons donc que le lemme soit correct pour n, et étudions le cas n ` 1. Nous avons, par
définition et par hypothèse de récurrence :

Ln`1 “ Lnpαn`1qLn`1 “
´
Kpα1, . . . , αnqLn

¯
pαn`1qLn`1 . (6.162)

Notre tâche sera donc de montrer que
´
Kpα1, . . . , αnqLn

¯
pαn`1q “ Kpα1, . . . , αn`1q (6.163)

où nous n’écrivons plus les indices Ln`1 partout.
Le membre de gauche est un sous-corps de Ln`1 contenant à la fois K et tous les αi, si bien

que
Kpα1, . . . , αn`1q Ă

`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1qLn`1 . (6.164)

Il faut donc prouver l’inclusion inverse ; c’est-à-dire montrer que tout élément x du corps`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1q est forcément dans tout sous-corps de Ln`1 contenant K et les αi. Un
tel élément x est, par la proposition 6.80(2), de la forme rpαn`1q avec r P Kpα1, . . . , αnqpXq,
c’est-à-dire

P pαn`1qQpαn`1q´1 (6.165)

avec P,Q P Kpα1, . . . , αnqrXs.
Prouvons d’abord que si P P Kpα1, . . . , αnqrXs, alors P pαn`1q est dans tout sous-corps de

Ln`1 contenant K et les αi. Nous pouvons écrire P “ ř
i aiX

i avec ai P Kpα1, . . . , αnq, et donc

P pαn`1q “
ÿ

i

aiα
i
n`1. (6.166)

Tout corps contenant K et les α1,. . . , αn contient les ai. Par produit, tout corps contenant K,
α1,. . . , αn`1 contient les termes aiαin`1, et donc P pαn`1q par somme.

De la même façon, si un corps contient K et les αi (i “ 1, . . . , n` 1), alors il contient Qpαn`1q.
Comme c’est un corps, il contient aussi son inverse Qpαn`1q´1, et il contient aussi le produit

rpαn`1q “ P pαn`1qQpαn`1q´1. (6.167)

On vient ainsi de montrer que tout élément x P `
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1q était dans tout
sous-corps de Ln`1 qui contient K et les αi (i “ 1, . . . , n` 1) ; en d’autres termes :

`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1qLn`1 Ă Kpα1, . . . , αn`1q. (6.168)

Les inclusions (6.164) et (6.168) prouvent l’égalité d’ensembles (6.163) que nous voulions montrer.

6.4.8 Polynômes à plusieurs variables

Nous avons déjà vu ArX,Y s lorsque A est un anneau en la définition 3.182.

Définition 6.115.
Soit un corps K. Le corps KpX1, . . . , Xnq est le corps des fractions de l’anneau KrX1, . . . , Xns.
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Définition 6.116.
Soient un corps K et une extension L de K contenant les éléments α1,. . . , αn de K. Nous défi-
nissons Kpα1, . . . , αnq comme étant l’intersection de tous les sous-corps de L contenant K et les
αi.

La proposition suivante est analogue à 6.80(2).

Lemme 6.117 ([1]).
Soient un corps K, une extension L et des éléments α1, . . . , αn dans L. Alors

Kpα1, . . . , αnq “ trpα1, . . . , αnq tel que r P KpX1, . . . , Xnqu. (6.169)

Démonstration. Ce que nous avons à droite est un corps : par exemple pour l’inverse, si r “ P {Q
alors rpα1, . . . , αnq “ P pα1, . . . , αnqQpα1, . . . , αnq´1. Cet élément a un inverse en la personne de
pQ{P qpα1, . . . , αnq.

Donc à droite nous avons un sous-corps de L contenant K ainsi que les αi. Donc

Kpα1, . . . , αnq Ă
 
rpα1, . . . , αnq tel que r P KpX1, . . . , Xnq

(
. (6.170)

D’autre part, tout corps contenant K et les αi doit contenir tous les P pα1, . . . , αnq (P P
KrX1, . . . , Xns), leurs inverses ainsi que leurs produits ; bref doit contenir tous les rpα1, . . . , αnq
avec r P KrX1, . . . , Xns.

6.4.9 Corps de décomposition

Définition 6.118.
Soit K un corps commutatif et F “ pPiqiPI une famille d’éléments non constants de KrXs. Un
corps de décomposition de F est une extension L de K telle que
(1) les Pi sont scindés sur L,
(2) L “ KpRq où R “ Ť

iPItx P L tel que Pipxq “ 0u.
C’est-à-dire que L étend K par toutes les racines de tous les polynômes de F .

Proposition 6.119 ([93]).
Tout polynôme admet un corps de décomposition. Plus précisément, soit un corps K et un polynôme
P P KrXs de degré n. Il existe un corps de décomposition D de la forme D “ Kpα1, . . . , αnq où
les αi sont des racines de P dans D.

Notons que rien dans l’énoncé ne prétend que les αi soient tous distincts, ni même que certains
(voire tous) ne seraient pas dans K.

Démonstration. Soient un corps K et un polynôme P P KrXs. Si le degré de P est 0 ou 1, alors K
est un corps de décomposition pour P . Pour le reste nous faisons une récurrence sur le degré de P .

Il y a deux possibilités, soit il existe α P K tel que P pαq “ 0, soit non.

Si racine dans K Alors le corollaire 6.98 nous permet de factoriser X ´ α :

P “ pX ´ αqQ (6.171)

avec degpQq “ degpP q ´ 1. Dans ce cas, K est un corps de rupture de P .
Si pas de racines dans K Nous prenons alors un corps de rupture L “ Kpαq avec P pαq “ 0

(c’est la proposition 6.109 qui donne l’existence d’un corps de rupture). Dans L1 nous avons

P “ pX ´ αqQ (6.172)

avec Q P L1rXs et degpQq “ degpP q ´ 1.
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Dans les deux cas Dans les deux cas, par hypothèse de récurrence nous avons un corps de dé-
composition pour Q qui se présente sous la forme

L “ Kpα1, . . . , αn´1q. (6.173)

De plus, L est une extension de L1 parce que c’est une extension du corps sur lequel est Q.
Pour terminer la preuve nous prouvons que

D “ Kpα1, . . . , αn´1, αq (6.174)

est un corps de décomposition de P . Vu que D contient Kpαq (comme cas particulier du lemme
6.117), dansD nous avons l’égalité P “ pX´αqQ. Et vu queD contient égalementKpα1, . . . , αn´1q,
toujours dans D nous avons aussi

Q “ pX ´ α1q . . . pX ´ αn´1q. (6.175)

Donc nous avons dans D l’égalité

P “ pX ´ αqpX ´ α1q . . . pX ´ αn´1q. (6.176)

Lemme 6.120 ([1]).
Soit un polynôme P P KrXs, et un corps L dans lequel P est scindé. Si P “ P1 . . . Pr est la
décomposition de P en irréductibles dans K, alors chacun des Pi est scindé dans L.

Démonstration. Juste pour le mentionner, le fait que P ait une décomposition en irréductibles est
le fait que KrXs soit factoriel, c’est-à-dire la proposition 6.28.

Le polynôme P est scindé dans L, c’est-à-dire que, en notant n le degré de P ,

P “
nź

i“1
pX ´ λiq (6.177)

avec λi P L.
Soit L1, une extension de L dans laquelle P1 est scindé. Ensuite, L2 une extension de L1 dans

laquelle P2 est scindé et ainsi de suite. Nous avons construit Lr, une extension de L dans laquelle
tous les Pi sont scindés ainsi que P lui-même. Dans ce corps nous avons l’égalité

P “
nź

k“1
pX ´ µkq (6.178)

où les µk sont des éléments des diverses extensions Li, et sont les racines des Pi. En tout cas, tous
sont dans Lr.

Les deux décompositions (6.177) et (6.178) sont des décompositions dans LrrXs du polynôme
P . Vu que ce dernier est factoriel, en réalité les deux décompositions sont identiques (se souvenir
de la définition 3.92), et nous avons µk P L pour tout k. Toutes les extensions Li sont en réalité
triviales, et nous avons Lr “ L.

Bref, tout cela pour dire que les Pi ont toutes leurs racines dans L.

Théorème 6.121 ([84]).
Soient :
— un isomorphisme de corps τ : KÑ K1 ;
— un polynôme non constant P P KrXs de degré n ;
— un corps de décomposition L de P sur K ;
— un corps de décomposition L1 de P sur K1 ;

Alors τ se prolonge en un isomorphisme σ : LÑ L1.
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Démonstration. Soit m le nombre de racines de P dans LzK. Nous faisons une récurrence sur m.
Si m “ 0 alors K est un corps de rupture de P ; nous avons

P “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λnq (6.179)

avec λi P K. Dans ce cas nous avons aussi

τpP q “ `
X ´ τpλ1q

˘
. . .

`
X ´ τpλnq

˘
(6.180)

avec τpλiq P K1. Nous avons donc L1 “ K1 et prendre σ “ τ fonctionne.
Nous supposons à présent que m ą 0. Plus précisément nous considérons un polynôme possé-

dant exactement m racines dans LzK. Soit

P “ P1 . . . Pr (6.181)

sa décomposition en irréductibles dans KrXs (notons que r ď n parce que chacun des facteurs est
de degré au moins 1). Au moins un des Pi est de degré plus grand ou égal à 2. Nous savons de la
proposition 6.28 que KrXs est un anneau factoriel. Le lemme 6.120 nous assure que les polynômes
Pi sont également scindés dans L. Et l’unicité de la décomposition fait en sorte que les racines des
Pi sont celles de P .

Soit α P L, une racine de P1. Vu que P1 est irréductible sur K, l’application suivante est un
isomorphisme de corps par le lemme 6.64 :

ψ : KrXs{pP1q Ñ Krαs
Q̄ ÞÑ Qpαq. (6.182)

Notons que le lemme parle du quotient par le polynôme minimal, mais ici nous avons un irréduc-
tible. Un polynôme annulateur irréductible est multiple du polynôme minimal, et l’idéal engendré
est le même.

Nous avons aussi la décomposition

τpP q “ τpP1q . . . τpPrq, (6.183)

et chacun des τpPiq a ses racines dans L1. Soit β, une racine de τpP1q dans L1. Alors nous avons
l’isomorphisme

ψ1 : K1rXs{`τpP1q
˘Ñ K1rβs. (6.184)

De plus, par le lemme 6.39, nous savons que τ passe aux classes :

φτ : KrXs{pP1q Ñ K1rXs{`τpP1q
˘

(6.185)

est un isomorphisme d’anneaux. Et enfin, dernier résultat externe à invoquer, la proposition 6.85
nous assure queKrαs “ Kpαq etK1rβs “ K1pβq. Posons pour l’occasionK1 “ Kpαq etK11 “ K1pβq.

Nous avons l’enchaînement suivant d’isomorphismes de corps 32 :

τ1 “ ψ1 ˝ φτ ˝ ψ´1 : K1 Ñ KrXs{pP1q Ñ K1rXs{`τpP1q
˘Ñ K11. (6.186)

Cet isomorphisme τ1 : K1 Ñ K2 prolonge τ . Si vous aimez les diagrammes, en voici un sur lequel
les i représentent des inclusions et où τ et τ1 sont des isomorphismes

K
i //

τ

��

K1

τ1
��

i // L

K1
i
// K11

i // L1

(6.187)

Le corps L est un corps de décomposition de P sur K1, et le nombre de racines de P dans LzK1
est strictement plus petit que m parce qu’il y en a exactement m dans LzK et que K1 en a au
moins une de plus que K. Même raisonnement pour K1, K11 et L1.

Résumons la situation :
32. En réalité il est plus exact de dire « isomorphisme d’anneaux », parce que la structure de corps n’est en réalité

aucune nouvelle structure par rapport à l’anneau.
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— τ1 : K1 Ñ K11 est un isomorphisme de corps ;
— P P K1rXs est un polynôme non constant ;
— L est un corps de décomposition de P sur K1 ;
— L1 est un corps de décomposition de P sur K11 ;
— le nombre de racines de P dans LzK1 est strictement inférieur à m.

Donc, par hypothèse de récurrence sur m, il existe un isomorphisme σ : L Ñ L1 qui prolonge τ1.
Vu que τ1 prolonge τ , nous avons également σ qui prolonge τ .

L’énoncé le plus compact pour l’unicité du corps de décomposition (à isomorphisme près) est
le suivant :

Proposition 6.122.
Soit K un corps et P P KrXs. Soient L et F deux corps de décomposition de P . Alors il existe un
isomorphisme f : LÑ F tel que f |K “ Id.

Démonstration. C’est un cas particulier du théorème 6.121, où nous considérons K “ K1 muni de
l’isomorphisme identité.

Cependant le passage par l’énoncé plus compliqué 6.121 est nécessaire pour les besoins de la
récurrence.

6.123.
À propos de terminologie. Lorsque nous disons « un corps de décomposition » nous référons à la
définition 6.118 et il n’y a pas vraiment unicité. Si nous disons « le corps de décomposition » nous
référons en général à celui construit dans la proposition 6.119 qui n’est en réalité même pas très
explicite.

Quoi qu’il en soit, nous nous permettons de dire « le » corps de décomposition lorsque nous
parlons de propriétés invariantes par isomorphisme.

6.124.
La construction du corps de décomposition d’un polynôme fonctionne en prenant successivement
le corps de rupture des facteurs irréductibles. Nous insistons sur le fait que cette opération se fait
sur chaque facteur irréductible séparément.

L’exemple suivant montre dans quel ordre se passent les choses.

Exemple 6.125
Soit le polynôme P “ X4 ´ 5X2 ` 6. Sa factorisation en irréductibles est :

P “ pX2 ´ 2qpX2 ´ 3q. (6.188)

Ce polynôme n’est pas irréductible sur Q et il ne s’agit donc pas de prendre brutalement un corps
de rupture pour P . Il s’agit de poser P “ P1P2 avec

P1 “ X2 ´ 2 (6.189a)
P2 “ X2 ´ 3, (6.189b)

de remarquer que P1 et P2 sont irréductibles sur Q et de chercher des corps de rupture pour eux.
On commence par P1. Nous avons le corps de rupture L1 “ Qp

?
2q et la factorisation

P1 “ pX `
?

2qpX ´?2q. (6.190)

Ensuite nous considérons P2 dans L1rXs. Ce P2 est encore irréductible. Nous lui cherchons un
corps de rupture, et c’est L2 “ L1p

?
3q dans lequel nous avons

P2 “ pX ´
?

3qpX `?3q. (6.191)
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Nous savons (par le lemme 6.114) que

L2 “ L1p
?

3q “ `
Qp?2q˘p?3q “ Qp?2,

?
3q. (6.192)

Nous pouvons donc écrire en toute confiance, dans Qp?2,
?

3q la factorisation

P “ pX `?2qpX ´?2qpX `?3qpX ´?3q. (6.193)

Et nous notons que si nous avions commencé par P2 au lieu de P1, nous aurions eu le même
résultat final. 4

Corollaire 6.126 ([1]).
Le corps de décomposition d’un polynôme est une extension finie.

Démonstration. Soient un corps K, un polynôme P P KrXs et un corps de décomposition D de
P de la forme D “ Kpα1, . . . , αnq où les αi sont les racines de P dans D. Cela existe par la
proposition 6.119.

Vu que le lemme 6.114 donne

Kpα1, . . . , αnq “
`
Kpα1, . . . , αn´1q

˘pαnq, (6.194)

le corps D se construit comme une pile d’extensions finies. Les degrés se composant par le
lemme 6.57, au final ce corps de décomposition est une extension finie.

Soit maintenant un corps de décomposition quelconque L. La proposition 6.122 donne un
isomorphisme de corps 33 f : LÑ D tel que f soit l’identité sur K.

Si tviuiPI est une base deD comme espace vectoriel surK, êtes-vous prêts à parier que tfpviquiPI
est une base de L comme espace vectoriel sur K 34 ?

6.4.10 Non irréductible ou pas corps ?

Nous avons déjà mentionné que nous ne définissons le corps de rupture d’un polynôme que
dans le cas de polynôme irréductible à coefficients dans un corps.

D’abord si P n’est pas irréductible, la question de chercher un corps de rupture n’a pas beaucoup
de sens.

Si A est un anneau intègre et si P est un polynôme irréductible sur A, nous pouvons considérer
le corps des fractions de A, dire P P FracpAqrXs et continuer. Étendre la définition de corps de
rupture de cette façon aux polynômes à coefficients dans un anneau intègre n’est pas une grande
révolution.

Au lieu de cela, nous pouvons nous demander dans quel cas nous aurions que ArXs{pP q est
directement un corps.

Exemple 6.127
Soit le polynôme constant P “ 2 dans ZrXs. Il y est irréductible parce qu’il ne peut pas être écrit
comme produit de deux non inversibles. Ce polynôme a deux propriétés ennuyeuses :

— Il n’est plus irréductible sur Q,

— Il n’existe aucun corps contenant une racine de P tout en contenant Z comme sous-anneau.

4

33. Un isomorphisme de corps est juste un isomorphisme d’anneaux.
34. Personnellement, je n’ai pas vérifié. Vérifiez vous-même et écrivez-moi pour dire si c’est bon ou non.
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6.4.11 Clôture algébrique

Théorème 6.128.
Tout corps K possède une clôture algébrique 35 Ω. De plus si L est une extension de K, alors L
est K-isomorphe à un sous corps de Ω.

Les deux parties de ce théorème utilisent l’axiome du choix.
Notons en particulier que si Ω1 est une autre clôture algébrique de K, alors Ω et Ω1 sont des

sous corps l’un de l’autre et sont donc K-isomorphes.

Lemme 6.129.
Les polynômes P,Q P KrXs ne sont pas premiers entre eux si et seulement s’ils ont une racine
commune dans la clôture algébrique Ω de K.

Démonstration. Soit A un polynôme non inversible divisant P et Q. Par définition de Ω, ce poly-
nôme A a une racine dans Ω qui est alors une racine commune à P et Q dans Ω.

Pour le sens inverse, si α est une racine commune de P et Q, alors le polynôme X ´ α divise
P et Q et donc P et Q ne sont pas premiers entre eux.

Exemple 6.130
Soit p un nombre premier. Montrons que le polynôme

QpXq “ Xp ´X ` 1 (6.195)

est irréductible dans Fp.
Nous supposons qu’il n’est pas irréductible, c’est-à-dire que

QpXq “ RpXqSpXq (6.196)

avec R et S, des polynômes de degrés ě 1 dans FprXs
Soit F̄p une clôture algébrique 36 de Fp et α P F̄p tel que Rpαq “ 0. Pour tout a P Fp, nous

avons

Qpα` aq “ pα` aqp ´ pα` aq ` 1 (6.197a)
“ αp ` ap ´ α´ a` 1 (6.197b)
“ αp ´ α` 1 (6.197c)
“ Qpαq (6.197d)
“ 0 (6.197e)

où nous avons utilisé le fait que ap “ a et que α était une racine de Q. Ce que nous venons de
prouver est que l’ensemble des racines de Q dans F̄p est donné par tα` a tel que a P Fpu.

Les polynômes R et S sont donc formés de produits de termes X ´ pα` aq avec a P Fp. L’un
des deux –disons R pour fixer les idées– doit bien en avoir plus que 1. Nous avons alors

RpXq “
kź

i“1

`
X ´ pα` aiq

˘
(6.198)

où les ai sont les éléments de Fp. En développant un peu,

RpXq “ Xk ´
kÿ

i“1
pα` ak´1

i q ` termes de degré plus bas en X. (6.199)

Le coefficient devant Xk´1 n’est autre que kα`ř
i ai. Étant donné que k ‰ 0 et que R P FprXs,

nous devons avoir α P Fp. Par conséquent nous avons αp “ α et une contradiction :

Qpαq “ αp ´ α` 1 “ 1 ‰ 0. (6.200)
35. Définition 6.70.
36. Définition 6.70. Pour l’existence c’est le théorème 6.128.
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Le polynôme Xp ´X ` 1 est donc irréductible sur Fp. 4

6.4.12 Extensions séparables

Notons que dans ce qui va suivre nous allons parler de KrXs, l’ensemble des polynômes sur un
corps. Cela ne s’applique donc pas à ZrXs par exemple.

Une des choses intéressantes avec les extensions séparables c’est qu’elles vérifient le théorème
de l’élément primitif 6.143.

Définition 6.131.
Soit K un corps. Un polynôme irréductible P P KrXs est séparable sur K si dans un corps de
décomposition, ses racines sont distinctes, c’est-à-dire que si P est de degré n, alors il possède n
racines distinctes dans un corps de décomposition.

Si P est un polynôme non constant dont la décomposition en irréductibles est P “ P1 . . . Pr,
nous disons qu’il est séparable si tous les Pi le sont.

La proposition suivante donne un sens à la définition de polynôme irréductible séparable.

Proposition 6.132.
Soit P irréductible dans KrXs ayant des racines distinctes dans le corps de décomposition L. Si
L1 est un autre corps de décomposition pour P , alors P a aussi ses racines distinctes dans L1.

Démonstration. L’ingrédient est la proposition 6.122 qui donne l’unicité du corps de décomposition
à K-isomorphisme près. Soit donc ψ : L Ñ L1 un isomorphisme laissant invariant les éléments de
K. D’une part, étant donné que P est à coefficients dans K, nous avons ψpP q “ P . D’autre part
dans L le polynôme P s’écrit

P “ apX ´ α1q . . . pX ´ αnq (6.201)

avec a P K et αi P L. Nous avons donc
P “ ψpP q “ apX ´ ψpα1qq . . . pX ´ ψpαnqq. (6.202)

Donc les racines de P dans L1 sont les éléments ψpαiq qui sont distincts.

Exemple 6.133
Un polynôme peut être séparable sur un corps, mais non séparable sur un autre. Soit L “ FppT q
et K “ FppT pq. Nous considérons le polynôme

P “ Xp ´ T p (6.203)

dans KrXs. Par le morphisme de Frobenius nous avons

P “ pX ´ T qp (6.204)

dans LrXs. Le polynôme P est irréductible sur KrXs parce que ses diviseurs sont de la forme
pX ´ T qk qui contiennent T k qui n’est pas dans K (sauf si k “ n ou k “ 0).

Ce polynôme n’est pas séparable sur K parce que dans le corps de décomposition L, la racine
T est multiple. Notons bien le raisonnement : P étant irréductible, pour savoir s’il est séparable,
on le regarde dans un corps de décomposition.

Par contre si nous regardons P dans LrXs alors P n’est plus irréductible parce que ses facteurs
irréductibles sont pX ´ T q. N’étant pas irréductible, nous regardons les racines de ses facteurs
irréductibles. Or chacun des facteurs irréductibles étant X ´ T , les racines sont simples. 4

Exemple 6.134
Le polynôme pX ´ 1q3 est séparable sur Q parce que ses facteurs irréductibles dans QrXs sont
X ´ 1 et X2 `X ` 1, et ces deux polynômes ont des racines simples (dans Qpiq). 4
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Exemple 6.135
Le polynôme pX2 ` 1q2 est séparable dans QrXs. En effet, il a pour facteurs irréductibles le
polynôme X2 ` 1 (en deux exemplaires), et ce polynôme a pour racines ˘i dans l’extension Qpiq,
racines qui sont simples pour ce polynôme. 4

Proposition 6.136 ([94]).
Soit P P KrXs un polynôme non constant. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) P a une racine multiple dans une extension de K. C’est-à-dire qu’il existe une extension de

K dans laquelle P a une racine multiple.
(2) P a une racine multiple dans tout corps de décomposition .
(3) P et P 1 ont une racine commune dans une extension de K.
(4) le degré de pgcdpP, P 1q est ě 1.

Démonstration. (1)ñ(2) Soit a, une racine multiple de P dans une extension L de K, et E, un
corps de décomposition de P . Alors nous voulons prouver que P ait une racine multiple dans
E.
Nous pouvons voir P P LrXs, et construire une corps de décomposition E1 qui est une
extension de L. Vu que E et E1 sont deux corps de décomposition de P nous avons un
isomorphisme ψ : E1 Ñ E. Si a P E est une racine multiple de P , alors ψpaq est une racine
multiple de P dans E1 parce que

P
`
ψpaq˘ “ ψ

`
P paq˘. (6.205)

(2)ñ(3) Soit L un corps de décomposition de P sur K et a P L, une racine multiple de P . On a
alors P “ pX ´ aq2Q avec Q P LrXs. En dérivant,

P 1 “ 2pX ´ aqQ` pX ´ aq2Q1, (6.206)

et donc a est également une racine de P 1.
(3)ñ(4) Soit D un pgcd de P et P 1. D’après le théorème de Bézout il existe A,B P KrXs tels

que
AP `BP 1 “ D. (6.207)

Si a est une racine commune de P et P 1 dans une extension L, alors c’est aussi une racine
de D et donc degpDq ě 1.

(4)ñ(1) Si le degré de D est plus grand ou égal à 1, alors nous considérons une racine a de D
dans L (une extension de K). Étant donné que D divise P et P 1, l’élément a est une racine
commune de P et P 1. Nous montrons maintenant que a est alors une racine multiple de P .
Vu que P paq “ 0 nous avons

P “ pX ´ aqQ, (6.208)
et P 1 “ Q` pX ´ aqQ1. Mais alors P 1paq “ Qpaq et donc Qpaq “ 0 et donc a est une racine
double de P . Par conséquent a est une racine multiple de P dans K.

Notons que si P est irréductible, cette proposition donne des conditions pour que P ne soit pas
séparable.

Proposition 6.137.
Soit P P KrXs irréductible. Le polynôme P est séparable si et seulement si P 1 ‰ 0.

Démonstration. Soit D “ pgcdpP, P 1q et nous voudrions prouver que degpDq ě 1 si et seulement
si P 1 “ 0. Si P 1 “ 0, alors pgcdpP, P 1q “ P est donc degpDq ě 1.

Dans l’autre sens, si P est irréductible, il est associé à D parce qu’il n’a pas d’autres diviseurs
que lui-même et le polynôme constant 1. Ainsi, D P K, ou bien P “ λD avec λ P K. et donc
degpP q ě 1. Dans les deux cas, P 1 est nécessairement non-nul.
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Corollaire 6.138.
Si K est de caractéristique nulle, alors tout polynôme de KrXs est séparable.
Démonstration. Il suffit de montrer que les irréductibles sont séparables. Soit P un polynôme
irréductible et unitaire de degré d. Le terme de plus haut degré de P 1 est alors dXd´1 qui est
non nul parce que d ‰ 0 en caractéristique nulle. Donc P 1 ‰ 0 et donc P est séparable par la
proposition 6.136.

Définition 6.139.
Soit L une extension algébrique de K.
(1) On dit que l’élément a P L est séparable sur K si son polynôme minimal dans KrXs est

séparable sur K (définition 6.131).
(2) L’extension L est séparable si tous ses éléments sont séparables.

Proposition 6.140.
Soit K un corps. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) toutes les extensions algébriques de K sont séparables ;
(2) tout polynôme irréductible de KrXs est séparable.

En particulier les extensions algébriques des corps de caractéristique nulle sont toutes séparables.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) implique (2) Soit un polynôme irréductible P de KrXs, et un corps de décomposition L

de P . Cela est une extension algébrique par le corollaire 6.126. Elle est donc séparable par
hypothèse.
Voilà une première chose de dite.
Maintenant, nous voudrions montrer que P est un polynôme séparable. Dans L nous avons

P “
nź

i“1
pX ´ aiq, (6.209)

et tout le défi est de prouver que les ai sont tous distincts.
Soient deux racines a, b P L de P . Nous considérons les polynômes minimaux µa et µb dans
KrXs. Ces deux polynômes divisent P parce que P est à la fois dans l’idéal annulateur de a
et de b. Mais comme P est irréductible, il existe ka, kn P K tels que P “ kaµa et P “ kbµb.
Donc les polynômes µa, µb et P sont multiples les uns des autres. Vu que µa et µn sont
unitaires, µa “ µb.
Nous avons :

P “ kµ “
nź

i“1
pX ´ aiq. (6.210)

Or le polynôme µ est irréductible par la proposition 6.62(1), et l’extension L est séparable,
donc µ n’a que des racines simples, Donc tous les ai sont distincts.

(2) implique (1) Soit une extension algébrique L de K. Soit a P L. Nous devons prouver que le
polynôme minimal de a dans K est séparable, c’est-à-dire qu’il n’a que des racines simples.
Le polynôme minimal µa P KrXs de a est irréductible et donc séparable. Donc L est sépa-
rable.

La dernière phrase est une conséquence du corollaire 6.138.

Corollaire 6.141.
Toute les extensions algébriques de Q sont séparables.

Démonstration. Le corps Q est de caractéristique nulle (définition 3.53). Le corollaire 6.138 dit
alors que tout polynôme sur Q est séparable. La proposition 6.140 conclut en disant que toutes les
extensions algébriques de Q sont séparables.
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Théorème 6.142 ([40]).
Soit K un corps (pas spécialement fini). Tout sous-groupe fini de K˚ est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de K˚ et ω son exposant (qui est le PPCM des ordres
des éléments de G). Étant donné que |G| est divisé par tous les ordres, il est divisé par le PPCM
des ordres. Bref, nous avons

xω “ 1 (6.211)

pour tout x P G. Mais ce polynôme possède au plus ω racines dans K. Du coup |G| ď ω. Et
comme on avait déjà vu que ω � |G|, on a ω “ |G|. Il suffit plus que trouver un élément d’ordre
effectivement ω. Cela est fait par le lemme 3.33.

Théorème 6.143 (Théorème de l’élément primitif[40]).
Toute extension de corps séparable finie admet un élément primitif 37.

Autrement dit, soient des éléments algébriques α1, . . . , αn séparables 38 sur K, et soit l’extension
engendrée L “ Kpα1, . . . , αnq. Alors L admet un élément primitif, c’est-à-dire un élément θ tel
que L “ Kpθq.

Démonstration. Si le corps K est fini, alors L est également fini. Donc L˚ est cyclique par le
théorème 6.142. Si θ est un générateur de L˚, alors L “ Kpθq.

Passons au cas où K est infini. Il suffit d’examiner le cas n “ 2 ; en effet pour n “ 1 c’est trivial
et si n ą 2, alors

Kpα1, . . . , αnq “ Kpα1, . . . , αn´1qpαnq, (6.212)

et donc si Kpα1, . . . , αn´1q “ Kpθq, nous avons
Kpα1, . . . , αnq “ Kpθ, αnq (6.213)

et nous sommes réduit au cas n “ 2 par récurrence.
Soit donc L “ Kpα, βq ; soit P le polynôme minimal de α sur K et Q celui de β. Nous nommons

E, un corps de décomposition de PQ. Nous avons L Ă E. Vu que P et Q sont polynômes minimaux
d’éléments qui sont par hypothèse séparables, les polynômes P et Q sont séparables. Donc dans E
les racines de P sont distinctes parce que P est irréductible (et idem pour Q). Soient les racines

α1 “ α, α2, . . . , αr (6.214)

de P dans E et les racines
β1 “ β, β2, . . . , βs (6.215)

de Q dans E. Ici r et s sont les degrés de P et Q.
Si s “ 1 alors Q “ X ´β et donc β P K (parce que Q P KrXs). Du coup nous avons L “ Kpαq

et le théorème est démontré. Nous supposons donc maintenant que s ě 2.
Pour chaque pi, jq P J1, rKˆ J2, sK, l’équation αi ` xβk “ α1 ` xβ1 pour x P K a au plus 39 une

solution donnée le cas échéant par

x “ pαi ´ α1qpβ1 ´ βkq´1 (6.216)

Notons que cela est de toutes façons dans L et qu’étant donné que β1 ‰ βk, cette solution a un
sens (ici on utilise l’hypothèse de séparabilité). Étant donné que K est infini nous pouvons donc
trouver un c P K qui ne résout aucune des équations (6.216) :

αi ` cβk ‰ α1 ` cβ1. (6.217)

Nous posons θ “ α1 ` cβ1 et nous prétendons que L “ Kpθq.
37. Définition 6.90.
38. Définition 6.139(1).
39. La solution (6.216) peut être dans L et non dans K. L’équation peut donc très bien ne pas avoir de solutions

x P K.
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Pour cela, commençons par montrer que β1 P Kpθq. On considère, dans KpθqrT s, les polynômes
QpT q et SpT q “ P pθ ´ cT q, et on nomme R le PGCD de ces deux polynômes. Alors, une racine
de R doit être une racine de Q, et est donc un des βi. Or, d’une part, le choix de θ fait que β1 est
une racine de R parce que

Spβ1q “ P pθ ´ cβ1q “ P pα1 ` cβ1 ´ cβ1q “ P pα1q “ 0. (6.218)

D’autre part, si k ě 2, alors

Spβkq “ P pα1 ` cβ1 ´ cβkq “ P
`
α1 ` cpβ1 ´ βkq

˘ ‰ 0 (6.219)

parce que α1 ` cpβ1 ´ βkq ne vaut ni α1 (le second terme est non-nul), ni un autre αi (à cause de
(6.217)).

Il s’ensuit que Q et S n’ont qu’une racine commune β1 “ β, qui est donc l’unique racine de R.
Ainsi,

R “ X ´ β P KpθqrT s, (6.220)

et donc β P Kpθq.
Dès lors α “ α1 “ θ ´ cβ est alors immédiatement dans Kpθq ; puisque les deux éléments α et

β sont dans Kpθq, nous avons obtenu L “ Kpα, βq “ Kpθq.

Exemple 6.144
Le théorème de l’élément primitif 6.143 ne tient pas pour les corps non commutatifs. Considérons
par exemple le corps K des quaternions et le groupe à 8 éléments G “ t˘1,˘i,˘j,˘ku. Ce dernier
groupe n’est pas cyclique alors qu’il est un groupe fini dans K˚. 4

Exemple 6.145
Il est aussi possible pour un groupe fini d’avoir ωpGq “ |G| sans pour autant que G soit cyclique.
Par exemple pour G “ S3, nous avons |S3| “ 6 alors que les éléments de S3 sont soit d’ordre 2 soit
d’ordre 3 et ωpGq “ ppcmp2, 3q “ 6. Pourtant S3 n’est pas cyclique. 4

6.5 Idéal maximum

6.5.1 Idéal maximum

Définition 6.146.
Une K-algèbre est de type fini si elle est le quotient de KrX1, . . . , Xns par un idéal (pour un
certain n).

Théorème 6.147 ([95]).
Soit K un corps et B, une K-algèbre de type fini. Si B est un corps, alors c’est une extension
algébrique finie de K.

Théorème 6.148 ([95]).
Si K est un corps algébriquement clos, les idéaux maximaux de KrX1, . . . , Xns sont de la forme

pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq (6.221)

où les ai sont des éléments de K.

Démonstration. Nous commençons par montrer que

J “ pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq (6.222)
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est un idéal maximum. Pour cela nous considérons le morphisme surjectif d’anneaux

φ : KrX1, . . . , Xns Ñ K

P ÞÑ P pa1, . . . , anq. (6.223)

Soit P P kerpφq ; nous écrivons la division euclidienne de P par X ´ a1 puis celle du reste par
X ´ a2 et ainsi de suite :

P “ pX ´ a1qQ1 ` ¨ ¨ ¨ ` pXn ´ anqQn `R (6.224)

où R doit être une constante parce que le premier reste est de degré zéro en X1, le second est de
degré zéro en X1 et X2, etc. Afin d’identifier cette constante, nous appliquons l’égalité (6.224) à
pa1, . . . , anq et en nous rappelant que P P kerpφq nous obtenons

0 “ P pa1, . . . , anq “ R, (6.225)

donc R “ 0 et P “ pX1 ´ a1qQ1 ` ¨ ¨ ¨ ` pXn ´ anqQn, c’est-à-dire P P J . Nous avons donc
kerpφq Ă J . Par ailleurs J Ă kerpφq est évident, donc J “ kerpφq.

Vu que J est le noyau de l’application KrX1, . . . , Xns Ñ K, nous avons

KrX1, . . . , Xns
J

“ K. (6.226)

Donc J est un idéal maximal parce que tout polynôme n’étant pas dans J doit avoir un terme
indépendant non nul et donc être dans K vis à vis du quotient KrX1, . . . , Xns{J .

Nous montrons maintenant l’implication inverse. Nous supposons que I est un idéal maximum
et nous montrons qu’il doit être égal à J (pour un certain choix de a1, . . . , an).

Le quotient
KrX1, . . . , Xns

I
(6.227)

est une K-algèbre de type fini (définition 6.146). De plus c’est un corps par la proposition 3.50.
C’est donc une extension algébrique finie deK par le théorème 6.147. MaisK étant algébriquement
clos, il est sa propre et unique extension algébrique ; nous en déduisons que

KrX1, . . . , Xns
I

“ K. (6.228)

Donc pour tout 1 ď i ď n, il existe ai P K tel que Xi´ai P I, sinon le monôme Xi ne se projetterait
pas sur un élément dans K dans le quotient. Cela prouve que J est contenu dans I ; par maximalité
nous avons donc I “ J .

Corollaire 6.149.
Soit K un corps algébriquement clos et I, un idéal de KrX1, . . . , Xns. Si nous notons

V pIq “ tx P Kn tel que P px1, . . . , xnq “ 0u (6.229)

l’ensemble des racines communes à tous les éléments de I, on a V pIq “ H si et seulement si
I “ KrX1, . . . , Xns.
Démonstration. Si I “ KrX1, . . . , Xns en particulier 1 P I et nous avons évidemment V pIq “ H.
Le sens difficile est l’autre sens.

Supposons que I ‰ KrX1, . . . , Xns et que K est un idéal maximum contenu dans I. Nous
savons déjà par le théorème 6.148 que K est de la forme K “ pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq. Un élément
de I est dans K, donc si P P I nous avons

P pa1, . . . , anq “ 0, (6.230)

c’est-à-dire que pa1, . . . , anq P V pIq et donc que V pIq ‰ H.
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6.6 Polynômes symétriques et alternés

6.6.1 Polynômes symétriques, alternés ou semi-symétriques

Lemme 6.150 ([57]).
Soit K un corps de caractéristique différente 40 de 2. L’opération

· : Sn ˆKrT1, . . . , Tns Ñ KrT1, . . . , Tns
pσ· fqpT1, . . . , Tnq “ f

`
Tσp1q, . . . , Tσpnq

˘ (6.231)

est une action 41 de Sn sur l’anneau KrT1, . . . , Tns.
Définition 6.151.
Un polynôme Q en n indéterminées est
(1) symétrique si Q “ σ·Q pour tout σ P Sn ;
(2) alterné si σ·Q “ εpσqQ pour tout σ P Sn ;
(3) semi-symétrique si σ·Q “ Q pour tout σ P An
Le polynôme T1 ` T2 est symétrique ; le polynôme T1 ` T 2

2 ne l’est pas.

6.6.2 Polynôme symétrique élémentaire

Définition 6.152.
Le k-ième polynôme symétrique élémentaire à n inconnues est le polynôme

σkpT1, . . . , Tnq “
ÿ

sPFk

kź

i“1
Tspiq (6.232)

où Fk est l’ensemble des fonctions strictement croissantes t1, 2, . . . , ku Ñ t1, 2, . . . , nu.
Une autre façon de décrire ces polynômes élémentaires est

σk “
ÿ

1ďi1ă...ăikďn
Xi1 . . . Xik . (6.233)

Par exemple

σ1pT1, . . . , Tnq “ T1 ` T2 ` ¨ ¨ ¨ ` Tn (6.234a)
σ2pT1, . . . , Tnq “ T1T2 ` ¨ ¨ ¨ ` T1Tn ` T2T3 ` ¨ ¨ ¨ ` T2Tn ` ¨ ¨ ¨ ` Tn´1Tn (6.234b)
σnpT1, . . . , Tnq “ T1 . . . Tn. (6.234c)

En particulier, σ2px, y, zq “ xy ` yz ` xz.
Théorème 6.153 ([96]).
Si Q est un polynôme symétrique en T1, . . . , Tn, alors il existe un et un seul polynôme P en n
indéterminées tel que

QpT1, . . . , Tnq “ P
`
σ1pT1, . . . , Tnq, . . . , σnpT1, . . . , Tnq

˘
. (6.235)

Exemple 6.154
Nous voulons décomposer P px, y, zq “ x3 ` y3 ` z3 en polynômes symétriques élémentaires, c’est-
à-dire en

$
’&
’%

σ1 “ x` y ` z (6.236a)
σ2 “ xy ` xz ` yz (6.236b)
σ3 “ xyz. (6.236c)

40. Le truc de la caractéristique deux est que a “ ´a n’implique pas a “ 0.
41. Définition 2.43.
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Étant donné que P est de degré 3, les seules combinaisons des σi qui peuvent intervenir sont
σ3

1, σ1σ2 et σ3. Étant donné que dans P le coefficient de x3 est un, il est obligatoire d’avoir un
coefficient 1 devant σ3

1. Nous le calculons :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y,z’)
(x, y, z)
sage: P=x**3+y**3+z**3
sage: S1=x+y+z
sage: S2=x*y+x*z+y*z
sage: S3=x*y*z
sage: (S1**3).expand()
x^3 + 3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2 + y^3

+ 3*y^2*z + 3*y*z^2 + z^3
sage: (S1**3-P).expand()
3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2 + 3*y^2*z + 3*y*z^2
x^3 + 3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2

+ y^3 + 3*y^2*z + 3*y*z^2 + z^3

Dans la différence σ3
1 ´ P nous voyons que le terme en xyz est 6xyz ; par conséquent nous savons

que le coefficient de σ3 sera ´6. Il nous reste :

sage: (S1**3+6*S3-P).expand()
3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 12*x*y*z + 3*x*z^2 + 3*y^2*z + 3*y*z^2

que nous identifions facilement avec 3σ1σ2. Nous avons donc

P “ σ3
1 ´ 3σ1σ2 ` 3σ3. (6.237)

4

Lemme 6.155 ([57]).
Soit K une extension de degré δ de Q et P P KrT1, . . . , Tms. Alors il existe P̄ P QrT1, . . . , Tms tel
que
(1) deg P̄ “ δ degpP q
(2) pour tout pz1, . . . , zmq P Cm tel que P pz1, . . . , zmq “ 0, on a P̄ pz1, . . . , zmq “ 0.

Démonstration. En vertu de la proposition 6.140 et du corollaire 6.141, K est une extension sé-
parable de Q, et donc vérifie le théorème de l’élément primitif (6.143). Il existe θ P K tel que
K “ Qpθq. Soit Pθ P QrXs le polynôme minimal de θ. L’extension K étant de degré δ, et θ étant
un générateur, une base de K comme espace vectoriel sur Q est

t1, θ, . . . , θδ´1u. (6.238)

Mais par ailleurs la proposition 6.85(2) nous indique qu’une base de Qpθq sur Q est donnée par

t1, θ, . . . , θn´1u (6.239)

où n est le degré de Pθ. Donc Pθ est de degré δ. Nous nommons θ1, . . . , θδ les racines de Pθ dans un
corps de décomposition. Ici nous notons θ “ θ1 et nous ne prétendons pas que θk P K. Notons que
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ces θi sont toutes des racines simples de Pθ, sinon nous aurions un facteur irréductible pX ´ θkq2,
et Pθ ne serait pas irréductible sur Q.

Soit σk le morphisme canonique

σk : Qpθq Ñ Qpθkqÿ

i

qiθ
i ÞÑ

ÿ

i

qiθ
i
k

(6.240)

Nous avons σ1 : KÑ K qui est l’identité.
Notons N le degré du polynôme P P KrT1, . . . , Tms dont il est question dans l’énoncé. Nous le

décomposons alors en

P “
Nÿ

l“0

mÿ

i“1
cilT

l
i (6.241)

avec cil P K. Nous voyons ci,. comme un élément de Km et donc nous écrivons 42

P “
Nÿ

l“0

mÿ

i“1
clpθqiT li (6.242)

où cl P QrXsm. Nous pouvons choisir degpclq ă δ parce que les puissances plus grandes de θ ne
génèrent rien de nouveau.

Nous posons aussi
P σk “

ÿ

l,i

clpθkqiT li P QpθkqrT1, . . . , Tms, (6.243)

et P̄ “ PP σ2 . . . P σk . Le coefficient de T li dans P̄ est

c̄lpθ1, . . . , θδqi “
ÿ

l1`¨¨¨`lδ“l
cl1pθ1qi . . . clδpθδqi. (6.244)

Ce dernier est un polynôme en les θk à coefficients dans Q. Qui plus est, c’est un polynôme
symétrique. En effet un terme contenant θakθbl provenant de clipθkqclj pθlq a un terme correspondant
θbkθ

a
l provenant de clj pθkqclipθlq.
C’est donc le moment d’utiliser le théorème 6.153 à propos des polynômes symétriques élémen-

taires qui nous dit que les coefficients de P̄ sont en réalité des polynômes en ceux de Pθ qui sont
dans Q. Donc P̄ P QrT1, . . . , Tms. Par ailleurs nous avons que

degpP̄ q “ δ degpP q (6.245)

parce que P̄ est le produit de δ « copies » de P . De plus P “ P σ1 divise P̄ donc on a bien que si
P pzq “ 0 alors P̄ pzq “ 0. Le polynôme P̄ est celui que nous cherchions.

6.6.3 Relations coefficients racines

Théorème 6.156 (Relations coeffitients-racines).
Soit le polynôme P “ anX

n ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 et ri ses n racines. Alors nous avons pour chaque
1 ď k ď n la relation

σkpr1, . . . , rnq “ p´1qk an´k
an

(6.246)

où σk est le kepolynôme symétrique défini en 6.152.

Exemple 6.157
Soit le polynôme

P pxq “ x3 ` 2x2 ` 3x` 4 (6.247)

42. Il me semble qu’il manque la somme sur i dans [57].



6.6. POLYNÔMES SYMÉTRIQUES ET ALTERNÉS 339

et ses racines que nous nommons a, b, c. Nous voudrions calculer a2 ` b2 ` c2. D’abord nous
décomposons Qpa, b, cq “ a2 ` b2 ` c2 en polynômes symétriques élémentaires : Qpa, b, cq “
σ1pa, b, cq2 ´ 2σ2pa, b, cq.

Mais les relations coefficients-racines 43 nous donnent σ1pa, b, cq “ ´2 et σ2pa, b, cq “ 3, donc

a2 ` b2 ` c2 “ p´2q2 ´ 2 · 3 “ ´2. (6.248)

Cela nous assure déjà qu’au moins une des solutions n’est pas réelle.
Nous pouvons en avoir une vérification directe en calculant explicitement les racines (ce qui est

possible pour le degré 3) :

1 sage: P(x)=x**3+2*x**2+3*x+4
2 sage: S=solve( P(x)==0,x )
3 sage: sols=[ s.rhs() for s in S ]
4 sage: Q=[ s**2 for s in sols ]
5 sage: s= sum (Q)
6 sage: s.simplify_full ()
7 -2

tex/frido/VAYVmNRpolynomeSym.py

Notez qu’il faut un peu chipoter pour isoler les solutions depuis la réponse de la fonction solve.
4

En suivant le même cheminement que dans l’exemple, si P est un polynôme de degré n et si ri
sont ses racines, il est facile de calculer Qpr1, . . . , rnq pour n’importe quel polynôme symétrique Q

Proposition 6.158 (Annulation de fonctions polynomiales[97]).
Soit K un corps et P un polynôme à n indéterminées. Nous supposons que P s’annule sur un
ensemble de la forme A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn avec CardpAjq ą degXj pP q pour tout j. Alors P “ 0.

De plus si P “ 0 alors tous ses coefficients sont nuls 44.

Démonstration. Nous prouvons le résultat par récurrence sur le nombre n d’indéterminées. Si
n “ 1, cela est le théorème 6.99. Nous classons les monômes du polynôme P par ordre de puissance
de Xn et nous le factorisons :

P “
mÿ

i“1
PiX

i
n (6.249)

avec Pi P KrX1, . . . , Xn´1s. Soit pa1, . . . , an´1q P A1 ˆ . . .ˆAn´1 et posons

QpT q “ P pa1, . . . , an´1, T q “
mÿ

i“1
Pipa1, . . . , an´1qT i. (6.250)

Le polynôme Q s’annule sur An avec degpQq “ degXnpP q ă CardpAnq et le théorème 6.99 nous
donne Q “ 0. Or les coefficients des différentes puissances de T dans QpT q sont les Pipa1, . . . , an´1q ;
ils sont donc nuls.

Nous avons montré que le polynôme Pi s’annule pour tout élément de A1 ˆ . . . ˆ An´1, mais
nous avons

degXj pPiq ď degXj P ă CardpAjq, (6.251)

donc l’hypothèse de récurrence donne Pi “ 0. Par suite, P “ 0 également.

43. Théorème 6.156
44. L’intérêt de cela est qu’un polynôme de ZrX1, . . . , Xns peut s’évaluer sur un élément de n’importe quel corps ;

il restera le polynôme nul.
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6.7 Minuscule morceau sur la théorie de Galois
Vous trouverez des détails et des preuves à propos de la théorie de Galois dans [98, 40].

Définition 6.159.
Soit K, un corps.

Le groupe de Galois d’une extension L de K est le groupe des automorphismes de L laissant
K invariant.

Le groupe de Galois d’un polynôme sur K est le groupe de Galois de son corps de décomposition
sur K.

Définition 6.160.
Des éléments b1, . . . , bn d’une extension de K sont algébriquement indépendants si ils ne sa-
tisfont à aucune relation du type ÿ

αi1...inb
i1
1 . . . b

in
n “ 0 (6.252)

avec αi1...in P K.

Nous disons que l’équation

xn ` an´1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 “ 0 (6.253)

est l’équation générale de degré n si les coefficients ai sont algébriquement indépendants sur K.

Théorème 6.161.
Le groupe de Galois d’un polynôme de degré n est isomorphe au groupe symétrique Sn.

Corollaire 6.162 ([99]).
L’équation générale de degré n est résoluble par radicaux si et seulement si n ď 5.



Chapitre 7

Topologie générale

7.1 Éléments généraux de topologie

7.1.1 Définitions et propriétés de base

Définition 7.1.
Soit X, un ensemble et T , une partie de l’ensemble de ses parties qui vérifie les propriétés suivantes.

(1) Les ensembles H et X sont dans T ,
(2) Une union quelconque 1 d’éléments de T est dans T .
(3) Une intersection finie d’éléments de T est dans T .

Un tel choix T de sous-ensembles de X est une topologie sur X, et les éléments de T sont appelés
des ouverts. On dit aussi que pX, T q (voire simplement X lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté) est un
espace topologique.

Définition 7.2.
Si X est un espace topologique, un sous-ensemble F de X est dit fermé si son complémentaire,
F c, est ouvert.

Si a P X, on dit que V Ă X est un voisinage de a s’il existe un ouvert O P T tel que a P O
et O Ă V .

Lemme 7.3.
Union et intersection de fermés.

(1) Une intersection quelconque de fermés est fermée.
(2) Une union finie de fermés est fermée.

Démonstration. Soit tFiuiPI un ensemble de fermés ; nous avons
˜č

iPI
Fi

¸c

“
ď

iPI
F ci . (7.1)

Le membre de droite est une union d’ouverts, c’est donc un ouvert ; donc l’intersection qui apparaît
dans le membre de gauche est le complémentaire d’un ouvert : c’est donc un fermé.

De la même manière, le complémentaire d’une union finie de fermés est une intersection finie
de complémentaires de fermés, et est donc ouvert 2.

Dans un espace topologique, nous avons une caractérisation très importante des ouverts.

1. Par « quelconque » nous entendons vraiment quelconque : c’est-à-dire indicée par un ensemble qui peut autant
être N que R qu’un ensemble encore considérablement plus grand.

2. Un bon exercice est d’écrire ces unions et intersections, pour se convaincre que ça fonctionne.

341
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Théorème 7.4.
Une partie d’un espace topologique est ouverte si et seulement si elle contient un voisinage 3 ouvert
de chacun de ses éléments.

Démonstration. Soit X un espace topologique et A Ă X. Le sens direct est évident : A lui-même
est un ouvert autour de x P A, qui est inclus dans A.

Pour le sens inverse, nous supposons que A contienne un ouvert autour de chacun de ses points.
Pour chaque x P A, choisissons Ox Ă A un ouvert autour de x. Alors,

A “
ď

xPA
Ox (7.2)

en effet, d’une part, A Ă Ť
xPA Ox parce que chaque élément x de A est dans le Ox corrrespondant,

par construction ; et d’autre part,
Ť
xPA Ox Ă A parce que chacun des Ox est inclus dans A.

Ainsi, A est égal à une union d’ouverts, cela prouve que A est un ouvert.

Le lemme 8.48 est une version particulière de celui-ci, pour l’espace topologique R. Une autre
application typique est la proposition 7.55 et le théorème 7.69.

7.1.2 Quelques exemples

7.1.2.1 Une première vague

Exemple 7.5
Pour un ensemble X quelconque, on considère l’ensemble T “ tH;Xu. Avec cet ensemble, on
confère à X une structure d’espace topologique - même si elle nous apprend peu de choses. . . La
topologie ainsi posée sur X est appelée topologie grossière. 4

Exemple 7.6
Pour un ensemble X quelconque, on considère l’ensemble T constitué de toutes les parties de
X. Avec cet ensemble, on confère à nouveau une structure d’espace topologique à X ; toutes les
parties sont des ouverts, et aussi des fermés. La topologie ainsi posée sur X est appelée topologie
discrète. 4

Exemple 7.7(Toutes les topologies d’un ensemble à 3 éléments)
On pose X “ t1, 2, 3u. Alors on peut munir X de 29 topologies différentes 4 ; saurez-vous les
retrouver toutes ? 4

7.1.2.2 Topologie engendrée, topologie produit

Exemple 7.8
Soit X un ensemble, et T0 un sous-ensemble de parties de X. On construit alors l’ensemble T par

T “  ď

αPA

nač

i“1
Oα,i tel que Oα,i P T0@α,@i

(
. (7.3)

Alors T est une topologie 5 sur X, qu’on appelle topologie engendrée par T0. 4

3. Définition 7.2.
4. Remercions Erwann Aubry d’en avoir fourni la liste exhaustive ! https://math.unice.fr/~eaubry/

Enseignement/L3/rappelstopo.pdf
5. Ce n’est pas un résultat évident : l’annoncer à un jury nécessite d’en avoir écrit la preuve.

https://math.unice.fr/~eaubry/Enseignement/L3/rappelstopo.pdf
https://math.unice.fr/~eaubry/Enseignement/L3/rappelstopo.pdf
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Définition 7.9 (Produit d’espaces topologiques, thème 8).
Soient X1,. . . , Xn des espaces topologiques. Leur produit est l’ensemble

X “
nź

i“1
Xi (7.4)

muni de la topologie engendrée par les produits A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn, avec Ai P Xi ouverts de chacun des
ensembles.

7.1.2.3 Topologie induite

Définition 7.10 (Topologie induite).
Soit un espace topologique pX, T q, et soit Y Ă X. Alors on peut munir Y de la topologie constituée
des Y XO, pour O P T : c’est ce qu’on appelle la topologie induite.

Lemme 7.11 ([1]).
Soit pX, τXq un espace topologique et S Ă X, un fermé de X sur lequel nous considérons la topologie
induite τS. Si F est un fermé de pS, τSq alors F est fermé de pX, τXq.
Démonstration. Nous savons que le complémentaire de F dans S est un ouvert de pS, τSq : il existe
un ouvert Ω P τX tel que SzF “ S X Ω. Si maintenant nous considérons le complémentaire de S
dans X nous avons

F c “ pSzF q Y pXzSq “ pS X Ωq Y Sc “ pS X Ωq Y pSc X Ωq Y Sc “ ΩY Sc. (7.5)

Vu que Ω et Sc sont des ouverts de X, l’union est un ouvert. Donc F c P τX et F est un fermé de
X.

Lemme 7.12.
Si B Ă A alors la fermeture de B pour la topologie de A (induite de X) que nous noterons B̃ est

B̃ “ B̄ XA (7.6)

où B̄ est la fermeture de B pour la topologie de X.

Démonstration. Si a P B̄ X A, un ouvert de A autour de a est un ensemble de la forme O X A où
O est un ouvert de X. Vu que a P B̄, l’ensemble O intersecte B et donc pO X Aq XB ‰ H. Donc
a est bien dans l’adhérence de B au sens de la topologie de A.

Pour l’inclusion inverse, soit a P B̃, et montrons que a P B̄XA. Par définition a P A, parce que
B̃ est une fermeture dans l’espace topologique A. Il faut donc seulement montrer que a P B̄. Soit
donc O un ouvert de X contenant a ; par hypothèse OXA intersecte B (parce que tout ouvert de
A contenant a intersecte B). Donc O intersecte B. Cela signifie que tout ouvert (de X) contenant
a intersecte B, ou encore que a P B̄.

Si A est un ouvert de X, on pourrait croire que la topologie induite n’a rien de spécial. Il
est vrai que B sera ouvert dans A si et seulement s’il est ouvert dans X, mais certaines choses
surprenantes se produisent tout de même.

Exemple 7.13
Prenons X “ R et A “ s0, 1r. Si B “ s12 , 1r, alors la fermeture de B dans A sera B̃ “ r12 , 1r et
non r12 , 1s comme on l’aurait dans R. 4

Prendre la topologie induite de R vers un fermé de R donne des boules un peu spéciales comme
le montre l’exemple suivant.

Exemple 7.14
Quid de la boule ouverte Bp1, εq dans le compact r0, 1s ? Par définition c’est

Bp1, εq “ tx P r0, 1s tel que |x´ 1| ă εu “ s1´ ε, 1s. (7.7)
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Oui, cela est ouvert dans r0, 1s. C’est d’ailleurs un des ouverts de la topologie induite de R sur
r0, 1s.

Donc pour la topologie de r0, 1s, toutes les boules ouvertes Bpx, δq avec x P r0, 1s sont incluses
à r0, 1s. 4

7.1.3 Adhérence, fermeture, intérieur, point d’accumulation et isolé

7.1.3.1 Intérieur

Définition 7.15.
Soient un espace topologique X et une partie A de X.
(1) Un point x P X est intérieur à A s’il est contenu dans un ouvert inclus dans A. L’ensemble

des points intérieurs de A est noté IntpAq.
(2) L’intérieur de A, notée Å, est l’union de tous les ouverts de X contenus dans A.

Remarque 7.16.
Quelques remarques en vrac.
(1) Pour tout A Ă X, l’ensemble Å est un ouvert, comme union quelconque d’ouverts.
(2) Par ailleurs, on a Å “ IntA : en effet, x P IntA si et seulement s’il existe un ouvert contenant

x et inclus dans A, si et seulement si x est dans l’union de tous les ouverts contenus dans A,
si et seulement si x P Å.

(3) On a Å Ă A, et Å “ A si et seulement si A est un ouvert : en sens direct, c’est clair par
égalité d’ensembles ; en sens inverse, c’est aussi clair puisque A est alors un ouvert contenu
à A, donc A Ă Å.

7.1.3.2 Adhérence et fermeture

Disons-le tout de suite : « adhérence » et « fermeture » sont synonymes. Dans le Frido, nous
allons nous évertuer à utiliser le mot « adhérance » et la notation AdhpAq au lieu de Ā que l’on
rencontre assez souvent. Le fait que est z̄ est le conjugué complexe de z. Dans certains cas, ça peut
mener à des confusions.

Définition 7.17.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point x P X est adhérent à A si tout
ouvert de X contenant x a une intersection non vide avec A. L’ensemble des points d’adhérence
de A est noté AdhpAq.
Lemme 7.18.
L’adhérence de A est l’intersection de tous les fermés de X contenant A.

Par ailleurs, nous avons le lien

pIntpAqqc “ AdhpAcq. (7.8)

Démonstration. Commençons par prouver la dernière égalité d’ensembles. On a les équivalences
entre les éléments suivants, pour tout x P X :

— x n’est pas dans Å ;
— il n’y a aucun ouvert contenant x et inclus dans A ;
— tout ouvert contenant x a une intersection non-vide avec Ac ;
— x est dans ĎAc.

Nous allons à présent montrer l’égalité d’ensembles AdhpAq “ Ā en prouvant la double inclusion
par contraposée.
Si x P Ā alors x P AdhpAq Si x n’est pas dans Ā alors nous avons un fermé F contenant A et pas

x. Le complémentaire F c est un ouvert qui contient x et dont l’intersection avec A est vide.
Donc x n’est pas dans AdhpAq.
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Si x P Ā alors x P AdhpAq Si x n’est pas dans AdhpAq alors il existe un ouvert O contenant x et
n’intersectant pas A. Le complémentaire Oc est un fermé qui contient A et qui ne contient
pas x.
Vu que Ā est l’intersection de tous les fermés contenant A, nous avons Ā Ă Oc et donc x
n’est pas dans Ā.

Remarque 7.19.
Comme corollaire du lemme précédent, et grâce aux remarques faites pour les intérieurs, on obtient
que pour A Ă X :
(1) l’ensemble Ā est fermé : c’est en effet le complémentaire d’un ouvert, précisément l’intérieur

de Ac ;
(2) A est fermé si et seulement si Ā “ A : en effet, A est fermé si et seulement si Ac est ouvert, si

et seulement si l’intérieur de Ac est Ac lui-même ; or, l’intérieur de Ac est le complémentaire
de Ā par le lemme 7.18, si bien que A est fermé si et seulement si pĀqc “ Ac, ou encore. . . ce
qu’on affirmait au début.

Définition 7.20.
Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dense dans X si Ā “ X.

7.1.3.3 Frontière

Définition 7.21.
Soit X un espace topologique, et A Ă X. La frontière de A, notée BA, est l’ensemble des points
adhérents de A qui ne sont pas intérieurs à A. Ainsi,

BA “ ĀzÅ. (7.9)

7.1.3.4 Points d’accumulation et isolés

Définition 7.22.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point s P X est un point d’accumula-
tion de A si tout ouvert contenant s contient au moins un élément de Aztsu.

Quelle est la différence entre un point d’accumulation et un point d’adhérence ? La différence
est que tous les points de A sont des points d’adhérence de A, parce que tout voisinage de a P A
contient au moins a lui-même, alors que certains points de A peuvent ne pas être des points
d’accumulation de A. Voir l’exemple 8.64.

Notons qu’un point d’accumulation de A dans X n’est pas spécialement dans A.

Définition 7.23.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point s P A est un point isolé de A si
il existe un voisinage ouvert O de s dans X tel que AXO “ tsu.

7.2 Suites et convergence

7.24.
À propos de notations. La pire notation possible pour une suite est panqn. What on the f*** vient
faire le second indice n ? Il peut être raisonnable d’écrire panqnPI lorsqu’on veut dire dans quel
ensemble se déplace n. Si nous parlons de suite, il faut une sérieuse raison de prendre autre chose
que N comme ensemble d’indices.

Une suite étant une fonction, de la même façon qu’on ne devrait pas dire « la fonction fpxq »,
mais « la fonction f » ou « la fonction x ÞÑ fpxq », nous devrions simplement écrire a pour désigner
la suite dont les éléments sont an.
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Par conséquent, il est parfaitement légal, et même conseillé, d’écrire « a ` b » pour la somme
des suites a et b. Et il est tout aussi légal d’écrire « lim a » au lieu de limnÑ8 an.

Le hic est que nous écrivons souvent x la limite de la suite n ÞÑ xn. Dans ce cas, nous sommes
évidemment obligé d’écrire l’indice n pour parler de la suite.

Tout cela pour dire qu’il faut être souple avec les notations.

Dès que nous avons une topologie nous avons une notion de convergence.

Définition 7.25 (Convergence de suite).
Une suite pxnq d’éléments de E converge vers un élément y de E si pour tout ouvert O contenant
y, il existe un K P N tel que k ą K implique xk P O.

7.2.1 Convergence dans un fermé

Proposition 7.26 ([1]).
Une suite contenue dans un fermé ne peut converger que vers un élément de ce fermé.

Démonstration. Soient un espace topologique X et un fermé F dans X. Nous supposons que la
suite pxkq soit contenue dans F . Nous allons prouver qu’aucun élément de F c ne peut être limite.

Soit a P F c. Vu que le complémentaire de F est un ouvert, et vu le théorème 7.4, il existe un
ouvert Oa contenant a, et contenu dans F c. Le voisinage Oa de a ne contient donc aucun élément
de la suite pxkq, qui ne peut donc pas converger vers a.

Corollaire 7.27.
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Toute suite d’éléments de A qui converge,
admet pour limite un élément de Ā.

Démonstration. Une fois la suite pxnq fixée, il suffit de remarquer que tous les xn sont dans Ā, et
puis d’appliquer la proposition 7.26.

Lemme 7.28.
Soit A Ă X muni de la topologie induite de X et pxnq une suite dans A. Si pxnq converge vers un
élément x dans A, alors elle converge aussi vers x dans X.

Démonstration. Soit O un ouvert autour de x dans X. Alors A X O est un ouvert autour de x
dans A et il existe N P N tel que si n ě N , alors xn P AXO Ă O.

7.2.2 Pour des limites uniques : séparabilité

Notons que l’on a parlé d’une limite de suite jusqu’à présent : en effet, s’il existe deux éléments
distincts x et y tels que tout ouvert contenant x contient y, alors la définition 7.25 dit que toute
suite convergeant vers y converge aussi vers x. . .

Exemple 7.29
Oui, il y a moyen de converger vers plusieurs points distincts si l’espace n’est pas super cool. Nous
pouvons par exemple [100] considérer la droite réelle munie de sa topologie usuelle et y ajouter
un point 01 (qui clone le réel 0) dont les voisinages sont les voisinages de 0 dans lesquels nous
remplaçons 0 par 01. Dans cet espace, la suite p1{nq converge à la fois vers 0 et 01.

En fait, on « voit » le problème : on ne peut pas distinguer d’un point de vue topologique le 0
et le 01. 4

Nous posons la définition suivante, qui nous permettra de donner une assez grande classe
d’espaces topologiques dans lesquels nous avons unicité de la limite 6.

6. Voir la proposition 7.65.
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Définition 7.30 (Espace topologique séparé).
Si deux points distincts admettent toujours deux voisinages disjoints 7, nous disons que l’espace est
séparé ou Hausdorff.

Attention, cette notion est à ne pas confondre avec :

Définition 7.31 (Espace topologique séparable).
Un espace topologique est séparable s’il possède une partie dénombrable 8 dense 9.

Proposition 7.32.
Dans un espace séparé, si une suite converge, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons que la suite pxkq converge vers deux éléments distincts x et y. L’espace
étant séparé, il existe deux ouverts Ox et Oy, disjoints, contenant respectivement x et y. La suite
convergeant à la fois vers x et y, il existe kx et ky, tels que, si k ě maxtkx, kyu, l’élément xk
est (à la fois) dans Ox et Oy. Cela est en contradiction avec le fait que ces deux ensembles sont
disjoints.

7.33.
Donc, on pourra parler, avec des espaces séparés, de « la limite d’une suite ». On notera xn Ñ a,
ou limnÑ8 xn “ a, pour signifier que la suite pxnq converge vers a.

Proposition 7.34 ([1]).
La convergence d’une suite pour la topologie de l’espace produit implique la convergence des suites
« composante par composante ».

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous allons considérer le produit de deux espaces.
Soit donc pxk, ykq XˆYÝÑ px, yq et des ouverts O1 dans X autour de x et O2 autour de y dans Y . La
partie O1ˆO2 est ouverte dans XˆY . Donc il existe K tel que k ą K implique pxk, ykq P O1ˆO2.

Nous avons prouvé que pour tout ouvert O1 autour de x il existe K tel que k ą K implique
xk P O1. Donc xk XÝÑ x. Idem pour y.

Lemme 7.35 ([1]).
Soit un espace topologique X. Soient dans X une suite pxnq et un élément x tels que toute sous-suite
de pxnq contient une sous-suite convergente vers x. Alors xn Ñ x.

Démonstration. Supposons que pxnq ne converge pas vers x. Il existe alors un ouvert O autour de
x tel que pour tout N ą 0, il existe n ě N tel que xn n’est pas dans O.

Cela nous permet de construire une sous-suite de pxnq composée d’éléments hors de O. Aucune
sous-suite de cette sous-suite ne peut converger vers x.

7.2.3 Fonctions équivalentes

Proposition-définition 7.36 ([101]).
Soit un espace topologique X et D Ă X. Soient encore des fonctions f, g : D Ñ C et un point
a P AdhpDq 10.

Nous définissons sur FunpD,Cq la relation f „a g lorsque qu’il existe un voisinage V de a
dans X et une fonction α : V Ñ R telles que
(1) limxÑa αpxq “ 0,
(2) pour tout x P pV XDqztau,

fpxq “ `
1` αpxq˘gpxq. (7.10)

7. Définition 1.2.
8. Définition 1.28.
9. Définition 7.20.

10. Adhérence ou fermeture, c’est la même chose. Voir la définition 7.17 et le lemme 7.18.
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Cette relation est une relation d’équivalence.
Lorsque f „a g, nous disons que f et g sont équivalentes en a.

Notons que la notion d’équivalence de fonctions, de même que la notion de limite, ne dépend
pas des valeurs exactes atteintes par les fonctions au point.

Lemme 7.37.
Si f et g sont équivalentes en a, et si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, alors pour tout
ε ą 0, il existe r tel que

fpxq
gpxq P Bp1, εq (7.11)

pour tout x P Bpa, rq.
Démonstration. Nous considérons un voisinage V de a sur lequel en même temps :
— la fonction α de la définition d’équivalence est définie,
— |αpxq| ă ε pour tout x P V ,
— gpxq ‰ 0, pour tout x P V .

Ensuite nous considérons r ą 0 tel que Bpa, rq Ă V . En divisant la condition (7.10) par gpxq nous
trouvons

fpxq
gpxq “ 1` αpxq. (7.12)

Donc
|fpxq
gpxq ´ 1| “ |αpxq| ď ε, (7.13)

ce qu’il fallait prouver.

7.3 Connexité
L’idée de la connexité, c’est de s’assurer qu’un ensemble est « d’un seul tenant ».

Définition 7.38.
Lorsque E est un espace topologique, nous disons qu’un sous-ensemble A est non connexe quand
on peut trouver des ouverts O1 et O2 disjoints tels que

A “ pAXO1q Y pAXO2q, (7.14)

et tels que AXO1 ‰ H, et AXO2 ‰ H. Si un sous-ensemble n’est pas non-connexe, alors on dit
qu’il est connexe.

Une autre façon d’exprimer la condition (7.14) est de dire que A n’est pas connexe quand il est
contenu dans la réunion de deux ouverts disjoints qui intersectent tous les deux A.

Proposition 7.39.
Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) L’espace X est connexe.
(2) Si X “ A\B avec A et B fermés disjoints dans X, alors A “ H ou B “ H.
(3) Si A Ă X avec A ouvert et fermé en même temps, alors A “ H ou A “ X.

Nous verrons plus tard (proposition 7.83) une autre caractérisation de la connexité.

Proposition 7.40.
Si A Ă X est connexe et si A Ă B Ă Ā, alors B est connexe.

Proposition 7.41.
Stabilité de la connexité par union.
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(1) Une union quelconque de connexes ayant une intersection non vide est connexe.
(2) Pour tout n P N, n ą 0, si A1, . . . , An sont des connexes de X avec Ai X Ai`1 ‰ H, alors

l’union
Ťn
i“1Ai est connexe.

Démonstration. Point par point.
(1) Soient tCiuiPI un ensemble de connexes et un point p dans l’intersection : p P Ş

iPI Ci.
Supposons que l’union ne soit pas connexe. Alors nous considérons A et B, deux ouverts
disjoints recouvrant tous les Ci et ayant chacun une intersection non vide avec l’union.
Supposons pour fixer les idées que p P A et prenons x P B XŤ

iPI Ci. Il existe un j P I tel
que x P Cj . Avec tout cela nous avons
(1a) Cj Ă AYB parce que AYB recouvre tous les Ci,
(1b) Cj XA ‰ H parce que p est dans l’intersection,
(1c) Cj XB ‰ H parce que x est dans cette intersection.
Cela contredit le fait que Cj soit connexe.

(2) Pour la seconde partie nous procédons de proche en proche 11. D’abord A1 YA2 est connexe
par la première partie, ensuite pA1 Y A2q Y A3 est connexe parce que les connexes A1 Y A2
et A3 ont un point d’intersection par hypothèse, et ainsi de suite.

7.4 Compacité

La compacité est le thème 11.

7.4.1 Définition et notions connexes

Soit E, un sous-ensemble de R. Nous pouvons considérer les ouverts suivants :

Ox “ Bpx, 1q (7.15)

pour chaque x P E. Évidemment,
E Ď

ď

xPE
Ox. (7.16)

Cette union contient en général de nombreuses redondances. Si par exemple E “ r´10, 10s, l’élé-
ment 3 P E est contenu dans O3.5, O2.7 et bien d’autres. Pire : même si on enlève par exemple O2
de la liste des ouverts, l’union de ce qui reste continue à être tout E. La question est : est-ce qu’on
peut en enlever suffisamment pour qu’il n’en reste qu’un nombre fini ?

Définition 7.42.
Soit E, un sous-ensemble de R. Une collection d’ouverts Oi est un recouvrement de E si E ĎŤ
i Oi.

Définition 7.43.
Une partie A d’un espace topologique est compacte s’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :
pour tout recouvrement de A par des ouverts (c’est-à-dire une collection d’ouverts dont la réunion
contient A) on peut extraire un recouvrement fini.

Remarque 7.44.
Certaines sources (dont wikipédia) disent que pour être compact il faut aussi être séparé 12. Pour ces
sources, un espace qui ne vérifie que la propriété de Borel-Lebesgue est alors dit quasi-compact.

11. Parce qu’on a la flemme de faire une preuve par récurrence !
12. Définition 7.30.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Compacit%C3%A9_%28math%C3%A9matiques%29
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7.45.
La définition 7.43 en cache deux. En effet, si la partie A est l’espace topologique lui-même, cela
définit un espace topologique compact. Un espace topologique est compact en soi lorsque de tout
recouvrement par des ouverts, nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini. Dans ce cas, si X
est l’espace et si tAiuiPI est le recouvrement, nous avons X “ Ť

iPI Ai et non une simple inclusion
X Ă Ť

iPI Ai.

Lemme 7.46.
Si K est une partie compacte de l’espace topologie X, alors K est un espace topologique compact
pour la topologie induite 13 de X.

Démonstration. Nous notons τ la topologie de X et τK la topologie induite de X vers K, c’est-à-
dire

τK “ tO XK tel que O P τu. (7.17)

Soient des ouverts Ai P τK (i P I où I est un ensemble quelconque) tels que
Ť
iAi “ K. Pour

chaque i P I, il existe un Oi P τ tel que Ai “ K XOi. Nous avons

K “
ď

iPI
pK XOiq Ă

ď

iPI
Oi. (7.18)

Donc les Oi forment un recouvrement de K par des ouverts de X. Vu que K est une partie
compacte de X, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

K Ă
ď

jPJ
Oi. (7.19)

Nous avons donc aussi
K Ă

ď

jPJ
K XOi “

ď

jPJ
Aj . (7.20)

Nous avons prouvé que tAjujPJ est un recouvrement fini de K par des ouverts de K. Donc K est
un espace topologique compact.

Définition 7.47.
Une partie d’un espace topologique est relativement compact si son adhérence est compacte.

Définition 7.48.
Un espace topologique est localement compact si tout élément possède un voisinage compact.

Définition 7.49 (Séquentiellement compact).
Nous disons qu’un espace topologique est séquentiellement compact si toute suite admet une
sous-suite convergente.

Définition 7.50.
Un espace topologique est dénombrable à l’infini s’il est réunion dénombrable de compacts.

Définition 7.51.
Une famille A de parties de X a la propriété d’intersection finie non vide si tout sous-
ensemble fini de A a une intersection non vide.

Proposition 7.52.
Soient X un espace topologique et K Ă X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K est compact.
(2) Si tFiu est une famille de fermés telle que

Ş
iPI Fi XK “ H, alors il existe une partie finie

non vide A de I tel que
Ş
iPA Fi XK “ H.

13. Définition 7.10.
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(3) Si tFiuiPI est une famille de fermés telle que pour tout choix de A fini dans I,
Ş
iPA Fi

Ş
K ‰

H, alors l’intersection complète est non vide :
Ş
iPI Fi

Ş
K ‰ H.

(4) Toute famille de fermés de X, à laquelle K est joint, et qui a la propriété d’intersection finie
non vide, a une intersection non vide.

Démonstration. Les propriétés (3) et (2) sont équivalentes par contraposition. De plus le point (4)
est une simple 14 reformulation en français de la propriété (3).

Prouvons (1) ñ (2). Soit tFiuiPI une famille de fermés tels que K
Ş
iPI Fi “ H. Les com-

plémentaires Oi de Fi dans X recouvrent K et donc on peut en extraire un sous-recouvrement
fini :

K Ă
ď

iPA
Oi (7.21)

pour un certain sous-ensemble fini A de I. Pour ce même choix A, nous avons alors aussi
č

iPA
Fi XK “ H. (7.22)

L’implication (2) ñ (1) est la même histoire de passage aux complémentaires.

Le théorème 9.51 est en général celui qu’on nomme « théorème des fermés emboîtés », mais le
corollaire suivant en mériterait également le nom.

Corollaire 7.53 ([1]).
Soient un espace topologique compact X et une suite pFiqiPN de fermés emboîtés 15 dans X telle
que č

iPN
Fi “ H. (7.23)

Alors il existe j0 P N tel que Fi “ 0 pour tout i ě j0.

Démonstration. La proposition 7.52 nous dit qu’il existe une partie finie non vide J de N telle queŤ
jPJ Fj “ H. Si j0 “ minpJq, alors Fj Ă Fj0 pour tout j P J et nous avons

H “
č

jPJ
Fj “ Fj0 . (7.24)

Dès que Fj0 “ H, tous les suivants sont également vides.

7.4.2 Base de topologie

Définition 7.54 (Base de topologie[102]).
Une famille B d’ouverts de X est une base de la topologie de X si pour tout x P X et pour tout
voisinage V de x, il existe A P B tel que x P A Ă V .

Proposition 7.55.
Si B est une base de la topologie de X alors tout ouvert de X est une union d’éléments de B.

Démonstration. Soit O un ouvert de X ; pour chaque x P O nous considérons un ouvert Upxq tel
que x P Upxq Ă O (possible par le théorème 7.4). Nous prenons alors Bpxq P B tel que

x P Bpxq Ă Upxq Ă O. (7.25)

Alors nous avons O “ Ť
xPO Bpxq.

Notons toutefois que nous sommes loin d’avoir une union dénombrable en général.

14. Enfin, simple. . . il faut remarquer que dans la formulation de (4), les intersections peuvent ne pas faire intervenir
K, mais, au final, on s’en moque.
15. C’est-à-dire que Fi`1 Ă Fi.
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7.4.3 Quelques propriétés

Lemme 7.56.
Une partie K d’un espace topologique est compacte si et seulement si de tout recouvrement par des
ouverts d’une base de topologie nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini.

Remarquons que la partie qui est réellement à prouver est que, si « ça marche » pour des
ouverts d’une base de topologie, alors « ça marche » pour tous types d’ouverts.

Démonstration. Soit K une partie d’un espace topologique et tOiuiPI un recouvrement de K par
des ouverts. Chacun des Oi est une union d’éléments de la base de topologie par la proposition 7.55 :
disons Oi “ Ť

jPJi Api,jq. Soit J “ tj “ pi, jiq|i P I, ji P Jiu ; alors nous obtenons
Ť
jPJ Aj “

Ť
iPI Oi.

Par hypothèse nous pouvons extraire un ensemble fini J0 Ă J tel que K Ă Ť
jPJ0

Aj . Par
construction chacun des Aj est inclus dans (au moins) un des Oi. Le choix d’un élément de I pour
chacun des éléments de J0 donne une partie finie I0 de I telle que K Ă Ť

jPJ0
Aj Ă Ť

iPI0 Oi.

Exemple 7.57(Un compact non fermé)
En général, un compact n’est pas toujours fermé. Si nous prenons par exemple un ensemble X de
plus de deux points muni de la topologie grossière tH, Xu. Toutes les parties de cet espace sont
compactes, mais les seuls fermés sont tH, Xu. Toutes les autres parties sont alors compactes et
non fermées. 4

Proposition 7.58 ([103]).
Tout compact d’un espace topologique séparé est fermé.

Démonstration. Soient X un espace séparé et K compact dans X. Nous considérons y P AK et, par
hypothèse de séparation, pour chaque x P K nous considérons un voisinage ouvert Vx de x et un
voisinage ouvert 16 Wx de y tels que Vx XWx “ H. Bien entendu les Vx forment un recouvrement
ouvert de K dont nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini : soit S fini dans K tel que

K Ă
ď

xPS
Vx. (7.26)

L’ensemble W “ Ş
xPSWx est une intersection finie d’ouverts autour de y et est donc un ouvert

autour de y.
Montrons que W XK “ H. Soit a P K ; par définition de S, il existe s P S tel que a P Vs. Par

conséquent, a n’est pas dans Ws et donc pas non plus dans W .
L’ouvertW prouve que y est dans l’intérieur du complémentaire deK, et comme y est arbitraire,

nous concluons que le complémentaire de K est ouvert (théorème 7.4), en d’autres termes, que K
est fermé.

Lemme 7.59 ([104]).
Une partie fermée d’une compact est elle-même compacte.

Démonstration. Soient F fermé dans un compact K et tOiuiPI un recouvrement de F par des
ouverts. Vu que F est fermé, F c est ouvert et tOiuiPI Y tKzF u est un recouvrement de K par
des ouverts. Si nous en extrayons un sous-recouvrement fini, c’est un recouvrement de F , et en
supprimant éventuellement l’ouvert KzF , ça reste un sous-recouvrement fini de F tout en étant
extrait de tOiuiPI .
Proposition 7.60.
Si V est une partie de l’espace topologique X muni de la topologie induite 17 τV de celle de X, et
si K est un compact de pV, τV q alors K est un compact de pX, τXq.
16. Oui, la notation du voisinage peut surprendre, mais elle est quand même pratique pour ce qu’on veut en faire.
17. Définition 7.10.
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Démonstration. Soient pOαqαPA des ouverts de X recouvrant K. Alors les ensembles V X Oα

recouvrent également K, mais sont des ouverts de V . Donc il en existe un sous-recouvrement fini.
Soient donc pV X OiqiPI recouvrant K avec I un sous-ensemble fini de A. Les ensembles pOiqiPI
recouvrent encore K et sont des ouverts de X.

7.4.4 Compactifié d’Alexandrov

Proposition-définition 7.61 ([105]).
Soit un espace topologique localement compact 18 X. Nous considérons un élément ω R X et l’en-
semble X̂ “ X Y tωu. Nous nommons « ouverts de X̂ » les parties suivantes :
— les ouverts de X,
— les parties de la forme Kc Y tωu où K est compact de X. Ici, le complémentaire de K est

pris dans X, pas dans X̂.
Alors X̂ est un espace topologique compact (cela justifie le nom « ouvert » donné aux parties sus-
définies).

Oh bien entendu les plus férus de questions embarrassantes demanderont, si X est l’espace
considéré, où prendre ce ω ? Quel « objet » exist en-dehors de X ? Qui m’assure que X n’est
pas tellement grand que tout est dedans ? Je vous laisse dormir sur ces questions ; sachez que X
lui-même n’est certainement pas un élément de X.

En ce qui concerne R auquel nous pouvons attacher deux infinis (`8 et ´8), ce sera la
définition 13.24.

Pour C, nous donnerons une caractérisation de la limite en 8 dans le lemme 13.92.

7.5 Limites et continuité de fonctions

7.5.1 Limites

Définition 7.62 (Limite d’une fonction, thème 16).
Soient X et Y des espaces topologiques, et un point d’accumulation a de X. Soit encore une fonction
f : X Ñ Y . L’élément y P Y est une limite de f en a si pour tout voisinage W de y (pour la
topologie de Y ), il existe un voisinage V de a dans X tel que

f
`
V ztau˘ ĂW. (7.27)

Si un tel élément est unique 19, alors nous disons que cet élément est la limite de f et nous
notons

lim
xÑa fpxq “ y. (7.28)

7.63.
Souvent, nous considérons une fonction f : D Ñ R avec D Ă R. Dans ce cas, le X de la définition
de la limite est D muni de la topologie induite de R vers D. Dans ce cas, la condition (7.27) s’écrit
sous la forme

f
`
V XDztau˘ ĂW. (7.29)

où V est un voisinage de a dans R et non un voisinage de D dans D.

Remarque 7.64.
Nous ne saurions trop insister sur le fait que la valeur de f en a n’intervient pas dans la définition
de la limite de f en a. Il n’est même pas pas nécessaire que f soit définie en a pour que l’on puisse
parler de limite de f en a. Par exemple nous avons

lim
xÑ1

x2 ´ 1
x´ 1 “ 2, (7.30)

18. Définition 7.48.
19. Rappelons que ce n’est pas toujours le cas, mais que ça l’est si l’espace topologique est séparé – définition 7.30.



354 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE GÉNÉRALE

alors que la fonction n’est pas définie en x “ 1.
Plus généralement, un peu par principe, toutes les fois que la notion de limite apporte une

information, le point où l’on prend la limite est spécial. Sinon on ne calculerait pas la limite,
mais on regarderait directement la valeur de la fonction. Cela est typiquement le cas lorsque nous
verrons les dérivées. En effet, regardons (en faisans du semblant d’anticiper) la définition (13.104).
Dans la formule

f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a , (7.31)

la fonction sur laquelle nous prenons la limite n’est jamais définie en x “ a.
Cela est intimement lié à ce qu’on raconte dans 8.1.13.

Proposition 7.65 (Unicité de la limite pour un espace séparé).
Soient X un espace topologique, A une partie de X et Y un espace topologique séparé 20. Nous
considérons une fonction f : AÑ Y . Si a P Ā, alors f admet au plus une limite en a.

Démonstration. Soient y et y1 des limites de f en a, ainsi que des voisinages V et V 1 de y et y1.
Nous prenons également les voisinages W et W 1 correspondants :

"
fpW XAq Ă V (7.32a)
fpW 1 XAq Ă V 1. (7.32b)

Quitte à prendre des sous-ensembles nous pouvons supposer que W et W 1 sont ouverts. Il s’ensuit
alors que :
— l’ensemble W XW 1 est un ouvert contenant a et intersecte donc A ;
— l’ensemble pW XW 1q XA est donc non vide ;
— et donc, fpW XW 1 XAq est aussi non vide.

Mais
fpW XW 1 XAq Ă fpW XAq Ă V, (7.33)

et
fpW XW 1 XAq Ă fpW 1 XAq Ă V 1, (7.34)

d’où V et V 1 ont une intersection. Puisque ces ensembles sont arbitraires, nous avons prouvé que
tout voisinage de y et tout voisinage de y1 ont une intersection non vide ; étant donné que Y est
séparé, nous devons avoir y “ y1.

7.5.2 Continuité

7.5.2.1 Définitions et propriétés

La définition suivante est la définition de la continuité dans tous les cas.

Définition 7.66 (Fonction continue[106]).
Deux définitions :
(1) Soient une fonction f : X Ñ Y entre les espaces topologiques X et Y et un point a P X. Nous

disons que f est continue en a si pour tout ouvert W contenant fpaq, il existe un voisinage
V de a dans X tel que fpV q ĂW .

(2) Une fonction f : X Ñ Y est continue sur X si pour tout ouvert O de Y , l’ensemble

f´1pOq “ tx P X tel que fpxq P Ou (7.35)

est ouvert dans X.
20. Définition 7.30.
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7.67.
Lorsque nous écrivons f : X Ñ Y , nous entendons que f est définie sur tout X, mais pas qu’elle soit
surjective sur Y . En particulier, pour que f soit continue en a, il faut que a soit dans le domaine
de f .

Dans le cas de fonctions RÑ R, l’espace X sera la partie de R sur laquelle f sera définie, et
la topologie sera la topologie induite de R.

Exemple 7.68([1])
Un truc bien avec la définition 7.66(1) est que la continuité de f en un point est définie pour tout
point du domaine ; pas seulement les points d’accumulation. Soit par exemple une fonction simple

f : tau Ñ R

a ÞÑ 4.
(7.36)

Si W est un ouvert de R contenant 4, nous avons l’ouvert V “ tau tel que fpV q ĂW . Donc f est
continue au point 4.

Mais f est également continue sur t4u en tant qu’espace topologique. En effet, si W est un
ouvert de R, l’ensemble f´1pW q est soit H soit tau. Dans les deux cas c’est un ouvert. 4

La proposition 9.50 donnera des détails sur ce qu’il se passe lorsque l’espace est métrique.

Théorème 7.69.
Une fonction f : X Ñ Y est une fonction continue si et seulement si elle est continue en chacun
des points de X.

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Nous supposons que f est une fonction continue. Soient a P X et W un voisinage de

fpaq. Nous considérons O, un voisinage ouvert de fpaq contenu dans W ; l’ensemble f´1pOq
est alors un ouvert contenant a, et l’image de f´1pOq par f est bien entendu contenue dans
W .

Sens inverse Soit O un ouvert de Y . Pour prouver que f´1pOq est un ouvert de X, nous allons
considérer un élément a P f´1pOq et montrer qu’il existe un voisinage ouvert de a contenu
dans f´1pOq ; le théorème 7.4 nous assurera alors que f´1pOq est ouvert.
L’ensemble O est un voisinage ouvert de fpaq parce que a a été choisi dans f´1pOq. Donc
la continuité de f en a nous assure qu’il existe un voisinage W de a tel que fpW q Ă O.
En prenant un ouvert contenant a à l’intérieur de W nous avons un voisinage ouvert de a
contenu dans f´1pOq.

Remarque 7.70.
À cause de l’éventuelle non unicité de la limite, deux fonctions continues et égales sur un sous-
ensemble dense ne sont pas spécialement égales. Ce sera vrai sur les espaces métriques et plus
généralement pour les espaces séparés. Voir l’exemple 7.29 et la proposition 7.65.

Lemme 7.71 ([1]).
Soient une fonction f : X Ñ Y , et un point d’accumulation a P X 21. La fonction f est continue
en a si et seulement si fpaq est une limite de f en a.

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Nous supposons que f est continue en a P X. Soit un voisinage W de fpaq dans

Y . Par continuité de f en a, il existe un voisinage V de A tel que fpV q Ă W . A forciori,
f
`
V za˘ ĂW comme le demande la définition de la limite.

21. Un point d’accumulation de X n’est pas spécialement dans X, si X est un sous-espace d’un autre. Par exemple
0 est un point d’accumulation de s0, 1r dans R. Ici nous supposons que a P X, sinon il n’y a de toutes façons pas de
continuité en a.
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Sens inverse Nous supposons que fpaq est une limite de fpxq lorsque x tend vers a. Si W est un
ouvert de Y contenant fpaq, il existe un voisinage V de a dans X tel que f

`
V za˘ ĂW . Mais

vu que fpaq PW , nous avons fpV q ĂW .

7.5.2.2 Continuité séquentielle

Définition 7.72.
Si X et Y sont deux espaces topologiques, une fonction f : X Ñ R est séquentiellement continue
en un point a si pour toute suite convergente xn Ñ a dans X nous avons fpxnq Ñ fpxq dans Y .

Proposition 7.73 (Caractérisation séquentielle de la limite[1]).
Soient deux espaces topologiques X et Y ainsi qu’une fonction f : X Ñ Y . Soit a P X et ` P Y . Si

lim
xÑa fpxq “ `, (7.37)

alors, pour toute suite pxkq telle que xk Ñ a, on a

lim fpxkq “ `. (7.38)

Démonstration. Nous considérons une suite pxkq qui converge vers a dans X. Soient V un voisinage
de ` et W un voisinage de a tels que fpW q Ă V (définition 7.62 de la continuité en un point). Par
la convergence ak Ñ a, il existe N tel que pour tout k ą N , ak PW , et donc tel que fpakq P V , ce
qui donne la continuité séquentielle de f .

Corollaire 7.74 (Caractérisation séquentielle de la continuité en un point[1]).
Un application entre deux espaces topologiques est continue en un point y est séquentiellement
continue.

Démonstration. Soit une application f : X Ñ Y entre les espaces topologies X et Y . Nous suppo-
sons que f est continue en a P X. Soit une suite convergente xk XÝÑ a. Nous devons prouver que
fpxkq Ñ fpaq.

Soit un voisinage V de fpaq dans Y . Le fait que f soit continue en a signifie 22 que fpaq est
une limite de f en a, c’est-à-dire 23 qu’il existe un voisinage W de a tel que fpW ztauq Ă V .

Vu que xk Ñ a, il existe N tel que xk PW pour tout k ě N . Pour ces valeurs de k, nous avons
fpxkq P V .

Nous avons prouvé que pour tout voisinage V de fpaq dans Y , il existe N tel que fpxkq P V
dès que k ě N . Cela signifie exactement que fpxkq Ñ fpaq.

7.5.2.3 Application réciproque

Définition 7.75 (injection, surjection, bijection).
Soient des ensembles A et B ainsi qu’une application f : AÑ B.
(1) La fonction f est injective si fpx1q “ fpx2q, implique x1 “ x2.
(2) La fonction f est surjective si tous les éléments de B sont atteints, c’est-à-dire si pour tout

y P B il existe x P A tel que fpxq “ y.
(3) La fonction f est une bijection entre A et B si elle est injective et surjective, c’est-à-dire

si pour tout y P B il existe un unique x P A tel que fpxq “ y.

La surjection et l’injection sont des propriétés bien différentes qu’il convient de prouver sépa-
rément. De plus une même « formule » peut définir une application injective, surjective, bijective
ou non selon le domaine sur laquelle nous la considérons.

22. C’est la définition 7.66 de la continuité en un point.
23. Définition 7.62 d’être une limite.
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Définition 7.76.
Soit f : AÑ B une bijection. L’application réciproque de f est la fonction

f´1 : B Ñ A

y ÞÑ le x P A tel que fpxq “ y.
(7.39)

Plus généralement si f : X Ñ Y est une application quelconque et si S Ă Y nous notons

f´1pSq “ tx P X tel que fpxq P Su, (7.40)

et dans le cas où S est réduit à un unique élément y, nous notons f´1pyq au lieu de f´1`tyu˘. Si
de plus f´1pSq est un singleton x, nous noterons f´1pSq “ x et non f´1pSq “ txu.

Les plus acharnés parmi les lecteurs se rendront compte de la différence ontologique fondamen-
tale entre x et txu.
Proposition 7.77.
Soit f : A Ă Rn Ñ B Ă Rm une bijection continue. Si A est compact, alors f´1 : B Ñ A est
continue.

Proposition 7.78.
Soient I un intervalle dans R et f : I Ñ R une fonction continue strictement monotone. Alors la
fonction réciproque f´1 : fpIq Ñ R est continue sur l’intervalle fpIq.

7.5.2.4 Homéomorphisme

Définition 7.79.
Un homéomorphisme est une application bijective continue entre deux espaces topologiques dont
la réciproque est continue. Deux espaces topologiques X et Y pour lesquels il existe un homéomor-
phisme entre X et Y , sont dits isomorphes.

7.5.3 Continuité et topologie induite

Proposition 7.80 ([1]).
Soit une fonction f : X Ñ Y , continue sur l’ouvert A de X au sens où elle est continue en chaque
point de A. Alors la fonction restriction f̃ : AÑ Y est également continue pour la topologie sur A,
induite 24 de X.

Démonstration. Soit a P A, et montrons que f̃ est continue en a, c’est-à-dire que f̃paq “ fpaq soit
une limite de f̃ en a. Soit un voisinage V de f̃paq dans Y . Par la continuité de f , nous avons un
ouvert W de X tel que

f
`
W ztau˘ Ă V. (7.41)

La partie W XA est un voisinage de a pour la topologie de A, et vérifie

f
`
W XAztau˘ Ă V. (7.42)

donc fpaq est une limite de f̃ pour xÑ a. La fonction f̃ : AÑ Y est continue en chaque point de
A.

Au niveau de la notion de continuité, il n’y a pas trop de changements en passant de R à Q
muni de la topologie induite.

Exemple 7.81
Que signifie d’être continue pour une fonction f : Q Ñ R ? D’après le théorème 7.69, il s’agit

24. Exemple 7.10.
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d’être continue en chaque point de Q. Il s’agit donc, par la définition 7.66 que pour tout q P Q, le
nombre fpqq soit une limite de f pour xÑ q.

L’espace d’arrivée étant R, un voisinage de fpqq est pris comme une boule de taille ε. La
continuité de f exige qu’il y ait un voisinage W de q dans Q tel que pour tout q1 P W (différent
que q), |fpqq ´ fpq1q| ă ε.

Qu’est-ce qu’un ouvert dans Q ? D’après la définition 7.10 de la topologie induite, ce sont les
ensembles Q X O avec O ouvert dans R. Tout cela pour dire que pour tout ε ą 0, il doit exister
δ ą 0 tel que pour tout q1 P Q tel que 0 ă |q ´ q1| ă δ, nous ayons |fpqq ´ fpq1q|.

Bref, c’est exactement le mécanisme usuel de la continuité sur R, sauf qu’il faut seulement
considérer les rationnels. 4

Lemme 7.82 (Application partielle[1]).
Soient trois espaces topologiques X1, X2 et Y . Nous considérons une fonction continue f : X1 ˆ
X2 Ñ Y ainsi que x1 P X1. Alors l’application

g : X2 Ñ Y

x2 ÞÑ fpx1, x2q (7.43)

est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de Y ; par hypothèse sur f , la partie f´1pOq est ouverte dans
X1 ˆX2. Notre but est de prouver que g´1pOq est un ouvert de X2. Nous avons :

g´1pOq “ tx2 P X2 tel que px1, x2q P f´1pOqu. (7.44)

Nous considérons x2 P g´1pOq et nous prouvons qu’il existe dans X2 un voisinage de x2 entièrement
contenu dans g´1pOq.

Étant donné que px1, x2q est dans f´1pOq qui est ouvert, la définition 7.9 de la topologie sur
X1 ˆX2 nous donne des ouverts A1 dans X1 et A2 dans X2 tels que

px1, x2q P A1 ˆA2 Ă f´1pOq. (7.45)

Nous montrons à présent que A2 Ă g´1pOq. Soit y2 P A2. Par construction px1, y2q P A1ˆA2 Ă
f´1pOq, donc

gpy2q “ fpx1, x2q P O. (7.46)

Cela termine la démonstration.

7.5.4 Continuité et connexité

Proposition 7.83.
Un espace topologique X est connexe si et seulement si toute application continue X Ñ Z est
constante.

Proposition 7.84.
L’image d’un ensemble connexe par une fonction continue est connexe.

Démonstration. Soit f : X Ñ Y une application continue entre deux espaces topologiques, et E
une partie connexe de X. Nous devons montrer que fpEq est connexe dans Y .

Par l’absurde nous considérons A et B, deux ouverts de Y disjoints recouvrant fpEq. Étant
donné que f est continue, les ensembles f´1pAq et f´1pBq sont ouverts dans X. De plus ces deux
ensembles recouvrent E.

Si x est un élément de f´1pAq X f´1pBq, alors fpxq P A X B, ce qui est impossible parce que
nous avons supposé que A et B étaient disjoints. Par conséquent f´1pAq et f´1pBq sont deux
ouverts disjoints recouvrant E. Contradiction avec la connexité de E. Nous concluons que fpEq
est connexe.
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Une application de ce théorème sera le théorème de valeurs intermédiaires 13.50.

Exemple 7.85
Les espaces topologiques R et R2 ne sont pas homéomorphes. 4

Démonstration. Supposons par l’absurde que f : RÑ R2 soit un homéomorphisme. Nous posons
E “ f

`
Rzt0u˘ et z0 “ fp0q. Vu que f est bijective nous avons

E “ R2ztz0u, (7.47)

qui est connexe.
Vu que E est connexe et que f´1 est continue, la proposition 7.84 nous dit que f´1pEq est

connexe. Mais par définition, f´1pEq “ Rzt0u qui n’est pas connexe.

7.5.5 Continuité et compacité

Théorème 7.86.
L’image d’un compact 25 par une fonction continue est un compact.

Dans le cadre des espaces vectoriels normés, ce théorème est démontré en la proposition 9.44.

Démonstration. Soit K Ă X, un ensemble compact, et regardons fpKq ; en particulier, nous consi-
dérons Ω, un recouvrement de fpKq par des ouverts. Nous avons que

fpKq Ď
ď

OPΩ
O. (7.48)

Par construction, nous avons aussi
K Ď

ď

OPΩ
f´1pOq, (7.49)

en effet, si x P K, alors fpxq est dans un des ouverts de Ω, disons fpxq P O, et évidemment,
x P f´1pOq. Les f´1pOq recouvrent le compact K, et donc on peut en choisir un sous-recouvrement
fini, c’est-à-dire un choix de tf´1pO1q, . . . , f´1pOnqu tels que

K Ď
nď

i“1
f´1pOiq. (7.50)

Dans ce cas, nous avons que

fpKq Ď
nď

i“1
Oi, (7.51)

ce qui prouve la compacité de fpKq.

7.6 Topologie, distances et normes

Certains ensembles ont plus de structures qu’une topologie. Nous fixons quelques bases main-
tenant, et nous détaillerons certains résultats plus tard.

7.6.1 Distance et topologie métrique

Définition 7.87.
Si E est un ensemble, une distance sur E est une application d : E ˆ E Ñ R telle que pour tout
x, y P E,
(1) dpx, yq ě 0

25. Définition 7.43.
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(2) dpx, yq “ 0 si et seulement si x “ y,
(3) dpx, yq “ dpy, xq
(4) dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq.

La dernière condition est l’inégalité triangulaire.
Un couple pE, dq formé d’un ensemble et d’une distance est un espace métrique.

La définition-théorème suivante donne une topologie sur les espaces métriques en partant des
boules.

Théorème-définition 7.88.
Soit pE, dq un espace métrique. Nous définissons les boules ouvertes par

Bpx, rq “ ty P E tel que dpx, yq ă ru. (7.52)

pout tout x P E et r ą 0. Alors en posant

T “  
O Ă E tel que @x P O, Dr ą 0 tel que Bpx, rq Ă O

(
(7.53)

nous définissons une topologie sur E.
Cette topologie sur E est la topologie métrique de pE, dq. En présence d’une distance, sauf

mention explicite du contraire, c’est toujours cette topologie-là que nous utiliserons.

Démonstration. D’abord H P T parce que tout élément de l’ensemble vide . . . heu . . . enfin parce
que d’accord hein 26. Ensuite si pAiqiPI sont des éléments de T et si x P ŤiPI Ai alors il existe k P I
tel que x P Ak. Par hypothèse il existe une boule Bpx, rq Ă Ak Ă Ť

iPI Ai.
Enfin si pAiqiPt1,...,nu sont des éléments de T alors pour tout i il existe ri ą 0 tel que Bpx, riq Ă

Ai. En prenant r “ mintriui“1,...,n nous avons Bpx, rq Ă Şn
i“1Ai.

Remarque 7.89.
Quatre remarques à propos de cette définition.
(1) Cette définition est faite exprès pour respecter le théorème 7.4. Même si, a priori, on aurait

dû utiliser la topologie engendrée faite à l’exemple 7.8. . . mais on peut montrer que les deux
topologies sont les mêmes.

(2) Par construction, les boules ouvertes sont une base de la topologie (définition 7.54) des
espaces métriques.

(3) Si V est un voisinage de x, alors il existe r tel que Bpx, rq Ă V .
(4) Tout espace métrique est séparé. En effet, si deux éléments x et y sont distincts, alors en

posant r “ dpx, yq{3 ą 0, les boules Bpx, rq et Bpy, rq sont disjointes. Très pratique pour les
limites : elles sont uniques, grâce aux propositions 7.32 et 7.65 !

7.90.
Si vous avez un peu de temps, vous pouvez vérifier que si K est un corps totalement ordonné, alors
avec toutes les définitions de 1.73, en posant dpx, yq “ |x´ y| nous avons une distance sur K.

De plus, les boules définies en 1.73 sont alors les mêmes que celles définies en (7.52), ce qui
donne à tout corps totalement ordonné une structure d’espace topologique.

7.6.1.1 Les boules, une base de topologie

Proposition 7.91.
Un espace métrique séparable 27 accepte une base de topologie dénombrable.

Soit A dense et dénombrable dans l’espace métrique séparable pE, dq. Si taiuiPN est une énu-
mération de A et triuiPN une énumération de Q, alors

B “ tBpai, rjqui,jPN (7.54)

est une base de la topologie de E.
26. Pour qui ne seraient pas d’accord, allez ajouter H dans la définition des ouverts et puis c’est tout.
27. Qui possède une partie dense dénombrable, définition 7.31.
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Démonstration. Soient x P E et V un voisinage de x. Ce dernier contient une boule Bpx, rq et
quitte à prendre r un peu plus petit nous supposons que r P Q (existence d’un tel rationnel par le
lemme 1.109).

Soit a P A avec }a ´ x} ă r
3 (existe par densité de A dans E) ; nous avons Bpa, 2r

3 q Ă Bpx, rq
parce que si y P Bpa, 2r

3 q alors

}y ´ x} ď }y ´ a} ` }a´ x} ă 2
3r `

1
3r “ r. (7.55)

La seconde inégalité est stricte parce que les boules sont ouvertes. Le tout montre que y P Bpx, rq.
Par ailleurs x P Bpa, 2

3rq et nous avons trouvé un élément de B contenant x tout en étant inclus
dans V . Cela prouve que B est bien une base de la topologie de E.

Remarque 7.92.
Il est vite vu que les cubes ouverts forment aussi une base de la topologie de Rn. Cela est à mettre
en rapport avec le fait que toutes les normes sont équivalentes sur Rn (proposition 12.6).

Voir aussi le corollaire 15.212 qui donnera tout ouvert comme union de pavés presque disjoints.

Définition 7.93.
Soit pX, dq un espace métrique. Un sous-ensemble A Ă X est borné s’il existe une boule de X
contenant A.

Proposition 7.94.
Toute réunion finie d’ensembles bornés est un ensemble borné. Toute partie d’un ensemble borné
est un ensemble borné.

7.6.1.2 Continuité et compacité

Un résultat important dans la théorie des fonctions sur les espaces vectoriels normés est qu’une
fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes. Ce résultat sera (dans d’autres
cours) énormément utilisé pour trouver des maxima et minima de fonctions. Le théorème exact
est le suivant.

Lemme 7.95 (de Lebesgue[107]).
Soit pX, dq un espace métrique tel que toute suite ait une sous-suite convergente à l’intérieur de
l’espace. Si tViu est un recouvrement par des ouverts de X, alors il existe ε tel que pour tout x P X,
nous ayons Bpx, εq Ă Vi pour un certain i.

Démonstration. Par l’absurde, nous supposons que pour tout n, il existe un xn P X tel que la boule
Bpxn, 1

nq n’est contenue dans aucun des Vi. Ce des xn nous extrayons une sous-suite convergente
(que nous nommons encore pxnq) et nous posons xn Ñ x. Pour n assez grand ( 1

n ă ε) nous avons
xn P Bpx, εq, donc tous les xn suivants sont dans le Vi qui contient x.

Lemme 7.96 ([107]).
Soit pX, dq un espace métrique tel que toute suite possède une sous-suite convergente. Pour tout
ε ą 0, il existe un ensemble fini txiuiPI tel que les boules Bpxi, εq recouvrent X.

Démonstration. Soit par l’absurde un ε ą 0 contredisant le lemme. Il n’existe pas d’ensemble finis
autour des points duquel les boules de taille ε recouvrent X.

Nous construisons par récurrence une suite ne possédant pas de sous-suites convergente. Le
premier terme, x0 est pris arbitrairement dans X. Ensuite si nous en avons N termes, nous savons
que les boules de rayon ε et centrées en les points txiui“1,...,N ne recouvrent pas X. Donc nous
prenons xN`1 hors de l’union de ces boules.

Ainsi nous avons une suite pxnq dont tous les termes sont à distance plus grande que ε les uns
des autres. Une telle suite ne peut pas contenir de sous-suite convergente. Contradiction.
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Théorème 7.97 (Bolzano-Weierstrass[107], thème 11).
Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite admet une sous-suite qui converge à
l’intérieur de l’espace.

Démonstration. Soient X un espace métrique compact et pxnq une suite dans X. Nous considérons
la suite de fermés emboîtés

Xn “ txk tel que k ą nu. (7.56)

Ce sont des fermés ayant la propriété d’intersection finie non vide, et donc la proposition 7.52 nous
dit qu’ils ont une intersection non vide. Un élément de cette intersection est automatiquement un
point d’accumulation de la suite 28.

Nous passons à l’autre sens. Nous supposons que toute suite dans X contient une sous-suite
convergente, et nous considérons tViuiPI , un recouvrement de X par des ouverts. Par le lemme 7.95,
nous considérons un ε tel que pour tout x, il existe un i P I avec Bpx, εq Ă Vi. Par le lemme 7.96,
nous considérons un ensemble fini tyiuiPA tel que le boules Bpyi, εq recouvrent X.

Par construction, chacune de ces boules Bpyi, εq est contenue dans un des ouverts Vi. Nous
sélectionnons donc parmi les Vi le nombre fini qu’il faut pour recouvrir les Bpyi, εq et donc pour
recouvrir X.

Exemple 7.98(Non compacité de la boule unité en dimension infinie)
Le théorème de Bolzano-Weierstrass permet de voir tout de suite que la boule unité n’est pas
compacte dans un espace vectoriel de dimension infinie : la suite des vecteurs de base ne possède
pas de sous-suites convergentes. 4

Le théorème de Bolzano–Weierstrass 7.97 a l’importante conséquence suivante.

Théorème 7.99 (Weierstrass).
Une fonction continue à valeurs réelles définie sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. Soient K un compact et f : K Ñ R une fonction continue. Nous désignons par A
l’ensemble des valeurs prises par f sur K :

A “ fpKq “ tfpxq tel que x P Ku. (7.57)

Nous considérons le supremum M “ supA “ supxPK fpxq avec la convention comme quoi si A
n’est pas borné supérieurement, nous posons M “ 8 (voir définition 1.122).

Nous allons maintenant construire une suite pxnq de deux façons différentes suivant queM “ 8
ou non.
(1) Si M “ 8, nous choisissons, pour chaque n P N, un xn P K tel que fpxnq ą n. Cela est

certainement possible parce que si A n’est pas borné, nous pouvons y trouver des nombres
aussi grands que nous voulons.

(2) Si M ă 8, nous savons que pour tout ε, il existe un y P A tel que y ą M ´ ε. Pour chaque
n, nous choisissons donc xn P K tel que fpxnq ąM ´ 1

n .
Quel que soit le cas dans lequel nous sommes, la suite pxnq est une suite dans K qui est compact,
et donc nous pouvons en extraire une sous-suite convergente à l’intérieur de K par le théorème de
Bolzano-Weierstrass 7.97. Afin d’alléger la notation, nous allons noter pxnq la sous-suite conver-
gente. Nous avons donc

xn Ñ x P K. (7.58)

Par la proposition 7.74, nous avons que f prend en x la valeur

fpxq “ lim
nÑ8 fpxnq. (7.59)

28. Définition 7.22.
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Donc fpxq ă 8. Évidemment, si nous avions été dans le cas où M “ 8, la suite xn aurait été
choisie pour avoir fpxnq ą n et donc il n’aurait pas été possible d’avoir limnÑ8 fpxnq ă 8. Nous
en concluons que M ă 8, et donc que f est bornée sur K.

Afin de prouver que f atteint sa borne, c’est-à-dire que M P A, nous considérons les inégalités

M ´ 1
n
ă fpxnq ďM. (7.60)

En passant à la limite nÑ8, ces inégalités deviennent

M ď fpxq ďM, (7.61)

et donc fpxq “M , ce qui prouve que f atteint sa borne M au point x P K.

7.6.2 Distance à un ensemble

Définition 7.100.
Si A est une partie de l’espace métrique pX, dq, et si b P X, nous définissons

dpb, Aq “ inf
yPA dpb, yq. (7.62)

Lemme 7.101 ([1]).
Si A est fermé dans pX, dq, et si b P X vérifie dpb, Aq “ 0, alors b P A.
Démonstration. Vu que A est fermé, le complémentaire Ac est ouvert (c’est la définition 7.2).
Supposons que b P Ac. Alors il existe r ą 0 tel que Bpb, rq Ă Ac. Si a P A nous avons alors
dpb, Aq ě r et donc dpb, Aq ě r ą 0. Cela contredit l’hypothèse dpb, Aq “ 0.

Nous en déduisons que b n’est pas dans Ac et qu’il est donc dans A.

Exemple 7.102(Pas avec un ouvert)
En prenant l’ouvert A “ s0, 1r dans R nous avons dp0, Aq “ 0, alors que 0 n’est pas dans A. 4

Lemme 7.103 ([1]).
Soient un espace métrique pX, dq ainsi qu’une partie A Ă X. Soit r ą 0. La partie

O “ tx P X tel que dpx,Aqu (7.63)

est ouverte.

Démonstration. Soit y P O ; nous avons dpy,Aq ă r. Autrement dit,

inf
aPA dpy, aq ă r (7.64)

et donc il existe a P A tel que dpy, aq ă r. Soit δ “ dpy, aq ă r. Nous montrons à présent que
Bpy, r ´ δq est dans O. En effet si z P Bpy, r ´ δq, alors

dpz, aq ď dpz, yq ` dpy, aq ă r ´ δ ` δ “ r. (7.65)

Lemme 7.104 ([1]).
Si F est un fermé dans pX, dq et si x n’est pas dans F , alors dpx, F q ą 0.

Lemme 7.105 ([1]).
Si A est une partie de pX, dq, alors la fonction

f : Ω Ñ r0,8r
x ÞÑ dpx,Aq (7.66)

est continue.



364 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE GÉNÉRALE

7.6.3 Norme

Définition 7.106 ([108], thème 7).
Soit E un espace vectoriel (pas spécialement de dimension finie) sur le corps K (“ R ou C). Une
norme sur E est une application N : E Ñ R` telle que
(1) Npxq “ 0 si et seulement si x “ 0 ;
(2) Npλxq “ |λ|Npxq pour tout λ P R et x P E ;
(3) Npx` yq ď Npxq `Npyq

pour tout x, y P E et pour tout λ P K.
La propriété (3) est appelée inégalité triangulaire.
Un espace vectoriel muni d’une norme est un espace vectoriel normé.

En prenant λ “ ´1 dans la propriété (2), nous trouvons immédiatement que Np´xq “ Npxq.
Proposition 7.107.
Toute norme N sur l’espace vectoriel E vérifie l’inégalité

ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ ď Npx´ yq (7.67)

pour tout x, y P E.
Démonstration. Nous avons, en utilisant le point (3) de la définition 7.106,

Npxq “ Npx´ y ` yq ď Npx´ yq `Npyq, (7.68a)
Npyq “ Npy ´ x` xq ď Npy ´ xq `Npxq. (7.68b)

Supposons d’abord que Npxq ě Npyq. Dans ce cas, en utilisant (7.68a),
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ “ Npxq ´Npyq ď Npx´ yq `Npyq ´Npyq “ Npx´ yq. (7.69)

Si par contre Npxq ď Npyq, alors nous utilisons (7.68b) et nous trouvons
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ “ Npyq ´Npxq ď Npy ´ xq `Npxq ´Npxq “ Npy ´ xq. (7.70)

Dans les deux cas, nous avons retrouvé l’inégalité annoncée.

Cette proposition signifie aussi que

´Npx´ yq ď Npxq ´Npyq ď Npx´ yq. (7.71)

7.108.
Afin de suivre une notation proche de celle de la valeur absolue, à partir de maintenant, la norme
d’un vecteur v sera notée }v} au lieu de Npvq. La proposition 7.107 s’énoncera donc

ˇ̌}x} ´ }y}ˇ̌ ď }x´ y}. (7.72)

Un espace vectoriel E muni d’une norme est, on l’a déjà dit, un espace vectoriel normé ; on le
notera pE, }.}q pour distinguer la norme fixée.

Une autre inégalité utile de temps en temps.

Corollaire 7.109.
Si a et b sont dans un espace vectoriel normé, alors

ˇ̌}a´ b} ´ }b}ˇ̌ ď }a}. (7.73)

Démonstration. Il s’agit seulement de la proposition 7.107 avec x “ a´ b et y “ ´b.
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Lemme-définition 7.110 (Distance induite par une norme).
Soit un espace vectoriel normé pE, }.}q. Nous posons

dpx, yq “ }x´ y}. (7.74)

Alors
(1) d est invariante par translations : dpa, bq “ dpa` u, b` uq
(2) d est une distance 29 sur E.

C’est la distance induite par la norme.

Démonstration. Le fait que la formule (7.74) soit invariante par translations est immédiat. En ce
qui concerne le fait que ce soit une distance, le seul point délicat à vérifier est l’inégalité triangulaire.
Mais, pour tous x, y, z P E, on a

dpx, yq “ }x´ y} “ }x´ z ` z ´ y} ď }x´ z} ` }z ´ y} “ dpx, zq ` dpz, yq. (7.75)

Corollaire 7.111.
Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique : en d’autres mots, l’addition et la
multiplication par un élément du corps sont continues.

Nous étudierons plus en détail les espaces vectoriels topologiques à partir de la définition 9.28.

29. Définition 7.87.
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Chapitre 8

Topologie sur les réels

8.1 Topologie sur l’ensemble des réels
Nous allons à présent donner la topologie sur R et ainsi résoudre les questions laissées en

suspens lors de la construction des réels, voir 1.93.
Afin de pouvoir étudier la topologie des espaces métriques, il faut savoir quelques propriétés

des réels parce que nous allons étudier la fonction distance qui est une fonction continue à valeurs
dans les réels.

La valeur absolue de la définition 1.73(2) permet de définir une norme sur R.

Lemme 8.1.
L’application

x ÞÑ |x| (8.1)

est une norme sur R.

Démonstration. Grâce au lemme 1.76 et à la remarque 1.77, on a, pour tous x, y, λ P R :
(1) |x| “ 0 implique x “ 0,
(2) |λx| “ |λ||x|,
(3) |x` y| ď |x| ` |y|,

et donc, les conditions de la définition 7.106 sont immédiatement vérifiées.

8.2.
Nous verrons plus tart que cette norme donne lieu à une structure d’espace topologique. Tant surQ
que sur R, nous considérons la topologie métrique correspondant à cette norme (hors cas rarissimes
qui seront signalés). De plus, nous utiliserons toujours les caractérisations de la proposition 9.26
pour parler de suites convergentes et de suites de Cauchy.

Proposition 8.3.
Les rationnels sont denses dans les réels.

Démonstration. Soient r P R et ε P R`. Nous devons prouver l’existence d’un rationnel dans
Bpx, εq. Le lemme 1.109 dit qu’il existe un rationnel dans sx´ε{2, x`ε{2r et donc dans Bpx, εq.
Proposition 8.4 ([1]).
Quel que soit le réel r, il existe une suite croissante de rationnels convergente vers r.

Démonstration. Soient x P R et δ P R ; vu que x´ δ et x sont des réels, le lemme 1.109 donne un
élément xδ P Q tel que

x´ δ ă xδ ă x. (8.2)

Il suffit alors de pêcher parmi ces xδ pour trouver une suite croissante, et on montrera que cette
suite converge vers x.

367
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Soit x0 un rationnel plus petit que x. Nous posons δ0 “ x´ x0 et ensuite :
"
δi “ x´ xi (8.3a)
xi`1 “ xδi{2 P Q. (8.3b)

Ainsi nous avons pour tout i les inégalités

xi “ x´ δi ă x´ δi
2 ă xi`1 ă x. (8.4)

La suite pxiq est donc une suite de rationnels, croissante et toujours plus petite que x. Mais nous
avons à chaque étape δi`1 ă δi

2 , ce qui implique que la suite des δi converge vers 0. Soit ε ą 0. Il
existe k0 tel que pour tout k ą k0, δk ă ε. Pour un tel k, nous avons alors

xk`1 P Bpx, δk2 q Ă Bpx, εq. (8.5)

Tous les xk, pour k ą k0 ` 1, sont tels que |x´ xk| ă ε : la suite des xk converge donc vers x.

8.1.1 Compacité pour les réels

Pour la définition générale d’un compact, c’est 7.43.

Proposition 8.5.
Les parties compactes de R sont fermées et bornées.

Démonstration. Prouvons d’abord qu’un ensemble compact est borné. Pour cela, supposons que
K est un compact non borné vers le haut 1. Donc il existe une suite infinie de nombres strictement
croissante x1 ă x2 ă . . . tels que xi P K. Prenons n’importe quel recouvrement ouvert de la partie
de K plus petite ou égale à x1, et complétons ce recouvrement par les ouverts Oi “sxi´1, xir. Le
tout forme bien un recouvrement de K par des ouverts.

Il n’y a cependant pas moyen d’en tirer un sous recouvrement fini parce que si on ne prend
qu’un nombre fini parmi les Oi, on en aura fatalement un maximum, disons Ok. Dans ce cas, les
points xk`1, xk`1,. . . ne seront pas dans le choix fini d’ouverts.

Cela prouve que K doit être borné.
Pour prouver que K est fermé, nous allons prouver que le complémentaire est ouvert. Et pour

cela, nous allons prouver que si le complémentaire n’est pas ouvert, alors nous pouvons construire
un recouvrement de K dont on ne peut pas extraire de sous recouvrement fini.

Si RzK n’est pas ouvert, il possède un point, disons x, tel que tout voisinage de x intersecte K.
Soit Bpx, ε1q, un de ces voisinages, et prenons k1 P KXBpx, ε1q. Ensuite, nous prenons ε2 tel que k1
n’est pas dans Bpx, ε1q, et nous choisissons k2 P K XBpx, ε2q. De cette manière, nous construisons
une suite de ki P K tous différents et de plus en plus proches de x. Prenons un recouvrement
quelconque par des ouverts de la partie de K qui n’est pas dans Bpx, ε1q. Les nombres ki ne sont
pas dans ce recouvrement.

Nous ajoutons à ce recouvrement les ensembles O “ski, ki`1r. Le tout forme un recouvrement
(infini) par des ouverts dont il n’y a pas moyen de tirer un sous recouvrement fini, pour exactement
la même raison que la première fois.

Théorème 8.6 (Borel-Lebesgue).
Un intervalle de R est compact si et seulement si il est de la forme ra, bs.
Démonstration. Tous les intervalles de R sont listés dans la proposition 1.123. Un compact est
fermé et borné (proposition 8.5). Donc les intervalles dont une borne est ˘8 ne sont pas compacts.
Parmi les intervalles sa, br, sa, bs, ra, br et ra, bs, seul le dernier est fermé. Nous avons prouvé que si
un intervalle est compact, alors il est de la forme ra, bs.

Nous prouvons à présent l’implication inverse : tous les intervalles de la forme ra, bs sont com-
pacts.

1. Nous laissons à titre d’exercice le cas où K est borné par le haut et pas par le bas.
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Soit Ω, un recouvrement du segment ra, bs par des ouverts, c’est-à-dire que

ra, bs Ď
ď

OPΩ
O. (8.6)

Nous notons par M le sous-ensemble de ra, bs des points m tels que l’intervalle ra,ms peut être
recouvert par un sous-ensemble fini de Ω. C’est-à-dire que M est le sous-ensemble de ra, bs sur
lequel le théorème est vrai. Le but est maintenant de prouver que M “ ra, bs.
M est non vide En effet, a PM parce que il existe un ouvert O P Ω tel que a P O. Donc O tout

seul recouvre l’intervalle ra, as.
M est un intervalle Soient m1, m2 P M . Le but est de montrer que si m1 P rm1,m2s, alors

m1 P M . Il y a un sous recouvrement fini de l’intervalle ra,m2s (par définition de m2 P M).
Ce sous recouvrement fini recouvre évidemment aussi ra,m1s parce que ra,m1s Ď ra,m2s,
donc m1 PM .

M est une ensemble ouvert Soit m P M . Le but est de prouver qu’il y a un ouvert autour de
m qui est contenu dans M . Mettons que Ω1 soit un sous recouvrement fini qui contienne
l’intervalle ra,ms. Dans ce cas, on a un ouvert O P Ω1 tel que m P O. Tous les points de O
sont dans M , vu qu’ils sont tous recouverts par Ω1. Donc O est un voisinage de m contenu
dans M .

M est un ensemble fermé M est un intervalle qui commence en a, en contenant a, et qui finit
on ne sait pas encore où. Il est donc soit de la forme ra,ms, soit de la forme ra,mr. Nous
allons montrer queM est de la première forme en démontrant queM contient son supremum
s. Ce supremum est un élément de ra, bs, et donc il est contenu dans un des ouverts de Ω.
Disons s P Os. Soit c, un élément de Os strictement plus petit que c ; étant donné que s est
supremum de M , cet élément c est dans M , et donc on a un sous recouvrement fini Ω1 qui
recouvre ra, cs. Maintenant, le sous recouvrement constitué de Ω1 et de Os est fini et recouvre
ra, ss.

Nous pouvons maintenant conclure : le seul intervalle non vide de ra, bs qui soit à la fois ouvert et
fermé est ra, bs lui-même (proposition 7.39), ce qui prouve que M “ ra, bs, et donc que ra, bs est
compact 2.

Lemme 8.7 ([109]).
Si a ă b P R alors le segment ra, bs est compact 3.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de ra, bs par des ouverts. Nous posons
M “ tx P ra, bs tel que ra, xs admet un sous-recouvrement fini extrait de tOiuiPIu. (8.7)

Notre but est de prouver que b PM .
a est dans M Le point a est naturellement dans un des Oi. L’intervalle ra, as est donc recouvert

par un seul des Oi.
M est un intervalle Soient m PM et m1 P ra,mr. Le sous-recouvrement fini qui recouvre ra,ms

recouvre a fortiori ra,m1s.
Les trois possibilités restantes À ce niveau de la preuve, il reste trois possibilités pour M soit

il est de la forme ra, cs ou ra, cr avec c ă b, soit il est de la forme ra, bs. Nous allons maintenant
éliminer les deux premiers cas.

Ce que M n’est pas D’abord M n’est pas de la forme ra, cr avec c ă b. Par l’absurde, commen-
çons par considérer Oi0 un ouvert du recouvrement qui contient c ; choisissons m P Oi0 tel
que m ă c. Alors m PM , et, si nous joignons Oi0 à un recouvrement fini de ra,ms alors nous
avons un recouvrement fini de ra, cs. On en déduit c PM .

2. Si vous n’aimez pas le coup du fermé et ouvert, le lemme 8.7 donne une autre preuve.
3. Définition 7.43
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Ensuite M n’est pas de la forme ra, cs avec c ă b. En effet si on a un recouvrement fini de
ra, cs par des ouverts, alors un de ces ouverts contient c et donc contient des éléments de
ra, bs plus grands que c.

Nous déduisons queM “ ra, bs et qu’il est possible d’extraire un sous-recouvrement fini recouvrant
ra, bs.
Lemme 8.8 ([1]).
Si K1 et K2 sont des compacts dans R alors K1 ˆK2 est compact dans R2.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de K1 ˆK2 par des ouverts ; grâce au lemme 7.56
nous pouvons supposer que ce sont des carrés. Pour chaque x P K1, l’ensemble txuˆK2 est compact
et donc recouvert par un nombre fini des Oi. Soit Rx un ensemble fini des Oi recouvrant txuˆK2.

Vu que Rx est une collection finie de carrés nous pouvons considérer mx, le minimum des
rayons. L’ensemble K1 est recouvert par les boules Bpx,mxq et il existe donc une collection finie
de txiuiPA tels que Bpxi,mxiq recouvre K1.

Alors tRxiuiPA recouvre K1 ˆK2 parce que Rxi recouvre l’ensemble Bpxi,mxiq ˆ tK2u.

8.1.2 Conséquence : les fermés bornés sont compacts

Théorème 8.9 (Théorème de Borel-Lebesgue).
Une partie d’un espace vectoriel normé réel de dimension finie est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Démonstration. Sens direct.
Compact implique borné En effet si K est non borné dans E alors K contient une suite pxnq

avec }xn} ą n. Les boules Bipxi, 1
3q sont disjointes. On pose O0 “ AŤiBpxi, 1

5q, qui est ouvert
comme complément d’un fermé. Pour i ě 1 nous posons Oi “ Bpxi, 1

4q. Nous avons

K Ă
ď

iPN
Oi (8.8)

mais vu que xi est uniquement dans Oi, nous ne pouvons pas extraire de sous-recouvrement
fini.

Compact implique fermé Cela est la proposition 7.58.
Sens réciproque.
Un intervalle fermé et borné est compact dans R C’est le lemme 8.7.
Un produit de segments est compact Le produit de deux compacts de R est un compact

dans R2 par le lemme 8.8.
Un fermé et borné est compact Soit K fermé et borné. Vu que K est borné, il est contenu

dans un produit de segments. L’ensemble K est donc compact parce que fermé dans un
compact, lemme 7.59.

Exemple 8.10(Compacité de la boule unité)
La boule unité fermée Bp0, 1q d’un espace vectoriel normé de dimension finie est compacte parce
que fermée et bornée. En dimension infinie, cela n’est plus le cas. Certes la boule unité est encore
fermée et bornée, mais elle n’est plus compacte. En effet nous allons donner un recouvrement par
des ouverts duquel il ne sera pas possible d’extraire un sous-recouvrement fini.

Autour de chacune des extrémités des vecteurs de base, nous considérons la boule Ai “ Bpei, 1
3q.

Ensuite aussi l’ouvert
Bp0, 1qz

ď

i

Bpei, 1
4q. (8.9)
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Le tout recouvre Bp0, 1q mais toutes les premières boules sont nécessaires. 4

Le théorème de Bolzano-Weierstrass 8.19 nous permettra de prouver plus simplement la non
compacité en dimension infinie. Voir l’exemple 7.98.

8.1.3 Suites et limites dans les réels

8.1.3.1 Limites, convergence

Dans le cas de suites réelles, nous avons la caractérisation suivante qui est souvent donnée
comme une définition lorsque seule la topologie sur R est considérée.

Proposition 8.11 (Limite d’une suite numérique).
La suite pxnq est convergente si et seulement s’il existe un réel ` tel que

@ε ą 0, DN P N tel que @n ě N, |xn ´ `| ă ε. (8.10)

Dans ce cas, le nombre ` est la limite de la suite pxnq. Nous dirons aussi souvent que la suite
converge vers le nombre `.

Démonstration. La limite d’une suite dans un espace topologique est la définition 7.25.
Si xn Ñ ` et si ε ą 0 il existe Nε tel que pour tout n ě N nous avons xn P Bp`, εq (parce que

cette boule est un ouvert contenant `). Vu la définition d’une boule (définition 7.88) et de la norme
sur R (par 8.2), cette condition est bien |xn ´ `| ă ε.

Dans l’autre sens, soit O un ouvert contenant `. Par définition de la topologie, il existe ε ą 0
tel que Bp`, εq Ă O. La condition (8.10) nous assure qu’il existe Nε tel que pour tout n ě Nε nous
ayons

xn P Bp`, εq Ă O, (8.11)

ce qui assure que la suite pxnq converge vers ` pour la topologie métrique de R.

Une façon équivalente d’exprimer le critère (8.10) est de dire que pour tout ε positif, il existe
un rang N P R tel que l’intervalle r`´ ε, `` εs contient tous les termes xn au-delà de N .

Il est à noter que le rang N dont il est question dans la définition de suite convergente dépend
de ε.

Nous disons qu’une suite réelle pxnq converge 4 vers ` lorsque pour tout ε, il existe un N tel que

n ą N ñ |xn ´ `| ď ε. (8.12)

Le concept fondamental de cette définition est la notion de valeur absolue qui permet de donner
la « distance » entre deux réels. Dans un espace vectoriel normé quelconque, cette notion est
généralisée par la distance associée à la norme (définition 7.106). Nous pouvons donc facilement
définir le concept de convergence d’une suite dans un espace vectoriel normé.

D’ailleurs, voici la proposition 8.11 écrite dans le cadre d’un espace vectoriel normé.

Définition 8.12.
Soit une suite pxnq dans un espace vectoriel normé V . Nous disons qu’elle est convergente s’il
existe un élément ` P V tel que

@ε ą 0, DN P N tel que n ě N ñ }xn ´ l} ă ε. (8.13)

Dans ce cas, ` est appelé la limite de la suite pxnq.
4. Voir la définition 8.11 pour plus de détail.
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8.1.3.2 Opérations sur les limites

Lemme 8.13.
Si a et b sont des suites dans R, et si elles sont convergentes, alors la suite somme a ` b est
convergente et sa limite est la somme des limites.

Démonstration. La fonction
f : RˆRÑ R

px, yq ÞÑ x` y (8.14)

est continue. Donc elle commute avec la limite. Nous notons x et y les limites des suites pxnq et
pynq. Le calcul est le suivant 5 :

limpxn ` ynq “ lim fpxn, ynq “ f
`

lim
nÑ8pxn, ynq

˘ “ fpx, yq “ x` y. (8.15)

Proposition 8.14 ([1]).
Soient des suites à valeurs réelles paiq et pbjq si elles sont convergentes, alors la suite ab est
convergente et `

lim
i
ai
˘`

lim
j
bj
˘ “ lim

i
paibiq. (8.16)

Démonstration. Nous nommons a et b les limites des suites paiq et pbjq. Soit ε ą 0 ainsi que i P N.
Nous avons la majoration

|aibi ´ ab| ď |aibi ´ aib| ` |aib´ ab| (8.17a)
ď |ai||bi ´ b| ` b|ai ´ a|. (8.17b)

Vu que la suite paiq est convergente, elle est bornée. Nous pouvons donc majorer |ai| par R ą 0
qui ne dépend pas de i. Soit η ą 0 tel que pR ` bqη ă ε. Alors en prenant i assez grand pour que
|bi ´ b| ă η et |ai ´ a| ă η, nous avons bien

|aibi ´ ab| ď pR` bqη ă ε. (8.18)

8.1.4 Exemples

Exemple 8.15
Quelques suites usuelles.
(1) La suite xn “ 1

n converge vers 0.
(2) La suite xn “ p´1qn ne converge pas.

4

Deux limites pour voir comment ça fonctionne.

Lemme 8.16.
Si r ą 1 nous avons :
(1) limnÑ8 rn “ 8.
(2) limnÑ8 rn

n “ 8.

5. Assurez vous d’être capable de justifier les étapes.
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Démonstration. Vu que r ą 1 nous pouvons écrire r “ 1` δ avec δ ą 0. La formule du binôme de
Newton (3.73) nous donne

p1` δqn “
nÿ

k“0

ˆ
k

n

˙
δk ą

ˆ
1
n

˙
δ “ nδ. (8.19)

La proposition 1.108 (R est archimédien) nous indique que nδ est arbitrairement grand lorsque n
est grand, quelle que soit δ ą 0. Cela finit la preuve de la première limite.

Pour la seconde, nous posons an “ rn

n . Nous avons
an`1
an

“ n

n` 1r. (8.20)

Vu que n
n`1 Ñ 1, la suite n

n`1r tend vers r ą 0, et en particulier pour tout δ ą 0 tel que r ą 1` δ,
il existe N P N tel que, pour tout n ą N ,

n

n` 1r ą 1` δ. (8.21)

Soit maintenant k P N. En utilisant un produit télescopique,

aN`k “ aN
aN`1
aN

aN`2
aN`1

¨ ¨ ¨ aN`k
aN`k´1

ą aN p1` δqk´1. (8.22)

Or p1` δqk´1 tend vers 8 lorsque k Ñ 8 par le premier point. Donc nous avons limnÑ8 rn{n “
8.

Définition 8.17.
Nous disons que deux suites punq et pvnq sont équivalentes s’il existe une fonction α : N Ñ R

telle que
(1) pour tout n à partir d’un certain rang, un “ vnαpnq
(2) αpnq Ñ 1.

8.1.5 Suites croissantes et bornées

Une suite est dite contenue dans un ensemble A si xn P A pour tout n. Une suite est bornée
supérieurement s’il existe un M tel que xn ďM pour tout n. De la même manière, la suite est
bornée inférieurement s’il existe un m tel que xn ě m pour tout n.

Le lemme suivant est souvent utilisé pour prouver qu’une suite est convergente.

Lemme 8.18.
Une suite croissante et bornée supérieurement converge. Une suite décroissante bornée inférieure-
ment est convergente.

Une erreur courante est de croire que la borne est la limite : le lemme n’affirme pas ça. Par
contre il est vrai que la borne donne . . . hum . . . une borne inférieure (ou supérieure) pour la limite.

Théorème 8.19 (Bolzano-Weierstrass, thème 11).
Toute suite contenue dans un compact admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Nous faisons la preuve par l’absurde en supposant que pxkq n’admette pas de
sous-suite convergente. Soit a P K ; aucune sous-suite de pxkq ne converge vers a. En particulier,
il existe un voisinage ouvert Oa de a et une partie finie Ia de N tel que xk P Oa seulement pour
k P Ia.

Les ouverts Oa recouvrent K ; nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini (c’est la
définition 7.43 de la compactié). Nous avons donc des points a1, . . . , an tels que

K Ă
nď

i“1
Oai (8.23)
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et tels que pour chaque Oai , nous avons xk P Oai seulement pour k P Iai . Bien entendu, toute la
suite est dans K et donc dans l’union.

En conclusion, nous avons N “ Ťn
i“1 Iai , ce qui prouve que N est un ensemble fini. Contradic-

tion avec la proposition 1.26 qui dit que N est infini.

Proposition 8.20.
Une suite pxnq dans Rm est convergente dans Rm si et seulement si les suites de chaque composante
sont convergentes dans R. Dans ce cas nous avons

lim xn “
´

limpxnq1, limpxnq2, . . . , limpxnqm
¯

(8.24)

où pxnqk dénote la k-ième composante de pxnq.

Exemple 8.21
La suite xn “

` 1
n , 1 ´ 1

n

˘
converge vers p0, 1q dans R2. En effet, en utilisant la proposition 8.20,

nous devons calculer séparément les limites

lim 1
n
“ 0

lim
`
1´ 1

n

˘ “ 1.
(8.25)

4

Exemple 8.22
Étant donné que la suite p´1qn n’est pas convergente, la suite xn “

`p´1qn, 1
n

˘
n’est pas convergente

dans R2. 4

8.1.6 Suites adjacentes

Définition 8.23 ([110]).
Les suites panq et pbnq sont adjacentes si l’une est croissante, l’autre décroissante et si an´bn Ñ 0.

Théorème 8.24 (Théorème des suites adjaentes).
Nous considérons des suites adjacentes panq et pbnq avec panq croissante et pbnq décroissante. Alors
(1) bn ě an pour tout n,
(2) an ď bq pour tout n et q. C’est-à-dire que toute la suite a est plus petite que toute la suite b.
(3) les suites a et b sont convergentes,
(4) les suites a et b convergent vers la même limite, notée `,
(5) nous avons an ď ` ď bn pour tout n.

Démonstration. La suite n ÞÑ bn ´ an est décroissante parce que bn ´ an ě bn`1 ´ an`1. Comme
en plus ba ´ an Ñ 0 nous avons

bn ´ an ě 0 (8.26)

pour tout n P N. De plus an ď b0 pour tout n parce que si aN ą b0 alors, b étant décroissante,
aN ą b0 ě bN qui est contraire à ce que nous venons de prouver. La suite a étant croissante et
majorée, elle est convergente 6 ; notons ` sa limite.

La suite b peut maintenant être écrite par

bn “ pbn ´ anq ` an (8.27)

6. Proposition 8.18.
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qui est une somme de deux suites convergentes. Elle est donc convergente et sa limite est la somme
des limites 7, donc

lim
nÑ8 bn “ lim

nÑ8pbn ´ anq ` an “ 0` ` “ `. (8.28)

Voila. Donc les suites a et b convergent et ont la même limite.
Pour tout n, q P N nous avons l’inégalité an ď bq. En prenant la limite nÑ8 nous trouvons

` ď bq (8.29)

pour tout q. Et de la même façon, bn ě aq donne ` ě aq. L’un avec l’autre donne

aq ď ` ď bq (8.30)

pour tout q P N.

Proposition 8.25 ([111]).
Soit une suite panq dans R. Nous supposons que les suites extraites pa2nq et pa2n`1q convergent
vers la même limite notée `.

Alors an Ñ `.

Démonstration. Soit ε ą 0. Il existe N1 tel que |a2n ´ `| ď ε dès que n ě N1. Il existe également
N2 dès que |a2n`1 ´ `| ď ε dès que n ě N2.

Nous posons N “ maxt2N1, 2N2 ` 2u et nous avons, pour tout n ě N :

|an ´ `| ď ε, (8.31)

c’est-à-dire que aÑ `.

8.1.7 Limite supérieure et inférieure

Lemme-définition 8.26.
Soit panq une suite dans R̄. Les limites suivantes existent dans R̄

lim sup
nÑ8

an “ lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘

(8.32)

et
lim inf
nÑ8 an “ lim

nÑ8
`

inf
kěn ak

˘
. (8.33)

Elles sont nommées limite supérieure et la limite inférieure de la suite pakq.

Démonstration. Pour la limite supérieure, l’ensemble des k ě n est de plus en plus petit lorsque
n grandit. Donc les ensembles An “ tak tel que k ě nu sont emboîtés et la suite n Ñ supAn est
une suite décroissante. Elle a donc une limite dans R̄.

8.27.
En ce qui concerne les suites d’ensembles, utiles en théorie des probabilités, nous définissons de
même. Si les An sont des parties de Ω, nous définissons la limite supérieure et la limite infé-
rieure de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (8.34)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (8.35)

Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu. (8.36)
7. Lemme 8.13.
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Lemme 8.28.
Nous avons les formules pratiques suivantes :

lim sup an “ inf
ně1

`
sup
kěn

ak
˘

(8.37a)

lim inf an “ sup
ně1

`
inf
kěn ak

˘
. (8.37b)

Démonstration. La suite n ÞÑ supkěn ak est une suite décroissante, donc la limite est l’infimum.
Même argument pour l’autre.

Lemme 8.29.
La suite panq dans R converge si et seulement si

lim sup an “ lim inf an. (8.38)

Dans ce cas, lim an “ lim sup an “ lim inf an.

Démonstration. Nous commençons par supposer que lim sup an “ lim inf an “ l, et nous prouvons
que lim an existe et vaut l. Soit ε ą 0. Il existe N tel que si n ě N nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ă ε (8.39)

et ˇ̌
inf
kěn ak ´ l

ˇ̌ ă ε. (8.40)

Pour tout k ě N nous avons alors ak ď l ` ε et ak ě l ´ ε. Cela donne an P Bpl, εq, c’est-à-dire
ak Ñ l par la proposition 8.11.

Dans l’autre sens, nous supposons que limn an “ l et nous prouvons que les limites supérieures
et inférieures sont toutes deux égales à l. Soit ε ą 0 et Nε tel que |an ´ l| ă ε pour tout n ě Nε.
Si n ě Nε nous avons ˇ̌

sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ď ε (8.41)

et donc la limite de supkěn ak lorsque nÑ8 est bien l.

8.1.8 Ouverts, voisinage, topologie

Lorsque x P E, nous rappelons qu’un voisinage 8 de x est n’importe quel sous-ensemble de E
qui contient une boule ouverte centrée en x. La proposition 7.4 nous dit qu’un ensemble est ouvert
s’il contient un voisinage de chacun de ses points. Au passage, rappelons que l’ensemble vide est
ouvert.

Pour rappel, la remarque 7.89(2) dit que l’ensemble des boules ouvertes d’un espace métrique
génère la topologie de l’espace.

Nous rappelons qu’une partie A d’un espace métrique est dite bornée 9 s’il existe une boule 10

qui contient A.
Mais revenons à R. . .

Lemme 8.30.
Une partie ouverte de R ne contient pas son supremum.

Démonstration. Soit O, un ensemble ouvert et s, son supremum. Si s était dans O, on aurait un
voisinage B “ Bps, rq de s contenu dans O. Le point s ` r{2 est alors à la fois dans O et plus
grand que s, ce qui contredit le fait que s soit un supremum de O.

8. Définition 7.2.
9. Définition 7.93.

10. À titre d’exercice, convainquez-vous que l’on peut dire boule ouverte ou fermée au choix sans changer la
définition.
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Par le même genre de raisonnements, on montre que l’union et l’intersection de deux ouverts
sont encore des ouverts.

Remarque 8.31.
L’intersection d’une infinité d’ouverts n’est pas spécialement un ouvert comme le montre l’exemple
suivant :

Oi “s1, 2` 1
i
r.

Tous les ensembles Oi contiennent le point 2 qui est donc dans l’intersection. Mais quel que soit
le ε ą 0 que l’on choisisse, le point 2 ` ε n’est pas dans Op1{εq`1. Donc aucun point au-delà de 2
n’est dans l’intersection, ce qui prouve que 2 ne possède pas de voisinages contenus dans

Ş8
i“1 Oi.

Proposition 8.32.
Quels que soient les ensembles A et B dans R, nous avons

suppAXBq ď supA ď suppAYBq.
Nous laissons le lecteur le prouver, même si ce n’est pas dans notre habitude.

8.1.9 Intervalles et connexité

Nous allons déterminer tous les sous-ensembles connexes 11 de R. Pour cela nous relisons
d’abord la notion d’intervalle donnée en 1.13 ainsi que la proposition 1.123 qui liste tous les
intervalles de R. La partie I Ă R est un intervalle si pour tout a, b P I, tout nombre entre a et
b est également dans I. Cette définition englobe tous les exemples connus d’intervalles ouverts,
fermés avec ou sans infini : ra, bs, ra, br, s ´ 8, as, . . . L’ensemble R lui-même est un intervalle.

Si I est un intervalle, les nombres infpIq et suppIq 12 sont les extrémités de I.

Définition 8.33.
Étant donnés deux points a et b dans Rp on appelle segment d’extrémités a et b, et on note ra, bs,
l’image de r0, 1s par l’application s : r0, 1s Ñ Rp, sptq “ p1´ tqa` tb. On pose sa, br“ s ps0, 1rq, et
sa, bs “ s ps0, 1sq.

Il faut observer que le segment ra, bs est une courbe orientée : certes en tant que ensembles,
ra, bs “ rb, as, mais si nous regardons la fonction de t correspondante à rb, as, nous voyons qu’elle
va dans le sens inverse de celle qui correspond à ra, bs. Nous approfondirons ces questions lorsque
nous parlerons d’arcs paramétrés autour de la section 22.7.

Le segment rb, as est l’image de l’application r : r0, 1s Ñ Rp donnée par rptq “ p1´ tqb` ta.
Proposition 8.34.
Une partie de R est connexe si et seulement si c’est un intervalle.

Démonstration. La preuve est en deux parties. D’abord nous démontrons que si un sous-ensemble
de R est connexe, alors c’est un intervalle ; et ensuite nous démontrons que tout intervalle est
connexe.

Afin de prouver qu’un ensemble connexe est toujours un intervalle, nous allons prouver que si
un ensemble n’est pas un intervalle, alors il n’est pas connexe. Prenons A, une partie de R qui
n’est pas un intervalle. Il existe donc a, b P A et un x0 entre a et b qui n’est pas dans A. Comme le
but est de prouver que A n’est pas connexe, il faut couper A en deux ouverts disjoints. L’élément
x0 qui n’est pas dans A est le bon candidat pour effectuer cette coupure. Prenons M , un majorant
de A et m, un minorant de A, et définissons

O1 “sm,x0r
O2 “sx0,M r.

11. Définition 7.38.
12. Qui existent par la proposition 1.122, quitte à poser ˘8 comme infimum et supremum lorsque I n’est pas

borné.
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Si A n’a pas de minorant, nous remplaçons la définition de O1 par s ´ 8, x0r, et si A n’a pas
de majorant, nous remplaçons la définition de O2 par sx0,8r. Dans tous les cas, ce sont deux
ensembles ouverts dont l’union recouvre tout A. En effet, O1YO2 contient tous les nombres entre
un minorant de A et un majorant sauf x0, mais on sait que x0 n’est pas dans A. Cela prouve que
A n’est pas connexe.

Jusqu’à présent nous avons prouvé que si un ensemble n’est pas un intervalle, alors il ne peut
pas être connexe. Pour remettre les choses à l’endroit, prenons un ensemble connexe, et demandons-
nous s’il peut être autre chose qu’un intervalle ? La réponse est non parce que s’il était autre chose,
il ne serait pas connexe.

Prouvons à présent que tout intervalle est connexe. Pour cela, nous refaisons le coup de la
contraposée. Nous allons donc prendre une partie A de R, supposer qu’elle n’est pas connexe et
puis prouver qu’elle n’est alors pas un intervalle. Nous avons deux ouverts disjoints O1 et O2 tels
que A Ă O1 YO2. Notons A1 “ AXO1 et A2 “ AXO2 ; et prenons a P A1 et b P A2. Pour fixer
les idées, on suppose que a ă b. Maintenant, le jeu est de montrer qu’il existe une point x0 entre
a et b qui ne soit pas dans A (cela montrerait que A n’est pas un intervalle). Nous allons prouver
que c’est le cas du point

x0 “ suptx P O1 tel que x ă bu.
Étant donné que l’ensemble A “ tx P O1 tel que x ă bu est ouvert 13, le point x0 n’est pas dans
l’ensemble par le lemme 8.30. Nous avons donc
— soit x0 n’est pas dans O1,
— soit x0 ď b,
— soit les deux en même temps.

Nous allons montrer qu’un tel x0 ne peut pas être dans A. D’abord, remarquons que sup A ď sup O
parce que A est une intersection de O avec quelque chose. Ensuite, il n’est pas possible que x0 soit
dans O2 parce que tout élément de O2 possède un voisinage contenu dans O2. Un point de O2 est
donc toujours strictement plus grand que le supremum de O1.

Maintenant, remarque que si x0 ď b, alors x0 “ b, sinon b serait un majorant de A plus petit
que x0, ce qui n’est pas possible vu que x0 est le supremum de A et donc le plus petit majorant.
Oui mais si x0 “ b, c’est que x0 P O2, ce qu’on vient de montrer être impossible. Nous voilà déjà
débarrassé des deuxièmes et troisièmes possibilités.

Si la première possibilité est vraie, alors x0 n’est pas dans A parce qu’on a aussi prouvé que
x0 R O2. Or n’être ni dans O1 ni dans O2 implique de ne pas être dans A. Ce point x0 “ sup A est
donc hors de A.

Oui, mais comme a P A, on a obligatoirement que x0 ě a. Mais par construction, on a aussi
que x0 ď b (ici, l’inégalité est même stricte, mais ce n’est pas important). Donc

a ď x0 ď b

avec a, b P A, et x0 R A. Cela finit de prouver que A n’est pas un intervalle.

Théorème 8.35 (Théorème des bornes atteintes).
Une fonction à valeurs réelles continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

C’est-à-dire qu’il existe x0 P K tel que fpx0q “ inftfpxq tel que x P Ku ainsi que x1 tel que
fpx1q “ suptfpxq tel que x P Ku.

Démonstration. Soient un espace topologique compact K et une fonction continue f : K Ñ R.
Alors le théorème 7.86 indique que fpKq est compact. Par conséquent fpKq est un fermé borné de
R par le théorème de Borel-Lebesgue 8.9. Vu que fpKq est borné, la fonction f est bornée.

De plus fpKq étant fermé, son infimum est un minimum et son supremum est un maximum :
il existe x P K tel que fpxq “ sup fpKq et il existe y P K tel que fpyq “ inf fpKq.

Le théorème suivant est essentiellement inutile pour les raisons suivantes :

13. C’est l’intersection entre l’ouvert O1 et l’ouvert tx tel que x ă bu.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Contrapos�e
http://fr.wikipedia.org/wiki/Contrapos�e
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— Il est un cas particulier du théorème 7.97 qui donne pour tout espace métrique, l’équivalence
entre la compacité et la compacité séquentielle.

— Il est une cas particulier du théorème 8.19 qui le donne pour tous les espaces compacts.
— Il utilise le cas particulier de R, qui n’est pas démontré directement dans le Frido.

Bref, nous ne le laissons que pour le lecteur qui n’aurait pas en tête d’autres définitions de « com-
pact » à part « fermé borné ».

Théorème 8.36 (Théorème de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite contenue dans un compact de Rm admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Nous rappelons qu’une partie compacte deRn est fermée et bornée par le théorème
de Borel-Lebesgue 8.9.

Soit pxnq une suite contenue dans une partie bornée de Rm. Considérons panq, la suite réelle
des premières composantes des éléments de pxnq : pour chaque n P N, le nombre an est la première
composante de xn. Étant donné que la suite pxnq est bornée, il existe un M tel que }xn} ăM . La
croissance de la fonction racine carrée donne

|an| ď }xn} ďM. (8.42)

La suite panq est donc une suite réelle bornée et donc contient une sous-suite convergente par le
théorème correspondant dans R : 7.97. Soit aI1 une sous-suite convergente de panq. Nous considé-
rons maintenant xI1 , c’est-à-dire la suite de départ dont on a enlevé tous les éléments qu’il faut
pour qu’elle converge en ce qui concerne la première composante.

Si nous considérons la suite bI1 des secondes composantes de xI1 , nous en extrayons, de la
même façon que précédemment, une sous-suite convergente, c’est-à-dire que nous avons un I2 Ă I1
tel que bI2 est convergent. Notons que aI2 est une sous-suite de la (sous) suite convergente xI1 , et
donc aI2 est encore convergente.

En continuant ainsi, nous construisons une sous-sous-sous-suite xI3 telle que la suite des troi-
sièmes composantes est convergente. Lorsque nous avons effectué cette procédure m fois, la suite
xIm est une suite dont toutes les composantes convergent, et donc est une suite convergente par la
proposition 8.20.

Le tableau suivant donne un petit schéma de la façon dont nous procédons. Les ‚ sont les
éléments de la suite que nous gardons, et les ˆ sont ceux que nous « jetons ».

xN ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ . . .
xI1 ˆ ‚ ‚ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ‚ . . .
xI2 ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ˆ . . .
...
xIm ˆ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ . . .

(8.43)

La première ligne, xN, est la suite de départ.

Corollaire 8.37.
Si un suite est croissante et bornée alors elle est convergente.

Démonstration. Nous nommons pxnq la suite et nous prenons un majorant M . Toute la suite est
alors contenue dans le compact rx0,M s, ce qui donne une sous-suite pxαpnqq convergente par le
théorème de Bolzano-Weierstrass 8.19. Si ` est la limite de cette sous-suite alors nous avons ` ě xn
pour tout n.

Pour tout ε ą 0 il existe K tel que si n ą K alors |`´xαpnq| ă ε. Vu que ` majore la suite nous
avons même

xαpnq ` ε ą `. (8.44)

Vu que la suite est croissante pour tout m ą αpKq nous avons xm` ε ą l, ce qui signifie |xm´ `| ă
ε.
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Nous aurons une version pour les fonctions croissantes et bornées en la proposition 13.66.
La proposition suivante dit que la notion d’ensemble non dénombrable ne prend pas réellement

de force entre R et Rn : il n’y a pas moyen de caser R dans Rn de façon à ce qu’il y tienne à son
aise.

Proposition 8.38.
Une partie non dénombrable de Rn possède un point d’accumulation 14.

Démonstration. Soit une partie A Ă Rn sans point d’accumulation. Nous allons prouver que A est
dénombrable.

Soient les compacts Kn “ Bp0, nq. La partie A XKn est finie ; sinon elle aurait une partie en
bijection avec N (proposition 1.31) et donc une suite. Or une suite dans un compact possède un
point d’accumulation par le théorème 8.19.

Donc tous les A X Kn sont finis. Vu que A “ Ť
nA X Kn, l’ensemble A est une réunion

dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

8.1.10 Recouvrement d’un compact par des intervalles ouverts

Soit un ensemble E et un ensemble A de parties de E. Soit A P A. Nous aimerions savoir
quelles sont les éléments de A qui sont atteignables en partant de A et en ne « sautant » que
d’intersection en intersection.

Nous notons A “ tBiuiPI où I est un ensemble d’indices (un ensemble quelconque).

s1pAq “ ti P I tel que Bi XA ‰ Hu (8.45a)
σ1pAq “

ď

BPs1pAq
B. (8.45b)

Et ensuite :

sk`1pAq “ ti P I tel que Bi X σkpAq ‰ Hu (8.46a)
σk`1pAq “

ď

BPsk`1pAq
B (8.46b)

Lemme 8.39.
Soient un intervalle A de R et A “ tIiui“1,...,N un recouvrement de A par des intervalles ouverts.
Si I1 XA ‰ H alors
(1) σN “ σN`1

(2) A Ă σN pI1q.
Démonstration. Si σk`1 “ σk, alors tous les σk`l sont identiques. De plus si σk`1 ‰ σk, alors
σk`1 contient au moins un élément de plus que σk. Donc Cardpσkq ě k et en particulier N ď
CardpσN q ď N . Cela prouve le premier point.

L’ensemble σN pI1q est une union d’ouverts et est donc un ouvert. Quitte à renuméroter nous
écrivons

σN pI1q “ I1 Y . . .Y In. (8.47)
L’ensemble

τ “
Nď

k“n`1
Ik (8.48)

est ouvert et est disjoint de σN pI1q parce que si Il (Il ě n ` 1) intersectait σN pI1q, nous aurions
l P sN`1 ou encore Il Ă σN`1zσN .

Donc τ et σN sont deux ouverts disjoints qui recouvrent A. Vu que A est un intervalle, il
est connexe 15. Donc soit A Ă τ soit A Ă σN . Comme I1 X A ‰ H nous sommes dans le cas
A Ă σN .
14. Définition 7.22.
15. Définition 7.38 et proposition 8.34.
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8.1.11 Connexité par arcs

Définition 8.40.
Le sous-ensemble A Ă Rn est connexe par arcs si pour tout x, y P A, il existe un chemin 16

contenu dans A les reliant, c’est-à-dire une application continue

γ : r0, 1s Ñ Rn tel que γp0q “ x et γp1q “ y

avec γptq P A pour tout t P r0, 1s.
8.41.
La connexité d’un ensemble n’implique pas sa connexité par arc. Il suffit pour cela de prendre un
ensemble constitué de deux connexes reliés par un chemin de longueur infinie (le graphe d’une
fonction de type sinp1{xq par exemple).

8.1.12 Topologie de la droite réelle complétée

Nous introduisons l’ensemble R̄ “ RYt˘8u. À présent les symboles `8 et ´8 n’ont aucune
signification particulière ; il s’agit seulement de deux éléments que nous ajoutons à R pour former
un ensemble que nous notons R̄.

Pas plus tard qu’immédiatement nous leur donnons une signification en définissant une topo-
logie sur R̄. Les ouverts sur R̄ sont
(1) tous les ouverts de R,
(2) les intervalles de la forme s´8, ar pour tous les a P R,
(3) les intervalles de la forme sa,`8r pour tous les a P R,
(4) la topologie engendrée par toutes ces parties de R̄.
Par construction, les boules de R et les intervalles s´8, ar et sa,`8r forment une base de

topologie pour R̄.
Si f est une fonction f : R Ñ R, que signifie limxÑ8 fpxq ? Il s’agit de considérer la fonction

élargie
f̃ : R̄Ñ R̄

x ÞÑ
#
fpxq si x P R
0 si x “ ˘8.

(8.49)

Ensuite, c’est la définition topologie usuelle de la limite. Notons que les limites en a ne dépendent
pas de la valeur effective de f en a, donc le prolongement par 0 est sans conséquences. Nous
pouvions tout aussi bien prolonger par 4.

Le même raisonnement tient pour donner un sens à limxÑa fpxq “ ˘8.

8.1.13 Limite pointée ou épointée ?

Si vous êtes dans l’enseignement en France 17, vous devriez lire ceci à propos de limite pointée.
Dans tous les autres cas, la limite pointée est une notion qui ne vous intéresse a priori pas.

Définition 8.42 ([112]).
Soient X et Y deux espaces topologiques, A une partie de X, f une application de A dans Y , a un
point de X adhérent à A et ` un point de Y . On dit que ` est une limite pointée de f au point a
si pour tout voisinage V de `, il existe un voisinage W de a tel que pour tout point x de W X A,
l’image fpxq appartient à V .

La notion de limite pointée ne diffère de la limite que du fait que pour calculer la limite pointée
en a, nous tenons compte des valeurs de f sur tout le voisinage de a, y compris le point a lui-même.

16. Attention : ici quand on dit chemin, on demande que l’application soit continue. Dans de nombreux cours de
géométrie différentielle, on demande C8. Il faut s’adapter au contexte.
17. En particulier si vous voulez passer l’agrégation.
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(1) Dans la majorité des cas, la limite pointée donne le même résultat que la limite parce que,
fondamentalement, si nous voulons calculer une limite de f au point a, c’est que f n’est
pas définie en a. C’est en particulier toujours le cas pour les limites en l’infini ou les limites
définissant les dérivées.

(2) La fonction f donnée par

fpxq “
#

0 si x ‰ 0
4 si x “ 0

(8.50)

a une limite pour x Ñ 0 et c’est limxÑ0 fpxq “ 0. Elle n’a par contre pas de limite pointée
en 0.
Cette fonction est l’exemple-type de différence entre limite usuelle et limite pointée.

(3) Les quelques théorèmes liant limite et continuité sont un peu différents si on veut les écrire
pour lier limite pointée et continuité.

(4) La limite pointée capte un peu moins bien la notion intuitive de « ce que fais la fonction
lorsque x s’approche de a », parce que le plus souvent nous voulons savoir ce que fait la
fonction précisément lorsque x s’approche de a, pas quand x est en a.

(5) Dans la suite, nous n’utiliserons jamais la limite pointée parce qu’elle n’ajoute rien et n’est
pratiquement utilisée nulle part à part dans l’enseignement en France.

Si vous voulez un cas dans lequel la différence se voit de façon macroscopique, aller lire le lemme
13.152, sa démonstration et l’exemple 13.153.

Que devez-vous faire ?
Enseignement en France La notion de limite pointée est celle nommée « limite » dans les pro-

grammes, et ce que nous nommons ici « limite » est nommé « limite épointée ». Peut-être
pour induire en erreur tout le reste de la planète ?

Recherche Si vous faites de la recherche où que ce soit y compris en France, la seule définition
de limite est la limite dite « épointée », celle qui sera toujours utilisée dans le Frido.

Doctorat Vous commencez un doctorat en math, et vous avez vu la limite pointée comme seule
définition de limite durant vos études ? Oubliez-la. Ou alors attendez-vous à vous à de sérieux
quiproquos lorsque vous discuterez de mathématique avec des étrangers.

8.1.14 Quelques mots à propos de la droite réelle complétée

Définition 8.43.
La droite réelle complétée est l’ensemble RYt˘8u où ˘8 sont deux nouveaux éléments. Nous
la notons R pour des raisons que nous verrons à peine plus bas.

Cette définition ne servirait à rien si nous n’y mettions pas une topologie pour positionner les
éléments ˘8 par rapport à ceux qui existaient déjà dans R.

Définition 8.44 (Topologie sur R̄).
La topologie sur R̄ est celle sur R à laquelle nous ajoutons les voisinages de ˘8 de la façon
suivante. Une partie V de R̄ est un voisinage de `8 s’il existe m ą 0 tel que sm,`8s Ă V .

Le lemme suivant justifie la notation R pour la droite réelle complétée 18.

Lemme 8.45.
L’adhérence de R dans R est R.

Pour la suite nous utilisons la notation (pratique en probabilité)

tf ă au “ tx P S tel que fpxq ă au. (8.51)

18. Mais ne justifie pas le qualificatif « complété » parce que l’espace métrique R était déjà complet.
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8.2 Topologie réelle en dimension n

Dans cette section, nous travaillons dans l’espace Rn pour un certain naturel n. Nous y défi-
nissons la notion d’ouvert et de fermé, qui sont la base de la topologie générale. Notons que ces
définitions n’ont de sens que relativement à l’espace ambiant, aussi un ouvert de R ne sera en
général pas un ouvert de R2 : d’une part, il n’y a pas d’inclusion canonique de R dans R2 (les
ouverts du second ne sont même pas des sous-ensembles du premier) et, d’autre part, les définitions
se basent sur la notion de boule de Rn qui dépend évidemment de la valeur de n (une boule dans
R est un intervalle, dans R2 c’est un disque, etc.)

8.2.1 Ouverts et fermés

Définition 8.46.
La boule ouverte de centre x0 P Rn et de rayon r P R` est définie par

Bpx0, rq “ tx P Rn tel que }x´ x0} ă ru, (8.52)

tandis que la boule fermée de centre x0 et de rayon r est

B̄px0, rq “ tx P Rn tel que }x´ x0} ď ru; (8.53)

la différence est que l’inégalité dans la première est stricte.

Définition 8.47.
Une partie A de Rn est ouverte si pour tout a P A il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ă A. Une partie
est donc ouverte lorsqu’elle contient une boule autour de chacun de ses éléments.

Cette définition est évidemment à mettre en rapport avec le théorème 7.4.
Le lemme suivant justifie le vocabulaire des définitions 8.46.

Lemme 8.48.
Pour tout x P Rn et tout r ą 0 la boule Bpx, rq est ouverte.
Démonstration. Afin de prouver que la boule est ouverte, nous prenons un point p P Bpx, rq, et
nous allons montrer qu’il existe une boule autour de p qui est contenue dans Bpx, rq.

Étant donné que p P Bpx, rq, nous avons dpp, xq ă r. Prouvons que la boule B
`
p, r´dpp, xq˘ est

contenue dans Bpx, rq. Pour cela, nous prenons p1 P B`p, r´ dpp, xq˘, et nous essayons de prouver
que p1 P Bpx, rq. En effet, en utilisant l’inégalité triangulaire,

dpx, p1q ď dpx, pq ` dpp, p1q ď dpx, pq ` r ´ dpp, xq “ r. (8.54)

8.2.2 Intérieur, adhérence et frontière

Définition 8.49.
Soient A Ă Rn et x P Rn. Le point x est intérieur à A s’il existe une boule autour de x complè-
tement contenue dans A. L’ensemble des points intérieurs à A est noté IntA ou Å, de sorte qu’on
a précisément

x P IntA defðñ Dε ą 0 tel que Bpx, εq Ă A.

8.50.
La notion d’adhérence a déjà été définie en 7.17, et précisé par le lemme 7.18. Dans le cas de Rn

dans lequel les boules forment une base de la topologie nous pouvons encore préciser de la façon
suivante :

x P AdhA defðñ @ε ą 0, Bpx, εq XA ‰ H (8.55)
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Proposition 8.51.
Pour A Ă Rn, nous avons

IntA Ď A Ď AdhA

Définition 8.52.
La frontière ou le bord de A est défini par BA “ AdhAz IntA. L’ensemble A est un ouvert si
A “ IntA, et c’est un fermé si A “ AdhA.

Lemme 8.53 (Caractérisation équivalente de la frontière).
Soient X un espace topologique et S Ă X. Un point x P X est dans BS si et seulement si tout
voisinage de x contient un point de S et un point de Sc.

Démonstration. Supposons que tout voisinage de x contienne un point de S et un point de Sc.
Alors x P AdhpSq (définition 7.17), mais pas dans l’intérieur de S parce que x ne possède pas de
voisinage contenu dans S. Donc x P BS.

À l’inverse, si x P BS alors x est dans l’adhérence de S et tout voisinage de x contient un point
de S. Mais x n’est pas dans l’intérieur de S et tout voisinage de x contient un point qui n’est pas
dans S, aka un point de Sc.

Corollaire 8.54.
Un ensemble et son complémentaire ont même frontière.

Démonstration. Conséquence du lemme 8.53. Les points de BpScq sont caractérisés par le fait que
tout voisinage contient un point de Sc et un point de pScqc “ S.

Exemple 8.55
Soit X “ r0, 1s muni de la topologie de la distance |x ´ y| (définition 7.88). Les points 0 et 1 ne
sont pas dans la frontière de X. En effet une boule ouverte autour de 1 est un ensemble de la forme

Bp1, rq “ tx P X tel que |x´ 1| ă ru “ s1´ r, 1s (8.56)

où nous avons supposé r ă 1.
Les points 0 et 1 sont par contre sur la frontière de r0, 1s lorsque cet ensemble est vu comme

partie de l’espace métrique R. 4

Lemme 8.56 (Passage de douane[113, 114]).
Dans un espace topologique, toute partie connexe qui rencontre à la fois une partie A et son com-
plémentaire rencontre nécessairement la frontière de A.

Démonstration. Nommons γ la partie connexe qui intersecte A et Ac. Les ouverts IntpAq et XzĀ
ne peuvent pas recouvrir γ parce que ce sont deux ouverts disjoints alors que γ est connexe (voir
la définition 7.38 de la connexité). Donc γ doit contenir des points qui sont dans Ā mais pas dans
IntpAq. C’est-à-dire des points de BA.

On vérifiera que les notations et les dénominations sont cohérentes en prouvant la proposition
suivante.

Proposition 8.57.
Pour ε ą 0,
(1) l’adhérence de Bpx, εq est B̄px, εq,
(2) l’intérieur de B̄px, εq est Bpx, εq,
(3) la boule ouverte Bpx, εq est un ouvert,
(4) la boule fermée B̄px, εq est un fermé.

Nous avons également les liens suivants entre intérieur, adhérence, ouvert, fermé et passage au
complémentaire (noté c) :
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Proposition 8.58.
Si A Ă Rn et Ac “ RnzA, nous avons
(1) pIntAqc “ AdhpAcq et pAdhAqc “ IntpAcq,
(2) A est ouvert si et seulement si Ac est fermé,
(3) IntA est le plus grand ouvert contenu dans A,
(4) AdhA est le plus petit fermé contenant A,

Exemple 8.59
Il n’est en général pas vrai que AXB “ ĀX B̄. Par exemple si A “ r0, 1r et B “ s1, 2s. Dans ce
cas, AXB “ H alors que ĀX B̄ “ t1u. 4

8.2.3 Point d’accumulation, point isolé

Les définitions de point d’accumulation et de point isolé sont 7.22 et 7.23. Nous voyons main-
tenant ce que ces définitions donnent dans le cas de l’espace topologique R.

Lemme 8.60.
Soit D Ă R. Un point a P D est isolé dans D si et seulement si il existe ε ą 0 tel que

ra´ ε, a` εs XD “ tau. (8.57)

Autrement dit, il existe un intervalle autour de a dans lequel a est le seul élément de D.

Lemme 8.61.
Un point a P R est un point d’accumulation de D si pour tout ε ą 0,

´
ra´ ε, a` εsztau

¯
XD ‰ H. (8.58)

Autrement dit, quel que soit l’intervalle autour de a que l’on considère, le point a n’est pas tout
seul dans D.

Exemple 8.62
Prenons D “ r0, 1rYs2, 3s. Cet ensemble n’a pas de point isolé, et l’ensemble de ses points d’accu-
mulation est r0, 1s Y r2, 3s.

Notez que les points 1 et 2 sont des points d’accumulation de D qui ne font pas partie de D. Il
est possible d’être un point d’accumulation de D sans être dans D, mais pour être un point isolé
dans D, il faut être dans D. 4

Exemple 8.63
Soit D “ t 1

nunPN. Tous les points de cet ensemble sont des points isolés (vérifier !). Aucun point
de D n’est point d’accumulation. Cependant 0 est un point d’accumulation. 4

Exemple 8.64
Soit D “ s1, 2r Y t12u. Le point 12 est adhérence, mais pas d’accumulation parce que le voisinage
s9, 14r n’intersectionne pas Dzt12u. 4

8.2.4 Limite de suite

Définition 8.65 (Limite d’une suite dans Rm).
Une suite de points pxnq dans Rm est dite convergente s’il existe un élément ` P Rm tel que

@ε ą 0, DN P N tel que @n ě N, }xn ´ `} ă ε. (8.59)

Dans ce cas, nous disons que ` est la limite de la suite pxnq et nous écrivons lim xn “ ` ou plus
simplement xn Ñ `.
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Notez aussi la similarité avec la définition 8.11.

Remarque 8.66.
Nous n’écrivons pas « limnÑ8 xn » parce que, lorsqu’on parle de suites, la limite est toujours
lorsque n tend vers l’infini. Il n’y a aucun intérêt à chercher par exemple limnÑ4 xn parce que cela
vaudrait x4 et rien d’autre.

Ceci est une différence importante avec les limites de fonctions.

Lemme 8.67 (Unicité de la limite).
Il ne peut pas y avoir deux nombres différents qui satisfont à la condition (8.59). En d’autres
termes, si ` et `1 sont deux limites de la suite pxnq, alors ` “ `1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons N tel que

}xn ´ `} ă ε (8.60)

pour tout n ě N , et N 1 ą 0 tel que
}xn ´ `1} ă ε (8.61)

pour tout n ą N 1. Maintenant, nous prenons n plus grand que N et N 1 de telle façon que les deux
équations pour xn soient vérifiées en même temps. Alors

}`´ `1} “ }`´ xn ` xn ´ `1} ď }`´ xn} ` }xn ´ `1} ă 2ε. (8.62)

Cela prouve que }`´ `1} “ 0.

Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.97 dit que dans le cas métrique, la compacité séquentielle
est équivalente à la compacité.



Chapitre 9

Topologie générale, le retour

9.1 Topologie et distance
Lemme 9.1.
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors X1ˆX2 admet une base dénom-
brable de topologie constituée de produits de boules de X1 par des boules de X2. Plus précisément
si Ai est dénombrable et dense dans Xi alors l’ensemble des produits

 
Bpy1, r1q ˆBpy2, r2q

(
yiPAi
riPQ`

(9.1)

est une base de topologie pour X1 ˆX2.

Démonstration. Soit O un ouvert de X1 ˆ X2 et px1, x2q P O. Par définition de la topologie
produit 1, il existe r1, r2 P Q` tels que Bpx1, r1q ˆ Bpx2, r2q Ă O. Les parties Ai étant denses, il
existe yi P Bpxi, ri{2q XAi. Avec ces choix nous avons xi P Bpyi, ri2 q. Nous avons donc

px1, x2q P Bpy1,
r1
2 q ˆBpy2,

r2
2 q. (9.2)

Il est facile de voir que Bpyi, ri{2q Ă Bpxi, riq. En effet si zi P Bpyi, ri{2q alors

dipzi, xiq ď dpzi, yiq ` dpyi, xiq ď ri
2 `

ri
2 “ ri. (9.3)

Au final,
px1, x2q P Bpy1,

r1
2 q ˆBpy2,

r2
2 q Ă O. (9.4)

Définition 9.2.
Si pX, dXq et pY, dY q sont des espaces métriques, une isométrie est une application bijective
f : X Ñ Y telle que pour tout x, y P X nous ayons

dY
`
fpxq, fpyq˘ “ dXpx, yq. (9.5)

Remarque 9.3.
Une application vérifiant (9.5) est automatiquement injective. En pratique, il ne faut donc vérifier
que la surjectivité.

Exemple 9.4(Manque de surjectivité)
Si X “ r0,8r et fpxq “ x` 1 alors f vérifie (9.5) pour la distance dpx, yq “ |x´ y|, mais n’est pas
surjective. 4

1. Définition 7.9.

387
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Proposition-définition 9.5 (Groupe des isométries).
Si pX, dq est un espace métrique,
(1) l’ensemble des isométries de X, noté IsompXq est un groupe pour la composition.
(2) Ce groupe agit fidèlement 2 sur X.

Proposition 9.6.
Une isométrie entre deux espaces métriques est continue.

Démonstration. Soient f : X Ñ Y une application isométrique et O un ouvert de Y . Soit a P
f´1pOq ; si dpa, bq ă r, alors d

`
fpaq, fpbq˘ ă r et donc b P f´1`Bpfpaq, rq˘. Donc autour de chaque

point de f´1pOq nous pouvons trouver une boule ouverte contenue dans f´1pOq, ce qui prouve
que f´1pOq est ouvert.

Exemple 9.7
Si X est un ensemble, nous pouvons écrire la distance discrète :

dpx, yq “
#

0 si x “ y

1 si x ‰ y.
(9.6)

La topologie résultante est la topologie discrète, côtoyée dans l’exemple 7.6 3.
Pour cette métrique, le groupe des isométries est le groupe symétrique de X, c’est-à-dire le

groupe de toutes les bijections de X sur lui-même. 4

9.1.0.1 Distance point-ensemble

Définition 9.8.
Si A est une partie de l’espace métrique pX, dq et si x P X, nous disons que la distance entre A
et x est le nombre

dpx,Aq “ inf
aPA dpx, aq. (9.7)

A

‚
p ‚

‚

‚x

Figure 9.1 – La distance entre x et A est donnée par la distance entre x et p. Les distances entre
x et les autres points de A sont plus grandes que dpx, pq.

9.1.1 Suites et espaces métriques

Proposition 9.9 (Caractérisation séquentielle de la limite[1]).
Soient deux espaces métriques X et Y ainsi qu’une fonction f : X Ñ Y . Soit a P X et ` P Y . On a

lim
xÑa fpxq “ `, (9.8)

2. Si vous ne savez pas ce que c’est, alors vous avez zappé la définition 2.46.
3. Vérifiez-le tout de même !
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si et seulement si, pour toute suite pxkq telle que xk Ñ a, on a

lim fpxkq “ `. (9.9)

Par ailleurs, l’une des deux limites existe si et seulement si l’autre existe.

Démonstration. Le sens direct est la proposition 7.73. Pour la réciproque, nous passons par la
contraposée. C’est-à-dire que nous supposons que ` n’est pas une limite de f pour xÑ a. Il existe
un ε tel que pour tout δ, il existe un x vérifiant dXpx; aq ă δ et dY pfpxq; `q ą ε.

Nous construisons à présent une suite de la manière suivante. Pour δ “ 1
n nous considérons

xn tel que dXpxn; aq ă δ et dY pfpxnq; `q ą ε. Cette suite converge vers a, mais la suite fpxnq ne
converge manifestement pas vers ` : elle ne rentre jamais dans la boule Bp`, εq.

Une fonction continue est séquentiellement continue. Dans les espaces métriques la proposition
suivante montre que la réciproque est également vraie et la continuité est équivalente à la continuité
séquentielle. Cela n’est cependant pas vrai pour n’importe quel espace topologique.

Corollaire 9.10 (Caractérisation séquentielle de la continuité en un point[1]).
Si X et Y sont des espaces métriques, alors une fonction f : X Ñ Y est continue en un point si
et seulement si elle est séquentiellement continue en ce point.

Démonstration. Paraphrasons la preuve précédente. Nous supposons que X et Y sont métriques.
Si f n’est pas continue en a, il existe ε ą 0 tel que pour tout δ ą 0, il existe x tel que }x´ a} ď δ
et }fpxq ´ fpaq} ą ε. Nous considérons un tel ε et pour chaque n ě 1 P N nous considérons un xn
correspondant à δ “ 1

n . Cela nous donne une suite xn Ñ a dans X mais }fpxnq ´ fpaq} reste plus
grand que ε. Cela montre que f n’est pas non plus séquentiellement continue.

Les espaces métriques ont une propriété importante que la fermeture séquentielle est équivalente
à la fermeture.

Proposition 9.11 (Caractérisation séquentielle d’un fermé).
Soient X un espace métrique et F Ă X. L’ensemble F est fermé si et seulement si toute suite
contenue dans F et convergeant dans X converge vers un élément de F .

Démonstration. Une suite contenue dans un fermé ne peut converger que vers un élément de ce
fermé : c’était la proposition 7.26. Le point le plus important est donc l’autre sens : si toute suite
d’éléments de F converge dans F alors F est fermé.

Par contraposée, supposons que XzF ne soit pas ouvert. Alors il existe x P XzF pour lequel
tout voisinage intersecte F . En prenant xk P Bpx, 1

k q, nous construisons une suite contenue dans
F , convergeant vers x qui n’est pas dans F .

Lemme 9.12.
Soit X un espace métrique, et soit pxnq une suite convergente contenue dans un ensemble A Ă X.
Alors la limite xn appartient à Ā.

Ce lemme est précisément la version « espace métrique » du corollaire 7.27 ; mais, donnons-en
une preuve tout de même.

Démonstration. Supposons que nous ayons une partie A de X, et une suite pxnq dont la limite `
se trouve hors de Ā. Dans ce cas, il existe un r ą 0 tel que 4 Bp`, rq XA “ H. Si tous les éléments
xn de la suite sont dans A, il n’y en a donc aucun tel que dpxn, `q ă r. Cela contredit la notion de
convergence xn Ñ `.

Corollaire 9.13.
Soit X un espace métrique, A Ă X et a P Ā. Alors il existe une suite d’éléments dans A qui
converge vers a.

4. Une autre manière de dire la même chose : si ` R Ā, alors dp`, Aq ą 0.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_s%C3%A9quentiel
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Démonstration. Si a P A, alors nous pouvons prendre la suite constante xn “ a. Si a n’est pas
dans A, alors a est dans BA, et pour tout n, il existe un point de A dans la boule Bpa, 1

nq. Si nous
nommons xn ce point, la suite ainsi construite est une suite contenue dans A et qui converge vers
a (ce dernier point est laissé à la sagacité du lecteur ou de la lectrice).

En termes savants, ce corollaire signifie que la fermeture Ā est composé de A plus de toutes les
limites de toutes les suites contenues dans A.

Proposition 9.14 (Caractérisation séquentielle de la continuité[1]).
Soient X et Y deux espaces métriques. Soit f : X Ñ Y une application séquentiellement continue
(en tout a P X). Alors f est continue.

Démonstration. Soit O un ouvert de Y ; nous allons voir que le complémentaire de f´1pOq est
fermé dans E. Pour cela nous considérons une suite convergente xk EÝÑ x avec xk P Af´1pOq pour
tout k. Nous allons montrer que x P Af´1pOq et la caractérisation séquentielle 5 de la fermeture
conclura que Af´1pOq est fermé.

Pour tout k, nous avons fpxkq P AO, mais O est ouvert et fpxkq YÝÑ fpxq parce que f est
séquentiellement continue. Par conséquent fpxq P AO et x P Af´1pOq.
Proposition 9.15.
Si X et Y sont deux espaces métriques et f, g : X Ñ Y sont deux fonctions continues égales sur
une partie dense de X alors f “ g.

Démonstration. Les fonctions f et g sont séquentiellement continues (proposition 7.74, ou propo-
sition 9.10). Soient A un ensemble dense dans X sur lequel f et g sont égales, et x R A. Vu que
A est dense, il existe une suite an dans A telle que an Ñ x. La séquentielle continuité de f et g
donnent

fpanq Ñ fpxq (9.10a)
gpanq Ñ gpxq, (9.10b)

mais pour tout n, fpanq “ gpanq. Par unicité de la limite 6 dans Y , fpxq “ gpxq.

9.1.2 Espace métrisable

Définition 9.16 (Espace vectoriel topologique métrisable[115]).
Un espace topologique est métrisable si il existe une distance compatible avec la topologie.

Proposition 9.17 ([116]).
Soit un espace topologique métrisable X.
(1) Tout fermé de X est une intersection dénombrable d’ouverts.
(2) Tout ouvert de X est une union dénombrable de fermés.

Démonstration. Soit une métrique d compatible avec la topologie de X et un fermé A. Nous posons

Vn “ tx P X tel que dpx,Aq ă 1
n
u. (9.11)

Et juste pour faire simple nous notons V0 “ X.
Les parties Vn sont ouvertes Soit x P Vn. Trouvons un voisinage de x contenu dans Vn afin de

pouvoir encore invoquer le théorème 7.4. D’abord, vu que x P Vn, il existe a P A tel que
dpx, aq ă 1

n (ici les inégalités strictes sont importantes).

5. Proposition 9.11.
6. Proposition 7.65.
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Soient ε ą 0 que nous fixerons plus bas, et y P Bpx, εq. L’inégalité triangulaire donne

dpy, aq ď dpy, xq ` dpx, aq ă ε` 1
n
. (9.12)

Nous pouvons donc choisir ε de telle sorte que dpy, aq ă 1{n. Avec ce ε, nous avons, pour
tout y P Bpx, εq :

dpy,Aq ď dpy, aq ă 1
n

(9.13)

et donc y P Vn.
A est l’intersection des Vn Nous avons évidemment A Ă Vn pour tout n. Et d’autre part, si

a P ŞnPN Vn alors dpa,Aq ă 1
n pour tout n. Cela implique dpa,Aq “ 0, et donc a P A par le

lemme 7.101.
Ceci démontre le point (1).
En ce qui concerne la seconde partie, nous appliquons la première partie au complémentaire.

Si O est ouvert, Oc est fermé et
Oc “

č

nPN
Vn, (9.14)

ce qui donne immédiatement
O “

ď

nPN
V c
n (9.15)

où les V c
n sont fermés.

Corollaire 9.18.
Si X est un espace topologique métrisable, alors X accepte une base dénombrable de topologie
autour de chaque point.

Démonstration. Il s’agit seulement de remarquer que les singletons sont fermés et d’appliquer la
proposition 9.17.

9.2 Suites de Cauchy, métrique et espaces complets

9.2.1 Généralités

Définition 9.19 (Suite de τ -Cauchy, espace vectoriel topologique[117, 118]).
Soit E un espace vectoriel topologique. Une suite pxkq dans E est une suite τ-Cauchy si pour
tout voisinage U de 0 il existe N P N tel que xk ´ xl P U pour tout k, l ě N .

Définition 9.20 (Espace τ -complet).
Nous disons qu’une partie A d’un espace vectoriel topologique est τ-complet si toute suite τ -
Cauchy d’éléments de A converge 7 vers un élément de A.

Définition 9.21 (Suite de Cauchy, espace métrique).
Une suite pakq dans un espace métrique pV, dq est de Cauchy si pour tout ε P R, il existe N tel
que si n,m ě N alors dpan, amq ă ε.

Notons qu’ici, même si l’espace V n’a rien à voir avec R, nous prenons ε dans R et la distance
à valeurs dans R. Cela semble une évidence, mais il faut se rendre compte que R commence à
prendre une place centrale dans nos constructions. Ce n’était pas le cas du temps où nous parlions
de suites de Cauchy et de complétude dans des corps totalement ordonnés (définitions 1.73). Dans
ce contexte, le ε était pris dans le corps lui-même.

Définition 9.22 (Métrique complète).
Soit pE, dq un espace métrique. Nous disons que la métrique d est complète si toute suite de
Cauchy dans pE, dq converge dans E.

7. Définition 7.25.
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9.23.
Ces définitions méritent quelques remarques.
(1) Dans le cas des espaces vectoriels topologiques, nous définissons les notions de suite τ -Cauchy

et d’espace topologique τ -complet. Nous ajoutons le préfixe τ pour indiquer que ce sont des
notions topologiques.

(2) Dans le cas des espaces métriques, nous définissons la notion de métrique complète. C’est
bien la métrique qui est complète, et non l’espace. En effet nous allons voir dans l’exemple
9.25 que le même espace topologique peut accepter plusieurs distances différentes (donnant
la même topologie) donnant lieu à des suites de Cauchy différentes.

(3) Si un espace vectoriel a une topologie issue d’une distance, rien ne dit que ses suites τ -Cauchy
et ses suites de Cauchy sont les mêmes. Ce sont deux notions a priori séparées. Si V est un
espace vectoriel topologique que l’on peut munir de deux distances d1, d2 donnant toutes
deux la topologie, dire que V est τ -complet, dire que d1 est complète et dire que d2 est
complète sont trois choses différentes. Même si les trois topologies sont identiques.

(4) Nous allons bien entendu voir que dans de larges gammes d’exemples, les notions de suite de
Cauchy et τ -Cauchy coincident.

Définition 9.24.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet 8 pour la topologie de la norme.

Exemple 9.25(La complétude n’est pas une propriété topologique[119])
Le fait pour un espace d’être complet n’est pas une propriété topologique, mais une propriété mé-
trique. Plus exactement, il existe des espaces topologiques isomorphes, mais dont l’un est complet
et l’autre non.

Nous considérons la distance suivante sur N :

d1px, yq “
ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ. (9.16)

Pour vérifier que cette formule définit bien une distance (définition 7.87), le seul point non immédiat
est l’inégalité triangulaire :

d1px, yq “
ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
z

ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ1
z
´ 1
y

ˇ̌
ˇ “ d1px, zq ` d1pz, yq. (9.17)

Au niveau de la topologie induite par cette distance, c’est la topologie discrète. En effet, soit
x P N et ε ą 0 ; nous voulons déterminer la boule Bpx, εq en résolvant l’équation

ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ ă ε (9.18)

pour y P N. Nous trouvons que 1
y ą 1

x ´ ε et 1
y ă 1

x ` ε, soit
$
’’&
’’%

y ą 1
1
x ` ε

(9.19a)

y ă 1
1
x ´ ε

. (9.19b)

Si ε est assez petit, la seule solution entière est y “ x. Les ouverts sont donc toutes les parties
parce que tous les singletons sont ouverts.

L’espace topologique associé à pN, d1q est donc la topologie discrète 9.
Si nous considérons par contre la distance usuelle surN, à savoir dpx, yq “ |x´y|, nous obtenons

encore la topologie discrète. Nous avons donc un isomorphisme d’espaces topologiques

pN, dq » pN, d1q. (9.20)

8. Définition 9.22.
9. Celle dont toutes les parties sont des ouverts.
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Nous pouvons même donner un isomorphisme explicite : fpnq “ n.
La suite pxnq “ n est une suite de Cauchy dans pN, d1q parce que si ε ą 0 est donné, il suffit de

prendre N assez grand pour avoir 1
N ă ε (possible par le lemme 1.109) nous avons, pour n,m ą N :

ˇ̌
ˇ 1
n
´ 1
m

ˇ̌
ˇ ă 1

n
ă 1
N
ă ε. (9.21)

Or cette suite ne converge pas. Soit en effet un candidat limite k. Calculons

d1pxn, kq “
ˇ̌
ˇ 1
n
´ 1
k

ˇ̌
ˇÑ 1

k
‰ 0. (9.22)

L’espace pN, d1q n’est pas complet.
Notons que cette suite n’est pas de Cauchy dans pN, dq.
En résumé :

(1) Les espaces topologiques pN, dq et pN, d1q sont isomorphes.
(2) Ils ont les mêmes notions de suites convergentes : une suite convergente pour l’un est conver-

gente pour l’autre.
(3) Ils n’ont pas les mêmes notions de suites de Cauchy.
(4) Dans pN, d1q, il existe des suites de Cauchy qui ne convergent pas (pas complet).
(5) L’espace pN, dq est complet, mais pN, d1q n’est pas complet.
(6) Le fait pour un espace topologique métrique d’être complet n’est pas intrinsèque à sa topo-

logie : la complétude est une propriété de la distance. La complétude est une propriété de la
métrique, et non de la topologie qui s’en suit.

4

9.2.2 Espace topologique métrique

Dans les espaces vectoriels topologiques métriques, il n’y a pas d’ambiguïté.

Proposition 9.26 (Caractérisations avec la distance d).
Soit pE, dq un espace vectoriel topologique métrique.
(1) Une suite pxnq dans E est convergente 10 vers x si et seulement si pour tout ε P R il existe

Nε tel que pour tout n ě Nε nous avons dpxn, xq ď ε.
(2) Une suite pxnq dans E est de Cauchy 11 si pour tout ε P R, il existe un Nε tel que si p, q ě Nε,

nous avons dpxp, xqq ď ε.

Démonstration. En ce qui concerne la convergence :
Sens direct Nous supposons que xk Ñ x dans E. Soit ε ą 0 ; vu que Bpx, εq est un ouvert

contenant x, il existe un Nε ą 0 tel que k ą Nε implique xk P Bpx, εq. Cela signifie dpx, xkq ď
ε.

Réciproque Nous supposons que pour tout ε ą 0, il existe Nε ą 0 tel que si k ą Nε alors
xk P Bpx, εq. Soit un ouvert O autour de x. Nous sommes dans un espace métrique ; ergo
la topologie est donné par le théorème 7.88 et en particulier la liste des ouverts est donnée
par (7.53). Il existe donc une boule Bpx, εq incluse à O. Pour tout k ą Nε nous avons alors
xk P Bpx, εq Ă O.

En ce qui concerne les suites de Cauchy :

10. Définition 7.25.
11. Définition 9.19.
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Sens direct Si pxnq est une suite de Cauchy et si ε ą 0 est donné, alors Bp0, εq est un voisinage
de 0 et il existe Nε tel que si p, q ě Nε alors xp´xq P Bp0, εq. Posons u “ xp´xq ; en utilisant
l’invariance par translation (lemme 7.110(1)) nous avons

dpu, 0q “ dpxp ´ xq, 0q “ dpxp, xqq. (9.23)

Par conséquent dpxp, xqq ď ε.
Réciproque Soit O un voisinage de 0. Il existe ε tel que Bp0, εq Ă O. Par hypothèse il existe Nε

tel que dpxp, xqq ď ε dès que p, q ě Nε. En utilisant encore l’invariance par translation nous
avons

dpxp, xqq “ dpxp ´ xq, 0q, (9.24)

et comme cela est plus petit que ε, nous avons xp ´ xq P Bp0, εq Ă O.

Proposition 9.27 ([120]).
Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy.

Démonstration. Nous utilisons les caractérisations de la proposition 9.26 des suites convergentes
et de Cauchy.

Soit un espace métrique pX, dq et xn Ñ ` une suite convergente. Si ε ą 0, la proposition 9.26(1),
dit qu’il existe N tel que pour tout n ą N nous ayons dpxn, `q ă ε. Par conséquent si n,m ą N
alors

dpxn, xmq ď dpxm, `q ` dpl, xmq ď 2ε. (9.25)

Cela prouve que pxnq est une suite de Cauchy.

9.3 Topologie et espace vectoriel

9.3.1 Espace vectoriel topologique

Définition 9.28.
Un espace vectoriel V sur le corps K muni d’une topologie est un espace vectoriel topologique
si
(1) la somme de deux vecteurs est une application continue 12 V ˆ V Ñ V ; et
(2) la multiplication par un scalaire est une application continue 13 Kˆ V Ñ V .

On le redit quand même : le corps 14 lui-même doit avoir sa topologie. Dans la grande majorité
des cas, ce corps est R ou C muni de la topologie usuelle.

Mine de rien, le fait que les deux opérations usuelles soient continues a de belles conséquences
sur la topologie de l’espace. . .

Proposition 9.29 ([118]).
Pour x P V et λ P K, λ ‰ 0 fixés, les fonctions Tx et Mλ définies par :

Tx :V Ñ V et Mλ :V Ñ V (9.26)
y ÞÑ x` y y ÞÑ λy (9.27)

sont des homéomorphismes de V dans V .

Démonstration. Ce sont des bijections continues, dont les inverses sont respectivement T´x et
M1{λ.
12. Naturellement, l’espace V ˆ V est muni de la topologie produit.
13. Naturellement, l’espace Kˆ V est muni (lui aussi) de la topologie produit.
14. Définition 1.61
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Corollaire 9.30 (Invariance de la topologie [118]).
Toute base de voisinage de 0 se transporte en tout point de l’espace vectoriel topologique.

Lemme 9.31 ([118]).
Soit V un espace vectoriel topologique, et W un voisinage de 0. Il existe U un voisinage de 0,
symétrique 15, tel que U ` U “W .

Démonstration. Par continuité de l’addition et par la définition de la topologie produit, il existe
U1 et U2 tels que U1 ` U2 ĂW . En posant U “ U1 X U2 X p´U1q X p´U2q, on a un sous-ensemble
symétrique de U1 et U2, si bien que U ` U “W .

Définition 9.32.
Une distance d sur un espace vectoriel topologique V est dite compatible avec la topologie si la
topologie induite 16 de d est celle de V .

Une distance d sur un espace vectoriel V est dite invariante si pour tout x, y, u P V nous
avons

dpx` u, y ` uq “ dpx, yq. (9.28)

Notons que lorsque nous parlons d’une distance compatible avec un espace vectoriel topologique,
nous parlons de compatibilité avec la topologie, pas avec la structure vectorielle.

Théorème 9.33 ([118]).
Si V est un espace vectoriel topologique possédant en tout point une base de topologie dénombrable,
alors il existe une distance d sur V telle que
(1) d est compatible avec la topologie de V ,
(2) d est invariante par translation.

Démonstration. Grâce à la proposition 9.30, on peut tout ramener en 0 puis faire les transports
en tous les points de l’espace. Mieux : grâce à la proposition 9.31 (appliquée deux fois de suite),
on peut créer une base de voisinage pUnq de 0 telle que pour tout n P N,

Un`1 ` Un`1 ` Un`1 ` Un`1 Ă Un. (9.29)
Pour tous entiers naturels n et k, on obtient alors

Un`1 ` Un`2 ` ¨ ¨ ¨ ` Un`pk´1q ` Un`k Ă Un`1 ` Un`1 Ă Un. (9.30)
On construit à présent, pour tout n P N, l’ensemble

Dn “
! nÿ

i“1

ci
2i tel que @i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, ci P t0, 1u

)
, (9.31)

et D “ Yną0Dn. Ensuite, définissons φ sur D Y r1,`8r et à valeurs dans les parties de V :

φprq “
#
V si r ě 1;
c1U1 ` ¨ ¨ ¨ ` cnUn si r P Dn.

(9.32)

Quelques remarques sur cette fonction.
(1) φprq ` φpsq Ă φpr ` sq : Si déjà r ` s ě 1, c’est clair. Sinon, on se place dans Dn avec le n

qui va bien – de telle sorte que r, s et r ` s soient dedans. Notons :

r “
nÿ

i“1

ri
2i ; (9.33)

s “
nÿ

i“1

si
2i ; (9.34)

r ` s “
nÿ

i“1

ti
2i . (9.35)

15. C’est-à-dire que, pour tout x P V , on a x P U si et seulement si ´x P U .
16. Définition 7.88.



396 CHAPITRE 9. TOPOLOGIE GÉNÉRALE, LE RETOUR

Deux cas se produisent. Si pour tout i, ti “ ri ` si, alors
φpr ` sq “

ÿ

i

tiUi “
ÿ

i

riUi `
ÿ

i

siUi “ φprq ` φpsq; (9.36)

l’égalité a lieu car ri et si ne peuvent jamais valoir 1 en même temps.
Sinon, posons k le plus petit entier tel que tk ‰ rk`sk. Alors, nécessairement, rk “ 0, sk “ 0
et tk “ 1. Il s’ensuit, grâce à (9.29) et (9.30), que

φprq “
k´1ÿ

i“1
riVi `

nÿ

i“k`1
riVi Ă

k´1ÿ

i“1
riVi ` Vk`1 ` Vk`1; (9.37)

φpsq “
k´1ÿ

i“1
siVi `

nÿ

i“k`1
siVi Ă

k´1ÿ

i“1
siVi ` Vk`1 ` Vk`1; d’où (9.38)

φprq ` φpsq “
k´1ÿ

i“1
riVi `

k´1ÿ

i“1
siVi ` Vk`1 ` Vk`1 ` Vk`1 ` Vk`1 “

k´1ÿ

i“1
tiVi ` Vk Ă φpr ` sq.

(9.39)

(2) 0 P φprq pour tout r : en effet, φprq n’est jamais vide, c’est toujours un voisinage de 0.
(3) si r ă s alors φprq Ă φpsq : il suffit d’écrire

φprq Ă φprq ` φps´ rq Ă φpsq. (9.40)

Enfin, on définit
dpx, yq “ inftr P r0; 1s tel que y ´ x P φprqu. (9.41)

Il suffit alors de voir que d convient. De par sa définition, il est clair qu’elle est invariante par
translation ; reste à voir que c’est bien une distance, et qu’elle est compatible avec la topologie.
dpx, xq “ 0 Oui, car 0 est dans φprq, pour tout r, puisque les Ui sont des voisinages de 0.
dpx, yq “ dpy, xq Oui, car tous les voisinages considérés sont symétriques : pour tout i et tout

x P V , on a x P Ui si et seulement si ´x P Ui.
dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq Soit ε ą 0. Par définition des distances comme infimums, et grâce au

corollaire 1.113, il existe r et s dans D tels que :

dpx, yq ă r ă dpx, yq ` ε

2 et dpy, zq ă s ă dpy, zq ` ε

2 . (9.42)

Comme dpx, yq`dpy, zq ă r`s, et par la remarque (3) sur φ, on a y´x P φprq et z´y P φpsq ;
donc

py ´ xq ` pz ´ yq “ z ´ x P φprq ` φpsq Ă φpr ` sq (9.43)

Ainsi, pour tout ε ą 0, on a

dpx, zq ď r ` s ă dpx, yq ` dpy, zq ` ε. (9.44)

Compatibilité avec la topologie Si dp0, yq ă r, alors y P φprq ; en particulier pour r “ 1{2k,
on a y P φprq “ Vk. D’où, pour tout n P N, Bp0, 1{2nq Ă Vn.

Proposition 9.34.
Un espace vectoriel topologique 17 est métrisable si et seulement si il possède en tout point une base
dénombrable de topologie.

Démonstration. Il s’agit seulement de mettre bout à bout les corollaires 9.18 et théorème 9.33.
17. Définition 9.28.
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9.3.2 Équivalence entre Cauchy et τ´Cauchy

Lemme 9.35.
Soit un espace vectoriel topologique 18 V et une distance d : V ˆ V Ñ R` compatible 19 avec la
topologie de V . Si d est invariante 20, alors les suites de Cauchy pour d et les suites τ -Cauchy sont
les mêmes.

Démonstration. Nous avons deux implications à prouver.
Cauchy pour d implique τ-Cauchy Soit pxnq, une suite de Cauchy dans V pour d, et un voi-

sinage U de 0. Vu que d est compatible avec la topologie de V , il existe une boule ouverte
Bp0, εq incluse à U . Soit N ą 0 tel que m,n ą N implique dpxn, xmq ă ε. Par invariance de
la métrique, nous avons aussi

dp0, xm ´ xnq ă ε, (9.45)

c’est-à-dire xm ´ xn P Bp0, εq Ă U . La suite pxnq est donc τ -Cauchy.
τ-Cauchy implique Cauchy pour d Soit pxnq, une suite τ -Cauchy dans V et ε ą 0. Vu que

Bp0, εq est un voisinage de 0 dans V , il existe N tel que m,n ą N implique xn´xm P Bp0, εq.
Cela signifie que dp0, xn ´ xmq ă ε et toujours par invariance, que dpxn, xmq ă ε.

Tout ceci nous mène à donner une large classe d’espaces vectoriels topologiques sur lesquelles
les notions de suites de Cauchy pour une distance et τ -Cauchy coïncident.

Théorème-définition 9.36.
Soit V un espace vectoriel topologique métrisable 21, alors il admet une métrique d compatible avec
la topologie telle que une suite dans V est de Cauchy pour d si et seulement si elle est τ -Cauchy.

Une suite de Cauchy dans un espace vectoriel métrique pE, dq est une suite τ -Cauchy ou de
Cauchy pour d.

Démonstration. Soit d une métrique sur V satisfaisant au théorème 9.33. Vu qu’elle est invariante
par translation, les suites d-Cauchy sont exactement les suites τ -Cauchy par le lemme 9.35.

Remarque 9.37.
Même si V est métrisable, si on choisit la métrique n’importe comment, on ne peut rien espérer.

9.38.
Sur les espaces vectoriels topologiques métrisables, nous pouvons donc parler de suite de Cauchy
sans préciser si nous parlons de τ -Cauchy ou de d-Cauchy, parce que nous sous-entendons avoir
choisi une métrique non seulement compatible avec la topologie, mais également invariante par
translation.

Il reste cependant à traiter le cas d’un espace vectoriel topologique non métrisable. Dans ce
cas, il n’y a pas de métrique, et la question de l’équivalence des définitions ne se pose pas.

Le théorème suivant donne la complétude de R et le critère de Cauchy pour les définitions
métriques et topologiques usuelles. Lorsqu’on dit que R est complet, le plus souvent nous parlons
de ce théorème, et non de 1.118 qui en est un lemme indispensable mais qui parle de notions
différentes, bien que très liées.

Théorème 9.39 (Complétude de R, critère de Cauchy[9]).
Nous avons :
(1) L’espace métrique pR, dq est complet (définition 9.22).

18. Définition 9.28.
19. Définition 9.32.
20. Définition 9.32.
21. i.e. admet une base dénombrable de topologie, voir la proposition 9.34
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(2) Une suite dans R est convergente (définition 7.25) si et seulement si elle est de Cauchy
(définition 9.36).

Démonstration. Tout ce théorème se base sur le fait que la définition de suite de Cauchy dans
pR, dq et de suite convergente dans pR, dq coïncident avec les définitions correspondantes dans R
vu comme simple corps ordonné (définitions 1.73).

Donc si pxnq est de Cauchy dans pR, dq, elle est de Cauchy dans le corps ordonné pR,ďq. Donc
le théorème 1.118 nous dit que pxnq est convergente dans pR,ďq. Et donc convergente dans pR, dq.

Toutes les autres affirmations se prouvent de la même manière.

Si vous n’êtes pas sûr ou si vous ne voulez pas étudier les notations de convergence et de suites
de Cauchy dans les corps, vous pouvez simplement recopier la démonstration du théorème 1.118
en remplaçant partout Q par R, et aussi en remplaçant les |x´ y| par dpx, yq.
9.40.
Nous pouvons également mettre une structure d’espace métrique sur C en posant

dpz, z1q “ |z ´ z1|. (9.46)

Proposition 9.41.
L’espace métrique pC, dq est complet.

Démonstration. Commençons par nous rendre compte que pour tout z P C nous avons |Repzq| ď
|z|. C’est bon ? Vous vous en êtes rendu compte ? Ok. Continuons.

Soit une suite de Cauchy pzkq dans C et ε ą 0. Si xk “ Repzjq, nous avons
|xk ´ xl| “ |Repzk ´ zlq| ď |zk ´ zl|. (9.47)

Vu que pzkq est de Cauchy, il existe un N tel que si k, l ě N ,

|xk ´ xl| ď |zk ´ zl| ď ε. (9.48)

Donc la suite des parties réelles converge par la complétude de pR, dq du théorème 9.39. Notez
que le d ici n’est pas tout à fait le même, et que la démonstration fonctionne parce que la distance
prise sur R est la restriction à R de la distance prise sur C. Notons x la limite de pxkq.

De la même manière la suite des parties imaginaires yk “ Impzkq converge vers un réel que
nous notons y. Avec tout cela, la suite zk converge dans C vers x ` iy. En effet pour ε donné et
pour un k suffisament grand,

|zk ´ px` iyq| “
ˇ̌
Repzkq ´ x` ipImpzkq ´ yq

ˇ̌ ď |xk ´ x| ` |yk ´ y| ď ε. (9.49)

9.4 Norme ; espace vectoriel normé
La valeur absolue est essentielle pour introduire les notions de limite et de continuité pour

les fonctions d’une variable. Par exemple nous verrons dans la proposition 13.42 que la fonction
f : RÑ R est continue en a si et seulement si pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

|x´ a| ď δ ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε. (9.50)

La quantité |x ´ a| donne la « distance » entre x et a ; la définition de la continuité signifie que
pour tout ε, il existe un δ tel que si a et x sont au plus à la distance δ l’un de l’autre, alors fpxq
et fpaq ne seront éloignés au plus d’une distance ε.

La valeur absolue, dans R, nous sert donc à mesurer des distances entre les nombres. Les
principales propriétés de la valeur absolue sont :
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(1) |x| “ 0 implique x “ 0,
(2) |λx| “ |λ||x|,
(3) |x` y| ď |x| ` |y|

pour tout x, y P R et λ P R.
Afin de donner une notion de limite pour les fonctions de plusieurs variables, nous devons

trouver un moyen de définir les notions de « taille » d’un vecteur et de distance entre deux points
de Rn, avec n ą 1. La notion de « taille » doit satisfaire propriétés analogues à celles de la valeur
absolue.

La première notion de « taille » pour un vecteur de R2 que nous vient à l’esprit est la longueur
du segment entre l’origine et l’extrémité libre du vecteur. Cela peut être calculée à l’aide du
théorème de Pythagore :

taille de pa, bq “
a
a2 ` b2. (9.51)

Nous pouvons introduire une notion de distance entre les éléments de R2 de façon similaire :

d
`pax, ayq, pbx, byq

˘ “
b
pax ´ bxq2 ` pay ´ byq2. (9.52)

Cette définition a l’air raisonnable ; est-elle mathématiquement correcte ? Peut-elle jouer le rôle de
la valeur absolue dans R2 ? Est-elle la seule définition possibles de « taille » et distance en R2 ?

Nous voulons formaliser les notions de « taille » et de distance dans Rn, et plus généralement
dans un espace vectoriel V de dimension finie. Pour cela nous nous inspirons des propriétés de la
valeur absolue.

9.4.0.1 Critère de Cauchy

Lemme 9.42.
Une suite de Cauchy 22 dans un espace vectoriel normé admettant une sous-suite convergente est
elle-même convergente vers la même limite.

Démonstration. Soit panq une suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé E et ` la limite
d’une sous-suite de panq. Soit ε ą 0 et N P N tel que }am´ ap} ă ε dès que m, p ě N . Nous allons
montrer que si k ą N alors }ak´`} ă 2ε. Pour cela nous considérons un n ą N tel que }an´`} ď ε
et nous calculons

}ak ´ `} ď }ak ´ an} ` }an ´ `} ď 2ε. (9.53)

Dans le cas des espaces de dimension finie, le fait d’être complet est automatique, comme le
montre la proposition suivante.

Proposition 9.43.
Soit

`
E, }.}˘ un espace vectoriel normé de dimension finie sur un corps K qui est complet 23. Alors

E est complet 24.

Pour rappel, la complétude de l’espace métrique R est la proposition 1.79.

Démonstration. Nous considérons une suite de Cauchy pfnq dans E et si teαu est une base or-
thonormée de E nous définissons les coefficients fn “ ř

α anαeα. La somme sur α est finie par
hypothèse sur la dimension de E.

Nous avons
}fn ´ fm} “ }

ÿ

α

panα ´ amαqeα} “
ÿ

α

|anα ´ amα|2. (9.54)

22. Définition 9.21.
23. La définition est 1.73, mais si vous n’avez pas envie de vous embarquer trop loin, dites juste « toutes les suites

de Cauchy convergent ». Typiquement c’est R ou C.
24. Définition 9.22.
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Pour tout ε, il existe N tel que si m,n ą N alors |anα´amα| ă ?ε. Autrement dit, pour chaque α,
la suite panαqαPN est de Cauchy dans K et converge donc dans K. Soit aα la limite et définissons
f “ ř

α aαeα. Nous avons alors

}fn ´ f} “ }
ÿ

α

panα ´ aαqeα}, (9.55)

dont la limite n Ñ 8 est bien zéro. Donc la suite pfnq converge vers f P E. L’espace E est alors
complet.

Proposition 9.44.
Soient V et W deux espaces vectoriels normés. Soient K une partie compacte de V et f : K ÑW
une fonction continue. Alors l’image fpKq est compacte dans W .

Ce résultat est démontré dans un cadre plus général par le théorème 7.86.

Démonstration. Nous allons prouver que fpKq est fermée et bornée.
fpKq est fermé Nous allons prouver que si pynq est une suite convergente contenue dans fpKq,

alors la limite est également contenue dans fpKq. Dans ce cas, nous aurons que l’adhérence
de fpKq est contenue dans fpKq et donc que fpKq est fermé. Pour chaque n P N, le vecteur
yn appartient à fpKq et donc il existe un xn P K tel que fpxnq “ yn. La suite pxnq ainsi
construite est une suite dans le fermé K et possède donc une sous-suite convergente (propo-
sition 8.19). Notons px1nq cette sous-suite convergente, et a sa limite : limpx1nq “ a P K. Le
fait que la limite soit dans K provient du fait que K est fermé.
Nous pouvons considérer la suite fpx1nq dans W . Cela est une sous-suite de la suite pynq, et
nous avons lim fpx1nq “ a parce que f est continue. Par conséquent nous avons

fpaq “ lim fpx1nq “ lim yn. (9.56)

Cela prouve que la limite de pynq est dans fpKq et par conséquent que fpKq est fermé.
fpKq est borné Si fpKq n’est pas borné, nous pouvons trouver une suite pxnq dans K telle que

}fpxnq}W ą n (9.57)

Mais par ailleurs, l’ensemble K étant compact (et donc fermé), nous avons une sous-suite
px1nq qui converge dans K. Disons limpx1nq “ a P K.
Par la continuité de f nous avons alors fpaq “ lim fpx1nq, et donc

|fpaq| “ lim |fpx1nq|. (9.58)

La suite fpx1nq est alors une suite bornée, ce qui n’est pas possible au vu de la condition
(9.57) imposée à la suite de départ pxnq.

Corollaire 9.45.
Si f : K Ñ R est une application continue où K est une partie compacte d’un espace vectoriel
normé, alors fpKq est borné.
Démonstration. En effet, la proposition 9.44 montre que fpKq est compact et donc borné.

9.4.1 Quelques exemples de normes sur Rn

Il est possible de définir de nombreuses normes sur Rn. Citons-en quelques-unes.

Proposition-définition 9.46.
Les formules suivantes définissent des normes sur Rn.
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(1) Les normes }.}Lp (p P N) sont définies de la façon suivante :

}x}Lp “
´ nÿ

i“1
|xi|p

¯1{p
, (9.59)

pour tout x “ px1, . . . , xnq P Rn.
(2) La norme L2 est la norme euclidienne.
(3) Nous définissons également la norme supremum par

}x}8 “ max
i
|xi|. (9.60)

Démonstration. Point par point 25.
(1)
(2) Le fait que x ÞÑ }x}L2 soit une norme provient de la propriété suivante :

apa` bq2 ď
?
a2 `

?
b2, (9.61)

laquelle se démontre en passant au carré :

pa` bq2 “ a2 ` b2 ` 2ab ď a2 ` b2 ` 2|ab| “ `?
a2 `

?
b2
˘2
. (9.62)

(3)

Parmi ces normes, celles qui seront le plus souvent utilisées dans ces notes sont

}x}L1 “
nÿ

i“1
|xi|,

}x}L2 “
´ nÿ

i“1
|xi|2

¯1{2
.

(9.63)

‚
pAx, Ayq

‚ pBx, Byq

‚ C

1 2 3

1

2

3

4

Figure 9.2 – La norme euclidienne induit la distance euclidienne. D’où son nom. Le point C est
construit aux coordonnées pAx, Byq.

Soient A “ pAx, Ayq et B “ pBx, Byq deux éléments de R2. La distance 26 euclidienne entre A
et B est donnée par }A ´ B}2. En effet, sur la figure 9.2, la distance entre les points A et B est
donnée par

|AB|2 “ |AC|2 ` |CB|2 “ |Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2, (9.64)
par conséquent,

|AB| “
b
|Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2 “ }A´B}2. (9.65)

25. Preuve non terminée
26. Ne pas confondre « distance » et « norme ».
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Remarque 9.47.
Si A, B et C sont trois points dans le plan R2, alors l’inégalité triangulaire |AB| ď |AC| ` |CB|
est précisément la propriété (3) de la norme (définition 7.106). En effet l’inégalité triangulaire
s’exprime de la façon suivante en terme de la norme }.}2 :

}A´B}2 ď }A´ C}2 ` }C ´B}2. (9.66)

En notant u “ A´C et v “ C´B, l’équation (9.66) devient exactement la propriété de définition
de la norme :

}u` v}2 ď }u}2 ` }v}2. (9.67)

Ceci explique pourquoi cette propriété des normes est appelée « inégalité triangulaire ».

9.5 Espaces métriques

9.5.1 Espaces métrisables

Définition 9.48.
Un espace topologique est métrisable s’il est homéomorphe à un espace métrique.

Proposition 9.49.
Une fonction séquentiellement continue sur un espace métrisable et à valeurs dans un espace mé-
trique est continue.

Démonstration. Soient E un espace métrique et φ : X Ñ pE, dq un homéomorphisme. Nous sup-
posons que f : X Ñ Y est séquentiellement continue. Nous considérons l’application f̃ “ f ˝ φ´1,
c’est-à-dire

f̃ : E Ñ Y

a ÞÑ f
`
φ´1paq˘. (9.68)

L’application φ´1 est continue et donc séquentiellement continue. De plus f̃ est séquentiellement
continue. En effet si ak EÝÑ a, alors

f̃pakq “ f
`
φ´1pakq

˘
, (9.69)

mais φ´1 est séquentiellement continue, donc φ´1pakq XÝÑ φ´1paq, ce qui signifie que φ´1pakq est
une suite convergente dans X et donc

lim
kÑ8 f̃pakq “ lim

kÑ8 f
`
φ´1pakq

˘ “ f
`
φ´1paq˘ “ f̃paq. (9.70)

L’application f̃ est donc séquentiellement continue. Mais étant donné que f̃ est définie sur un espace
métrique (E) et à valeurs dans un métrique, elle est continue par la proposition 9.14. L’application
f “ f̃ ˝ φ est donc continue en tant que composée d’applications continues.

9.5.2 Fonctions continues

La propriété suivante donne des caractérisations importantes de la continuité dans le cas des
espaces métriques.

Proposition 9.50 (Continuité, ouverts et voisinages et limite[121]).
Soient f : E Ñ F une application entre espaces métriques et a P E. Alors nous avons équivalence
entre les choses suivantes :
(1) f est continue en a,
(2) Pour tout voisinage ouvertW de fpaq, il existe un voisinage ouvert V de a tel que fpV q ĂW .
(3) Pour toute boule W 1 “ B

`
fpaq, ε˘, il existe une boule V 1 “ Bpa, δq telle que fpV q ĂW .

(4) @ε ą 0, Dδ ą 0 tel que f
`
Bpa, δq˘ Ă B

`
fpaq, ε˘.
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(5) limxÑa fpxq “ fpaq où la limite est donnée par la définition 7.62,
(6) Pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que }x´ a} ă δ implique }fpxq ´ fpaq} ă ε.

La proposition 9.78 nous montrera que ces équivalences tiennent encore lorsque l’espace a une
topologie de semi-normes.

Démonstration. L’équivalence (1) ô (2) est la définition 7.66. L’équivalence (3) ô (4) est une
simple paraphrase.

Montrons (2) ñ (3). Si W 1 “ B
`
fpaq, δ˘, nous avons un voisinage V de a tel que fpV q Ă W .

L’ensemble V contenant une boule autour de chacun de ses points 27, il en contient un autour de
a : V 1 “ Bpa, δq Ă V . A fortiori nous avons fpV 1q ĂW .

Montrons (3) ñ (2). Si W est un ouvert autour de fpaq, il contient une boule autour de fpaq :
B
`
fpaq, ε˘ ĂW . Il existe donc une boule V 1 “ Bpa, δq telle que fpV 1q Ă B

`
fpaq, ε˘ ĂW .

L’équivalence (1) ô (5) est la définition 7.66 de la continuité en un point couplée à l’unicité
de la limite due à la proposition 7.65 parce qu’un espace métrique est séparé.

Prouvons (5) ñ (6). Soient ε ą 0 et V “ B
`
fpaq, ε˘. Étant donné que fpaq est une limite de f

pour xÑ a, il existe un voisinageW de a tel que fpW q Ă V . Soit δ ą 0 tel que Bpa, δq ĂW ; alors
si }x´a} ă δ nous avons x P Bpx, δq ĂW et donc fpxq P B`fpaq, ε˘, c’est-à-dire }fpaq´fpxq} ă ε.

Enfin l’implication (2) ñ (5) est une réécriture de la définition de la limite en un point.

Voici un théorème qui parle de fermés emboîtés dans un espace métrique. Le corollaire 7.53
parle du cas XiAi “ H dans un compact.

Théorème 9.51 (Théorème des fermés emboîtés[122]).
Soit pE, dq un espace métrique. Il est complet si et seulement si toute suite décroissante de fermés
non vides dont le diamètre tend vers zéro a une intersection qui se réduit à un seul point.

Démonstration. En deux parties.
Condition suffisante Soit tFnunPN une telle suite de fermés emboités. Si nous choisissons des

points xn P Fn, nous obtenons une suite pxnq de Cauchy et qui est par conséquent convergente
vu que l’espace est par hypothèse complet. De plus, pour chaque N ě n, la queue de suite
pxnqněN est contenue dans FN et donc converge vers un élément de FN (parce que ce dernier
est fermé). Donc la limite de pxnq est dans ŞnPN Fn.
De plus cette intersection a diamètre nul parce que le diamètre de

Ş
nPN Fn est majoré par

tous les diamètres des Fn, lesquels sont arbitrairement petits par hypothèse. Donc l’intersec-
tion est réduite a un point.

Condition nécessaire Soit pxnq un suite de Cauchy. Nous considérons les ensembles

Fn “ txi tel que i ě nu. (9.71)

Le fait que la suite soit de Cauchy implique que diampFnq Ñ 0. Par hypothèse, nous avons
alors č

nPN
Fn “ tau. (9.72)

Pour s’assurer que a est bien la limite de pxnq, il suffit de remarquer que

dpxn, aq ď diamFn Ñ 0. (9.73)

Proposition 9.52.
Soient pX, dq un espace topologique métrique et F un fermé de X. Nous avons dpx, F q “ 0 si et
seulement si x P F .
27. Cela est le théorème-définition 7.88 des ouverts dans un espace métrique, à ne pas confondre avec le théo-

rème 7.4.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_des_ferm%C3%A9s_emboit%C3%A9s
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Démonstration. Si x P F alors dpx, F q “ 0 parce que dpx, xq fait partie de l’ensemble sur lequel
nous prenons l’infimum.

Si réciproquement dpx, F q “ 0, cela signifie que pour tout ε, il existe xε P F tel que dpxε, xq ď ψ.
En prenant ε “ 1{k nous construisons une suite pxkq d’éléments dans F vérifiant dpxk, xq “ 1

k .
Cela signifie que limkÑ8 xk “ x par la proposition 9.26(1).

Par la caractérisation séquentielle des fermés (un fermé contient les limites de toutes ses suites,
proposition 9.11), la suite pxkq étant dans F , la limite est dans F . Donc x P F .
Lemme 9.53.
Soit An une suite décroissante de fermés dans un espace métrique 28 compact K. Alors

C “
č

nPN
An (9.74)

est non vide.

Démonstration. Soit pxnq une suite dans K telle que xn P An. La suite étant contenue dans A1,
et A1 étant compact (lemme 7.59), elle possède une sous-suite pyn “ xσ1pnqq convergente dont la
limite est dans A1 par le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.97. Une queue de la suite yn est dans
A2 et nous considérons donc une sous-suite convergente dans A2 donnée par

zn “ yσ2pnq “ xσ1σ2pnq. (9.75)

En continuant ainsi nous construisons une suite convergente dans Ak. Nous considérons enfin la
suite

yn “ xσ1...σnpnq. (9.76)

Pour tout k, une queue de cette suite est une sous-suite de xσ1...σkpnq et par conséquent cette suite
converge dans Ak. La limite de cette suite est donc dans l’intersection demandée.

Remarque 9.54.
Cette propriété est fausse pour les ouverts. Par exemple

č

ną1
s0, 1

n
r “ H. (9.77)

Lemme 9.55.
Si K est un compact dans un espace métrique et F un fermé disjoint de K, alors dpK,F q ą 0.

Démonstration. Le fonction
K Ñ R

x ÞÑ dpx, F q (9.78)

est une fonction continue sur K, et donc atteint son minimum par le théorème de Weierstrass 7.99.
Soit x0 P K un point de K qui réalise ce minimum. Si dpx0, F q “ 0, alors on aurait une suite pxnq
dans F qui convergerait vers x0, mais F étant fermé cela signifierait que x0 serait dans F , ce qui
contredirait l’hypothèse que F et K sont disjoints.

Proposition 9.56 ([107]).
Une isométrie d’un espace métrique compact sur lui-même est une bijection.

Démonstration. Soient X un espace métrique compact et f : X Ñ X une isométrie. Le fait que f
soit injective est obligatoire (sinon il y a des images dont la distance est nulle). Il faut montrer que
f est surjective.

Soit x P X hors de fpXq. Le lemme 9.55 appliqué au fermé txu et au compact fpKq donne un
r ą 0 tel que

d
`
x, fpKq˘ ą r. (9.79)

28. L’hypothèse métrique provient de l’utilisation de Bolzano-Weierstrass, lequel est vrai pour les espaces séquen-
tiellement compacts, dont les espaces métriques.
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Soit la suite un “ fnpxq ; c’est une suite dans K et possède donc une sous-suite convergente
(Bolzano-Weierstrass7.97) que l’on nomme pynq. Vu que f est une isométrie,

dpyn, yn`1q “ dpx, ymq ą r (9.80)

pour un certain m ď n ` 1. Cela signifie que pour tout n, nous avons dpyn, yn`1q ą r, ce qui
contredit le fait que la suite pynq converge.
Proposition 9.57.
Soient pX, dq un espace métrique compact et punq une suite de X telle que

lim
nÑ8 dpun, un`1q “ 0. (9.81)

Alors l’ensemble des points d’accumulation 29 de punq est connexe.

Démonstration. Nous notons Γ l’ensemble des points d’accumulation de la suite.
Γ est compact Nous notons Ap “ tun tel que n ě pu et nous avons

Γ “
č

pPN
Ap (9.82)

parce que si x P Γ, alors pour tout n, il existe m ą n tel que xm P Bpx, εq, et donc tel que
x P Bpxm, εq. Donc pour tout ε et pour tout p, l’intersection Bpx, εq XAp est non vide.
En tant qu’intersection de fermés, Γ est fermé (lemme 7.3). En tant que fermé dans un
compact, Γ est compact (lemme 7.59).

Recouvrement par deux compacts Supposons que Γ ne soit 30 pas connexe. Nous pouvons
alors considérer S et O, deux ouverts disjoints recouvrant Γ et intersectant tout deux Γ.
Nous posons alors

A “ S X Γ (9.83a)
B “ O X Γ, (9.83b)

et nous avons évidemment Γ “ A Y B. Montrons que A est fermé (B le sera aussi par le
même raisonnement). Soit une suite d’éléments de S X Γ convergent dans X. Alors la limite
est dans Γ̄ “ Γ et donc elle est donc O ou S, mais elle est certainement dans S̄. Cependant
S̄ n’intersecte pas O. En effet si x P S̄ X O, alors tout voisinage de x intersecterait S, mais
il y a des voisinages de x étant inclus dans O parce que O est ouvert ; cela donnerait une
intersection entre O et S, ce qui est impossible. Donc la limite n’est pas dans O et donc elle
est dans S. Au final la limite est dans S X Γ, ce qui prouve son caractère fermé.
Comme d’habitude, ΓX S est compact parce que fermé dans un compact 31.

Décomposition en trois morceaux Vu que A et B sont des compacts disjoints, nous avons
dpA,Bq “ α ą 0 pour un certain α par le lemme 9.55. Nous notons

A1 “ tx P X tel que dpx,Aq ă α

3 u (9.84a)

B1 “ tx P X tel que dpx,Bq ă α

3 u (9.84b)

Nous avons A1 “ Ť
xPABpx, α3 q et donc en tant qu’union d’ouverts, A1 est ouvert (définition

de la topologie). Même chose pour B1.
Enfin nous notons

K “ XzpA1 YB1q (9.85)
qui est fermé en tant que complémentaire d’ouvert, et donc compact. Étant donné que A Ă A1
et B Ă B1, nous avons K X Γ “ H.
L’idée est maintenant de montrer que K contient un point d’accumulation de punq.

29. Définition 7.22.
30. est-ce qu’il faut vraiment un subjonctif ici ?
31. Lemme 7.59.
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Sous-suites de punq L’hypothèse sur la suite punq nous indique qu’il existe un N0 tel que @n ě
N0,

dpun, un`1q ă α

3 . (9.86)

Soient N ą N0 et x0 P A. Étant donné que x0 est point d’accumulation de la suite, il existe
n1 ą N tel que dpx0, un1q ă α

3 . Même chose dans B : nous prenons y0 P B et un naturel
n2 ą n1 tel que dpy0, un2q ă α

3 . Nous avons un1 P A1 et un2 P B1.
Soit n0 le plus petit naturel supérieur à n1 tel que un0 R A1. Cela existe parce que un2 P B1
et B1 X A1 “ H, mais n0 n’est pas n2 lui-même parce que dpA1, B1q ě α

3 alors que nous
considérons n0, n1, n2 ą N0 et donc pour tous les i entre n1 et n2 (compris), dpui, ui`1q ă α

3 .
Notons qu’ici le strict dans la condition (9.86) est important. Nous avons donc N0 ă n1 ă
n0 ă n2.
Nous allons maintenant montrer que un0 est dans K. C’est fait pour : il est loin en même
temps de A1 et de B1. En utilisant l’inégalité triangulaire à l’envers, nous avons

dpun0 , Bq ě dpun0´1, Bq ´ dpun0´1, un0q
ě dpA,Bq ´ dpun0´1, Aq ´ dpun0´1, un0q
ě α´ α

3 ´
α

3
“ α

3 .

(9.87)

Pour la dernière inégalité nous avons utilisé le fait que un0´1 n’est pas dans A1. Bref, nous
avons montré que un0 n’est pas dans B1 (dans la définition de ce dernier nous avons bien une
inégalité stricte). Vu que par définition un0 n’est pas non plus dans A1, nous avons un0 P K.
Nous avons montré jusqu’à présent que pour tout N ě N0, il existe un n0 ě N tel que
un0 P K. Cela nous construit donc une sous-suite pvnq de punq contenue dans K. En tant
que suite dans le compact K, la suite pvnq admet un point d’accumulation dans K. Ce
point est également point d’accumulation de la suite punq complète, ce qui donne un point
d’accumulation de punq dans K et donc une contradiction.

Nous concluons que Γ est connexe.

Encore une petite conséquence sans ambition du théorème de Bolzano-Weierstrass.

Proposition 9.58.
Si pxnq est une suite dans un compact telle que toute sous-suite convergente ait le même point x
comme limite. Alors la suite entière converge vers x.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un ε tel que pour tout N ą 0,
il existe n ą N avec dpxn, xq ą ε. Cela nous donne une sous-suite de pxnq composée d’éléments
tous à une distance de x supérieure à ε. Nous la nommons pynq ; c’est une suite dans un compact
qui admet donc une sous-suite convergente (et une telle sous-suite est une sous-suite de pxnq) dont
la limite devrait être x, mais c’est impossible par construction.

Lemme-définition 9.59.
Soi Ω un ouvert dans un espace métrique E. Il existe une suite pKnq de compacts tels que
(1) Kn Ă Ω
(2)

Ť8
n“0Kn “ Ω

(3) Kn Ă IntpKn`1q.
Une telle suite de compacts vérifie alors
(1) Il existe δn tel que pour tout z P Kn, Bpz, δnq Ă Kn`1.
(2) Tout compact de Ω est inclus dans IntpKnq pour un certain n.

Une telle suite de compacts est une suite exhaustive de compacts pour Ω.
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Démonstration. Nous considérons les ensembles

Vn “ tz P E tel que |z|u Y
ď

aRΩ
Bpa, 1

n
q, (9.88)

et nous définissons Kn “ AVn. Vérifions que ces ensembles vérifient tout ce qu’il faut.

(1) Si a R Ω alors a est dans tous les Vn et donc dans aucun des Kn ; nous avons donc bien
Kn Ă Ω.

(2) Si z P Ω alors nous prenons n1 ą |z| puis n2 tel que Bpz, 1
n2
q Ă Ω. Alors z P Kn avec

n ą maxpn1, n2q.
(3) Une chose à comprendre est que si z P Kn, alors dpz, AΩq ě 1

n . Du coup si nous prenons δ tel
que

1
n` 1 ă δ ă 1

n
(9.89)

alors Bpz, δq Ă Kn`1.
(4) Enfin, les Kn sont tous compacts. En effet ils sont bornés parce que Kn Ă Bp0, nq et en-

suite Kn est fermé en tant que complémentaire d’un ouvert (Vn est ouvert en tant qu’union
d’ouverts).

Nous passons maintenant aux propriétés, qui sont indépendantes de la façon dont nous avons
construit les Kn vérifiant les conditions.

(1) Nous pouvons considérer la fonction Kn Ñ R donnée par z ÞÑ dpz, AKn`1q. Vu que Kn Ă
IntpKn`1q, c’est une fonction (continue sur le compact Kn) prenant des valeurs strictement
positives. Elle a donc un minimum strictement positif. Si δn est plus petit que ce minimum
nous avons Bpz, δnq Ă Kn`1 pour tout z P Kn.

(2) D’abord nous avons Ω “ Ť8
n“0 IntpKnq. En effet nous avons

Ω “
8ď

n“0
Kn Ă

8ď

n“0
IntpKn`1q Ă

8ď

n“0
IntpKnq. (9.90)

L’inclusion dans l’autre sens est facile.
Soit K compact dans Ω. Vu que Ω est l’union des IntpKnq, nous avons

K Ă
8ď

n“0
IntpKnq. (9.91)

Cela donne à K un recouvrement par des ouverts dont nous pouvons extraire un sous-
recouvrement fini par compacité. Les Kn étant croissants, du recouvrement fini, il suffit de
prendre le plus grand (disons Km) et nous avons K Ă IntpKmq.

Notons qu’avec la suite de Kn telle que construite, le dernier point est réglé en prenant

1
n` 1 ă δn ă 1

n
. (9.92)

Théorème 9.60 (Tykhonov).
Un produit quelconque d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de ses
facteurs est compact.

Nous n’allons donner la preuve que dans le cas d’un produit fini dans le théorème 9.66.
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9.5.3 Ensembles enchaînés

Soit px, dq un espace métrique.

Définition 9.61.
Une ε-chaîne joignant les points a et b de X est une suite finie pu0, . . . , unq dans X telle que
u0 “ a, un “ b et pour tout 0 ď i ď n´ 1 nous avons dpun, un`1q ď ε.

Une partie A de X est bien enchaînée si pour tout ε ą 0 et pour tout a, b P A, il existe une
ε-chaîne joignant a et b dans A.

Les rationnels dans R sont bien enchaînés.

Proposition 9.62.
Un espace connexe est bien enchaîné.

Proposition 9.63.
La fermeture d’un ensemble bien enchaîné dans un espace métrique compact pX, dq est connexe.

Démonstration. Soit A Ă X un ensemble bien enchaîné, et soient a, b P Ā. Nous construisons
une suite pukq dans A de la façon suivante. Pour chaque n ą 0 nous prenons a1 P Bpa, 1

nq X A

et b1 P Bpb, 1
nq X A. Ensuite nous considérons une 1

n -chaîne tvpnqi uiPIn dans A entre a1 et b1. Ici
l’ensemble In est fini. La suite pukq est simplement construite en mettant bout à bout les éléments
v
pnq
i .

La suite ainsi construite est une suite dans A admettant a et b comme points d’accumulation
(les autres points d’accumulation sont également dans Ā) et telle que limkÑ8 dpuk, uk`1q “ 0.
Par conséquent la proposition 9.57 nous dit que l’ensemble des points d’accumulation de pukq est
connexe dans X. Nous le notons Ca,b.

Si nous fixons a P Ā, alors nous avons
ď

xPĀ
Ca,x “ Ā. (9.93)

Vu que le membre de gauche est une union de connexes, c’est un connexe par la proposition 7.41.

Corollaire 9.64.
Un espace métrique compact est connexe si et seulement s’il est bien enchaîné.

9.5.4 Produit fini d’espaces métriques

Définition 9.65.
Si pE1, d1q,. . . , pEn, dnq sont des espaces métriques nous mettons la distance suivante sur le produit
cartésien E “ E1 ˆ . . .ˆ En :

dpx, yq “ max
i“1,...,n

dipxi, yiq. (9.94)

Théorème 9.66 ([1]).
Un produit fini d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de ses facteurs
est compact.

Démonstration. Soient K1,. . . , Kn des compacts et K “ K1 ˆ . . . ˆ Kn le produit muni de sa
métrique usuelle de la définition (9.65) (attention : chacun des Ki peut être de dimension infinie) :

dpα, βq “ maxtdipαi, βiqu (9.95)

où di est la distance sur Ki. Si pαnq est une suite dans K alors la suite pαnq1 est une suite dans
le compact K1 dont nous pouvons extraire une sous-suite convergente (Bolzano-Weierstrass 7.97).
De la sous-suite de α correspondante nous extrayons la sous-suite pour la seconde composante,
etc.
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En fin de compte nous avons une sous-suite (que nous nommons α également) donc chacune
des composantes est convergente. Nous nommons `k les limites correspondantes. Soit ε ą 0 pour
chaque k “ 1, . . . , n, il existe Nk ą 0 tel que si p ą Nk alors

d
`pαpqk ´ `p

˘ ď ε. (9.96)

Ici αp P K est le peélément de la suite α et pαpqi P Ki est la iecomposante de αp. En prenant
N “ maxkNk et n ą N nous avons

d
`
αn, p`1, . . . , `nq

˘ ď ε. (9.97)

Par conséquent de la suite pαq nous avons extrait une sous-suite convergente et la partie « réci-
proque » de Bolzano-Weierstrass nous assure alors que K est compact.

À l’inverse si un des facteurs n’est pas compact (mettons K1) alors nous prenons un recouvre-
ment tOiuiPI de K1 par des ouverts duquel il est impossible d’extraire un sous-recouvrement fini.
Ensuite nous posons

Pi “ Oi ˆK2 ˆ . . .ˆKn, (9.98)

qui est un recouvrement de K par des ouverts (de K) d’où aucun sous-recouvrement fini ne peut
être extrait.

Pour la culture générale, il y a bien entendu moyen de faire des produits dénombrables et pire
d’espaces métriques.

Définition 9.67 ([123]).
Soient pEn, dnq des espaces métriques. Sur l’ensemble produit E “ ś8

i“1Ei nous définissons la
métrique

dpx, yq “
8ÿ

k“1

1
2k d

1
kpxi, yiq (9.99)

où d1i “ minpdi, 1q.
On peut montrer que ce d est bien une distance et que pE, dq devient un espace métrique.

Théorème 9.68 (Tykhonov dénombrable[123]).
Un produit dénombrable d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de
ses facteurs est compact.

Note : ce résultat est encore valable pour un produit quelconque, c’est le théorème de Tykho-
nov 9.60.

9.5.5 Équicontinuité

Définition 9.69 ([124]).
Soit une famille de fonctions fi : X Ñ E indexée par un ensemble I où X est un espace topologique
et E un espace métrique. Cette famille est équicontinue en x P X si pour tout ε ą 0, il existe un
voisinage V de x tel que

}fipxq ´ fipyq} ă ε (9.100)

pour tout i dès que x, y P V .
Nous disons qu’une famille est équicontinue sans préciser en quel point si elle est équicontinue

en tout pout.

La proposition suivante permet de montrer que certaines fonctions définies par une limite sont
continues. Ce sera par exemple le cas de la fonction puissance, proposition 13.335.

Proposition 9.70 ([1, 124]).
Soit une suite équicontinue pfiq de fonctions qui converge simplement vers f , alors f est continue.
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Démonstration. Soit une suite équicontinue fi : X Ñ E convergeant simplement vers f . Soit a P X.
Nous prouvons que f est continue en a.. Pour cela nous considérons ε ą 0 et, conformément à
l’hypothèse équicontinuité un voisinage V de a tel que |fipaq ´ fipxq| ă ε pour tout x P V .

Nous avons la majoration

|fpxq ´ fpaq| ď |fpxq ´ fipxq| ` |fipxq ´ fipaq| ` |fipaq ´ fpaq|. (9.101a)

Plusieurs majorations.
— Vu que fi Ñ f , il existe N1 tel que |fpxq ´ fipxq| ă ε pour tout i ą N1.
— De plus, par définition de V , nous avons aussi |fipxq ´ fipaq| ď ε.
— Vu que fi Ñ f , il existe N2 tel que |fipaq ´ fpaq| ă ε pour tout i ą N2.

Donc en prenant x P V et i ą maxtN1, N2u nous avons
|fpxq ´ fpaq| ď 3ε. (9.102)

9.5.6 Continuité uniforme

Définition 9.71 ([125]).
Soient deux espaces métriques pE, dq et pE1, d1q. Une application f : E Ñ E1 est uniformément
continue si pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que dpx, yq ď δ implique d1

`
fpxq, fpyq˘ ď ε.

Dans l’uniforme continuité, le α qui fait fonctionner ε doit le faire fonctionner pour tous les
x, y P E. C’est la différence avec la continuité simple dans laquelle nous pouvons choisir, pour un
même ε, un δ différent en chaque point.

9.6 Ensembles nulle part denses
Nous allons nous limiter au cas de R, mais je crois que ça se généralise sans trop de peine aux

espaces métriques, voire plus. Voir aussi la section 9.8 sur les espaces de Baire.

Définition 9.72.
Un ensemble est dit nulle part dense s’il n’est dense dans aucun intervalle.

Un ensemble dans R est de première catégorie ou maigre s’il est une union dénombrable
d’ensembles nulle part dense (c’est-à-dire d’ensembles denses sur aucun intervalle).

Théorème 9.73 (Baire[126]).
Une réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses est d’intérieur vide.

Démonstration. Soient a P S et ε ą 0. Nous allons trouver un élément dans Bpa, εq qui n’est pas
dans S. Nous commençons par choisir x1 P Bpa, εq et r1 ă ε

2 tel que

Bpx1, r1q XA1 “ H. (9.103)

Ensuite nous choisissons x2 P Bpx1, r1q et r2 ă ε{4 tel que Bpx2, r2q Ă Bpx1, r1q et Bpx2, r2qXA2 “
H. Notons que Bpx2, r2q XA1 “ H aussi, par construction.

Par récurrence nous construisons une suite d’éléments xn et de rayons rn ă ε{2n tels que
(1) Bpxn, rnq XAj “ H pour tout j ď n,
(2) Bpxn, rnq Ă Bpxn´1, rr´1q.

Cette suite étant de Cauchy (parce que contenue dans des intervalles emboîtés de rayon décroissant
vers zéro), elle converge 32 donc vers un point qui en particulier appartient à Bpa, εq. Mais la limite
n’est dans aucun des An et donc pas dans S.
32. Par la proposition 1.79
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9.7 Topologie des semi-normes
Les principaux espaces topologiques construit avec des semi-normes seront les espaces de fonc-

tions de la définition 31.10. Nous verrons également la topologie ˚-faible sur D 1pΩq en la défini-
tion 31.17.

Définition 9.74.
Si E est un espace vectoriel, une semi-norme sur E est une application p : E Ñ R telle que
(1) ppxq ě 0,
(2) ppλxq “ |λ|ppxq
(3) ppx` yq ď ppxq ` ppyq.
La seule différence avec une norme est simplement qu’une semi-norme peut s’annuler en des

éléments non-nuls de l’espace.

Lemme 9.75 ([127]).
Si p est une semi-norme nous avons

|ppxq ´ ppyq| ď ppx´ yq. (9.104)

Démonstration. Nous avons d’une part ppx` hq ď ppxq ` pphq et d’autre part ppxq ď ppx` hq `
pp´hq “ ppx` hq ` pphq. En isolant ppx` hq ´ ppxq dans chacune ce des deux inégalités,

´ pphq ď ppx` hq ´ ppxq ď pphq (9.105)

ou encore
|ppx` hq ´ ppxq| ď pphq (9.106)

qui donne le résultat demandé en posant h “ y ´ x.
Soit ppiqiPI une famille de semi-normes sur E. Nous construisons alors une topologie sur E de

la façon suivante.

Définition 9.76 (Topologie et semi-normes[128, 129]).
Pour tout J fini dans I nous définissons les boules ouvertes

BJpx, rq “ ty P E tel que pjpy ´ xq ă r @j P Ju. (9.107)

La topologie sur E donnée par la famille de semi-norme est définie en disant que O Ă E est
ouvert si et seulement si chaque point de O est dans une boule contenue dans O.

Proposition 9.77.
Une suite pxnq dans E converge vers x au sens de la topologie des semi-normes si et seulement si
pour tout i P I,

pipx´ xnq Ñ 0. (9.108)

Démonstration. Si la suite pxnq converge 33 vers x, alors pour tout ouvert O autour de x, il existe
un N tel que si n ě N , alors xn P O. En particulier pour tout j et pour tout ε ą 0, il doit exister
un n ě Nj tel que xn P Bjpx, εq.

Voyons l’implication inverse. Soit ε ą 0. Pour tout i P I, il existe un Ni tel que n ě Ni implique
pipx ´ xnq ď ε. Si O est un ouvert, il doit contenir une boule du type BJpx, rq pour un certain
ensemble fini J Ă I.

En prenant N “ maxtNj tel que j P Ju, nous avons pjpx ´ xnq ď ε pour tout j et donc
xn P BJpx, rq.

La proposition suivante est un vulgaire plagiat de la proposition 9.50.

33. Définition 7.25.
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Proposition 9.78.
Soit f : RÑ pE, piqiPI une application. Nous avons équivalence entre
(1) la fonction f est continue en t0 P R,
(2) si W est un voisinage ouvert de fpt0q il existe un voisinage ouvert V de t0 (dans R) tel que

fpV q ĂW ,
(3) pour tout i P I et ε ą 0 il existe δ ą 0 tel que

f
`
Bpt0, δq

˘ Ă Bi
`
fpt0q, ε

˘
. (9.109)

Démonstration. L’équivalence (1) ô (2) est la définition 7.66.
Prouvons (2) ñ (3). Soient i P I et ε ą 0. Considérons la boule Bi

`
fpt0q, ε

˘
, qui est un ouvert

de E contenant fpt0q. Il existe donc un ouvert V autour de t0 tel que fpV q Ă Bi
`
fpt0q, ε

˘
. En

particulier V contient une boule Bpt0, δq et nous avons
f
`
Bpt0, δq

˘ Ă fpV q Ă Bi
`
fpt0q, ε

˘
. (9.110)

Prouvons (3) ñ (2). Soit W un ouvert autour de fpt0q. Il existe un i P I et ε ą 0 tel que
Bi

`
fpt0q, ε

˘ ĂW . Nous avons alors un δ ą 0 tel que

f
`
Bpt0, δq

˘ Ă Bi
`
fpt0q, ε

˘ ĂW. (9.111)

Lorsqu’on a un espace E muni d’une quantité dénombrable de semi-normes tpkukPI nous défi-
nissons l’écart 34

dpx, yq “ sup
kě1

min
 1
k
, pkpx´ yq

(
. (9.112)

Notons que cette écart est invariant par translation au sens où pour tout x, y, h dans E nous avons

dpx` h, y ` hq “ sup
kě1

min
 1
k
, pkpx´ yq

( “ dpx, yq. (9.113)

Proposition 9.79.
Si X est un espace topologique dont la topologie est donnée par une famille dénombrable de semi-
normes, alors il est métrisable.

Proposition 9.80 ([127]).
La topologie donnée par les boules

Bkpa, rq “ tx P E tel que @ k ď 1
r
, pkpx´ aq ă ru (9.114)

est la même que celle « usuelle » donnée par les semi-normes. En disant « la même » nous en-
tendons le fait que les ouverts sont les mêmes : A est ouvert pour une des deux topologies si et
seulement s’il est ouvert pour l’autre.

Démonstration. Pour cette démonstration nous allons préfixer par d les notions topologiques issues
des boules (9.114) et par P celle des semi-normes : P -continue, d-ouvert, etc.

D’abord nous avons
Bpa, rq “

č

kď 1
k

Bkpa, rq. (9.115)

Si O est un d-ouvert, il contient une d-boule autour de chacun de ses points. Or d’après la formule
(9.115), une d-boule est une intersection finie de P -ouverts et donc est un P -ouvert par définition.
Donc O contient un P -ouvert autour de tous ses points et est donc P -ouvert.

34. Dans le cas de E “ DpKq, la première semi-norme est numérotée à zéro, donc il faudra poser dpϕ1, ϕ2q avec
pk´1 au lieu de pk.
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Inversement nous supposons que O est un P -ouvert. Commençons par prouver que les semi-
normes pk sont d-continues. En effet soient k P N, ε ď 1

k et x, y P E tels que dpx, yq ď ε ; nous
avons

|pkpyq ´ pkpxq| ď pkpx´ yq (9.116a)

“ mint1
k
, pkpx´ yqu (9.116b)

ď dpx, yq (9.116c)
ď ε. (9.116d)

Montrons à présent que O est d-ouverte. Si a P O, il existe k et r tels que Bkpa, rq Ă O. Soit
x P Bkpa, rq. Montrons que si ε est suffisamment petit, la d-boule Bpx, εq est inclue à Bkpa, rq.
Pour cela prenons y P Bpx, εq ; nous avons

ˇ̌
pkpa´ xq ´ pkpa´ yq

ˇ̌ ď dpx, yq ď ε. (9.117)

Par conséquent le nombre pkpa´ yq est dans l’intervalle

pkpa´ xq ˘ ε (9.118)

et il suffit de prendre ε ă r´pkpa´xq
2 .

9.7.1 Espace dual

Nous parlerons plus en détail d’espace dual d’un espace normé en la section 12.11.

Définition 9.81.
Soient F un espace métrique et E un espace topologique vectoriel. Une topologie possible 35 sur
l’espace des applications linéaires LpE,F q est la topologie ˚-faible qui est la topologie des semi-
normes

pvpT q “ }T pvq}F . (9.119)

C’est une famille de semi-normes indicées par les éléments de E. Si E est un espace métrique,
c’est cette topologie qui sera considérée sur son dual topologique E1 des applications continues
E Ñ R.

La proposition suivante indique qu’elle est un peu la topologie de la convergence ponctuelle.

Proposition 9.82.
Soient E un espace muni de la topologie des semi-normes tpiuiPI et F un espace métrique. Soient
une suite pTnq dans LpE,F q et T P LpE,F q. Nous avons Tn Ý̊Ñ T si et seulement si Tnpvq FÝÑ
T pvq pour tout v P E.
Démonstration. Nous avons équivalence entre les lignes suivantes :

Tn Ý̊Ñ T (9.120a)
pvpTn ´ T q Ñ 0@v P E proposition 9.77 (9.120b)

}Tnpvq ´ T pvq}E Ñ 0@v P E (9.120c)

Tnpvq EÝÑ T pvq. (9.120d)

35. C’est, dans l’idée, celle qui sera choisie pour les espaces de distributions, voir la définition 31.17.
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9.7.2 Espace CkpR, E 1q

Nous revenons à nos histoires de limites de la définition 7.25.

Proposition 9.83 (Unicité de la limite dans un dual topologique).
Soient E un espace métrique et E1 son dual topologique muni de sa topologie de la définition 9.81.
Il y a unicité de l’élément de E1 vers lequel une fonction u : RÑ E1 peut converger.

Démonstration. Soit T un élément vers lequel ut converge lorsque t Ñ t0. Soient ε ą 0 et x P E.
La boule BxpT, εq de E1 subordonnée à la norme px et centrée en T est un ouvert de E1. Étant
donné que u converge vers T il existe δ ą 0 tel que ut P BxpT, εq dès que |t´ t0| ď δ. Nous avons
donc, pour tout x P E, la limite (dans R) :

lim
tÑt0

utpxq “ T pxq. (9.121)

Cela prouve que la convergence de u vers T implique l’existence pour tout x de la limite de utpxq
dans R. Si T 1 est un autre élément vers lequel ut converge, nous avons par le même raisonnement
que

lim
tÑt0

utpxq “ T 1pxq. (9.122)

Par unicité de la limite dans R nous devons alors avoir T pxq “ T 1pxq pour tout x, c’est-à-dire
T “ T 1.

Proposition 9.84.
Soit u : RÑ E1 une fonction continue. Alors
(1) pour tout x P E la fonction t ÞÑ utpxq est continue,
(2) pour tout x P E nous avons la limite dans R

lim
tÑt0

utpxq “ ut0pxq, (9.123)

(3) nous avons la limite dans E1
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (9.124)

Démonstration. Soient x P E et ε ą 0. Par la proposition 9.78 la continuité de u donne un δ ą 0
tel que

uBpt0,δq Ă Bxput0 , εq. (9.125)
C’est-à-dire que si |t´ t0| ď δ nous avons

ˇ̌
ut0pxq ´ utpxq

ˇ̌ ă ε, (9.126)

ce qui signifie bien que la fonction t ÞÑ utpxq est continue en tant que fonction RÑ R. Cela est le
point (1). Le théorème de limite et continuité dans R nous donne immédiatement la limite (9.123).

Nous passons à la preuve du point (3). Soit O un ouvert de E1 contenant ut0 . Il existe donc un
i P I et ε ą 0 tel que Biput0 , εq Ă O. Étant donné que u est continue, il existe δ ą 0 tel que

uBpt0,δq Ă Biput0 , εq Ă O. (9.127)

Cela signifie bien que
|t´ t0| ď δ ñ ut P O, (9.128)

c’est-à-dire que nous avons la limite limtÑt0 ut “ ut0 dans E1. Pour dire cela nous avons utilisé la
définition 7.62 de la limite et le résultat d’unicité 9.83.

Définition 9.85.
Si nous avons une application u : RÑ E1 nous considérons sa dérivée donnée par la limite

u1t0 “ lim
tÑt0

ut ´ ut0
t´ t0 . (9.129)

Cela est un nouvel élément de E1 (pour peu que la limite existe). La fonction u1 : R Ñ E1 ainsi
définie peut être continue ou non. Cela nous permet de définir les espaces CkpR, E1q et C8pR, E1q.
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Une des principales utilisations que nous ferons de ces espaces seront les espaces de fonctions
à valeurs dans les distributions tempérées dont nous parlerons dans la section 31.5.

9.8 Espaces de Baire
Définition 9.86.
Un espace de Baire est un espace topologique dans lequel toute intersection dénombrable d’ouverts
denses est dense.

Théorème 9.87 (Théorème de Baire[130]).
Les espaces suivants sont de Baire :
(1) les espaces topologiques localement compacts,
(2) les espaces métriques complets (donc ceux de Banach en particulier),
(3) tout ouvert d’un espace de Baire.

Démonstration. Espaces topologiques localement compacts
Espaces métriques complets Soit pE, dq un espace métrique complet. Soient V un ouvert quel-

conque de E et Un une suite d’ouverts denses. Le but est de prouver que l’ensemble
Ş
nPN Un

intersecte V . Vu que V est ouvert dans un espace métrique, il contient une boule ouverte
et donc une boule fermée B0 de rayon strictement positif. L’ensemble U1 est dense et inter-
secte donc un ouvert contenu dans B0. L’intersection est un ouvert qui contient alors une
boule fermée B1 de rayon strictement positif. Continuant ainsi nous construisons une suite
de fermés emboités Bn telle que č

nPN
Un X V (9.130)

contient l’intersection des Bn. Par le théorème 9.51 des fermés emboîtés (que nous utilisons
parce que E est métrique et complet), cette intersection est non vide.

Ouvert d’un espace de Baire

Une des applications du théorème de Baire est le théorème de Banach-Steinhaus 12.92.



416 CHAPITRE 9. TOPOLOGIE GÉNÉRALE, LE RETOUR



Chapitre 10

Espaces affines

Définition 10.1.
Soit E, un espace vectoriel. Un espace affine modelé sur E est un ensemble E sur lequel le
groupe pE,`q agit à droite transitivement et librement 1.

Étant donné que E est un groupe commutatif, l’action peut être vue indifféremment à gauche
ou à droite. Si M P E et si x P E nous notons M ` x au lieu de x·M le résultat de l’action de x
sur M .

10.2.
Lorsque nous écrivons «M ` x », le symbole plus n’est pas une loi de composition interne de E ,
mais une action.

Soient N,M P E . Par liberté et transitivité de l’action, il existe un unique x P E tel que
M ` x “ N . Ce vecteur x sera noté ÝÝÑMN .

Proposition 10.3.
Si A,B,C P E nous avons les égalités suivantes dans E :

(1) ÝÝÑAB `ÝÝÑBC “ ÝÑAC (relations de Chasles),
(2) ÝÑAA “ 0,
(3) ÝÝÑBA “ ´ÝÝÑAB.

10.4.
Si E est un espace vectoriel, le groupe pE,`q agit sur E par l’action typxq “ y` x. Utilisant cette
action nous construisons l’espace affine canonique de E. En particulier nous notons EnpKq
l’espace affine canonique de Kn vu comme espace vectoriel sur K.

— En tant qu’ensembles, EnpKq “ Kn.
— Sur cet espace en particulier, si M,N P EnpKq, nous avons ÝÝÑMN “ N ´M où à droite, la

différence est la différence vectorielle dans Kn.

Ces deux points se généralisent immédiatement à un espace vectoriel E au lieu de Kn.

10.1 Repères cartésiens affines

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et E un espace affine construit sur E.

Définition 10.5.
Un multiplet pA, e1, . . . , enq où A est un point de E et teiu est une base de E est un repère
cartésien de E.

Nous disons que teiu est la base associée au repère.

1. Définition 2.59.

417



418 CHAPITRE 10. ESPACES AFFINES

Proposition 10.6.
Si E est un espace affine modelé sur l’espace vectoriel E de dimension n sur le corps K, et si`
A, teiui“1,...,n

˘
est un repère cartésien, alors

φ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei.
(10.1)

est une bijection.
Ces nombres xi sont les coordonnées du point A`ř

i xiei dans le repère pA, eiq.
Démonstration. L’application ϕ est surjective parce que l’action de E sur E est transitive et injec-
tive parce que l’action est libre.

10.2 Classification affine des conique
Soit une conique fpx, yq “ 0 avec

fpx, yq “ ax2 ` 2bxy ` cy2 ` 2dx` 2ey ` f (10.2)

dans le repère R “ pA, eiq. La signature de la quadratique

qpx, yq “ ax2 ` 2bx` cy2 (10.3)

ne dépend pas de la base choisie et un changement de variables
"
x̃ “ αx` βy (10.4a)
ỹ “ γx` δy (10.4b)

peut nous amener dans trois cas :

qpx, yq “

$
’&
’%

x̃2 ` ỹ2 genre ellipse
x̃2 ´ ỹ2 genre hyperbole
x̃2 genre parabole.

(10.5)

Dans le troisième cas, la matrice de q est de rang 1.
Nous cherchons maintenant à savoir si un point I “ px0, y0q est un centre de symétrie de

fpx, yq “ 0. Pour cela nous choisissons le repère centré en I, c’est-à-dire que nous posons
"
x “ x0 ` x̃ (10.6a)
y “ y0 ` ỹ. (10.6b)

Un peu de calcul montre qu’alors la conique s’écrit

fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq ` p2ax0 ` 2by0 ` 2dqx̃` p2bx0 ` 2cy0 ` 2eqỹ “ 0. (10.7)

Le point I sera un centre de symétrique si les termes linéaires en x̃ et ỹ s’annulent, c’est-à-dire si
"
ax0 ` by0 ` d “ 0 (10.8a)
bx0 ` cy0 ` e “ 0. (10.8b)

Nous supposons que pd, eq ‰ p0, 0q, sinon la conique de départ serait déjà centrée. Le déterminant
du système (10.8) est

δ “ ac´ b2. (10.9)

Si ce dernier est différent de zéro, le système possède une unique solution et la conique aura alors
un unique centre de symétrie.
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Si le déterminant du système est nul, il y a soit pas de centre de symétrie, soit une infinité.
Dans le premier cas nous sommes en présence d’une parabole, et dans le second cas de deux droites
parallèles.

Exemple 10.7
Soit

fpx, yq “ x2 ` 2xy ´ y2 ´ 6x` 2y ´ 1 “ 0 (10.10)
donnée dans le repère affine R “ pA, teiuq. Nous commençons par étudier la signature de qpx, yq “
x2 ` 2xy ´ y2 dont la matrice symétrique est

Q “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
. (10.11)

Son polynôme caractéristique est λ2 ´ 2 sont les racines sont ˘?2. La signature est donc p1,´1q
et nous sommes en présence d’une conique de genre hyperbole. Nous cherchons le centre en posant
x “ x̃` x0, y “ ỹ ` y0. Le système à résoudre est

"
x0 ` y0 ´ 3 “ 0 (10.12a)
x0 ´ y0 ` 1 “ 0, (10.12b)

dont l’unique solution est px0, y0q “ p1, 2q. Nous considérons le repère centré en px0, y0q, c’est-à-dire
le repère

R1 “ pI, teiuq (10.13)
avec I “ A` x0e1 ` y0e2 où A est l’origine du repère dans lequel l’équation (10.10) était donnée.

Par construction dans ce repère nous avons la conique

fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq “ 0, (10.14)

c’est-à-dire
x̃2 ` 2x̃ỹ ´ ỹ2 “ 0. (10.15)

Maintenant la nous avons une quadrique centrée nous voulons la mettre sous une forme plus
canonique : ˆ

1?
2
px̃` ỹq

˙2
´ ỹ2 ´ 1 “ 0. (10.16)

Nous posons donc
$
&
%
X “ 1?

2
px̃` ỹq (10.17a)

Y “ ỹ, (10.17b)

et nous trouvons l’hyperbole
X2 ´ Y 2 ´ 1 “ 0. (10.18)

Cela revient à faire le changement de base
#
e11 “

?
2e1 (10.19a)

e12 “ ´e1 ` e2. (10.19b)

Pour rappel, les vecteurs de bases se transforment avec la matrice inverse des coefficients. Étant
donné que ˆ

X
Y

˙
“

ˆ
1{?2 1{?2

0 1

˙ˆ
x̃
ỹ

˙
, (10.20)

nous avons ˆ
e11
e12

˙
“

ˆ
1{?2 1{?2

0 1

˙´1 ˆ
e1
e2

˙
. (10.21)

C’est de là que provient le changement (10.19). 4
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10.3 Applications affines

Définition 10.8.
Soient E et E 1 deux espaces affines sur les espaces vectoriels E et E1 (sur le même corps K).
Une application f : E Ñ E 1 est dite affine si pour tout M P E, il existe une application linéaire
uM : E Ñ E1 telle que

fpM ` xq “ fpMq ` uM pxq (10.22)

pour tout x P E.
La définition suivante permet de décomposer une application affine en une partie linéaire et

une translation. À partir de là, la proposition 10.56 nous donnera une structure de groupe sur
AffpRnq.
Lemme-définition 10.9 ([1]).
Soient E et E 1 deux espaces affines sur les espaces vectoriels E et E1 (sur le même corps K). Nous
considérons une application affine f : E Ñ E 1.

Il existe une unique application linéaire u : E Ñ E1 telle que

fpM ` xq “ fpMq ` upxq (10.23)

pour tout x P E et pour tout M P E.
Cette application linéaire est appelée partie linéaire de f . Pour varier les notations, nous

noterons souvent f “ α ˝ τv pour une application linéaire α et la translation τv de vecteur v.

Démonstration. En plusieurs coups.
Unicité Supposons que u1 et u2 vérifient la propriété, alors pour tout x P E et tout M P E nous

avons fpM ` xq “ fpMq ` u1pxq et fpM ` xq “ fpMq ` u2pxq. Cela suffit à nous convaincre
que u1 “ u2.

uM “ uN Avant de prouver l’unicité, nous considérons M,N P E et les applications linéaires uM
et uN vérifiant l’équation (10.22) pour M et N respectivement. Prouvons que uM “ uN .
Posons

fpM ` xq “ fpMq ` uM pxq (10.24a)
fpN ` yq “ fpNq ` uN pyq. (10.24b)

Définissons a P E par N “M ` a ; nous avons d’une part que

fpN ` yq “ fpM ` y ` aq “ fpMq ` uM py ` aq, (10.25)

et d’autre part

fpN ` yq “ fpM ` aq ` uN pyq “ fpMq ` uM paq ` uN pyq. (10.26)

Par conséquent uM py ` aq “ uM paq ` uN pyq. Par linéarité uN “ uM .
Existence Soit M P E . Nous affirmons que uM fait l’affaire. En effet, soient N P E et x P E. Vu

que uM “ uN nous avons

fpN ` xq “ fpMq ` uN pxq “ fpMq ` uM pxq. (10.27)

Donc effectivement uM peut être utilisé en tout point de E .

Ce lemme est important car il permet de démonter qu’une application est affine en prouvant
la linéarité des uM séparément sans devoir prouver qu’elles sont égales.
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10.3.1 Autre propriétés

Lemme 10.10 ([1]).
Soient M P E et A,B P E deux points donnés par A “ M ` xa, B “ M ` xb. Soit encore une
application affine f sur E. Alors ÝÝÑ

AB “ uf pxb ´ xaq. (10.28)

Démonstration. En appliquant f à A “M ` xa et B “M ` xb,
fpAq “ fpMq ` uf pxaq (10.29a)
fpBq “ fpMq ` uf pxbq. (10.29b)

Donc fpBq “ fpAq ´ uf pxaq ` uf pxbq ou encore

fpBq “ fpAq ` uf pxb ´ xaq. (10.30)

Remarque 10.11.
La condition (10.22) pour tout M P E est équivalente à demander

f ˝ tx “ tupxq ˝ f (10.31)

pour tout x P E.

Proposition 10.12.
Soit f une application affine.
(1) Il existe une unique application linéaire uf telle que fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq pour tout

M P E et tout x P E.
(2) L’application uf est injective si et seulement si f est injective.
(3) L’application uf est surjective si et seulement si f est surjective.

Si de plus les espaces E et E 1 ont même dimension finie, alors f est injective si et seulement si f
est surjective.

Démonstration. La partie (1) est le lemme 10.9.

Exemple 10.13
L’espace Rn est très particulier parce qu’il agit sur lui-même ; il est donc un espace affine à lui
tout seul : E “ E “ Rn.

Dans le cas de Rn, en posant M “ 0 dans la condition (10.22), si f est une application affine
il existe une application linéaire α et un vecteur v tel que f “ τv ˝ α.

Notons que ça n’a pas de sens de poser M “ 0, et la décomposition f “ τv ˝ α n’a aucun sens
en général. En particulier, nous ne pouvons pas appliquer une application linéaire à un élément
d’un espace affine général. 4

Proposition 10.14.
Si f : E Ñ E 1 et g : E Ñ E2 sont des applications affines, alors g ˝ f : E Ñ E2 est affine et
ug˝f “ ug ˝ uf .
Démonstration. Si M P E et x P E nous avons

pg ˝ fqpM ` xq “ g
`
fpMq ` uf pxq

˘

“ f
`
fpMq˘` ug

`
uf pxq

˘

“ pg ˝ fqpMq ` pug ˝ uf qpxq.
(10.32)
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Théorème 10.15.
Soient E et E 1 deux espaces affines de dimensions finies p et q sur K. Soient les repères cartésiens
R “ pO, teiuq et R1 “ pO1, te1iuq. Une application f : E Ñ E 1 est affine si et seulement s’il existe
une matrice a PMp,qpKq et b P Kq tels que

fpxq “ b` ax. (10.33)

Remarque 10.16.
L’équation (10.33) est écrite en utilisant un abus de notation entre le vecteur x P Kp et le point
de E qui est représenté par x dans le repère pA, teiuq.

10.4 Isomorphismes

Définition 10.17.
Un isomorphisme entre les espaces affines E E 1 est une application affine f : E Ñ E 1 inversible
dont l’inverse est affine.

Proposition 10.18.
Une application affine bijective est un isomorphisme. Si f est un isomorphisme d’espaces affines,
alors uf´1 “ puf q´1.

Proposition 10.19.
Un espace affine de dimension finie n sur un corps K est isomorphe à l’espace affine canonique
EnpKq.
Démonstration. Si nous considérons le repère R “ pA, teiuq de l’espace affine E alors l’application

ϕ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei
(10.34)

est un isomorphisme.

10.5 Sous espaces affines

Définition 10.20.
Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel E. Un sous-espace affine de E est une orbite de
l’action d’un sous-espace vectoriel de E.

Si F est un sous-ensemble de E , il sera un sous-espace affine de E si et seulement si l’ensemble

F “ tAB tel que A,B P Fu (10.35)

est un sous-espace vectoriel de E. Dans ce cas nous disons que F est la direction de F . Si A P F ,
alors l’orbite de A sous F est F . La dimension de F est la dimension de sa direction.

Si F et G sont des sous-espaces affines de E de directions F et G, nous disons que F est
parallèle à G si F Ă G.

Proposition 10.21.
Soit F un sous-espace affine de dimension k dans l’espace affine E de dimension n. Alors il existe
une application affine f : E Ñ Kn´k telle que F “ f´1p0q.
Démonstration. Soient F la direction de F et A P F . Nous considérons une base teiu adaptée à F
au sens te1, . . . , eku est une base de F . Nous considérons maintenant le repère cartésien pA, teiuq
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avec A P F et nous construisons l’application affine

f : E Ñ Kn´k

A`
nÿ

i“1
xiei ÞÑ

¨
˚̋
xk`1
...
xn

˛
‹‚.

(10.36)

Par construction nous avons fpMq “ 0 si et seulement si M P F .

Proposition 10.22 ([27]).
Soit σ une partie de l’espace affine E.
(1) L’intersection de tous les sous-espaces affines contenant σ est un sous-espace affine, noté F .
(2) Si A P σ, alors la direction de F est le sous-espace vectoriel

F “ SpantÝÝÑAM tel que M P σu. (10.37)

Le sous-espace affine donné par la proposition 10.22 est le sous-espace affine engendré par la
partie σ, et il est noté eaepσq.
Proposition 10.23.
Soit E un espace affine de dimension n sur K, soit f : E Ñ Kr une fonction affine. Pour tout
a “ pa1, . . . , arq P Kr, l’ensemble f´1paq est un sous-espace affine de dimension dim kerpuf q.
Démonstration. Nous considérons le repère pA, teiuq de E . Étant donné que f est affine nous avons

f
`
A`

ÿ

i

xiei
˘ “ fpAq ` uf

`ÿ

i

xiei
˘
. (10.38)

Nous avons donc f
`
A`ř

i xiei
˘ “ a lorsque

uf p
ÿ

i

xieiq “ a´ fpAq. (10.39)

Nous avons donc
f´1paq “ A` puf q´1`a´ fpAq˘, (10.40)

dont la dimension est le rang de puf q´1 “ uf´1 (proposition 10.18). Le rang de puf q´1 est le
dimension du noyau de uf .

Définition 10.24 (Partie convexe).
Une partie A d’un espace vectoriel est convexe si pour tout a, b P A et pour tout t P r0, 1s, le point
ta` p1´ tqb est dans A.

Autrement dit, une partie est convexe lorsqu’elle contient tous les segments joignant ses points.

Exemple 10.25
Soit un espace vectoriel normé 2 pV, }.}q. Pour tout a P V et r ą 0, la boule Bpa, rq est convexe.
La boule fermée Bpa, rq également.

La boule centrée en zéro Soient x, y P Bp0, rq et λ P s0, 1r. Alors
}λx` p1´ λqy} ď |λ|}x} ` |1´ λ|}y} ă p|λ| ` |1´ λ|qr ď r (10.41)

où nous avons utilisé le fait que |λ| “ λ et |1´ λ| “ 1´ λ.
Cela prouve que λx` p1´ λqy P Bp0, rq. Notez l’inégalité stricte due au fait que }x} ă r et
}y} ă r. Dans le cas de la boule fermée, nous avons une inégalité large.

2. Définition 7.106.
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La boule centrée autre part Soient x, y P Bpa, rq. Alors x ´ a et y ´ a sont dans Bp0, rq, de
telle sorte que

λpx´ aq ` p1´ λqpy ´ aq P Bp0, rq (10.42)

par la première partie. En développant et simplifiant,

λx` p1´ λqy ´ a P Bp0, rq, (10.43)

ce qui signifie que λx` p1´ λqy P Bpa, rq.

4

Proposition 10.26.
Soit A un ensemble convexe 3 dans un espace vectoriel et v1, . . . , vn des éléments de A. Alors toute
combinaison

a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn (10.44)

telle que a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 1 et ai P r0, 1s appartient à A.
Démonstration. Nous prouvons la proposition pour n “ 3. Nous devons trouver des nombres
t1, t2 P r0, 1s tels que

t2
`
t1v1 ` p1´ t1qv2

˘` p1´ t2qv3 “ av1 ` bv2 ` cv3. (10.45)

La réponse est immédiatement donnée par

t2a “ 1´ c (10.46a)
t1 “ a{t2. (10.46b)

Étant donné que c P r0, 1s nous avons t2 P r0, 1s. En ce qui concerne t1 nous avons

t1 “ a

t2
ď 1´ c

1´ c “ 1. (10.47)

10.6 Barycentre
Soit E un espace affine sur le K-espace vectoriel E. Un couple pA, λq avec A P E et λ P K est

un point pondéré.

Lemme-définition 10.27 ([131]).
Soit une famille de points pondérés tpAi, λiqui“1...r. Si

ř
i λi ‰ 0, alors il existe un unique G P E

tel que
rÿ

i“1
λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (10.48)

Le point G donné par le lemme 10.27 est le barycentre des points pondérés pAi, λiq.
Notons que l’on peut toujours supposer que

ř
i λi “ 1 parce que le barycentre ne change pas

lorsque tous les λi sont multipliés par un même nombre.

Définition 10.28 (Combinaison convexe).
Des nombres λ1,. . . , λn vérifiant

ř
i λi “ 1 forment une combinaison convexe.

Le théorème suivant donné quelques caractérisations équivalentes du barycentre.

3. Définition 10.24.
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Théorème 10.29 ([131]).
Soient tpAi, λiqui“1,...,r une famille de points pondérés. Les conditions suivantes sur le point G P E
sont équivalentes.

(1) Le point G est barycentre de la famille.
(2) Pour tout α P R˚, řipαλiqÝÝÑGAi “ 0.
(3) Il existe A P E tel que

`ř
i λi

˘ÝÑ
AG “ ř

i λi
ÝÝÑ
AAi.

(4) Pour tout B P E, nous avons
`ř

i λi
˘ÝÝÑ
BG “ ř

i λi
ÝÝÑ
BAi.

Définition 10.30.
Si A,B P E, le segment rABs est l’ensemble des barycentres de A et B pondérés par des poids
positifs (ouvert ou fermé suivant que l’on accepte que l’un ou l’autre des poids soit nul).

Lorsque tous les λi sont égaux, nous parlons d’isobarycentre. Autrement dit, l’isobarycentre
des points Ai est le barycentre des points pondérés pAi, 1q.

10.6.1 Sous-espaces affines

Proposition 10.31.
Une partie F des E est un sous-espace affine si et seulement si elle est stable par barycentrisation.

Démonstration. Soit F une sous-espace affine de direction F et A1, . . . , An des points de F . Nous
devons voir que le barycentre des points Ai pondérés de n’importe quelles masses appartient à F .
Pour ce faire nous faisons appel à la caractérisation (4) du théorème 10.29 : pour tout B P F ,

ÝÝÑ
BG “

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
BAi. (10.49)

Vu que B et Ai sont dans F , nous avons ÝÝÝÝÝÑBAi P F et donc ÝÝÑBG P F . Mais comme B P F , le point
G est à son tour dans F .

Réciproquement, nous supposons que F est stable par barycentrisme. Nous voudrions montrer
que l’ensemble

F “ tÝÝÑAB tel que A,B P Fu (10.50)

est un sous-espace vectoriel. Soit A P F . Nous commençons par prouver que les vecteurs de la
forme ÝÝÑAX (X P F) forment un espace vectoriel. Considérons ÝÝÑAX `ÝÑAY qui est un élément de E ;
il existe donc V P E tel que ÝÝÑ

AV “ ÝÝÑAX `ÝÑAY . (10.51)

Par les relations de Chasles, ÝÝÑ
AV “ ÝÝÑAV `ÝÝÑV X `ÝÝÑAV `ÝÝÑV Y , (10.52)

donc
0 “ ÝÝÑV X ´ÝÝÑV A`ÝÝÑV Y , (10.53)

ce qui prouve que V est un barycentre de X,A, Y , et donc que V P F . De la même manière si
W P E est défini par ÝÝÑAW “ µ

ÝÝÑ
AX, alors

ÝÝÑ
AW “ µ

ÝÝÑ
AX “ µpÝÝÑAW `ÝÝÑWXq, (10.54)

ce qui signifie que
p1´ µqÝÝÑAW ` µÝÝÑXW “ 0 (10.55)

et que W est un barycentre.
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Afin de montrer que (10.50) est bien un espace vectoriel, nous devons considérer A,B,X, Y P F
et prouver que ÝÝÑAX `ÝÝÑBY P F . Nous avons

ÝÝÑ
AX `ÝÝÑBY “ ÝÝÑAX `ÝÝÑBA`ÝÑAY (10.56a)

“ ÝÝÑAV `ÝÝÑBA V est celui donné plus haut (10.56b)
“ ÝÝÑAV ´ÝÝÑAB (10.56c)
“ ÝÝÑAV `ÝÝÑAW W est donné par µ “ ´1. (10.56d)

“ ÝÝÑAV 1. (10.56e)

Proposition 10.32 ([131]).
Soient A0, . . . , Ar des points de E. L’ensemble des barycentres de ces points (avec des masses de
somme 1) est le sous-espace affine engendré par les Ai que nous nommons F .

Démonstration. Soit G le barycentre associé aux poids λi. Nous avons

G “ A0 `ÝÝÑA0G “ A0 `
rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (10.57)

Notons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai sont dans la direction du sous-espace affine engendré par les Ai par
(10.37). Donc G est bien dans F .

Inversement si X est dans F , on a

X “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (10.58)

parce que
ř
i λi
ÝÝÝÑ
A0Ai est un élément général de la direction de F . Du coup

ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai, (10.59)

et en utilisant la relation de Chasles sur chacun des ÝÝÝÑA0Ai,
ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
`ÝÝÑ
A0X `ÝÝÑXAi

˘
. (10.60)

De là nous concluons que `
1´

ÿ

i

λi
˘ÝÝÑ
A0X `

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
AiX “ 0, (10.61)

ce qui signifie précisément que X est un barycentre des Ai.

Proposition 10.33.
Soient r ` 1 point A0, . . . , Ar dans E. Le sous-espace affine engendré par les Ai est au plus de
dimension r.

Démonstration. La direction de l’espace engendré AfftAiu est l’espace
SpantÝÝÝÑA0Aii“1,...,ru (10.62)

qui est engendré par r vecteurs et donc est au plus de dimension r.

En deux mots, la proposition suivante signifie que le barycentre des barycentres est le bary-
centre.

Proposition 10.34 (Associativité des barycentres[132]).
Soit I “ t0, 1, . . . , nu et une partition I “ J0 Y . . . Y Jr. Soient des points a0, . . . , an P E et
λ0, . . . , λm des nombres tels que

ř
i λi ‰ 0. Nous supposons que µk “ ř

iPJk λi ‰ 0 pour tout k, et
enfin nous nommons bk le barycentre de la famille tpai, λiq, i P Jku.

Alors le barycentre de la famille tpbk, µkquk“1,...,n est le barycentre de la famille tpai, λiquiPI .
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Démonstration. Nous nommons b le barycentre des bk pondérés par les µk, donc par définition

0 “
rÿ

k“0
µk
ÝÑ
bbk (10.63a)

“
ÿ

k

ÿ

iPJk
λi
ÝÑ
bbk (10.63b)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λipÝÑbai `ÝÝÑaibkq (10.63c)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λi
ÝÑ
bai `

rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λi
ÝÝÑ
aibk

loooomoooon
“0

(10.63d)

“
ÿ

iPI
λi
ÝÑ
bai. (10.63e)

Donc b est bien barycentre des ai avec les poids λi.

10.6.2 Enveloppe convexe

Définition 10.35.
Soit A une partie d’un espace vectoriel E. L’enveloppe convexe de A, notée ConvpAq est l’inter-
section de tous les convexes contenant A.

L’enveloppe convexe est un convexe. En effet soit C un convexe contenant A et x, y P ConvpAq ;
alors x et y sont dans C et par conséquent le segment rx, ys est inclus dans C. Ce segment étant
inclus dans tout convexe contenant A, il est inclus dans ConvpAq.
Proposition 10.36 ([133]).
Soit C un convexe dans l’espace affine E et une famille de points pondérés tpai, λiqui“1,...,r dont
tous les poids sont positifs (et non tous nuls). Alors le barycentre est aussi dans C.

En d’autre termes, un convexe est stable par barycentrage à poids positifs 4.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence. D’abord pour r “ 2. Le barycentre des points
pondérés pa1, λ1q, pa2, λ2q est le point b tel que

λ1
ÝÑ
ba1 ` λ2

ÝÑ
ba2 “ 0. (10.64)

Par définition, ce qui est noté ÝÑab n’est rien d’autre que b´ a ; en déballant (10.64), nous trouvons

λ1pa1 ´ bq ` λ2pa2 ´ bq “ 0 (10.65)

et donc
b “ λ1

λ1 ` λ2
a1 ` λ2

λ1 ` λ2
a2, (10.66)

qui est bien un point du segment ra1, a2s parce que c’est une combinaison à coefficients positifs de
somme 1.

Nous passons maintenant à la vraie récurrence avec un ensemble de points pondérés

Ar “ tpa1, λ1q, . . . , par, λrqu (10.67)

de masse totale non nulle ; et en vous laissant deviner ce que va désigner Ar´1. Si une des masses
est nulle (disons λr), alors le barycentre de Ar est le même que celui de Ar´1 et l’hypothèse de
récurrence nous enseigne que ledit barycentre est dans C. Nous supposons donc que λi ‰ 0 pour
tout i. Dans ce cas le théorème d’associativité des barycentres 10.34 dit que le barycentre de Ar
est le barycentre entre le barycentre de Ar´1 et par, λrq, qui sont deux points de C par hypothèse
de récurrence.

4. Sauf si on prend tous les poids nuls ; mais contre ce genre d’idées, on ne peut rien faire.
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Si E est un espace vectoriel et si xi P E et λi P R, alors le barycentre des couples pxi, λiq est
le point g tel que

ř
i λi
ÝÑgxi, c’est-à-dire ři λipxi ´ gq “ 0 ou encore

ÿ

i

λixi “
ÿ

i

λig. (10.68)

Donc quitte à diviser tous les λi par la somme, nous pouvons supposer que la somme des poids
est 1. C’est pourquoi lorsque nous parlerons de barycentre dans un espace vectoriel sans contexte
affin, nous allons toujours supposer

ř
i λi “ 0 et avoir le barycentre

g “
ÿ

i

λixi. (10.69)

Proposition 10.37.
Soit E, un espace vectoriel et A Ă E. L’enveloppe convexe ConvpAq est l’ensemble des barycentres
de familles finies de points affublés de masses positives.

Démonstration. Nous notons B l’ensemble des dits barycentres. Par la proposition 10.36, ces ba-
rycentres sont dans l’enveloppe convexe et donc B Ă ConvpAq. A contrario, si nous prouvons que
B était convexe, alors nous aurions ConvpAq Ă B parce que l’enveloppe convexe est l’intersection
des convexes contenant A.

Soient a, b P B, c’est-à-dire que l’on a a0, . . . , an et b0, . . . , bm dans A ainsi que les nombres
strictement positifs λ0, . . . , λn et µ0, . . . , µm tels que

a “
ÿ

i

λiai

nÿ

i“1
λi “ 1 (10.70a)

b “
ÿ

j

µjbj

nÿ

j“1
µj “ 1 (10.70b)

Un point du segment ra, bs est de la forme p “ ta` p1´ tqb avec t P r0, 1s. En développant,

p “
nÿ

i“0
ptλiqai `

mÿ

j“0
p1´ tqµjbj . (10.71)

Cela est le barycentre de la famille tpai, λiq, pbj , µjqu, parce que la somme des coefficients est bien
1 : ÿ

i

ptλiq `
ÿ

j

p1´ tqµj “ t` p1´ tq “ 1. (10.72)

Théorème 10.38 (Carathéodory[43]).
Dans un espace affine de dimension n, l’enveloppe convexe 5 de A est l’ensemble des barycentres à
coefficients positifs ou nuls de familles de n` 1 points.

Démonstration. Soit x P ConvpAq ; on sait par la proposition 10.37 que x est barycentre de points
de A avec des coefficients positifs :

x “
pÿ

k“1
λkxk (10.73)

avec
ř
k λk “ 1. Nous supposons que p ą n ` 1 (sinon le théorème est réglé), et nous allons faire

une récurrence à l’envers en montrant qu’on peut aussi écrire x sous forme d’un barycentre de
strictement moins de p points.

5. Définition 10.35.
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Étant donné que p´1 ą n, la famille tx` i´x1ui“2,...,p est liée et il existe donc α1, . . . , αp P R
tels que

řp
i“2 αipxi ´ x1q “ 0, c’est-à-dire telle que

pÿ

i“2
αixi “

pÿ

i“2
αix1. (10.74)

Nous posons α1 “ ´řp
i“2 α1. Remarquons qu’alors

řp
i“1 αixi “ 0 parce que

pÿ

i“1
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αix1 “

pÿ

i“1
αix1 “ 0. (10.75)

Par conséquent ça ne coûte rien de récrire (10.73) sous la forme

x “
pÿ

i“1
pλi ` tαiqxi. (10.76)

Les αi ne sont pas tous nuls, mais leur somme est nulle, donc il y en a au moins un négatif. Nous
notons

τ “ mint´λi
αi

tel que αi ă 0u, (10.77)

et J l’ensemble de i pour lesquels ce minimum est atteint. Nous considérons aussi le nombres
µi “ λi ` ταi. Plusieurs remarques.
(1) Si j P J , alors µj “ 0
(2) Si αi ą 0 alors µi ě 0, mais si αi ă 0 alors

λi ` ταi ě λi ` p´λi
αi
qαi “ 0m (10.78)

donc µi ě 0 quand même.
(3)

řp
i“1 µi “ 1, toujours parce que

řp
i“1 αi “ 0.

Avec tout ça, nous avons
ÿ

iRJ
µixi “

pÿ

i“1
µixi “ x. (10.79)

Et voilà, nous avons écrit x comme un barycentre à coefficients positifs de moins de p éléments
parce que J n’est pas vide.

Corollaire 10.39.
Dans un espace affine de dimension finie, l’enveloppe convexe d’un compact est compacte.

Démonstration. Soit A une partie compacte de l’espace vectoriel E, et ConvpAq son enveloppe
convexe. Nous allons montrer que toute suite dans ConvpAq admet une sous-suite convergente en
écrivant un point de ConvpAq comme le théorème de Carathéodory 10.38 nous le suggère. Pour
cela nous considérons le simplexe

Λ “
#
λ P Rn`1 tel que

n`1ÿ

k“1
λk “ 1 et λk ě 0@k

+
. (10.80)

Montrons en passant que Λ est compact. Si λk P Λ est une suite, alors chacun des λk est un
pn` 1q-uple de nombres dans r0, 1s :

k ÞÑ pλkqi (10.81)

est une suite qui possède une sous-suite convergente. En passant n` 1 fois à une sous-suite, nous
tombons sur une suite convergente vers λ P Λ, grâce à la convergence composante par composante.
De plus pour chaque k nous avons

řn`1
i“1 pλkqi “ 1, et en passant à la limite, la somme étant une

application continue,
ř
i λi “ 1.
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Considérons l’application
f : ΛˆAn`1 Ñ ConvpAq

pλ, xq ÞÑ
n`1ÿ

k“1
λkxk.

(10.82)

C’est une application continue parce qu’elle est bilinéaire en dimension finie ; son image est contenue
dans ConvpAq par la proposition 10.36, et elle est surjective par le théorème de Carathéodory 10.38.
Bref, ConvpAq “ fpΛ ˆ An`1q est donc l’image d’un compact par une application continue ; elle
est donc compacte par le théorème 7.86.

Notons que sans le théorème de Carathéodory, peut être que le nombre de points utiles pour
décomposer les différents ak n’était pas borné ; dans ce cas nous aurions du prendre une infinité
de sous-suites et rien n’aurait été sûr.

10.6.3 Applications affines et barycentre

Proposition 10.40 ([134]).
Une application f : E Ñ E 1 entre deux espaces affines est affine si et seulement si pour tout système
tpAi, λiqui“1,...,k de barycentre G et de poids total non nul, le point fpGq est barycentre du système
t`fpAiq, λi

˘u.
Démonstration. En deux parties.
Si f est affine Par définition d’un barycentre,

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (10.83)

Nous considérons un point arbitraire O P E et nous écrivons Ai “ O ` xi, G “ O ` xg.
Ensuite nous utilisons le lemme 10.10 pour le calcul suivant :

ÿ

i

λi
ÝÝÝÝÝÝÝÑ
gpGqfpAiq “

ÿ

i

λiuf pxi ´ xgq (10.84a)

“ uf
`ÿ

i

λipxi ´ xgq
˘

(10.84b)

“ uf
`ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi

˘
(10.84c)

“ uf p0q “ 0. (10.84d)

Donc fpGq est bien le barycentre du nouveau système.
Si f conserve les barycentres Nous définissons u par fpO ` xq “ fpOq ` upxq. A priori, ce u

dépend de O et n’est pas linéaire.
u est linéaire Soient M,N P E et les éléments xm, xn P E tels que ÝÝÑOM “ xm et ÝÝÑON “ xn.

Nous définissons enfin P par
ÝÝÑ
OP “ α

ÝÝÑ
OM ` βÝÝÑON, (10.85)

et P “ O` xp. En décomposant ÝÝÑMO et ÝÝÑNO par les relations de Chasles de la proposi-
tion 10.3(1) nous avons

pα` β ´ 1qÝÝÑPO ´ αÝÝÑPM ´ βÝÝÑPN (10.86)

et donc P est barycentre du système
 pα` β ´ 1, Oq, pα,Mq, pβ,Nqu. (10.87)

Le point fpP q sera barycentre du système
!`
α` β ´A, fpOq˘, `α, fpMq˘, `β, fpNq˘u. (10.88)
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Cela signifie que

pα` β ´ 1qÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq ´ αÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq ´ βÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “ 0. (10.89)

En y substituant ÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq “ up´xpq, ÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq “ upxm ´ xpq et ÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “
upxmm´ xpq ainsi que xp “ αxm ` βxb nous trouvons

upαxm ` βxnq “ αupxmq ` βupxnq. (10.90)

Donc u est linéaire.
u ne dépend pas du point O Il n’est pas besoin de démonter cela parce que la défini-

tion 10.8 ne le demande pas. Note : c’est le lemme 10.9 qui dit que c’est par ailleurs
vrai.

10.7 Repères, coordonnées cartésiennes et barycentriques
Définition 10.41.
On dit que les points A0, . . . , Ar P E sont affinement indépendants si le sous-espace affine
engendré est de dimension r.

Proposition 10.42 ([131]).
Pour r ` 1 points A0, . . . , Ar dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Les Ai sont affinement indépendants.
(2) Pour tout i “ 0, . . . , r, le point Ai n’est pas dans AfftA0, . . . , Âi, . . . , Aru.
(3) Les points A0, . . . , Ar´1 sont affinement indépendants et Ar R AfftA0, . . . , Ar`1u.
(4) Il existe i tel que les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k P i) sont linéairement indépendants.
(5) Pour tout i P t1, . . . , ru, les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k ‰ i) sont linéairement indépendants.

Notons à propos de la condition (3) que l’existence d’un i tel que Ai R AfftA0, . . . , Âi, . . . , Aru
n’implique pas l’indépendance des r ` 1 points. En effet dans R2 nous considérons les 4 points
A0 “ p0, 0q, A1 “ p1, 0q, A2 “ p2, 0q et A3 “ p0, 1q. Évidemment le point A3 n’est pas dans l’espace
engendré par les trois autres ; il n’empêche que ces points ne sont pas affinement indépendants
parce que la direction est de dimension 2 au lieu de 3.

Définition 10.43.
Soit E un espace affine de dimension n et F un sous-espace affine de dimension k. Un repère
affine de F est la donnée de k ` 1 points affinement indépendants de F .

Si tA0, . . . , Anu est un repère affine, le point A0 est l’origine. C’est un choix complètement
arbitraire ; et c’est bien cet arbitraire qui nous amènera à considérer les coordonnées barycentriques
au lieu des coordonnées cartésiennes.

Soit M P E ; par définition nous avons

M “ A0 `ÝÝÝÑA0M. (10.91)

Mais nous savons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai forment une base de E, nous avons donc des nombres λi
tels que

ÝÝÝÑ
A0M “

nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (10.92)

Les nombres λi ainsi construits sont les coordonnées cartésiennes du point M dans le repère
tA0, . . . , Anu d’origine A0.

À partir de ces coordonnées, le point M P E se retrouve par la formule

M “ A0 `
nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (10.93)
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Proposition 10.44 ([1]).
La paire

`
O, te1, . . . , enu

˘
est un repère cartésien de E si et seulement si tO,O ` e1, . . . , O ` enu

est un repère affine.

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Vue la proposition 10.42, il suffit de prouver que les vecteurs ÝÝÝÝÝÝÝÑOpO ` eiq sont linéai-

rement indépendants. Mais ÝÝÝÝÝÝÝÑOpO ` eiq “ ei, donc oui, ils sont linéairement indépendants.
Sens inverse Il s’agit d’utiliser la même proposition 10.42 qui est encore fonctionnelle parce

qu’elle est une équivalence.

Soient pA, eiq et pA1, e1iq deux repères cartésiens pour l’espace affine E . Soit paijq la matrice de
changement de base entre teiu et te1iu dans E. Nous voudrions trouver les xi en termes des x1i.

Pour cela nous considérons un point M dans E et nous l’écrivons dans les deux bases. Cela
fournit l’égalité

A`
ÿ

i

xiei “ A1 `
ÿ

i

x1ie1i. (10.94)

Nous considérons les coordonnées paiq de A1 dans le repère pA, eiq, c’est-à-dire
A1 “ A`

ÿ

i

aiei. (10.95)

En substituant e1i “
ř
k ajkek et (10.95) dans (10.94) nous trouvons

ÿ

k

xkek “
ÿ

k

akek `
ÿ

jk

ajkx
1
jek, (10.96)

et par conséquent
xk “ ak `

ÿ

j

ajkx
1
j . (10.97)

Les coordonnées barycentriques sont données par la proposition suivante.

Proposition 10.45 ([131]).
Soient A0, . . . , Ar des points affinement indépendants dans E et F “ AfftA0, . . . , Aru. Tout point
M P F s’écrit de façon unique comme barycentre 6 des Ai affectés de poids λi tels que

řr
i“0 λi “ 1.

Démonstration. Nous avons vu plus haut (définition 10.43) que l’affine indépendance des points
Ai assurait que pA0, . . . , Arq était un repère de F .

En ce qui concerne l’existence de l’écriture de M comme barycentre, nous savons que les sous-
espace affine sont exactement les ensembles de barycentres (proposition 10.32), c’est-à-dire que si
on a des points dans un sous-espace affine, alors les barycentres de ces points est encore dans le
sous-espace affine.

L’unicité est comme suit. Si M est barycentre des Ai avec poids λi, nous écrivons la caractéri-
sation (4) du théorème 10.29 avec B “ A0 :

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (10.98)

où la somme à droite s’étend a priori de 0 à r, mais comme ÝÝÝÑA0A0 “ 0, nous l’avons limitée à 1. Si
M s’écrit comme barycentre de deux façons différentes, nous aurions

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai “

rÿ

i“1
µi
ÝÝÝÑ
A0Ai (10.99)

avec
ř
i λi “

ř
i µi “ 1. Étant donné que les points A0, . . . , Ar forment un repère, les vecteursÝÝÝÑ

A0Ai sont linéairement indépendants (point (5) de la proposition 10.42) et donc λi “ µi pour
i “ 1, . . . , r. La condition de somme des points égale à 1 impose alors immédiatement λ0 “ µ0.

6. Définition 10.27.
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Définition 10.46.
Soit un espace affine E de dimension n. Soient des points affinement indépendants A1, . . . , An.
Pour M P E, la proposition 10.45 indique qu’il existe un unique choix de λi tel que

$
’’&
’’%

ÿ

i

λi “ 1 (10.100a)
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
MAi “ 0. (10.100b)

Ces λi sont les coordonnées barycentriques de M dans le repère tAiui“1,...,n.

10.47.
Soit R2 et les points non alignés A, B, C. Les coordonnées barycentriques pα, β, γq dans ce système
correspondent à l’unique X P R2 tel que

α
ÝÝÑ
XA` βÝÝÑXB ` γÝÝÑXC “ 0. (10.101)

Exemple 10.48
Soient les points A “ p3, 1q, B “ p´1, 2q et C “ p0,´1q dans R2. Nous allons montrer qu’il forment
un repère affine de R2. L’espace engendré par ces trois points est l’espace des

A` αÝÝÑAB ` βÝÑAC, (10.102)

et la direction correspondante est l’espace vectoriel donné par αÝÝÑAB ` β
ÝÑ
AC qui est de dimension

deux. Donc l’espace affine engendré par A, B et C est de dimension 2. 4

Exemple 10.49
Dans le repère pA,B,Cq, quel est le point de coordonnées barycentriques p1

6 ,
1
3 ,

1
2q ? D’abord nous

vérifions que
1
6 `

1
3 `

1
2 “ 1. (10.103)

Ensuite nous cherchons X P R2 tel que

1
6
ÝÝÑ
AX ` 1

3
ÝÝÑ
BX ` 1

2
ÝÝÑ
CX “ 0, (10.104)

c’est-à-dire
1
6

ˆ
x´ 3
y ´ 1

˙
` 1

3

ˆ
x` 1
y ´ 2

˙
` 1

2

ˆ
x

y ` 1

˙
“ 0. (10.105)

Nous trouvons immédiatement x “ 1{6 et y “ 1{3. Le point cherché est donc le point
ˆ

1{6
1{3

˙
. 4

Lemme 10.50 ([1]).
Une application affine f : E Ñ E qui préserve les points d’une base affine de E est l’identité.

Démonstration. Une base affine de E consiste en n`1 points tA0, . . . , Anu affinement indépendants.
Nous utilisons la proposition 10.44 pour dire que

`
A0, tÝÝÝÑA0Aiui“1,...,n

˘
est un repère cartésien.

En utilisant la formule du lemme 10.9,

fpAiq “ fpA0 `ÝÝÝÑA0Aiq “ fpA0q ` upÝÝÝÑA0Aiq. (10.106)

Donc Ai “ A0 ` upÝÝÝÑA0Aiq, ce qui signifie que

upÝÝÝÑA0Aiq “ ÝÝÝÑA0Ai (10.107)
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Par ailleurs, tout point M 7 de E peut être écrit sous la forme

M “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (10.108)

En appliquant M , et en utilisant (10.107),

fpMq “ fpA0q `
ÿ

i

λiupÝÝÝÑA0Aiq “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai “M. (10.109)

Donc tout point de E est fixé par f , ce qui signifie que f est l’identité.

10.7.1 Équation de droite

Soit E un espace affine de dimension trois muni d’un repère barycentrique. Une droite est donnée
par trois nombres : D “ Dpa, b, cq est l’ensemble des points dont les coordonnées barycentriques
(normalisées) px, y, zq vérifient ax` by ` cz “ 0. C’est un espace de dimension un parce qu’il y a
aussi la condition x` y ` z “ 1.

La droite Dp1, 1, 1, q n’existe pas parce que ce serait x ` y ` z “ 0, qui est incompatible avec
x` y ` z “ 1.

Les droites Dpa, b, cq et Dpa1, b1, c1q s’intersectent selon les solutions du système
$
’&
’%

x` y ` z “ 1 (10.110a)
ax` by ` cz “ 0 (10.110b)
a1x` b1y ` c1z “ 0 (10.110c)

Donc deux droites affines ont un unique point d’intersection si et seulement si

d “
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a1 b1 c1

∣∣∣∣∣∣∣ ‰ 0. (10.111)

Elles seront parallèles ou confondues si et seulement si d “ 0.

10.7.2 Associativité, coordonnées barycentriques dans un triangle

Lemme 10.51 ([135]).
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi que des nombres α, β, γ tels que α ` β ‰ 0 et
α` β ` γ ‰ 0.

Soit H le barycentre du système tpA,αq, pB, βqu et G le barycentre de tpA,αq, pB, βq, pC, γqu.
Alors G est barycentre de tpH,α` βq, pC, γqu.

Démonstration. Vues les définition de H et G nous avons

α
ÝÝÑ
HA` βÝÝÑHB “ 0 (10.112a)

α
ÝÑ
GA` βÝÝÑGB ` γÝÝÑGC “ 0. (10.112b)

En utilisant les relations de Chasles nous introduisons H dans la seconde relation :

αpÝÝÑGH `ÝÝÑHAq ` βpÝÝÑGH `ÝÝÑHBq ` γÝÝÑGC “ 0 (10.113a)
pα` βqÝÝÑGH ` αÝÝÑHA` βÝÝÑHBlooooooomooooooon

“0

`γÝÝÑGC “ 0 (10.113b)

pα` βqÝÝÑGH ` γÝÝÑGC “ 0. (10.113c)

7. Même les points qui ne s’appellent pas «M » en fait.
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Les coordonnées barycentriques dans un triangle (et plus généralement en fait) permettent de
faire des projections.

Proposition 10.52.
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi qu’un point N de coordonnées barycentriques pα, β, γq
dans le système pA,B,Cq. Si P est l’intersection pANq X pBCq alors les coordonnées de P sont
p0, β, γq.
Démonstration. Un dessin de la situation :

‚A ‚
B

‚C

‚
N

‚
P

Dire que les coordonnées de N sont pα, β, γq signifie que

α
ÝÝÑ
NA` βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC “ 0. (10.114)

Nous voudrions montrer que le point P est bien le point de coordonnées p0, β, γq. Soit donc le point
P tel que

β
ÝÝÑ
PB ` γÝÝÑPC “ 0 (10.115)

et montrons que ce point est l’intersection pBCq X pNAq.
D’abord la relation (10.115) nous dit immédiatement que P est sur la droite pBCq. Ensuite,

en utilisant les relations de Chasles pour introduire N :

βpÝÝÑPN `ÝÝÑNBq ` γpÝÝÑPN `ÝÝÑNCq “ 0. (10.116)

Nous remplaçons βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC par ´αÝÝÑNA pour obtenir :

pβ ` γqÝÝÑPN ´ αÝÝÑNA “ 0. (10.117)

Cela montre que les vecteurs ÝÝÑPN et ÝÝÑNA sont colinéaires, et donc que P , N et A sont alignés.

10.8 Applications affines sur Rn

Soit v P Rn ; nous notons τv : Rn Ñ Rn la translation donnée par τvpxq “ x` v. Le groupe de
toutes les translations de Rn est noté T pnq et est isomorphe au groupe abélien pRn,`q.

Nous avons déjà discuté de la structure d’un espace vectoriel (en particulier Rn) comme espace
affine en 10.4.

Lemme 10.53.
Décomposition d’une application affine.
(1) Une application f : E Ñ E est affine si et seulement si il existe v P E et une application

linéaire α sur E telle que f “ τv ˝ α.
(2) Dans ce cas, le choix de pv, αq est unique.
(3) Si f est bijective, alors α est bijective.
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Démonstration. Nous supposons d’abord que f est affine. Alors il existe une application linéaire
uf sur E telle que

fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq “ pτfpMq ` uf qpxq (10.118)

pour tout x etM . De plus l’application uf ne dépend ni deM ni de x (c’est la proposition 10.12(1)).
En posant M “ 0 nous avons :

fpxq “ pτfp0q ˝ uf qpxq. (10.119)

Dans l’autre sens nous supposons avoir v P E et α linéaire sur E telles que

fpMq “ pτv ˝ αqpMq. (10.120)

Notons qu’il y a un abus de notation entre α qui est linéaire sur l’espace vectoriel E et l’application
α qui est une application sur l’espace affine E. Cet abus est légitime parce que les deux espaces
sont identiques en tant qu’ensembles. Ce qui est vraiment abuser par contre, c’est de se poser ce
genre de questions.

Nous avons :

fpM ` xq “ τv
`
αpM ` xq˘ “ αpM ` xq ` v “ αpMq ` v ` αpxq

“ pτv ˝ αqpMq ` αpxq “ fpMq ` αpxq. (10.121)

Donc la fonction f vérifie la définition 10.8. La partie (1) est prouvée.
Pour prouver l’unicité de la partie (2), nous supposons que τv ˝ α “ τw ˝ α. En appliquant

cela à 0 nous trouvons v “ w. Nous avons donc τv ˝ α “ τv ˝ β. Comme τv est inversible, nous en
déduisons α “ β.

Enfin le point (3) est relativement évident du fait que τv, elle, est surement bijective.

Corollaire 10.54.
Une application affine qui conserve l’origine est linéaire.

Démonstration. Conserver l’origine demande de poser v “ 0 dans l’expression du lemme 10.53.

Proposition 10.55.
Soit une application affine f : Rn Ñ Rn. L’ensemble des points fixes

Fixpfq “ tx P Rn tel que fpxq “ xu (10.122)

est soit vide soit un sous-espaces affine de Rn.

Démonstration. Soit f “ τv ˝ α ; nous avons x P Fixpfq si et seulement si

x “ τv
`
αpxq˘ “ αpxq ` v, (10.123)

autrement dit, en considérant l’application linéaire β “ Id´α, si et seulement si βpxq “ v. Nous
écrivons Fixpfq “ β´1pvq. Supposons que ce soit non vide et considérons x0 P β´1pvq. Nous avons

β´1pvq “ tx P Rn tel que βpxq “ βpx0qu (10.124a)
“ tx tel que βpx´ x0q “ 0u (10.124b)
“ tx tel que x´ x0 P kerpβqu (10.124c)
“ kerpβq ` x0 (10.124d)
“ τx0

`
kerpβq˘. (10.124e)

Mais comme kerpβq est un sous-espace vectoriel, β´1pvq est le translaté d’un sous-espace vectoriel,
c’est-à-dire un sous-espace affine.
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10.8.1 Structure de groupe pour les applications affines

Proposition-définition 10.56 ([1]).
L’ensemble des applications affines bijectives de Rn forment un groupe pour la composition. Les
lois de groupe sont données par les formules suivantes :
(1) Le neutre est l’identité.
(2) Le produit est donné par

pτv ˝ αqpτw ˝ βq “ ταpwq`v ˝ αβ. (10.125)

(3) L’inverse est donné par
pτv ˝ αq´1 “ τ´α´1pvq ˝ α´1. (10.126)

Ce groupe est noté AffpRnq.
Démonstration. Pour l’identité, oui, composer par l’identité est neutre.

Le fait que la formule (10.125) soit vraie est un simple calcul :

pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βqpxq “ pαβqpxq ` αpwq ` v “
`
ταpwq`v ˝ αβ

˘
x. (10.127)

Le fait que la formule (10.125) donne bien un produit pour tous les éléments de AffpRnq est le
lemme 10.53.

En ce qui concerne l’inverse, c’est un calcul :

pτ´α´1pvqα´1qpτvαqpxq “ pτ´α´1pvqα´1q`αpxq ` v˘ (10.128a)
“ τ´α´1pvq

`
x` α´1pvq˘ (10.128b)

“ x. (10.128c)

Si f : Rn Ñ Rn est une application affine, la proposition 10.53 affirme qu’il existe une applica-
tion linéaire u telle que

fpx` yq “ fpxq ` upyq. (10.129)

En écrivant cela pour x “ 0,
fpyq “ fp0q ` upyq, (10.130)

ou encore f “ τfp0q ˝ u.
Proposition 10.57.
L’ensemble AffpRnq est isomorphe au produit semi-direct 8

AffpRnq » T pnq ˆAd GLpn,Rq (10.131)

où Ad est l’action adjointe, c’est-à-dire

Ad : GLpn,Rq Ñ Aut
`
T pnq˘

α ÞÑ `
τv ÞÑ α ˝ τv ˝ α´1˘.

(10.132)

Démonstration. L’application que nous allons montrer être un isomorphisme est ψ qui à f “ τv ˝α
fait correspondre le couple pτv, αq P T pnq ˆGLpn,Rq.
Égalité d’ensembles Il faut que AffpRnq soit en bijection avec T pnq ˆ GLpn,Rq. En effet si

f P AffpRnq, la décomposition f “ τv ˝ α est unique. D’abord en appliquant à 0, fp0q “
τv
`
αpvq˘ “ v. Donc v est fixé par la valeur de fp0q. Ensuite α “ f ˝ τ´1

v , donc α fixé.

8. Définition 2.76.
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L’action adjointe fonctionne Il faut vérifier que α ˝ τv ˝ α´1 est bien dans T pnq. Pour cela, en
agissant sur x P Rn nous trouvons

ατvα
´1pxq “ α

`
α´1pxq ` v˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (10.133)

Le fait que Adpαq soit un automorphisme est toujours correct.
Morphisme Il faut vérifier que l’application ψ est un morphisme de groupe. D’abord la loi de

groupe sur AffpRnq est donnée par

pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βq “ τv`αpwq ˝ pα ˝ βq. (10.134)

Ensuite le loi de groupe de le produit semi-direct est donnée par

pτv, αq· pτw, βq “
`
τvAdpαqτw, αβ

˘ “ `
τvταpwq, αβ

˘ “ `
ταpwq`v, αβ

˘
. (10.135)

Nous avons donc bien

ψ
`pτv, βq· pτw, βq

˘ “ ψpτv, βq ˝ ψpτw, βq. (10.136)

10.9 Isométries
Définition 10.58 (Isométrie d’espace affine).
Si E est un espace affine muni d’une distance d, une isométrie de E est une application f : E Ñ E
préservant d.

Notons que toutes les applications affines ne sont pas des isométries : par exemple les homo-
théties.

Proposition 10.59.
Si E est modelé sur un espace euclidien pE, }.}q alors la formule

dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} (10.137)

définit une distance sur E.

Démonstration. Étant donné ce qui est dit en 10.2, la formule a un sens parce qu’à A et B donnés
dans E , il est associé un unique vecteur ÝÝÑAB P E.

Nous parlons d’isométries affines ou linéaires dans le thème 64.



Chapitre 11

Espaces vectoriels (encore)

11.1 Formes bilinéaires et quadratiques

Plus à propos de formes bilinéaires dans le thème 47.

Définition 11.1 ([136]).
Soient trois espaces vectoriels E,F et V sur le même corps commutatif K. Une application b : Eˆ
F Ñ V est bilinéaire si elle est séparément linéaire en ses deux variables, c’est-à-dire si
(1) bpu1 ` u2, vq “ bpu1, vq ` bpu2, vq,
(2) bpu, v1 ` v2q “ bpu, v1q ` bpu, v2q
(3) bpλu, vq “ bpu, λvq “ λbpu, vq

pour tout u, u1, u2 P E, v, v1, v2 P F et pour tout λ P K.
Dans le cas E “ F et V “ K, nous parlons de forme bilinéaire sur E.
Nous parlons de forme bilinéaire symétrique si de plus bpu, vq “ bpv, uq.

11.2.
Une application bilinéaire E ˆE Ñ K n’est pas une application linéaire ; la distinction est impor-
tante. La linéarité est

bpλu, λvq “ b
`
λpu, vq˘ “ λbpu, vq (11.1)

et la bilinéarité est
bpλu, vq “ bpu, λvq “ λbpu, vq. (11.2)

En réalité la seule forme qui soit à la fois linéaire et bilinéaire est la forme identiquement nulle :
la condition

bpλu, λvq “ λ2bpu, vq “ λbpu, vq (11.3)

pour tout λ P K implique bpu, vq “ 0.

Exemple 11.3([137])
L’application

b : Mpn,Kq ˆMpn,Kq Ñ K

pA,Bq ÞÑ TrpABq (11.4)

est une forme bilinéaire symétrique.
La vérification est un calcul :

TrpBAq “
ÿ

i

pBAqii “
ÿ

ik

BikAki “
ÿ

ik

AkiAik “
ÿ

k

pABqkk “ TrpABq. (11.5)

4

439
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11.2 Produit scalaire, produit hermitien
Définition 11.4 (Définie positive, thème 40).
Si g est une application bilinéaire 1 sur un espace vectoriel E nous disons qu’elle est
(1) définie positive si gpx, xq ě 0 pour tout x P E et gpx, xq “ 0 si et seulement si x “ 0.
(2) semi-définie positive si gpx, xq ě 0 pour tout x P E. Nous dirons aussi parfois qu’elle est

simplement « positive ».

Cela est évidemment à lier à la définition 11.191 et la proposition 11.195 : une application
bilinéaires est définie positive si et seulement si sa matrice symétrique associée l’est.

Définition 11.5.
Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel est une forme bilinéaire 2 symétrique strictement
définie positive 3.

La définition suivante est utile pour celles qui veulent faire de la relativité 4.

Définition 11.6.
Un produit pseudo-scalaire sur un espace vectoriel réel est une forme bilinéaire et symétrique.

Vu que nous allons voir un pâté d’espaces avec des produits scalaires, nous leur donnons un
nom.

Définition 11.7.
Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
(définition 11.5).

Avouez que c’est drôle qu’un espace vectoriel est euclidien lorsqu’il possède une multiplication
alors qu’un anneau est euclidien lorsqu’il possède une division (voir la définition 3.129). C’est pas
très profond, mais si ça peut vous servir de moyen mnémotechnique. . .

Définition 11.8 ([138]).
Soit E est un espace vectoriel sur C. Une application x., .y : E ˆ E Ñ C est sesquilinéaire à
droite si pour tout x, y P E et pour tout λ P C,
(1) xλx, yy “ λxx, y, y “ xx, λ̄yy,
(2) xx` y, zy “ xx, yy ` xy, zy,
(3) xx, y ` zy “ xx, yy ` xx, zy.

Cette forme est hermitienne si de plus

xx, yy “ xy, xy. (11.6)

Un produit hermitien est une forme hermitienne strictement définie positive, c’est-à-dire telle
que xx, xy ě 0 pour tout x P E et xx, xy “ 0 si et seulement si x “ 0.

Exemple 11.9
L’ensemble E “ Cn vu comme espace vectoriel de dimension n sur C est muni d’une forme
sesquilinéaire

xx, yy “
nÿ

k“1
xkȳk (11.7)

pour tout x, y P Cn. Cela est un espace vectoriel hermitien. 4

1. Définition 11.1.
2. Définition 11.1.
3. Définition 11.4.
4. Voir le théorème 19.15 qui établit les transformations de Lorentz.
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11.2.1 Norme, produit scalaire et Cauchy-Schwarz (cas réel)

Dans la suite, le produit scalaire de x et y pourra être noté indifféremment par x· y, xx, yy ou
bpx, yq lorsque une forme bilinéaire est donnée.

Nous rappelons au passage que les espaces vectoriels réels sont susceptibles de recevoir un
produit scalaire, alors que les espaces vectoriels complexes sont susceptibles de recevoir un produit
hermitien. Bien que de nombreux résultats soient identiques ou très similaires, ces deux notions
sont à ne pas confondre.

Nous commençons par prouver qu’un produit scalaire étant donné, nous pouvons définir une
norme par la formule }x}2 “ xx, xy. Pour cela nous aurons besoin de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 11.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas réel).
Soit un espace vectoriel muni d’un produit scalaire px, yq ÞÑ x· y. En posant 5

}x} “ ?x·x, (11.8)

nous avons
|x· y| ď }x}}y}. (11.9)

Nous avons une égalité si et seulement si x et y sont multiples l’un de l’autre.

Démonstration. Étant donné que les deux membres de l’inéquation sont positifs, nous allons tra-
vailler en passant au carré afin d’éviter les racines carrés dans le second membre.

Nous considérons le polynôme

P ptq “ }x` ty}2 “ px` tyq· px` tyq “ x·x` x· ty ` ty·x` t2y· y. (11.10)

En utilisant la bilinéarité (pour sortir les t) et la symétrique du produit scalaire, puis en ordonnant
les termes selon les puissances de t,

P ptq “ }y}2t2 ` 2px· yqt` }x}2. (11.11)

Cela est un polynôme du second degré en t dont le signe est toujours positif (ou nul). Par conséquent
le discriminant 6 doit être négatif ou nul. Nous avons donc

∆ “ 4px· yq2 ´ 4}x}2}y}2 ď 0, (11.12)

ce qui donne immédiatement
px· yq2 ď }x}2}y}2. (11.13)

En ce qui concerne le cas d’égalité, si nous avons x· y “ }x}}y}, alors le discriminant ∆
ci-dessus est nul et le polynôme P admet une racine double t0. Pour cette valeur nous avons

P pt0q “ |x` t0y| “ 0, (11.14)

ce qui implique x` t0y “ 0 et donc que x et y sont liés.

Proposition 11.11.
Si x, y ÞÑ x· y est un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E. Nous posons }x} “ ?x·x.
Alors
(1) L’opération }.} est une norme 7.
(2) Cette norme vérifie l’identité du parallélogramme :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2. (11.15)
5. Attention à la notation : pour l’instant nous ne savons pas que c’est une norme. Ce sera justifié dans la

proposition 11.11.
6. Le fameux b2 ´ 4ac.
7. Définition 7.106.
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Démonstration. En deux parties.
C’est une norme Nous allons nous contenter de prouver l’inégalité triangulaire. Si x, y P E nous

avons
}x` y} “a}x}2 ` }y}2 ` 2x· y. (11.16)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 11.10 nous avons aussi

2x· y ď 2}x}}y}. (11.17)

Nous pouvons donc majorer ce qui est dans la racine carré :

}x}2 ` }y}2 ` 2x· y ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} “ `}x} ` }y}˘2
. (11.18)

En remettant les bouts ensemble,

}x` y} “a}x}2 ` }y}2 ` 2x· y ď
b`}x} ` }y}˘2 “ }x} ` }y}. (11.19)

Inégalité du parallélogramme Cette assertion est seulement un calcul :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ px´ yq· px´ yq ` px` yq· px` yq
“ x·x´ x· y ´ y·x` y· y

` x·x` x· y ` y·x` y· y

“ 2x·x` 2y· y

“ 2}x}2 ` 2}y}2.

(11.20)

11.12.
Un produit scalaire fourni donc toujours une norme et donc une topologie. Il ne faudrait cependant
pas croire que toute norme dérive d’un produit scalaire, même pas en dimension finie. Et ce, malgré
l’équivalence de toutes les normes du théorème 12.6 dont vous avez déjà peut-être entendu parler.

Exemple 11.13
Sur R2, l’application Npx, yq “ |x| ` |y| est une norme 8. Nous allons voir qu’elle ne dérive pas
d’un produit scalaire en montrant qu’elle ne vérifie pas l’identité du parallélogramme.

Voici un petit bout de code qui nous permet de ne pas faire de recherches à la main :

1 # Dans un cas réel , vous avez nettement intérêt à
2 # créer une classe ’ Vecteur ’ qui implémente somme , différence
3 # et norme .
4 def N(v):
5 return abs ( v[0] )+ abs (v[1])
6

7 def parall(v,w):
8 # La différence v - w
9 d=( v[0]-w[0],v[1]-w[1] )

10 # La somme v + w
11 s=( v[0]+w[0],v[1]+w[1] )
12

13 return N(d)**2+N(s)**2-2*N(v)**2-2*N(w)**2

tex/sage/sageSnip018.sage

8. Proposition 9.46.
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Il est vite vu qu’avec v “ p´1, 1q et w “ p1, 1q, l’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée.
4

Lemme 11.14 ([43]).
Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et de la norme associée. Si x, y P V satisfont
à }x` y} “ }x} ` }y}, alors il existe λ ě 0 tel que x “ λy.

Démonstration. Quitte à raisonner avec x{}x} et y{}y}, nous supposons que }x} “ }y} “ 1. Dans
ce cas l’hypothèse signifie que }x` y}2 “ 4. D’autre part en écrivant la norme en terme de produit
scalaire,

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy, (11.21)

ce qui nous mène à affirmer que xx, yy “ 1 “ }x}}y}. Nous sommes donc dans le cas d’égalité
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz 9, ce qui nous donne un λ tel que x “ λy. Étant donné que
}x} “ }y} “ 1 nous avons obligatoirement λ “ ˘1, mais si λ “ ´1 alors xx, yy “ ´1, ce qui est le
contraire de ce qu’on a prétendu plus haut. Par soucis de cohérence, nous allons donc croire que
λ “ 1.

Proposition 11.15.
si v1, ¨ ¨ ¨ , vk sont des vecteurs non nuls, orthogonaux deux à deux, alors ces vecteurs forment une
famille libre.

Lemme 11.16.
Une isométrie d’un espace euclidien fixe l’origine.

Démonstration. Soit une isométrie f d’un espace euclidien : fpxq· fpyq “ x· y pour tout x, y P E.
En particulier pour x “ 0 nous avons

fp0q· fpyq “ 0 (11.22)

pour tout y. Vu que f est une bijection, nous avons fp0q·x “ 0 pour tout x. Comme le produit
scalaire est non dégénéré cela implique que fp0q “ 0.

11.2.2 Cauchy-Schwarz etc. cas complexe

Théorème 11.17 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas complexe[139]).
Soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit hermitien x., .y. Alors pour tout vecteurs x, y
nous avons

|xx, yy| ď }x}}y} (11.23)

où nous avons posé }x} “axx, xy.
Démonstration. Si xx, yy “ 0, le résultat est évident ; nous supposons que non. Nous posons

θ “ xx, yy
|xx, yy| . (11.24)

C’est un élément de C de norme 1. Nous avons

x1
θ
x, yy “ |xx, yy|xx, yy xx, yy “ |xx, yy| ě 0 (11.25)

où le symbole « ě » signifie « est réel et positif ». Nous posons x1 “ 1
θx et nous considérons t P R.

Remarquons que }x1}2 “ }x}2 :

}x1}2 “ xx1, x1y “ 1
θθ̄
xx, xy “ }x}2 (11.26)

9. Théorème 11.10.
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parce que |θ| “ 1.
En utilisant le fait que xa, by ` xb, ay “ Repxa, byq nous avons :

0 ď }x1 ` ty}2 “ }x1}2 ` txx1, yy ` txy, x1y ` t2}y}2 (11.27a)
“ }y}2t2 ` 2 Repxx1, yyqt` }x1}2. (11.27b)

Cela est un polynôme de degré 2 en t qui n’est jamais strictement négatif. Autrement dit, il a au
maximum une seule racine, ce qui signifie que son discriminant est négatif ou nul :

Repxx1, yyq2 ´ }y}2}x1}2 ď 0. (11.28)

Mais nous avons choisi x1 de telle sorte que xx1, yy “ |xx, yy| P R et }x1}2 “ }x}2 ; nous avons donc
|xx, yy|2 ď }x}2}y}2, (11.29)

comme il se devait.

Proposition 11.18 (Identité du parallélogramme[140]).
Soit une espace vectoriel complexe E muni d’un produit hermitien x., .y. Nous posons }x} “axx, xy. Nous avons
(1) }.} est une norme.
(2) Elle vérifie l’identité du parallélogramme :

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2}x}2 ` 2}b}2 (11.30)

pour tout x, y P E.
Démonstration. En ce qui concerne le fait que }.} soit une norme, tout est essentiellement dans la
définition 11.8 d’un produit hermitien. Voyons tout de même l’inégalité triangulaire. Nous avons :

}x` y}2 “ xx` y, x` yy (11.31a)
“ }x}2 ` }y}2 ` xx, yy ` xy, xy (11.31b)
“ }x}2 ` }y}2 ` 2<

`xx, yy˘ (11.31c)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|<`xx, yy˘| (11.31d)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|xx, yy| (11.31e)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} (11.31f)
“ `}x} ` }y}˘2

. (11.31g)

Pour (11.31f) nous avons utilisé Cauchy-Schwarz 11.17.

11.2.3 Projection et orthogonalité

Proposition 11.19 (Propriétés du produit scalaire).
Si X et Y sont des vecteurs de R3, alors
Symétrie X ·Y “ Y ·X ;
Linéarité pλX ` µX 1q·Y “ λpX ·Y q ` µpX 1·Y q pour tout λ et µ dans R ;
Défini positif X ·X ě 0 et X ·X “ 0 si et seulement si X “ 0.

Note : lorsque nous écrivons X “ 0, nous voulons voulons dire X “
¨
˝

0
0
0

˛
‚.

Définition 11.20.
La norme du vecteur X, notée }X}, est définie par

}X} “ ?X ·X “
a
x2 ` y2 ` z2 (11.32)

si X “ px, y, zq. Cette norme sera parfois nommée « norme euclidienne ».
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Cette définition est motivée par le théorème de Pythagore. Le nombre X ·X est bien la
longueur de la « flèche » X. Plus intrigante est la définition suivante :

Définition 11.21.
Deux vecteurs X et Y sont orthogonaux si X ·Y “ 0.

Cette définition de l’orthogonalité est motivée par la proposition suivante.

Proposition 11.22.
Si nous écrivons projY l’opération de projection sur la droite qui sous-tend Y , alors nous avons

} projY X} “
X ·Y

}Y } . (11.33)

Démonstration. Les vecteurs X et Y sont des flèches dans l’espace. Nous pouvons choisir un
système d’axe orthogonal tel que les coordonnées de X et Y soient

X “
¨
˝
x
y
0

˛
‚, Y “

¨
˝
l
0
0

˛
‚ (11.34)

où l est la longueur du vecteur Y . Pour ce faire, il suffit de mettre le premier axe le long de Y , le
second dans le plan qui contient X et Y , et enfin le troisième axe dans le plan perpendiculaire aux
deux premiers.

Un simple calcul montre que X ·Y “ xl ` y· 0 ` 0 · 0 “ xl. Par ailleurs, nous avons
} projY X} “ x. Par conséquent,

} projY X} “
X ·Y

l
“ X ·Y

}Y } . (11.35)

Corollaire 11.23.
Si la norme de Y est 1, alors le nombre X ·Y est la longueur de la projection de X sur Y .

Démonstration. Poser }Y } “ 1 dans la proposition 11.22.

Remarque 11.24.
Outre l’orthogonalité, le produit scalaire permet de savoir l’angle entre deux vecteurs à travers la dé-
finition 19.53. D’autres interprétations géométriques du déterminant sont listées dans le thème 54.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer, pour deux vecteurs quelconques u et v, la
projection orthogonale de u sur v. Ce sera le vecteur ū parallèle à v tel que u´ ū est orthogonal à
v. Nous avons donc

ū “ λv (11.36)

et
pu´ λvq· v “ 0. (11.37)

La seconde équation donne u· v ´ λv· v “ 0, ce qui fournit λ en fonction de u et v :

λ “ u· v

}v}2 . (11.38)

Nous avons par conséquent
ū “ u· v

}v}2 v. (11.39)

Armés de cette interprétation graphique du produit scalaire, nous comprenons pourquoi nous
disons que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.
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Nous pouvons maintenant savoir quel est le coefficient directeur d’une droite orthogonale à une
droite donnée. En effet, supposons que la première droite soit parallèle au vecteur X et la seconde
au vecteur Y . Les droites seront perpendiculaires si X ·Y “ 0, c’est-à-dire si

ˆ
x1
y1

˙
·

ˆ
y1
y2

˙
“ 0. (11.40)

Cette équation se développe en
x1y1 “ ´x2y2. (11.41)

Le coefficient directeur de la première droite est x2
x1
. Isolons cette quantité dans l’équation (11.41) :

x2
x1
“ ´y1

y2
. (11.42)

Donc le coefficient directeur de la première est l’inverse et l’opposé du coefficient directeur de la
seconde.

Exemple 11.25
Soit la droite d ” y “ 2x ` 3. Le coefficient directeur de cette droite est 2. Donc le coefficient
directeur d’une droite perpendiculaires doit être ´1

2 . 4

Preuve alternative. La preuve peut également être donnée en ne faisant pas référence au produit
scalaire. Il suffit d’écrire toutes les quantités en termes des coordonnées de X et Y . Si nous posons

X “
¨
˝
x1
x2
x2

˛
‚, Y “

¨
˝
y1
y2
y3

˛
‚, (11.43)

l’inégalité à prouver devient

px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ď px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q. (11.44)

Nous considérons la fonction

ϕptq “ px1 ` ty1q2 ` px2 ` ty2q2 ` px3 ` ty3q2 (11.45)

En tant que norme, cette fonction est évidemment positive pour tout t. En regroupant les termes
de chaque puissance de t, nous avons

ϕptq “ py2
1 ` y2

2 ` y2
3qt2 ` 2px1y1 ` x2y2 ` x3y3qt` px2

1 ` x2
2 ` x2

3q. (11.46)

Cela est un polynôme du second degré en t. Par conséquent le discriminant doit être négatif. Nous
avons donc

4px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ´ px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q ď 0. (11.47)
La thèse en découle aussitôt.

Proposition 11.26.
La norme euclidienne a les propriétés suivantes :
(1) Pour tout vecteur X et réel λ, }λX} “ |λ|}X}. Attention à ne pas oublier la valeur absolue !
(2) Pour tout vecteurs X et Y , }X ` Y } ď }X} ` }Y }.

Démonstration. Pour le second point, nous avons les inégalités suivantes :

}X ` Y }2 “ }X}2 ` }Y }2 ` 2X ·Y (11.48a)
ď }X}2 ` }Y }2 ` 2|X ·Y | (11.48b)
ď }X}2 ` }Y }2 ` 2}X}}Y } (11.48c)
“ `}X} ` }Y }˘2 (11.48d)

Nous avons utilisé d’abord la majoration |x| ě x qui est évidente pour tout nombre x ; et ensuite
l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.10.
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11.2.4 Théorème de Pythagore

Nous allons donner une preuve du théorème de Pythagore.

Théorème 11.27 (Pythagone[1]).
Soient A,B, S P R2 un triangle rectangle en A, c’est à dire tel que

pB ´Aq· pA´ Sq “ 0. (11.49)

Alors
}S ´B}2 “ }S ´A}2 ` }B ´A}2. (11.50)

Démonstration. En développant l’hypothèse (11.49) nous avons :

B·A´B·S ´ }A}2 `A·S “ 0. (11.51)

Et de même,
}S ´B}2 “ pS ´Bq· pS ´Bq “ }S}2 ´ 2B·S ` }B}2. (11.52)

En substituant dans cette dernière B·S par B·S “ B·A´}A}2`A·S tirée de (11.51), nous
trouvons

}S ´B}2 “ }S}2 ´ 2B·A` 2}A}2 ´ 2A·S ` }B}2 “ }S ´A}2 ` }B ´A}2. (11.53)

Je profite de l’occasion pour montrer mon scepticisme quant aux preuves de Pythagore basées
sur différents pliages et découpages des carrés construits sur les côtés du triangle. Pour autant que
je le sache, la géométrie dans « le plan » (c’est à dire pas dans R2 muni de son produit scalaire)
ne définit pas « longueur » et « aire ». Donc bon . . . Il y a peut-être moyen de s’en sortir, mais je
ne le connais pas.

11.2.5 Produit vectoriel

Définition 11.28.
Soient u et v, deux vecteurs de R3. Le produit vectoriel de u et v est le vecteur uˆ v défini par

uˆ v “ det

¨
˝
e1 e2 e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

˛
‚ (11.54)

où les vecteurs e1, e2 et e3 sont les vecteurs de la base canonique de R3.

Lemme 11.29.
Le produit vectoriel uˆ v est également exprimé par

uˆ v “ pu2v3 ´ u3v2qe1 ` pu3v1 ´ u1v3qe2 ` pu1v2 ´ u2v1qe3 (11.55a)
“

ÿ

i,j,k

εijkviwjek (11.55b)

où εijk est défini par εxyz “ 1 et ensuite εijk est 1 ou ´1 suivant que la permutation des x, y et
z est paire ou impaire. C’est-à-dire que εijk est la signature de la permutation qui amène p1, 2, 3q
sur pi, j, kq.
Démonstration. Il s’agit seulement de développer explicitement le déterminant (11.54).
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11.30.
Mettons que aˆ b “ v. En calculant le même produit vectoriel dans la base fi “ ´ei, les compo-
santes de a et b changent de signe et la formule (11.55) dit que le produit vectoriel ne change pas.
On serait tenter d’écrire, dans la base tfiu

p´aq ˆ p´bq “ v, (11.56)

tout en pleurant parce que dans la base des fi, le vecteur v devient ´v.
Il a des personnes que cela tracasse tellement qu’on entend parler de « le produit vectoriel est

une pseudo-vecteur sous SOp2q ».
Il suffit d’être clair. Le produit vectoriel n’est défini que sur R3, et est définit par sa formule

dans la base canonique, point barre. Si vous avez des vecteurs a et b dont vous connaissez les
composantes dans une autre base, vous devez calculer les composantes dans la base canonique,
utiliser la formule pour trouver les composantes de a ˆ b dans la base canonique. Ensuite, si ça
vous chante, vous pouvez calculer à nouveau les composantes de aˆ b dans une autre base.

Tout cela pour dire que le produit vectoriel n’est pas une opération très généralisable. Il est
possible, pour sembler plus intrinsèque, de tenter cette définition : le produit vectoriel aˆ b est le
vecteur perpendiculaire à a et b, de longueur égale à l’aire du parallélogramme construit sur a et
b.

Cette « définition » a plusieurs inconvénients.
— Elle demande quand même un produit scalaire et des aires ; bref, elle demande une structure

métrique,
— Elle ne donne pas le sens. En effet, dans R3, il y a deux vecteurs de longueur donnée per-

pendiculaires à a et b. Il faut donc préciser le sens. Cela revient à donner une orientation et
donc, fondamentalement, à choisir une base.

Bref, on retiendra que le produit vectoriel est une opération accrochée à R3 et a sa base
canonique.

Une des principales utilités du produit vectoriel est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 11.31.
Si u et v sont des vecteurs de R3 alors le vecteur uˆ v est perpendiculaire à u et à v.

La chose importante à retenir est que le produit vectoriel permet de construire un vecteur
simultanément perpendiculaire à deux vecteurs donnés. Le vecteur u ˆ v est donc linéairement
indépendant de u et v. En pratique, si u et v sont déjà linéairement indépendants, alors le produit
vectoriel permet de compléter une base de R3.

Lemme-définition 11.32.
Nous avons l’égalité suivante pour tout u, v, w P R3 :

puˆ vq·w “ det

¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚. (11.57)

Le résultat est nommé le produit mixte de trois vecteurs de R3.

11.33.
Nous avons donné un nom à la combinaison puˆ vq·w. J’imagine que vous voyez pourquoi nous
ne considérons pas la combinaison pu· vq ˆ w.

Le lemme suivant donne un moyen compliqué et peu pratique de calculer la valeur absolue
du produit mixte. La formule (11.58) ne sera utilisée que pour faire le lien entre un jacobien et
un élément de volume en dimension trois lorsque nous verrons les intégrales sur des variétés. Voir
l’équation (21.37).
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Lemme 11.34 ([1]).
Le produit mixte peut également être exprimé par

|puˆ vq·w|2 “ det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚. (11.58)

Démonstration. Si nous notons

a “
¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚, (11.59)

il faut simplement remarquer que
¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ aat. (11.60)

Donc au niveau des déterminants, en utilisant les propositions 4.93 et le lemme 4.70 nous avons

det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ detpaatq “ detpaq detpatq “ detpaq2. (11.61)

Et maintenant, par définition, detpaq “ puˆ wq·w. Donc le résultat annoncé.

Proposition 11.35.
Les applications produit scalaire, vectoriel et mixte sont multilinéaires. Spécifiquement, nous avons
les propriétés suivantes.
(1) Les applications produit scalaire et vectoriel sont bilinéaires. C’est-à-dire que pour tout vec-

teurs a, b, c et pour tout nombre α et β nous avons

aˆ pαb` βcq “ αpaˆ bq ` βpaˆ cq
pαa` βbq ˆ c “ αpaˆ cq ` βpbˆ cq. (11.62)

(2) Le produit mixte est trilinéaire.
(3) Le produit vectoriel est antisymétrique, c’est-à-dire uˆ v “ ´v ˆ u.
(4) Nous avons uˆ v “ 0 si et seulement si u et v sont colinéaires, c’est-à-dire si et seulement

si l’équation αu` βv “ 0 a une solution différente de la solution triviale pα, βq “ p0, 0q.
Proposition 11.36 (Identité de Lagrange[141]).
Si x, y P Rn, alors

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.63)

Et si n “ 3 alors
}xˆ y} “ }y}2}y}2 ´ px· yq2. (11.64)

Démonstration. C’est un calcul. D’abord nous avons

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

i

x2
i

ÿ

j

y2
j ´

`ÿ

k

xkyk
˘2 “

ÿ

ij

x2
i y

2
j ´

ÿ

kl

xkykxlyl. (11.65)

Ensuite nous coupons les sommes de la façon suivante
ÿ

ij

“
ÿ

j

ÿ

iăj
`
ÿ

j

pi “ jq `
ÿ

j

ÿ

iąj
(11.66)
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pour obtenir

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
x2
i y

2
j `

ÿ

j

x2
jy

2
j `

ÿ

j

ÿ

iąj
x2
i y

2
j

´
ÿ

l

ÿ

kăl
xkykxlyl ´

ÿ

k

x2
ky

2
k ´

ÿ

l

ÿ

kąl
xkykxlyl.

(11.67)

Il y a deux termes qui se simplifient. Notez que si Akl est symétrique en kl nous avons
ÿ

l

ÿ

kăl
Akl “

ÿ

k

ÿ

lăk
Alk “

ÿ

k

ÿ

lăk
Akl. (11.68)

La première égalité était seulement un renommage des indices. Le coup des indices symétriques
est justement ce qu’il se passe dans les deux termes enxkykxlyl, donc nous les regroupons :

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

`ÿ

iăj
x2
ix

2
j `

ÿ

iąj
x2
i y

2
j ´ 2

ÿ

iąj
xiyixjyj

˘
(11.69a)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
px2
i y

2
j ` x2

jy
2
i ´ 2xiyixjyjq (11.69b)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.69c)

Voila qui prouve la première formule. Pour la seconde, il faut seulement poser n “ 3 et écrire les
sommes explicitement.
— Pour j “ 1, la somme sur i est

ř
iă1, c’est-à-dire aucun termes.

— Pour j “ 2, il y a seulement i “ 1, donc le terme px1y2 ´ x2y1q2.
— Pour j “ 3, il y a les termes i “ 1 et i “ 2, donc les termes px1y3 ´ x3y1q2 ` px2y3 ´ x3y2q2.

Ces trois termes collectés sont justement les composants (au carré) de xˆy données dans la formule
(11.55a).

Les trois vecteurs de base ex, ey et ey ont des produits vectoriels faciles à retenir :

ex ˆ ey “ ez

ey ˆ ez “ ex

ez ˆ ex “ ey

(11.70)

Les deux formules suivantes, qui mêlent le produit scalaire et le produit vectoriel, sont souvent
utiles en analyse vectorielle :

puˆ vq·w “ u· pv ˆ wq
puˆ vq ˆ w “ ´pv·wqu` pu·wqv (11.71)

pour tout vecteurs u, v et w dans R3. Nous les admettons sans démonstration. La seconde formule
est parfois appelée formule d’expulsion.

Exemple 11.37
Calculons le produit vectoriel v ˆ w avec

v “
¨
˝

3
´1
1

˛
‚ w “

¨
˝

1
2
´1

˛
‚. (11.72)

Les vecteurs s’écrivent sous la forme v “ 3ex ´ ey ` ez et w “ ex ` 2ey ´ ez. Le produit vectoriel
s’écrit

p3ex ´ ey ` ezq ˆ pex ` 2ey ´ ezq “ 6ex ˆ ey ´ 3ex ˆ ez
´ ey ˆ ex ` ey ˆ ez
` ez ˆ ex ` 2ez ˆ ey

“ 6ez ` 3ey ` ez ` ex ` ey ´ 2ex
“ ´ex ` 4ey ` 7ez.

(11.73)
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4

11.2.6 Produit mixte

Si a, b et c sont trois vecteurs, leur produit mixte est le nombre a· pb ˆ cq. En écrivant le
produit vectoriel sous forme de somme de trois déterminants 2ˆ 2, nous avons

a· pbˆ cq

“ pa1ex ` a2ey ` a3ezq·
˜∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣ ex ´
∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣ ey `
∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
¸

“ a1

∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣´ a2

∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣` a3

∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .
(11.74)

Le produit mixte s’écrit donc sous forme d’un déterminant. Nous retenons cette formule :

a· pbˆ cq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (11.75)

Un grand intérêt du produit vectoriel est qu’il fournit un vecteur qui est simultanément per-
pendiculaire aux deux vecteurs donnés.

Proposition 11.38.
Le produit vectoriel 10 aˆ b est un vecteur orthogonal à a et b.

Démonstration. Vérifions que a K pa ˆ bq. Pour cela, nous calculons a· pa ˆ bq, c’est-à-dire le
produit mixte

a· paˆ bq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ “ 0. (11.76)

L’annulation de ce déterminant est due au fait que deux de ses lignes sont égales.

Ces résultats admettent une intéressante généralisation.

Lemme 11.39.
Soit X P Rn ainsi que v1, . . . , vn´1 P Rn. Alors
(1) Nous avons

detpX, v1, . . . , vn´1q “ X · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.77)

(2) Le vecteur

det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.78)

est orthogonal à tous les vi.
10. Définition 11.28.
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Démonstration. Vu que les deux côtés de (11.77) vus comme fonctions de X, sont des applications
linéaires de Rn dans R, il suffit de vérifier l’égalité sur une base.

Nous posons τi : Rn Ñ Rn´1,

τipvqk “
#
vk si k ă i

vk`1 si k ě i.
(11.79)

et nous avons d’une part

ek · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ det

¨
˚̋

τkv1
...

τkvn´1

˛
‹‚ (11.80)

et d’autre part,

detpek, v1, . . . , vn´1q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
1 v1 ¨ ¨ ¨ vn´1
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‚
“ detpτkv1, . . . , τkvn´1q. (11.81)

La première assertion est démontrée.
En ce qui concerne la seconde, il suffit d’appliquer la première et se souvenir qu’un déterminant

est nul lorsque deux lignes sont égales 11. En effet :

vk · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ detpvk, v1, . . . , vnq “ 0. (11.82)

11.2.7 Procédé de Gram-Schmidt

Proposition 11.40 (Procédé de Gram-Schmidt).
Un espace euclidien possède une base orthonormée.

Démonstration. Soit E un espace euclidien et tv1, . . . , vnu, une base quelconque de E. Nous posons
d’abord

f1 “ v1, e1 “ f1
}f1} . (11.83)

Ensuite
f2 “ v2 ´ xv2, e1ye1, e2 “ f2

}f2} . (11.84)

Notons que te1, e2u est une base de Spantv1, v2u. De plus elle est orthogonale :

xe1, f2y “ xe1, v2y ´ xv2, e1y xe1, e1yloomoon
“1

“ 0. (11.85)

Le fait que }e1} “ }e2} “ 1 est par construction. Nous avons donc donné une base orthonormée de
Spantv1, v2u.
11. Corollaire 4.73.
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Nous continuons par récurrence en posant

fk “ vk ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiyei, ek “ fk

}fk} . (11.86)

Pour tout j ă k nous avons

xej , fky “ xej , vky ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiy xei, ejyloomoon

“δij

“ 0 (11.87)

Cet algorithme de Gram-Schmidt nous donne non seulement l’existence de bases orthonormée
pour tout espace euclidien, mais aussi le moyen d’en construire à partir de n’importe quelle base.

11.2.8 Approximation

Le lemme suivant est surtout intéressant en dimension infinie.

Lemme 11.41.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V ; il existe une
suite pvnq dans A telle que vn VÝÑ v et }vn} ď }v} pour tout n.

Démonstration. Vu que A est dense, il existe une suite an dans A telle que an Ñ v. Ensuite il
suffit de poser

vn “ n

n` 1
}v}
}an}an. (11.88)

Par construction nous avons toujours

}vn} “ n

n` 1}v} ď }v}. (11.89)

Et de plus, la norme étant continue 12,

lim
nÑ8 vn “ lim

nÑ8
n

n` 1 lim
nÑ8

}v}
}vn} lim

nÑ8 vn “ v. (11.90)

Le fait que vn soit dans A est dû au fait que A soit vectoriel.

Proposition 11.42.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V ; pour tout a P R
nous avons

supt|v· a| tel que a P A et }a} ď λu “ λ}v}. (11.91)

Démonstration. D’abord pour tout a P A vérifiant }a} ď λ l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.10
donne

|v· a| ď }v}}a} ď λ}v}. (11.92)
Donc le supremum dont on parle est majoré par λ}v}.

Il nous faut l’inégalité dans l’autre sens. Par densité nous pouvons choisir une suite vn P A tel
que vn Ñ v. Ensuite nous posons

an “ λ

}vn}vn. (11.93)

Nous avons }an} “ λ pour tout n et

|v· an| “ λ

}vn} |v· vn|, (11.94)

12. Où dans le calcul suivant nous utilisons la continuité de la norme ? Posez-vous la question.
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et en passant à la limite,
lim
nÑ8 |v· an| “ λ

}v}}v· v} “ λ}v}. (11.95)

Donc l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum contient une suite convergente vers λ}v}. Le
supremum est donc au moins aussi grand que cela.

11.3 Déterminants

11.3.1 Formes multilinéaires alternées

Définition 11.43.
Soit E, un K-espace vectoriel. Une forme linéaire alternée sur E est une application linéaire
f : E Ñ K telle que fpv1, . . . , vkq “ 0 dès que vi “ vj pour certains i ‰ j.

Lemme 11.44.
Une forme linéaire alternée est antisymétrique. Si K est de caractéristique différente de 2, alors
une forme antisymétrique est alternée.

Démonstration. Soit f une forme alternée ; quitte à fixer toutes les autres variables, nous pouvons
travailler avec une 2-forme et simplement montrer que fpx, yq “ ´fpy, xq. Pour ce faire nous
écrivons

0 “ fpx` y, x` yq “ fpx, xq ` fpx, yq ` fpy, xq ` fpy, yq “ fpx, yq ` fpy, xq. (11.96)

Pour la réciproque, si f est antisymétrique, alors fpx, xq “ ´fpx, xq. Cela montre que fpx, xq “
0 lorsque K est de caractéristique différente de deux.

Proposition 11.45 ([142]).
Soit E, un K-espace vectoriel de dimension n, où la caractéristique de K n’est pas deux. L’espace
des n-formes multilinéaires alternées sur E est de K-dimension 1.

Démonstration. Soient teiu, une base de E, une n-forme linéaire alternée f : E Ñ K ainsi que des
vecteurs pv1, . . . , vnq de E. Nous pouvons les écrire dans la base

vj “
nÿ

i“1
αijei (11.97)

et alors exprimer f par

fpv1, . . . , vnq “ f
` nÿ

i1“1
α1i1ei1 , . . . ,

nÿ

in“1
αninein

˘
(11.98a)

“
ÿ

i,j

α1i1 . . . αninfpei1 , . . . , einq. (11.98b)

Étant donné que f est alternée, les seuls termes de la somme sont ceux dont les ik sont tous
différents, c’est-à-dire ceux où ti1, . . . , inu “ t1, . . . , nu. Il y a donc un terme par élément du
groupe des permutations Sn et

fpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn
ασp1q1 . . . ασpnqnfpeσp1q, . . . , eσpnqq. (11.99)

En utilisant encore une fois le fait que la forme f soit alternée, f “ fpe1, . . . , enqΠ où

Πpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn
εpσqασp1q1 . . . ασpnqn. (11.100)

Pour rappel, la donnée des vi est dans les nombres αij .
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L’espace des n-formes alternées est donc au plus de dimension 1. Pour montrer qu’il est exac-
tement de dimension 1, il faut et suffit de prouver que Π est alternée. Par le lemme 11.44, il suffit
de prouver que cette forme est antisymétrique 13.

Soient donc v1, . . . , vn tels que vi “ vj . En posant τ “ p1iq et τ 1 “ p2jq et en sommant sur σττ 1
au lieu de σ, nous pouvons supposer que i “ 1 et j “ 2. Montrons que Πpv, v, v3, . . . , vnq “ 0 en
tenant compte que αi1 “ αi2 :

Πpv, v, v3, . . . , vnq “
ÿ

σPSn
εpσqασp1q1ασp2q2ασp3q3 . . . ασpnqn (11.101a)

“
ÿ

σPSn
εpστqαστp1q1αστp2q2αστp3q3 . . . αστpnqn où τ “ p12q (11.101b)

“ ´
ÿ

σPSn
εpσqασp1q1ασp2q2ασp3q3 . . . ασpnqn (11.101c)

“ ´Πpv, v, v3, . . . , vnq. (11.101d)

11.3.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Nous considérons un corps K et l’espace vectoriel E de dimension n sur K.

Définition 11.46 (Déterminant d’une famille de vecteurs[6]).
Le déterminant de la famille de vecteurs pv1, . . . , vnq dans la base B est l’élément de K

detpe1,...,enqpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
e˚σpiqpviq (11.102)

où
— la somme porte sur le groupe symétrique,
— le nombre εpσq est la signature de la permutation σ,
— les éléments teiu forment la base canonique de Kn.
— les éléments tei̊ u sont la base duale de teiu.

Nous le notons detpe1,...,enqpv1, . . . , vnq.
11.47.
La base teiu est la base canonique de Kn, et l’élément ek̊ est la forme linéaire définie par

ek̊ : Kn Ñ K
ÿ

i

xiei ÞÑ xk.
(11.103)

Il n’est pas sous-entendu que Kn ait un produit scalaire. Il n’est donc pas autorisé de dire que
teiu est une base orthonormée et que ek̊pxq “ xek, xy. Ce genre d’égalités sont vraies dans le cas
K “ R, mais n’ont pas de sens en général.

Le lemme 11.51 va un peu parler du cas où Kn est muni d’une base orthonormée.

Lemme 11.48 ([6]).
Les propriétés du déterminant. Soit B une base de E.
(1) L’application detB : En Ñ K est n-linéaire.
(2) L’application detB : En Ñ K est n-linéaire est antisymétrique et alternée 14.
(3) Pour toute base, detBpBq “ 1.

13. C’est ici que joue l’hypothèse sur la caractéristique de K.
14. Alternée, définition 11.43. En caractéristique 2, alternée n’est pas équivalent à symétrique.
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(4) Le déterminant ne change pas si on remplace un vecteur par une combinaison linéaire des
autres :

detBpv1, . . . , vnq “ detB
`
v1 `

nÿ

s“2
asvs, v2, . . . , vn

˘
. (11.104)

(5) Si on permute les vecteurs,

detBpv1, . . . , vnq “ εpσq detBpvσp1q, . . . , vσpnqq. (11.105)

(6) Si B1 est une autre base :
detB “ detBpB1q detB1 (11.106)

(7) Nous avons aussi la formule detBpB1q detB1pBq “ 1.
(8) Les vecteurs tv1, . . . , vnu forment une base si et seulement si detBpv1, . . . , vnq ‰ 0.

Démonstration. Point par point.
(1) En posant v1 “ x1 ` λx2 nous avons

detBpx1 ` λx2, v2, . . . , vnq “
ÿ

σ

εpσq
nź

i“1
e˚σpiqpviq (11.107a)

“
ÿ

σ

εpσq
´
e˚σp1qpx1 ` λx2q

¯ nź

i“2
e˚σpiqpviq. (11.107b)

À partir de là, la linéarité de e˚σp1q montre que detB est linéaire en son premier argument.
Pour les autres arguments, le même calcul tient.

(2) Nous prouvons à présent que det est alternée. Si votre corps est de caractéristique différente
de deux, vous pouvez lire 11.49.
Supposons vk “ vl, et considérons la permutation β “ pk, lq. Nous savons par la proposition
5.32 que Sn “ AnYAnβ. Cela nous permet de décomposer la somme sur Sn en deux parties :

σσPSnp´1qσ
ź

i

ε˚σpiqpviq “
ÿ

σPAn
p´1qσ

ź

i

ε˚σpiqpviq `
ÿ

σPAn
p´1qσβ

ź

i

ε˚pσβqpiqpviq. (11.108)

D’abord p´1qσ “ 1 et p´1qσβ “ ´1. Ensuite, pour un σ P An donné, nous avons
ź

i

ε˚pσβqpiqpviq “ ε˚pσβqpkqpvkqε˚pσβqplqpvlq
ź i‰k

i ‰ l ε˚pσβqpiqpviq (11.109a)

“ ε˚σplqpvkqε˚σpkqpvlq
ź

i‰k
i‰l

ε˚σpiqpviq (11.109b)

“ ε˚σplqpvlqε˚σpkqpvkq
ź

i‰k
i‰l

ε˚σpiqpviq (11.109c)

“
ź

i

ε˚σpiqpviq. (11.109d)

Donc les deux termes de la somme (11.108) ne diffèrent que par un signe. Elle est donc nulle,
et la forme déterminant est alternée.
La fonction det est antisymétrique parce que alternée, voir le lemme 11.44.

(3) Nous avons

detBpBq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
e˚σpiqpeiqlooomooon
“δσpiq,i

. (11.110)

Si σ n’est pas l’identité, le produit contient forcément un facteur nul. Il ne reste de la somme
que σ “ Id et le résultat est 1.
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(4) Vu que detB est linéaire en tous ses arguments,

detB
`
v1 `

nÿ

s“2
asvs, v2, . . . , vn

˘ “ detBpv1, . . . , vnq `
nÿ

s“2
as detBpvs, v2, . . . , vnq. (11.111)

Chacun des termes de la somme est nul parce qu’il y a répétition de vs parmi les arguments
alors que la forme est alternée.

(5) Nous devons calculer detBpvσp1q, . . . , vσpnqq, et pour y voir plus clair nous posons wi “ vσpiq.
Alors :

detBpvσp1q, . . . , vσpnqq “
ÿ

σ1

εpσ1q
nź

i“1
e˚σ1piqpwiq (11.112a)

“
ÿ

σ1

εpσ1q
nź

i“1
e˚σ1piqpvσpiqq (11.112b)

“
ÿ

σ1

εpσ1q
nź

i“1
e˚σ´1σ1piqpviq (11.112c)

“
ÿ

σ1

εpσσ1q
nź

i“1
e˚σ1piqpviq (11.112d)

“ εpσqdetBpv1, . . . , vnq. (11.112e)

Justifications : nous avons d’abord modifié l’ordre des éléments du produit et ensuite l’ordre
des éléments de la somme. Nous avons ensuite utilisé le fait que ε : Sn Ñ t0, 1u était un
morphisme de groupe (proposition 2.73).

(6) Étant donné que l’espace des formes multilinéaires alternées est de dimension 1, il existe un
λ P K tel que detB “ λdetB1 . Appliquons cela à B1 :

detBpB1q “ λ detB1pB1q, (11.113)

donc λ “ detBpB1q.
(7) Il suffit d’appliquer l’égalité précédente à B en nous souvenant que detBpBq “ 1.
(8) Si B1 “ tv1, . . . , vnu est une base alors detBpB1q ‰ 0, sinon il n’est pas possible d’avoir

detBpB1q detB1pBq “ 1.
À l’inverse, si B1 n’est pas une base, c’est que tv1, . . . , vnu est liée par la proposition 4.16.
Il y a donc moyen de remplacer un des vecteurs par une combinaison linéaire des autres. Le
déterminant s’annule alors.

11.49.
Si la caractéristique du corps de base n’est pa deux, une forme antisymétrique est alternée (lemme
11.44). Il est alors plus facile de prouver que le déterminant est antisymétrique et d’en déduire
qu’il est alterné.

Permuter vk et vl revient à calculer le nombre detBpvσklp1q, . . . , vσklpnqq au lieu de detBpv1, . . . , vnq.
Cela revient à changer la somme

ř
σ en

ř
σ˝σkl . Cela ajoute 1 à εpσq vu que l’on ajoute une per-

mutation.
Donc le déterminant est antisymétrique. Nous en déduisons qu’il est alterné parce que detBpv1, v1q “

´ detBpv1, v1q (permutation de v1 et v1). Si le corps est de caractéristique différente de deux, cela
implique que detBpv1, v1q “ 0.

D’après la proposition 11.45, il existe une unique forme n-linéaire alternée égale à 1 sur B, et
c’est detB : En Ñ K.



458 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS (ENCORE)

11.3.3 Déterminant d’un endomorphisme

L’interprétation géométrique du déterminant en termes d’aires et de volumes est donnée après
la théorème 15.251.

Lemme-définition 11.50.
Si f : E Ñ E est un endomorphisme, et si les parties B et B1 sont deux bases, alors

detB
`
fpBq˘ “ detB1

`
fpB1q˘. (11.114)

Ce nombre, indépendant de la base choisie est nommé le déterminant de f et est noté detpfq.
Démonstration. L’application

ϕ : En Ñ K

v1, . . . , vn ÞÑ detB
`
fpv1q, . . . , fpvnq

˘ (11.115)

est n-linéaire et alternée ; il existe donc λ P K tel que ϕ “ λ detB. En appliquant cela à B :

detB
`
fpBq˘ “ λ detBpBq “ λ. (11.116)

Nous avons donc déjà prouvé que λ “ detB
`
fpBq˘, c’est-à-dire

detB
`
fpvq˘ “ detB

`
fpBq˘ detBpvq. (11.117)

Nous allons maintenant introduire B1 là où il y a du v en utilisant les formules (11.106) :

detB
`
fpvq˘ “ detBpB1q detB1

`
fpvq˘ (11.118a)

detBpvq “ detBpB1q detB1pvq. (11.118b)

Nous obtenons
detB1

`
fpvq˘ “ detB

`
fpBq˘ detB1pvq. (11.119)

Et on applique cela à v “ B1 :

detB1
`
fpB1q˘ “ detB

`
fpBq˘ detB1pB1qloooomoooon

“1

. (11.120)

Couplé à la formule (11.102), nous pouvons écrire la formule pratique à utiliser le plus souvent.

Lemme 11.51.
Soit un espace vectoriel euclidien 15 E sur le corps K. Si teiui“1,...,n est une base orthonormée de
E et si f : E Ñ E est un endomorphisme, alors

detpfq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
xeσpiq, fpeiqy. (11.121)

Démonstration. Nous utilisons la définition 11.50 du déterminant d’un endomorphisme detpfq “
detB

`
fpBq˘ en prenant la liste des vecteurs teiu comme B. En l’occurrence, le ie vecteur de la

famille B est fpeiq.
Vu que la base est orthonormée, nous avons ek̊pvq “ xek, vy et donc aussi

e˚σpiqpviq “ xe˚σpiq, fpeiqy. (11.122)

15. C’est-à-dire qu’il possède un produit scalaire, voir la définition 11.7.
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Et si vous avez tout suivi, vous aurez remarqué que les produits scalaires impliqués dans la
formule (11.121) sont les éléments de la matrice de f dans la base teiu parce que xei, fpejqy est la
composante i de l’image de ej par f . Si la matrice est composée en mettant en colonne les images
des vecteurs de base, le compte est bon.

Proposition 11.52.
Principales propriétés géométriques du déterminant d’un endomorphisme.
(1) Si f et g sont des endomorphismes, alors detpf ˝ gq “ detpfqdetpgq.
(2) L’endomorphisme f est un automorphisme 16 si et seulement si detpfq ‰ 0.
(3) Si detpfq ‰ 0 alors detpf´1q “ detpfq´1.
(4) L’application det : GLpEq Ñ Kzt0u est un morphisme de groupe.

Démonstration. Point par point.
(1) Nous considérons l’application

ϕ : En Ñ K

v ÞÑ detB
`
fpvq˘. (11.123)

Comme d’habitude nous avons ϕpvq “ λdetBpvq. En appliquant à B et en nous souvenant
que detBpBq “ 1 nous avons detB

`
fpBq˘ “ λ. Autrement dit :

λ “ detpfq. (11.124)

Calculons à présent ϕ
`
gpBq˘ : d’une part,

ϕ
`
gpBq˘ “ detB

`pf ˝ gqpBq˘ (11.125)

et d’autre part,
ϕ
`
gpBq˘ “ λ detB

`
gpBq˘ “ λ detpgq (11.126)

En égalisant et en reprenant la la valeur déjà trouvée de λ,

det
`
f ˝ gqpBq˘ “ detpfqdetpgq, (11.127)

ce qu’il fallait.
(2) Supposons que f soit un automorphisme. Alors si B est une base, fpBq est une base. Par

conséquent detpfq “ detB
`
fpBq˘ ‰ 0 parce que fpBq est une base (lemme 11.48(8)).

Réciproquement, supposons que detpfq ‰ 0. Alors si B est une base quelconque nous avons
detB

`
fpBq˘ ‰ 0, ce qui est uniquement possible lorsque fpBq est une base. L’application f

transforme donc toute base en une base et est alors un automorphisme d’espace vectoriel.
(3) Vu que le déterminant de l’identité est 1 et que f est inversible, 1 “ detpf ˝ f´1q “

detpfqdetpf´1q.

Proposition 11.53.
Soient deux espaces vectoriels E et F de dimension finies n et m sur le corps K munis de bases
teiu et tfαu. À une matrice A P
eMpmˆ n,Kq nous associons l’application linéaire 17

fApxq “
ÿ

iα

Aαixifα. (11.128)

Alors, en ce qui concerne les déterminants 18, nous avons

16. Endomorphisme inversible, définition 4.29.
17. Dont nous avons déjà beaucoup parlé entre autres dans la proposition 4.65.
18. Définition 11.50 pour les applications linéaires et 4.68 pour les matrices.
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(1) detpfAq “ detpAq
(2) detpfABq “ detpfAqdetpfBq

Démonstration. Nous devons étudier la formule

detpfAq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
e˚σpiq

`
fApeiq

˘
. (11.129)

En premier lieu nous avons

fApeiq “
ÿ

jk

Ajkpeiqkej “
ÿ

j

Ajiej . (11.130)

Nous avons alors
e˚σpiq

`
fApeiq

˘ “
ÿ

j

Aji e
˚
σpiqpejqlooomooon
δjσpiq

“ Aσpiqi. (11.131)

Au final,

detpfAq “
ÿ

σ

εpσq
nź

i“1
Aσpiqi “ detpAtq “ detpAq (11.132)

où la dernière égalité est autorisée par le lemme 4.70.
Cela prouve la formule detpfAq “ detpAq.
En ce qui concerne la seconde formule, il s’agit de se souvenir de la proposition 4.65 qui donne

fAB “ fA ˝ fB, et ensuite de la proposition 11.52(1) qui donne detpfA ˝ fBq “ detpfAq detpfBq.

11.3.4 Déterminant de Vandermonde

Proposition 11.54 ([57]).
Le déterminant de Vandermonde est le polynôme en n variables donné par

V pT1, . . . , Tnq “ det

¨
˚̊
˚̋

1 1 . . . 1
T1 T2 . . . Tn
... . . . . . . ...

Tn´1
1 Tn´1

2 . . . Tn´1
n

˛
‹‹‹‚“

ź

1ďiăjďn
pTj ´ Tiq. (11.133)

Notez que l’inégalité du milieu est stricte (sinon d’ailleurs l’expression serait nulle).

Démonstration. Nous considérons le polynôme

fpXq “ V pT1, . . . , Tn´1, Xq P
`
KrT1, . . . , Tn´1s

˘rXs. (11.134)

C’est un polynôme de degré au plus n´1 enX et il s’annule aux points T1, . . . , Tn´1. Par conséquent
il existe α P KrT1, . . . , Tn´1s tel que

f “ αpX ´ Tn´1q . . . pX ´ T1q. (11.135)

Nous trouvons α en écrivant fp0q. D’une part la formule (11.135) nous donne

fp0q “ αp´1qn´1T1 . . . Tn´1. (11.136)
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D’autre par la définition donne

fp0q “ det

¨
˚̊
˚̋

1 ¨ ¨ ¨ 1 1
T1 Tn´1 0
...

...
...

Tn´1
1 ¨ ¨ ¨ Tn´1

n´1 0

˛
‹‹‹‚ (11.137a)

“ p´1qn´1 det

¨
˚̋

T1 . . . Tn´1
... . . . ...

Tn´1
1 . . . Tn´1

n´1

˛
‹‚ (11.137b)

“ p´1qn´1T1 . . . Tn´1 det

¨
˚̋

1 ¨ ¨ ¨ 1
... . . . ...

Tn´1
1 ¨ ¨ ¨ Tn´1

n´1

˛
‹‚ (11.137c)

“ p´1qn´1T1 . . . Tn´1V pT1, . . . , Tn´1q (11.137d)

En égalisant avec (11.136), nous trouvons α “ V pT1, . . . , Tn´1q, et donc

f “ V pT1, . . . , Tn´1q
ź

jďn´1
pX ´ Tjq (11.138)

Enfin, une récurrence montre que

V pT1, . . . , Tnq “ fpTnq (11.139a)
“ V pT1, . . . , Tn´1q

ź

jďn´1
pTn ´ Tjq (11.139b)

“
ź

kďn

ź

jďk´1
pTk ´ Tjq (11.139c)

“
ź

1ďjăkďn
pTi ´ Tjq. (11.139d)

Exemple 11.55
Le déterminant de Vandermonde (proposition 11.54) est alterné, semi-symétrique et non symé-
trique. Le fait qu’il soit alterné est le fait qu’il soit un déterminant. Étant donné qu’il est alterné,
il est semi-symétrique parce que sur An, nous avons ε “ 1. Étant donné qu’il est alterné, il change
de signe sous l’action des éléments impairs de Sn et n’est donc pas symétrique. 4

Proposition 11.56.
Un polynôme semi-symétrique f P KrT1, . . . , Tns se décompose de façon unique en

f “ P ` V Q (11.140)

où P et Q sont deux polynômes symétriques.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité en montrant que si f “ PV Q avec P et
Q symétrique, alors P et Q sont donnés par des formules explicites en termes de f .

Si σ1 et σ2 sont deux permutations impaires de t1, . . . , nu, alors σ1 · f “ σ2 · f parce que
l’élément σ´1

2 σ1 est pair (proposition 2.73), de telle sorte que σ´1
2 σ1 · f “ f . Nous posons donc

g “ τ · f où τ est une permutation impaire quelconque – par exemple une transposition.
Vu que V est alternée et que τ est une transposition nous avons

g “ τ · f “ P ´ V Q. (11.141)
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Donc f ` g “ 2P et f ´ g “ 2V Q. Cela donne P et Q en terme de f et g, et donc l’unicité.
Attention : cela ne donne pas un moyen de prouver l’existence parce que rien ne prouve pour

l’instant que f ´ g peut effectivement être écrit sous la forme V Q, c’est-à-dire que f ´ g soit
divisible par V . C’est cela que nous allons nous atteler à démontrer maintenant.

Nous commençons par prouver que f ` g est symétrique et f ´ g alterné. Si σ est une trans-
position,

σ· pf ` gq “ σ· f ` στ · f “ g ` f (11.142)

parce que στ est pair. De la même façon,

σ· pf ´ gq “ g ´ f “ εpσqpf ´ gq. (11.143)

Dans les deux cas nous concluons en utilisant le fait que toute permutation est un produit de
transpositions (proposition 2.70) et que ε est un homomorphisme.

Soient maintenant deux entiers h ă k dans t1, . . . , nu et l’anneau
`
KrT1, . . . , T̂k, . . . , Tns

˘rTks. (11.144)

Cet anneau contient le polynôme Tk´Th où Tk est la variable et Th est un coefficient. Nous faisons
la division euclidienne de f ´ g par Tk ´ Th parce que nous avons dans l’idée de faire arriver le
déterminant de Vandermonde et donc le produit de toutes les différences Tk ´ Th :

f ´ g “ pTk ´ Thqq ` r (11.145)

où degTk r ă 1, c’est-à-dire que r ne dépends pas de Tk. Nous revoyons maintenant l’égalité (11.145)
dansKrT1, . . . , Tns et nous y appliquons la transposition τkh. Nous savons que τkhpf´gq “ ´pf´gq
et τkhpTk ´ Thq “ ´pTk ´ Thq, et donc

´ pf ´ gq “ ´pTk ´ Thqτkh · q ` τkh · r (11.146)

où τkh · r ne dépend pas de Th. Nous appliquons à (11.146) l’application

tα : KrT1, . . . , Tns Ñ KrT1, . . . , T̂k, . . . , Tns
αpPT1, . . . , T̂k, . . . , Tnq “ P pT1, . . . , Th, . . . , Tnq.

(11.147)

Cette application vérifie α
`
τkh · r

˘ “ αprq et nous avons
´ αpf ´ gq “ αprq. (11.148)

Puis en appliquant α à la relation f ´ g “ pTk ´ Thqq ` r, nous trouvons
αpf ´ gq “ αprq, (11.149)

et par conséquent αprq “ 0. Ici nous utilisons l’hypothèse de caractéristique différente de deux.
Dire que αprq “ 0, c’est dire que r est divisible par Tk ´ Th, mais r étant de degré zéro en Tk,
nous avons r “ 0. Par conséquent Tk ´ Th divise f ´ g pour tout h ă k, et nous pouvons définir
un polynôme Q par

f ´ g “ 2Q
ź

hăk

ź

kďn
pTk ´ Thq “ 2QpT1, . . . , TnqV pT1, . . . , Tnq, (11.150)

où nous avons utilisé la formule du déterminant de Vandermonde de la proposition 11.54.
Étant donné que f ` g est un polynôme symétrique, nous allons aussi poser f ` g “ 2P avec

P symétrique.
Montrons à présent que Q est un polynôme symétrique. Soit σ P Sn ; vu que nous savons déjà

que f ´ g est alternée, nous avons

σ· pf ´ gq “ εpσqpf ´ gq “ εpσq2QV, (11.151)
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Mais en appliquant σ à l’équation (11.150),

σ· pf ´ gq “ 2pσ·V qpT1, . . . , , Tnqpσ·QqpT1, . . . , Tnq (11.152a)
“ 2εpσqV pT1, . . . , Tnqpσ·QqpT1, . . . , Tnq. (11.152b)

Nous égalisons cela avec (11.151) et nous souvenant que l’anneau KrT1, . . . , Tns est intègre par le
théorème 3.157. Ensuite nous simplifions par 2εpσqV pour obtenir

Q “ σ·Q, (11.153)

c’est-à-dire que Q est symétrique.
Au final nous avons f ` q “ 2P et f ´g “ 2V Q avec P et Q symétriques. En faisant la somme,

f “ P ` V Q. (11.154)

11.3.5 Déterminant de Gram

Si x1, . . . , xr sont des vecteurs d’un espace vectoriel, alors le déterminant de Gram est le
déterminant

Gpx1, . . . , xrq “ det
`xxi, xjy

˘
. (11.155)

Notons que la matrice est une matrice symétrique.

Proposition 11.57.
Si F est un sous-espace vectoriel de base tx1, . . . , xnu et si x est un vecteur, alors le déterminant
de Gram est un moyen de calculer la distance entre x et F par

dpx, F q2 “ Gpx, x1, . . . , xnq
Gpx1, . . . , xnq . (11.156)

11.3.6 Déterminant de Cauchy

Soient des nombres ai et bi (i “ 1, . . . , n) tels que ai ` bj ‰ 0 pour tout couple pi, jq. Le
déterminant de Cauchy est

Dn “ det
ˆ

1
ai ` bj

˙
. (11.157)

Proposition 11.58 ([143]).
Le déterminant de Cauchy est donné par la formule

Dn “
ś
iăjpaj ´ aiq

ś
iăjpbj ´ biqś

ijpai ` bjq
. (11.158)

11.3.7 Matrice de Sylvester

La définition est pompée de wikipédia. Soient P et Q deux polynômes non nuls, de degrés
respectifs m et n :

P pxq “ p0 ` p1x` ¨ ¨ ¨ ` pnxn (11.159a)
Qpxq “ q0 ` q1x` ¨ ¨ ¨ ` qmxm. (11.159b)

La matrice de Sylvester associée à P et Q est la matrice carrée m` nˆm` n définie ainsi :
(1) la première ligne est formée des coefficients de P , suivis de 0 :

`
pn pn´1 ¨ ¨ ¨ p1 p0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˘
; (11.160)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_de_Sylvester
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(2) la seconde ligne s’obtient à partir de la première par permutation circulaire vers la droite ;
(3) les pm´ 2q lignes suivantes s’obtiennent en répétant la même opération ;
(4) la ligne pm` 1q est formée des coefficients de Q, suivis de 0 :

`
qm qm´1 ¨ ¨ ¨ q1 q0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˘
; (11.161)

(5) les pm´ 1q lignes suivantes sont formées par des permutations circulaires.
Ainsi dans le cas n “ 4 et m “ 3, la matrice obtenue est

Sp,q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

p4 p3 p2 p1 p0 0 0
0 p4 p3 p2 p1 p0 0
0 0 p4 p3 p2 p1 p0
q3 q2 q1 q0 0 0 0
0 q3 q2 q1 q0 0 0
0 0 q3 q2 q1 q0 0
0 0 0 q3 q2 q1 q0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (11.162)

Le déterminant de la matrice de Sylvester associée à P et Q est appelé le résultant de P et Q et
noté respP,Qq.

Attention : si P est de degré n et Q de degré m, il y a m lignes pour P et n pour Q dans le
déterminant du résultant (et non le contraire).

Lemme 11.59 ([144]).
Si P et Q sont deux polynômes de degrés n et m à coefficients dans l’anneau A, alors pour tout
λ P A,

respλP,Qq “ λm respP,Qq (11.163a)
respP, λQq “ λn respP,Qq. (11.163b)

Démonstration. Cela est simplement un comptage du nombre de lignes. Il y a m lignes contenant
les coefficients de P ; donc prendre λP revient à multiplier m lignes dans un déterminant et donc
le multiplier par λm.

L’équation de Bézout (6.71) peut être traitée avec une matrice de Sylvester. Soient P et Q,
deux polynômes donnés et à résoudre l’équation

xP ` yQ “ 0 (11.164)

par rapport aux polynômes inconnus x et y dont les degrés sont degpxq ă degpQq et degpyq ă
degpP q. Si nous notons x̃ et ỹ la liste des coefficients de x et y (dans l’ordre décroissant de degré),
nous pouvons récrire l’équation (11.164) sous la forme

StPQ

ˆ
x̃
ỹ

˙
“ 0. (11.165)

Pour s’en convaincre, écrivons pour les polynômes de l’exemple (11.162) :
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

p4 0 0 q3 0 0 0
p3 p4 0 q2 q3 0 0
p2 p3 p4 q1 q2 q3 0
p1 p2 p3 q0 q1 q2 q3
p0 p1 p2 0 q0 q1 q2
0 p0 p1 0 0 q0 q1
0 0 p0 0 0 0 q0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x2
x1
x0
y3
y2
y1
y0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

x2p4 ` y2q3
p3x2 ` p4x1 ` q2y3 ` q3y2

...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(11.166)

Nous voyons que sur la ligne numéro k (en partant du bas et en numérotant de à partir de zéro)
nous avons les produits pixj et qiyj avec i ` j “ k. La colonne de droite représente donc bien les
coefficients du polynôme xP ` yQ.
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Proposition 11.60.
Le résultant de deux polynômes est non nul si et seulement si les deux polynômes sont premiers
entre eux.

Un polynôme P a une racine double en a si et seulement si P et P 1 ont a comme racine
commune, ce qui revient à dire que P et P 1 ne sont pas premiers entre eux.

Une application importante de ces résultats sera le théorème de Rothstein-Trager 21.95 sur
l’intégration de fractions rationnelles.

Exemple 11.61
Si nous prenons P “ aX2 ` bX ` c et P 1 “ 2aX ` b alors la taille de la matrice de Sylvester sera
2` 1 “ 3 et

SP,P 1 “
¨
˝
a b c
2a b 0
0 2a b

˛
‚. (11.167)

Le résultant est alors
respP, P 1q “ ´apb2 ´ 4acq. (11.168)

Donc un polynôme du second degré a une racine double si et seulement si b2 ´ 4ac “ 0. Cela est
un résultat connu depuis longtemps mais qui fait toujours plaisir à revoir. 4

La matrice de Sylvester permet aussi de récrire l’équation de Bézout pour les polynômes ; voir
le théorème 6.40 et la discussion qui s’ensuit.

Une proposition importante du résultant est qu’il peut s’exprimer à l’aide des racines des
polynômes.

Proposition 11.62.
Si

P pXq “ ap

pź

i“1
pX ´ αiq (11.169a)

QpXq “ bq

qź

j“1
pX ´ βiq (11.169b)

alors nous avons les expressions suivantes pour le résultant :

respP,Qq “ aqpb
p
q

pź

i“1

qź

j“1
pβj ´ αiq “ bpq

qź

j“1
P pβjq “ p´1qpqaqp

pź

i“1
Qpαiq. (11.170)

Démonstration. Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, d’une part la proposition 11.60 nous dit
que respP,Qq “ 0 et d’autre part, P et Q ont un facteur irréductible en commun, ce qui signifie
que nous devons avoir un des X ´ αi égal à un des X ´ βj . Autrement dit, nous avons αi “ βj
pour un couple pi, jq. Par conséquent tous les membres de l’équation (11.170) sont nuls.

Nous supposons donc que P et Q sont premiers entre eux. Nous commençons par supposer que
les polynômes P et Q sont unitaires, c’est-à-dire que ap “ bq “ 1. Nous considérons alors l’anneau

A “ Zrα1, . . . , αp, β1, . . . , βqs. (11.171)

Dans cet anneau, l’élément βj ´ αi est irréductible (tout comme X ´ Y est irréductible dans
ZrX,Y s). Le résultant R “ respP,Qq est un élément de A parce que tous leurs coefficients peuvent
être exprimés à l’aide des αi et des βj . Dans A, l’élément βj´αi divise R. En effet lorsque βj “ αi,
le déterminant définissant le résultant est nul, ce qui signifie que βj´αi est un facteur irréductible
de R.

Par conséquent il existe un polynôme T P A tel que

R “ λpα1, . . . , βqq
pź

i“1

rź

j“1
pβj ´ αiq. (11.172)
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Comptons les degrés. Pour donner une idée de ce calcul de degré, voici comment se présente, au
niveau des dimensions, le déterminant :

oo p`1 // oo q´1 //

ap ap´1 a0 0 0 OO

q

��0 0 ap a1 a0

oo
p`q

//

(11.173)

si les ai sont les coefficients de P . Mais chacun des ai est de degré 1 en les αi, donc le déterminant
dans son ensemble est de degré q en les αi, parce que R contient q lignes telles que (11.173). Le même
raisonnement montre que R est de degré p en les βj . Par ailleurs le polynôme

śp
i“1

śr
j“1pβj ´αiq

est de degré p en les βj et q en les αi. Nous en déduisons que T doit être un polynôme ne dépendant
pas de αi ou de βj .

Nous pouvons donc calculer la valeur de T en choisissant un cas particulier. Avec P pXq “ Xp

et QpXq “ Xq ` 1, il est vite vu que RpP,Qq “ 1 et donc que T “ 1.
Si les polynômes P et Q ne sont pas unitaires, le lemme 11.59 nous permet de conclure.

11.3.8 Théorème de Kronecker

Nous considérons Kn l’ensemble des polynômes de ZrXs
(1) unitaires de degré n,
(2) dont les racines dans C sont de modules plus petits ou égaux à 1,
(3) et qui ne sont pas divisés par X.

Un tel polynôme s’écrit sous la forme

P “ Xn `
n´1ÿ

k“0
akX

k. (11.174)

Théorème 11.63 (Kronecker[43]).
Les racines des éléments de Kn sont des racines de l’unité.

Démonstration. Vu que C est algébriquement clos nous pouvons considérer les racines α1, . . . , αn
de P dans C. Nous les considérons avec leurs multiplicités.

Soit R “ Xn `řn´1
k“0 bkX

k un élément de Kn dont nous notons β1, . . . , βn les racines dans C.
Les relations coefficients-racines stipulent que

bk “
ÿ

1ďi1ă...ăin´kďn

n´kź

j“1
βij . (11.175)

En prenant le module et en se souvenant que |βl| ď 1 pour tout l, nous trouvons que

|bk| ď
ˆ

n

n´ k
˙
. (11.176)

Mais comme bk P Z, nous avons

bk P
 ´

ˆ
n

n´ k
˙
,´

ˆ
n

n´ k
˙
` 1, . . . , 0, ¨ ¨ ¨ ,

ˆ
n

n´ k
˙(

(11.177)
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qui est de cardinal
`
n

n´k
˘` 1. Nous avons donc

CardpKnq ď
n´1ź

k“0

`
1`

ˆ
n

n´ k
˙˘ ă 8. (11.178)

La conclusion jusqu’ici est que Kn est un ensemble fini.
Pour chaque k P N˚ nous considérons les polynômes

Pk “
nź

i“1
pX ´ αki q (11.179a)

Qk “ Xk ´ Y P ZrX,Y s, (11.179b)

et puis nous considérons le résultant Rk “ resXpP,Qkq P ZrY s :

Rk “ resXpP,Qkq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0
0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
... . . . . . . . . . . . .
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0

1 0 . . . 0 ´Y 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 ´Y 0 . . . 0

. . . . . . . . .
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´Y 0
0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´Y

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(11.180)

Cela est un polynôme en Y dont le terme de plus haut degré est p´1qnY n. Les petites formules de
la proposition 11.62 nous permettent d’exprimer RkpY q en termes des racines de P :

RkpY q “
nź

i“1
Qkpαiq “

nź

i“1
pαki ´ Y q “ p´1qn

nź

i“1
pY ´ αki q “ p´1qnPkpY q. (11.181)

Vu que P P Kn nous savons que les αi ne sont pas tous nuls ; donc Pk P Kn. Cependant nous
avons vu que Kn est un ensemble fini ; donc parmi les Pk, il y a des doublons (et pas un peu) 19.
Nous regardons même l’ensemble des P2n dans lequel nous pouvons en trouver deux les mêmes.
Soit l ą k tels que P2k “ P2l . Si α est racine de P2k , alors il est de la forme α “ β2k pour une
certaine racines β de P . Par conséquent

α2l{2k “ α2l´k (11.182)

est racine de P2l . Notons que dans cette expression il n’y a pas de problèmes de définition d’exposant
fractionnaire dans C parce que l ą k. Vu que (11.182) est racine de P2l , il est aussi racine de P2k .
Donc `

α2l´k˘2l´k “ α22pl´kq (11.183)

est racine de P2l et donc de P2k . Au final nous savons que tous les nombres de la forme α2npl´kq

sont racines de P2k . Mais comme P2k a un nombre fini de racines, nous pouvons en trouver deux
égales. Si nous avons

α2npl´kq “ α2mpl´kq (11.184)
pour certains entiers m ą n, alors

α2npl´kq´2mpl´kq “ 1, (11.185)
ce qui prouver que α est une racine de l’unité. Nous avons donc prouvé que toutes les racines de
P2k sont des racines de l’unité et donc que les racines de P sont racines de l’unité.
19. Ici dans [43], il déduit qu’on a un k tel que Pk “ P1 “ P . Mois je vois pourquoi on a un k et un l tels que

Pk “ Pl, mais pourquoi on peut en trouver un spécialement égal au premier ? Une réponse à cette question permettrait
de solidement réduire la lourdeur de la suite de la preuve.
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11.4 Orientation

11.4.1 Cas vectoriel

Proposition-définition 11.64 ([145]).
Soient deux bases B et B1 d’un espace vectoriel réel E. Nous définissons la relation B „ B1 si et
seulement si detBpB1q ą 0 20.

Cela est une relation d’équivalence 21 sur l’ensemble des bases de E, et les classes sont les
orientations de E.

Démonstration. Tout est dans le lemme 11.48. D’abord quand B et B1 sont des bases, detBpB1q ‰ 0
ensuite, nous passons en revue les points qu’il faut pour être une relation d’équivalence.
(1) B „ B parce que detBpBq “ 1 ą 0.
(2) Vu que detBpB1q “ 1

detB1 pBq , les deux sont positifs en même temps ou pas du tout.

(3) Si B „ B1 et B1 „ B2, alors en utilisant la formule

detBpB2q “ detBpB1q detB1pB2q, (11.186)

nous voyons que detBpB2q ą 0.

Lemme 11.65.
Soit un espace vectoriel réel E. L’ensemble des bases de E possède exactement deux orientations 22

Démonstration. Nous considérons une base B “ pe1, . . . , en 23 à partir de laquelle nous définissons
une autre base : B1 “ p´e1, e2, . . . , enq. Nous allons prouver que ces deux bases ne sont pas
équivalentes, et que toute base de E est équivalente soit à B soit à B1.
Au moins deux classes Le fait que detBpB1q “ ´1 vient du fait que detBpB1q “ 1 et que l’ap-

plication detB est n-linéaire ; en multipliant par ´1 le premier argument, la valeur du déter-
minant est multipliée par ´1.
Donc les bases B et B1 ne sont pas équivalentes et il existe au moins deux classes.

Au plus deux classes Nous montrons à présent que toute base est équivalente soit à B soit à B1.
Supposons que B2 ne soit pas équivalente à B, c’est à dire que detBpB2q ă 0. Nous utilisons
encore la formule (11.106),

detBpB2qlooomooon
ă0

“ detBpB1qlooomooon
ă0

detB1pB2q, (11.187)

et nous déduisons que detB1pB2q ą 0.

11.66.
Vu qu’il n’y a que deux classes d’équivalence parmi les bases, nous pouvons utiliser le vocable
« avoir la même orientation que » ou « avoir l’orientation contraire de ». Ce n’est pas ambigu.

Proposition 11.67 ([145]).
Si B est une base de l’espace vectoriel E de dimension n, et si τ est une transposition 24 de Sn,
alors la base τpBq est de sens contraire.

20. Définition 11.46.
21. Définition 1.23.
22. Définition 11.64.
23. Nous notons pe1, e2q et non te1, e2u parce que l’ordre est important.
24. Définition 2.61.
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Démonstration. Le lemme 11.48(2) dit que detB est une forme anti-symétrique ; donc

detBpB1q “ ´ detB
`
τpBq1˘. (11.188)

Si l’un est positif, l’autre est négatif. Elles ont donc des orientations contraires.

Corollaire 11.68.
Si B est une base de l’espace vectoriel E de dimension n, et si σ P Sn, la base σpBq a même
orientation que B si et seulement si σ P An.
Démonstration. Notons c1 la classe d’orientation de B et c2 l’autre classe. La permutation σ se
décompose en produit de transpositions dont la parité est fixée (proposition 2.71). Posons σ “
τk . . . τ1.

En posant B0 “ B et Bl`1 “ τl`1pBlq, pour tout l, la base Bl est d’orientation contraire à celle
de la base Bl´1. Une base sur deux a l’orientation de B et l’autre sur deux a l’orientation contraire.

Donc σpBq a la même orientation que B si et seulement si k est pair. Mais σ P An si et seulement
si k est pair. C’est bon.

Proposition-définition 11.69 ([145]).
Soit un espace vectoriel réel, et un endomorphisme f de E. Deux définitions.
(1) L’endomorphisme f est direct si sont déterminant est strictement positif.
(2) L’endomorphisme préserve l’orientation si il transforme toutes base de E en une base de

même orientation.
Un endomorphisme est direct si et seulement si il préserve l’orientation.

Démonstration. En deux sens.
Direct implique préserve l’orientation Soit une base B de E et un endomorphisme direct u.

D’abord, u est inversible du fait que son déterminant est non nul par la proposition 11.52(2).
Donc u transforme une base en une base par le lemme 4.7.
La définition 11.50 du déterminant de u est que

detpuq “ detB
`
upBq˘ ą 0. (11.189)

Donc B et upBq ont même orientation.
Préserve l’orientation implique direct Le fait que u préserve l’orientation signifie en particu-

lier qu’il transforme une base en une base et qu’il est inversible par le lemme 4.7.
Donc si B est une base, upBq est encore une base et nous avons, parce que B et upBq ont
même orientation,

0 ă detB
`
upBq˘ “ detpuq. (11.190)

11.4.2 Cas affine

Définition 11.70.
Soit un espace affine E modelé sur E. Les repères cartésiens 25 pO,Bq et pO1,B1q ont même orien-
tation si les bases B et B1 ont même orientation.

Les classes d’équivalence (il y en a deux) sont les orientations de E.
Une application affine f : E Ñ E préserve l’orientation si sa partie linéaire 26 préserve

l’orientation.

25. Définition 10.5.
26. Définition 10.9.
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11.5 Hermitien, orthogonal, adjoint
Proposition-définition 11.71 (Définition de la transposée[1]).
Soient deux espaces vectoriels euclidiens ou hermitiens E et F et une application linéaire A : E Ñ
F .
(1) Il existe une unique application linéaire B : F Ñ E telle que

xAx, yyF “ xx,ByyE (11.191)

pour tout x P E et y P F .
(2) Si teiu est une base orthonormée de E et tfαu est une base orthonormée de F , alors la

matrice de A et B pour ces bases sont liées par

Biα “ Aαi. (11.192)

L’application B ainsi définie set nommée adjoint de A et sera notée B “ A˚.

Démonstration. Pour l’unicité, nous écrivons la condition avec x “ ej pour obtenir :

xAej , yy “ xej , Byy “ pByqj (11.193)

c’est-à-dire que les coefficients Bpyqj de Bpyq dans la base canonique sont fixés par la condition.
Pour l’existence, il suffit de vérifier que poser

Bpyq “
ÿ

j

xAej , yyej (11.194)

fonctionne. Pour cela il faut utiliser la bilinéarité du produit scalaire et le fait que xx, ejy “ xj .
Nous avons :

xx,Bpyqy “ xx,
ÿ

j

xApejq, yyejy (11.195a)

“
ÿ

j

xApejq, yyxx, ejy (11.195b)

“
ÿ

j

xApxjejq, yy (11.195c)

“ xApxq, yy. (11.195d)

En ce qui concerne la matrice de l’application B ainsi définie, nous écrivons la condition (11.191)
avec y “ e1α et x “ ei, de telle sorte que

Apxq “ Apeiq “
ÿ

β

Aβie
1
β (11.196)

et
Bpyq “ Bpe1αq “

ÿ

j

Bjαej . (11.197)

Alors nous avons : ÿ

β

Aβixe1β, e1αy “
ÿ

j

Bjαxei, ejy, (11.198)

donc
Aαi “ Biα. (11.199)

11.72.
À cause de l’expression (11.192) pour la matrice de A˚, cette application est souvent appelé trans-
posé de A et noté At. Nous savons, nous, que la transposée de A est une application At : F ˚ Ñ E˚
donnée par la définition 4.118. Il nous arrivera donc d’écrire des égalités comme xAx, yy “ xx,Atyy.
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Proposition 11.73.
En ce qui concerne le déterminant,

detpA˚q “ detpAq˚ (11.200)

où l’étoile à droite dénote la conjugaison complexe dans C.

Démonstration. Écrivons l’expression explicite (11.102) du déterminant. Le tout avec la base ca-
nonique :

detpAq “ detpe1,...,enqpAe1, . . . , Aenq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
e˚σpiqpAeiq. (11.201)

Mais nous pouvons développer :

e˚σpiqpAeiq “ xeσpiq, Aeiy “ xA˚eσpiq, eiy “ xei, A˚eσpiqy˚ “ ei̊ pA˚eσpiqq˚. (11.202)

Notez que dans la dernière expression, les trois ˚ ont trois significations différentes. Par conséquent,

detpAq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
ei̊ pA˚eσpiqq˚. (11.203)

Mais ei̊ pA˚eσpiqq “ e˚σpjqpA˚ejq pour j “ σpiq, donc le produit ne change pas si on déplace le σ :

detpAq “
ÿ

σPSn
εpσq

nź

i“1
e˚σpiqpA˚eiq˚ “ detpA˚q˚. (11.204)

Nous avons donc detpAq “ detpA˚q˚, c’est-à-dire detpAq˚ “ detpA˚q. Pour information, la dernière
étoile est la conjugaison complexe.

Proposition 11.74 ([1]).
Si A : E2 Ñ E3 et B : E1 Ñ E2 sont des applications linéaires, alors

pABq˚ “ B˚A˚ (11.205)

où la « multiplication » est la composition.

Démonstration. L’existence de pABq˚, de A˚ et de B˚ ne donne pas lieu à débat parce que la
proposition 11.71 ne souffre pas de discussions. La propriété que pABq˚ est unique a avoir est que

xABx, yy “ xx, pABq˚yy (11.206)

pour tout x P E1 et y P E3. Or l’application B˚A˚ possède également cette propriété parce que

xx,B˚A˚yy “ xBx,A˚yy “ xABx, yy. (11.207)

La partie unicité de la proposition 11.71 nous impose donc d’accepter que les applications pABq˚
et B˚A˚ sont en réalité les mêmes 27.

11.75.
Un grand moment d’utilisation de la notion d’adjoint pour un opérateur non carré sera la définition
d’une intégrale sur une variété ; en particulier dans la proposition 21.9.

Définition 11.76.
Un opérateur A est hermitien si A˚ “ A. On dit aussi autoadjoint.

27. Et ce même si vous croyez les avoir déjà vu ensemble dans la même pièce.
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11.77.
Le mot « hermitien » est réservé aux opérateurs sur des espaces hermitiens, c’est-à-dire des espaces
vectoriels sur C. Le mot « autoadjoint » par contre est plutôt utilisé dans le cadre d’opérateurs
sur les espaces réels. En conséquence de quoi, ces deux mots sont synonymes, mais il est préférable
d’utiliser « hermitien » lorsque l’espace vectoriel est sur C et « autoadjoint » lorsqu’il est sur R.

L’ensemble des opérateurs autoadjoints de E est noté SpEq. Cette notation provient du fait que
dans Rn muni du produit scalaire usuel, les opérateurs autoadjoints sont les matrices symétriques.

Remarque 11.78.
Le fait d’être hermitien n’implique en rien le fait d’être inversible.

Lemme 11.79.
Si E est un espace euclidien, un endomorphisme f : E Ñ E est autoadjoint si et seulement si pour
tout x, y P E nous avons xx, fpyqy “ xfpxq, yy.
Démonstration. Dans le sens direct, nous avons

xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy “ xx, fpyqy. (11.208)

La première égalité est la définition de f˚ et la seconde est l’hypothèse f “ f˚.
Dans l’autre sens, l’hypothèse est que l’endomorphisme f vérifie xx, fpyqy “ xfpxq, yy. Mais la

proposition 11.71(1) spécifie que f˚ est l’unique endomorphisme à satisfaire cette égalité. Donc
f “ f˚.

11.5.1 Opérateur orthogonal, matrice orthogonale

Définition 11.80.
Un opérateur est orthogonal lorsque A˚ “ A´1 où A˚ est l’adjoint de A définit en 11.71.

Définition 11.81.
Une matrice U est orthogonale si U t “ U´1. Le groupe orthogonal noté Opnq est l’ensemble
des matrices orthogonales nˆ n.
Lemme 11.82.
Soit un opérateur A : Rn Ñ Rn muni du produit scalaire usuel. Il est orthogonal si et seulement si
sa matrice dans la base canonique est orthogonale 28.

Démonstration. Soit la base canonique teiui“1,...,n de Rn. Nous avons

xAA˚ei, ejy “ xei, ejy “ δij , (11.209)

donc
`pAA˚qei

˘
j
“ δij , ou encore pAA˚qij “ δij , ce qui signifie que la matrice AA˚ est l’identité.

Proposition 11.83 (Thème 64).
À propos de matrices orthogonales.
(1) L’ensemble des matrices réelles orthogonales forme un groupe noté Opn,Rq.
(2) Si A est une matrice orthogonale, alors detpAq “ ˘1.
(3) Le groupe Opnq est le groupe des isométries linéaires 29 de Rn.

Démonstration. Si A et B sont orthogonales, alors

pABqpABqt “ ABBtAt “ A1At “ 1. (11.210)

Vu que 1 est orthogonale, nous avons bien un groupe.

28. Définition 11.81.
29. Au sens où, parmi les applications linéaires, les isométries sont les éléments de Opnq. À part ça, il y a aussi les

translations, mais c’est une autre histoire qui vous sera contée une autre fois.
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En ce qui concerne le déterminant,AAt “ 1 donne detpAqdetpAtq “ 1, mais la proposition 11.73
dit que detpAq “ detpAtq, donc detpAq2 “ 1. D’où le fait que detpAq “ ˘1.

D’autre part si A est une isométrie de Rn alors pour tout x, y P Rn nous avons xAx,Ayy “
xx, yy. En particulier,

xAtAx, yy “ xx, yy (11.211)

pour tout x, y P Rn. En prenant y “ ei nous trouvons

pAtAxqi “ xi, (11.212)

ce qui signifie que pour tout x, AtAx “ x, ou encore que AtA est l’identité.
Réciproquement si AtA est l’identité nous avons

xx, yy “ xAtAx, yy “ xAx,Ayy, (11.213)

ce qui prouve que A est une isométrie.

En ce qui concerne les valeurs propres des matrices de Opnq ainsi que leurs formes canoniques
(avec des fonctions trigonométriques) pour Op3q et SOp3q, ce sera pour la proposition 19.184 et ce
qui s’ensuit.

Définition 11.84.
Le sous-groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est le groupe spécial orthogonal noté
SOpnq.

11.6 Topologie

11.6.1 Boules et sphères

Définition 11.85.
Soit pV, }.}q, un espace vectoriel normé, a P V et r ą 0. Nous allons abondamment nous servir des
ensembles suivants :
(1) la boule ouverte Bpa, rq “ tx P V tel que }x´ a} ă ru ;
(2) la boule fermée B̄pa, rq “ tx P V tel que }x´ a} ď ru ;
(3) la sphère Spa, rq “ tx P V tel que }x´ a} “ ru.
Les différences entre ces trois ensembles sont très importantes. D’abord, les boules sont pleines

tandis que la sphère est creuse. En comparant à une pomme, la boule ouverte serait la pomme
« sans la peau », la boule fermée serait « avec la peau » tandis que la sphère serait seulement la
peau. Nous avons

B̄pa, rq “ Bpa, rq Y Spa, rq. (11.214)

Définition 11.86.
Une partie A de V est dite bornée s’il existe un réel R tel que A Ă Bp0V , Rq.

Une partie est donc bornée si elle est contenue dans une boule de rayon fini.

Exemple 11.87
Dans R, les boules sont les intervalles ouverts et fermés tandis que la sphère est donnée par les
points extrêmes des intervalles :

Bpa, rq “ sa´ r, a` rr,
B̄pa, rq “ ra´ r, a` bs,
Spa, rq “ ta´ r, a` ru.

(11.215)

4
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Exemple 11.88
Si nous considérons R2, la situation est plus riche parce que nous avons plus de normes. Essayons
de voir les sphères de centre p0, 0q P R2 et de rayon r pour les normes }.}1, }.}2 et }.}8.

Pour la norme }.}1, la sphère de rayon r est donnée par l’équation

|x| ` |y| “ r. (11.216)

Pour la norme }.}2, l’équation de la sphère de rayon r est
a
x2 ` y2 “ r, (11.217)

et pour la norme supremum, la sphère de rayon r a pour équation

maxt|x|, |y|u “ r. (11.218)

Elles sont dessinées sur la figure 11.1

´1 1
´1

1

(a) La sphère unité pour la
norme }.}1

´1 1
´1

1

(b) La sphère unité pour la
norme }.}2

´1 1
´1

1

(c) La sphère unité pour la
norme }.}8

Figure 11.1 – Les sphères de rayon 1 pour les trois normes classiques.

4

Proposition 11.89.
Soient V un espace vectoriel normé, a dans V et x tel que dpa, xq “ r, c’est-à-dire x P Spa, rq.
Dans ce cas, toute boule centrée en x contient un point P tel que dpP, aq ą r et un point Q tel que
dpQ, aq ă r.

Démonstration. Soit une boule de rayon δ autour de x. Le but est de trouver un point P tel que
dpP, aq ą r et dpP, xq ă δ. Pour cela, nous prenons P sur la même droite que x (en partant de a),
mais juste « un peu plus loin », comme sur la figure suivante :

‚a

‚x
‚
P

Plus précisément, nous considérons le point

P “ x` v

N
(11.219)

où v “ x´ a et N est suffisamment grand pour que dpx, P q soit plus petit que δ. Cela est toujours
possible parce que

dpP, xq “ }P ´ x} “ }v}
N

(11.220)
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peut être rendu aussi petit que l’on veut par un choix approprié de N . Montrons maintenant que
dpa, P q ą dpa, xq :

dpa, P q “ }a´ x´ v

N
}

“ }a´ x` a

N
´ x

N
}

“ }`1` 1
N
pa´ xq˘}

ą }a´ x} “ dpa, xq.

(11.221)

Nous laissons en exercice le soin de trouver un point Q tel que dpQ, aq ă r et dpQ, xq ă δ.

11.6.2 Ouverts, fermés, intérieur et adhérence

Définition 11.90.
Soit pV, }.}q un espace vectoriel normé et A, une partie de V . Un point a est dit intérieur à A
s’il existe une boule ouverte centrée en a et contenue dans A.

On appelle l’intérieur de A l’ensemble des points qui sont intérieurs à A. Nous notons IntpAq
l’intérieur de A.

Notons que IntpAq Ă A parce que si a P IntpAq, nous avons Bpa, rq Ă A pour un certain r et
en particulier a P A.
Exemple 11.91
Trouver l’intérieur d’un intervalle dans R consiste à « ouvrir là où c’est fermé ».
(1) Int

`r0, 1r˘ “ s0, 1r.
Prouvons d’abord que s0, 1r Ă Intpr0, 1rq. Si a P s0, 1r, alors a est strictement supérieur à
0 et strictement inférieur à 1. Dans ce cas, la boule de centre a et de rayon minta,1´au

2 est
contenue dans s0, 1r (voir figure 11.2). Cela prouve que a est dans l’intérieur de r0, 1r.

‚
a

‚
0

‚
1

a 1 ´ a

Figure 11.2 – Trouver le rayon d’une boule autour de a. Une boule qui serait centrée en a avec
un rayon strictement plus petit à la fois de a et de 1´ a est entièrement contenue dans le segment
s0, 1r.

Prouvons maintenant que Int
`r0, 1r˘ Ă s0, 1r. Vu que l’intérieur d’un ensemble est inclus dans

l’ensemble, nous savons déjà que Int
`r0, 1r˘ Ă r0, 1r. Nous devons donc seulement montrer

que 0 n’est pas dans l’intérieur de r0, 1r. C’est le cas parce que toute boule du type Bp0, rq
contient le point ´r{2 qui n’est pas dans r0, 1r.

(2) Int
´
r0,8r

¯
“ s0,8r.

(3) Int
`s2, 3r˘ “ s2, 3r.

4

Exemple 11.92
Les intérieurs des boules et sphères sont importantes à savoir.
(1) Int

`
Bpa, rq˘ “ Bpa, rq. Si x P Bpa, rq, nous avons dpa, xq ă r. Alors la boule B

`
x, r´dpx, aq˘

est incluse à Bpa, rq, et donc x est dans l’intérieur de Bpa, rq. Conseil : faire un dessin.
(2) Int

`
B̄pa, rq˘ “ Bpa, rq. Par le point précédent, la boule Bpa, rq est certainement dans l’in-

térieur de la boule fermée. Il reste à montrer que les points de B̄pa, rq qui ne sont pas dans
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Bpa, rq ne sont pas dans l’intérieur. Ces points sont ceux dont la distance à a est égale à r.
Le résultat découle alors de la proposition 11.89.

(3) Int
`
Spa, rq˘ “ H. Si x P Spa, rq, toute boule centrée en a contient des points qui ne sont pas

à distance r de a.
Notez que la sphère est un exemple d’ensemble non vide mais d’intérieur vide.

4

Définition 11.93.
Une partie A de l’espace vectoriel normé pV, }.}q est dite ouverte si chacun de ses points est
intérieur. La partie A est donc ouverte si A Ă IntpAq. Par convention, nous disons que l’ensemble
vide H est ouvert.

Une partie est dite fermée si son complémentaire est ouvert. La partie A est donc fermée si
V zA est ouverte.

Remarque : un ensemble A est ouvert si et seulement si IntpAq “ A.

Définition 11.94.
Une partie A de l’espace vectoriel normé V est dite compacte si elle est fermée et bornée.

Nous verrons tout au long de ce cours que les ensembles compacts, et les fonctions définies sur
ces ensembles ont de nombreuses propriétés agréables.

Exemple 11.95
En ce qui concerne les intervalles de R,
— s1, 2r est ouvert ;
— r3, 4s est fermé ;
— r5, 6r n’est ni ouvert ni fermé ;

Les intervalles fermés de R sont toujours compacts. 4

Proposition 11.96.
Soit V un espace vectoriel normé.
(1) L’ensemble V lui-même et le vide sont à la fois fermés et ouverts.
(2) Toute union d’ouverts est ouverte.
(3) Toute intersection finie d’ouverts est ouverte.
(4) Le vide et V sont les seules parties de V à être à la fois fermées et ouvertes.

Démonstration. L’ingrédient principal de cette démonstration est que si a est un point d’un ouvert
O, alors il existe une boule autour de a contenue dans O parce que a doit être dans l’intérieur de
O.
(1) Nous avons déjà dit que, par définition, l’ensemble vide est ouvert. Cela implique que V

lui-même est fermé (parce que son complémentaire est le vide). De plus, V est ouvert parce
que toutes les boules sont inclues à V . Le vide est alors fermé (parce que son complémentaire
est V ).

(2) Soit une famille pOiqiPI d’ouverts 30, et l’union

O “
ď

iPI
Oi. (11.222)

Soit maintenant a P O. Nous devons prouver qu’il existe une boule centrée en a entièrement
contenue dans O. Étant donné que a P O, il existe i P I tel que a P Oi (c’est-à-dire que

30. L’ensemble I avec lequel nous « numérotons » les ouverts Oi est quelconque, c’est-à-dire qu’il peut être N, R,
Rn ou n’importe quel autre ensemble, fini ou infini.
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a est au moins dans un des Oi). Par hypothèse l’ensemble Oi est ouvert et donc tous ses
points (en particulier a) sont intérieurs ; il existe donc une boule Bpa, rq centrée en a telle
que Bpa, rq Ă Oi Ă O.

(3) Soit une famille finie d’ouverts pOkqkPt1,...,nu, et a P O où

O “
nč

k“1
Ok. (11.223)

Vu que a appartient à chaque ouvert Ok, nous pouvons trouver, pour chacun de ces ouverts,
une boule Bpa, rkq contenue dans Ok. Chacun des rk est strictement positif, et nous n’en
avons qu’un nombre fini, donc le nombre r “ mintr1, . . . , rnu est strictement positif. La
boule Bpa, rq est inclue dans toutes les autres (parce que Bpa, rq Ă Bpa, r1q lorsque r ď r1),
par conséquent

Bpa, rq Ă
nč

k“1
Bpa, rkq Ă

nč

k“1
Ok “ O, (11.224)

c’est-à-dire que la boule de rayon r est une boule centrée en a contenue dans O, ce qui fait
que a est intérieur à O.

(4) Nous acceptons ce point sans démonstration.

La proposition dit que toute intersection finie d’ouvert est ouverte. Il est faux de croire que
cela se généralise aux intersections infinies, comme le montre l’exemple suivant :

8č

i“1
s´ 1
n
,

1
n
r “ t0u. (11.225)

Chacun des ensembles s´ 1
n ,

1
n r est ouvert, mais le singleton t0u est fermé (pourquoi ?).

Nous reportons à la proposition 1.122 la preuve du fait que tout ensemble borné de R possède
un infimum et un supremum.

Définition 11.97.
L’ensemble des ouverts de V est la topologie de V . La topologie dont nous parlons ici est dite
induite par la norme }.} de V (parce que cette norme définit la notion de boule et qu’à son tour la
notion de boule définit la notion d’ouverts). Un voisinage de a dans V est un ensemble contenant
un ouvert contenant a.

Il existe de nombreuses topologies sur un espace vectoriel donné, mais certaines sont plus
fameuses que d’autres. Dans le cas de V “ Rn, la topologie usuelle est celle induite par la
norme euclidienne. Lorsque nous parlons de boules, de fermés, de voisinages ou d’autres notions
topologiques (y compris de convergence, voir plus bas) dans Rn, nous sous-entendons toujours la
topologie de la norme euclidienne.

Exemple 11.98
Les ensemble suivants sont des voisinages de 3 dans R :
— s1, 5r ;
— r0, 10s ;
— R.

Les ensembles suivants ne sont pas des voisinages de 3 dans R :
— s1, 3r ;
— s1, 3s ;
— r0, 5rzt3u.
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4

Proposition 11.99.
Dans un espace vectoriel normé,
(1) toute intersection de fermés est fermée ;
(2) toute union finie de fermés est fermée.

Encore une fois, l’hypothèse de finitude de l’intersection est indispensable comme le montre
l’exemple suivant :

8ď

n“1
r´1` 1

n
, 1´ 1

n
s “ s´1, 1r. (11.226)

Chacun des intervalles dont on prend l’union est fermé tandis que l’union est ouverte.

Définition 11.100.
Soit A, une partie de l’espace vectoriel normé V . Un point a P V est dit adhérent à A dans V si
pour tout ε ą 0,

Bpa, εq XA ‰ H. (11.227)

Nous notons Ā l’ensemble des points adhérents à a et nous disons que Ā est l’adhérence de A.
L’ensemble Ā sera aussi souvent nommé fermeture de l’ensemble A.

Un point peut être adhérent à A sans faire partie de A, et nous avons toujours A Ă Ā.

Exemple 11.101
La terminologie « fermeture » de A pour désigner Ā provient de deux origines.
(1) L’ensemble Ā est le plus petit fermé contenant A. Cela signifie que si B est un fermé qui

contient A, alors Ā Ă A. Cela est fondamentalement le sens de la définition 7.17.
(2) Pour les intervalles dans R, trouver Ā revient à fermer les extrémités qui sont ouvertes,

comme on en a parlé dans l’exemple 11.95.

4

Exemple 11.102
Dans R, l’infimum et le supremum d’un ensemble sont des points adhérents. En effet si M est le
supremum de A Ă R, pour tout ε, il existe un a P A tel que a ą M ´ ε, tandis que M ą a. Cela
fait que a P BpM, εq, et en particulier que pour tout rayon ε, nous avons BpM, εq XA ‰ H.

Le même raisonnement montre que l’infimum est également dans l’adhérence de A. 4

Exemple 11.103
Il ne faut pas conclure de l’exemple précédent qu’un point limite ou adhérent est automatiquement
un minimum ou un maximum. En effet, si nous regardons l’ensemble formé par les points de la
suite xn “ p´1qn{n, le nombre zéro est un point adhérent et une limite, mais pas un infimum ni
un maximum. 4

Lemme 11.104.
Si B est une partie fermée de V , alors B “ B̄.

Démonstration. Supposons qu’il existe a P B̄ tel que a R B. Alors il n’y a pas d’ouverts autour de
a qui soit contenu dans AB. Cela prouve que AB n’est pas ouvert, et par conséquent que B n’est
pas fermé. Cela est une contradiction qui montre que tout point de B̄ doit appartenir à B lorsque
B est fermé.
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Exemple 11.105
Au niveau des intervalles dans R, prendre l’adhérence consiste à « fermer là où c’est ouvert ».
Attention cependant à ne pas fermer l’intervalle en l’infini.

(1) r0, 2r “ r0, 2s.
(2) s3,8s “ r3,8r.

4

Proposition 11.106.
Soit V un espace vectoriel normé et a P V . Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) a P Ā ;
(2) il existe une suite d’éléments xn dans A qui converge vers a ;
(3) dpa,Aq “ 0.

Notez que dans cette proposition, nous ne supposons pas que a soit dans A.

Proposition 11.107.
Pour toute partie A d’un espace vectoriel normé nous avons

(1) V zĀ “ IntpV zAq,
(2) V z IntpAq “ V zA.
En utilisant les notations du complémentaire (1.1.4), les deux points de la proposition se ré-

crivent

(1) AĀ “ IntpAAq,
(2) A IntpAq “ AA.

Démonstration. Nous avons a P V zĀ si et seulement si a R Ā. Or ne pas être dans Ā signifie qu’il
existe un rayon ε tel que la boule Bpa, εq n’intersecte pas A. Le fait que la boule Bpa, εq n’intersecte
pas A est équivalent à dire que Bpa, εq Ă V zA. Or cela est exactement la définition du fait que a
est à l’intérieur de V zA. Nous avons donc montré que a P V zĀ si et seulement si a P IntpV zAq.
Cela prouve la première affirmation.

Pour prouver la seconde affirmation, nous appliquons la première au complémentaire de A :
ApAAq “ IntpAAAq. En prenant le complémentaire des deux membres nous trouvons successivement

AApAAq “ A IntpAAAq,
AA “ A IntpAq, (11.228)

ce qu’il fallait démontrer.

Attention à ne pas confondre AĀ et AA. Ces deux ensembles ne sont pas égaux. En effet, en
tant que complément d’un fermé, l’ensemble AĀ est certainement ouvert, tandis que, en tant que
fermeture, l’ensemble AA est fermé. Pouvez-vous trouver des exemples d’ensembles A tels que
AĀ “ AA ?

Proposition 11.108.
Soient A et B deux parties de l’espace vectoriel normé V .

(1) Pour les inclusions, si A Ă B, alors IntpAq Ă IntpBq et Ā Ă B̄.
(2) Pour les unions, AYB “ AYB et AXB Ă ĀX B̄.
(3) Pour les intersections, IntpAq X IntpBq “ IntpAXBq et IntpAq Y IntpBq Ă IntpAYBq.
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Démonstration. (1) Si a est dans l’intérieur de A, il existe une boule autour de a contenue dans
A. Cette boule est alors contenue dans B et donc est une boule autour de a contenue dans
B, ce qui fait que a est dans l’intérieur de B. Si maintenant a est dans l’adhérence de A,
toute boule centrée en a contient un élément de A et donc un élément de B, ce qui prouve
que a est dans l’adhérence de B.

(2) Nous avons A Ă A Y B et donc, en utilisant le premier point, Ā Ă AYB. De la même
manière, B̄ Ă AYB. En prenant l’union, ĀY B̄ Ă AYB.
Réciproquement, soit a P AYB et montrons que a P ĀY B̄. Supposons par l’absurde que a
ne soit ni dans Ā ni dans B̄. Il existe donc des rayons ε1 et ε2 tels que

Bpa, ε1q XA “ H,
Bpa, ε2q XB “ H. (11.229)

En prenant r “ mintε1, ε2u, la boule Bpa, rq est inclue aux deux boules citées et donc
n’intersecte ni A ni B. Donc a R AYB, d’où la contradiction.

(3) Si nous appliquons le second point à AA et AB, nous trouvons

AAY AB “ AAY AB. (11.230)

En utilisant les propriétés du lemme 1.20, le membre de gauche devient

AAY AB “ ApAXBq “ A IntpAXBq, (11.231)

tandis que le membre de droite devient

AAY AB “ A IntpAq Y A IntpAq “ A
´

IntpAq X IntpBq
¯
. (11.232)

En égalisant le membre de droite de (11.231) avec celui de (11.232) et en passant au com-
plémentaire nous trouvons

IntpAXBq “ IntpAq X IntpBq, (11.233)

comme annoncé.
La dernière affirmation provient du fait que IntpAq Ă IntpAYBq et de la propriété équivalente
pour B.

Remarque 11.109.
Nous avons prouvé que AXB Ă ĀX B̄. Il arrive que l’inclusion soit stricte, comme dans l’exemple
suivant. Si nous prenons A “ r0, 1s et B “ s1, 2s, nous avons AXB “ H et donc AXB “ H. Par
contre nous avons ĀX B̄ “ t1u.
Définition 11.110.
La frontière d’un sous-ensemble A de l’espace vectoriel normé V est l’ensemble des points a P V
tels que

Bpa, rq XA ‰ H,
Bpa, rq X AA ‰ H, (11.234)

pour tout rayon r. En d’autres termes, toute boule autour de a contient des points de A et des
points de AA. La frontière de A se note BA.
Proposition 11.111.
La frontière d’une partie A d’un espace vectoriel normé V s’exprime sous la forme

BA “ Āz IntpAq. (11.235)
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Démonstration. Le fait pour un point a de V d’appartenir à Ā signifie que toute boule centrée en
a intersecte A. De la même façon, le fait de ne pas appartenir à IntpAq signifie que toute boule
centrée en a intersecte AA.

La description de la frontière donnée par la proposition 11.111 est celle qu’en pratique nous
utilisons le plus souvent. Dans certains textes, elle est prise comme définition de la frontière.

Lemme 11.112.
La frontière de A peut également s’exprimer des façons suivantes :

BA “ ĀX A IntpAq “ ĀX AA, (11.236)

Démonstration. En partant de BA “ Āz IntpAq, la première égalité est une application de la
propriété (4) du lemme 1.20. La seconde égalité est alors la proposition 11.107.

Exemple 11.113
Dans R, la frontière d’un intervalle est la paire constituée des points extrêmes. En effet

Bra, br“ ra, brz Int
`ra, br˘ “ ra, bszsa, br “ ta, bu. (11.237)

Toujours dans R nous avons

BR “ R̄z IntpRq “ RzR “ H, (11.238)

et
BQ “ Q̄z IntpQq “ RzH “ R. (11.239)

4

Exemple 11.114
Dans Rn, nous avons

BBpa, rq “ BB̄pa, rq “ Spa, rq. (11.240)

Cela est un boulot pour la proposition 11.89. Si x P Spa, rq alors tout boule autour de x contient
des points à distance strictement plus grande et plus petite que dpa, xq, c’est-à-dire des points dans
Bpa, rq et hors de Bpa, rq. Cela prouve que les points de Spa, rq font partie de BBpa, rq, c’est-à-dire
que Spa, rq Ă BBpa, rq ; et idem pour B̄pa, rq.

Pour prouver l’inclusion inverse, soit x P BBpa, rq. Vu que toute boule autour de x contient
des points intérieurs à Bpa, rq, pour tout ε ą 0, dpa, xq ´ ε ă r, c’est-à-dire que dpa, xq ď r. De la
même manière toute boule autour de x contient des points hors de Bpa, rq signifie que pour tout
ε, dpa, xq ` ε ą r ou encore que dpa, xq ě r. Nous avons donc dpa, xq “ r. 4

Remarque 11.115.
Il serait toutefois faux de croire que BA “ BĀ pour toute partie A de Rn. En effet si A “ Rzt0u
nous avons BA “ t0u et Ā “ R, donc BĀ “ H.

11.6.3 Point isolé, point d’accumulation

Définition 11.116.
Soit D, une partie de V .
(1) Un point a P D est dit isolé dans D relativement à V s’il existe un ε ą 0 tel que

Bpa, εq XD “ tau. (11.241)

(2) Un point a P V est un point d’accumulation de D si pour tout ε ą 0,
´
Bpa, εqztau

¯
XD ‰ H. (11.242)
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‚ P

‚Q

‚
S

Figure 11.3 – L’ensemble décrit par l’équation (11.243). Le point P est un point isolé de D, tandis
que les points S et Q sont des points d’accumulation.

Exemple 11.117
Considérons la partie suivante de R2 :

D “ tpx, yq tel que x2 ` y2 ă 1u Y tp1, 1qu. (11.243)

Comme on peut le voir sur la figure 11.3, le point P “ p1, 1q est un point isolé de D parce qu’on
peut tracer une boule autour de P sans inclure d’autres points de D que P lui-même. Le point
Q “ p´1, 0q est un point d’accumulation de D parce que toute boule autour de Q contient des
points de D.

Le point S, étant un point intérieur, est un point d’accumulation : toute boule autour de S
intersecte D.

Notez cependant que le point Q lui-même n’est pas dans D parce que l’inégalité qui définit D
est stricte. 4

Remarque 11.118.
À propos de la position des points d’accumulation et des points isolés.
(1) Les points intérieurs sont tous des points d’accumulation.
(2) Les points isolés ne sont jamais intérieurs.
(3) Certains points d’accumulation ne font pas partie de l’ensemble. Par exemple le point 1 est

un point d’accumulation de E “ s0, 1r.
(4) Les points de la frontière sont soit d’accumulation soit isolés.

Exemple 11.119
Tous les points de R sont des points d’accumulation de Q parce que dans toute boule autour d’un
réel, on peut trouver un nombre rationnel. 4

Remarque 11.120.
L’ensemble des points d’accumulation d’un ensemble n’est pas exactement son adhérence. En effet,
un point isolé dans A est dans l’adhérence de A, mais n’est pas un point d’accumulation de A.

11.7 Valeur propre et vecteur propre

11.7.1 Généralités

Nous savons qu’une application linéaire A : R3 Ñ R3 est complètement définie par la donnée
de son action sur les trois vecteurs de base, c’est-à-dire par la donnée de

Ae1, Ae2 et Ae3. (11.244)

Nous allons former la matrice de A en mettant simplement les vecteurs Ae1, Ae2 et Ae3 en colonne.
Donc la matrice

A “
¨
˝

3 0 0
0 1 0
0 1 0

˛
‚ (11.245)
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signifie que l’application linéaire A envoie le vecteur e1 sur

¨
˝

3
0
0

˛
‚, le vecteur e2 sur

¨
˝

0
0
1

˛
‚ et le

vecteur e3 sur

¨
˝

0
1
0

˛
‚. Pour savoir comment A agit sur n’importe quel vecteur, on applique la règle

de produit vecteurˆmatrice :
¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x` 2y ` 3z
4x` 5y ` 6z
7x` 8y ` 9z

˛
‚. (11.246)

Une chose intéressante est de savoir quelles sont les directions invariantes de la transformation

linéaire. Par exemple, on peut lire sur la matrice (11.245) que la direction

¨
˝

1
0
0

˛
‚est invariante : elle

est simplement multipliée par 3. Dans cette direction, la transformation est juste une dilatation.
Afin de savoir si v est un vecteur d’une direction conservée, il faut voir s’il existe un nombre λ tel
que Av “ λv, c’est-à-dire voir si v est simplement dilaté.

L’équation Av “ λv se récrit pA´ λ1qv “ 0, c’est-à-dire qu’il faut résoudre l’équation

pA´ λ1q
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚. (11.247)

Nous savons qu’une telle équation ne peut avoir de solutions que si detpA´ λ1q “ 0. La première
étape est donc de trouver les λ qui vérifient cette condition.

11.7.2 Dans le vif du sujet

Définition 11.121.
Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme A : V Ñ V . Un vecteur propre de A est un
vecteur v ‰ 0 tel que Av “ λv pour un certain λ P K. Dans ce cas, λ est la valeur propre de v.

L’espace propre de A pour la valeur λ 31 est l’ensemble des vecteurs propres de A pour la
valeur propre λ et zéro.

Définition 11.122.
L’ensemble de valeurs propres de l’endomorphisme u est son spectre et est noté Specpuq.
Remarque 11.123.
Le nombre zéro peut être une valeur propre ; c’est le vecteur zéro qui ne peut pas être vecteur
propre. La matrice nulle est une matrice diagonalisable.

Lemme 11.124.
Soit u un endomorphisme et Eλpuq ses espaces propres. La somme des Vλ est directe.

Démonstration. Soit vi P Vλi un choix de vecteurs propres de u. Si la somme n’est pas directe,
nous pouvons considérer une combinaison linéaire des vi qui soit nulle :

v1 ` ¨ ¨ ¨ ` vp “ 0. (11.248)

Appliquons pA´ λ11q à cette égalité :

pλ2 ´ λ1qv1 ` ¨ ¨ ¨ ` pλp ´ λ1qvp “ 0. (11.249)

En appliquant encore successivement les opérateurs pA´λi1q nous réduisons le nombre de termes
jusqu’à obtenir vp “ 0.
31. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que c’est bien un sous-espace vectoriel de E.
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Proposition 11.125 ([146]).
Soit E, un espace vectoriel sur un corps infini et pFkqk“1,...,r, des sous-espaces vectoriels propres 32
de E tels que

Ťr
i“1 Fi “ E. Alors E “ Fk pour un certain k.

Autrement dit, l’union finie de sous-espaces propres ne peut être égal à l’espace complet.

11.8 Polynômes d’endomorphismes

Soit A un anneau commutatif et K, un corps commutatif. L’injection canonique AÑ ArXs se
prolonge en une injection

MpAq ÑM
`
ArXs˘. (11.250)

11.8.1 Polynômes d’endomorphismes

Soit u P EndpEq où E est un K-espace vectoriel. Nous considérons l’application

ϕu : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P puq. (11.251)

L’image de ϕu est un sous-espace vectoriel. En effet si A “ ϕupP q et B “ ϕupQq, alors A ` B “
ϕupP `Qq et λA “ pλP qpuq. En particulier c’est un espace fermé.

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et P , un polynôme. Nous disons que P
est un polynôme annulateur de u si P puq “ 0 en tant que endomorphisme de E.

Lemme 11.126.
Si P et Q sont des polynômes dans KrXs et si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel
E, nous avons

pPQqpuq “ P puq ˝Qpuq. (11.252)

Démonstration. Si P “ ř
i aiX

i et Q “ ř
j bjX

j , alors le coefficient de Xk dans PQ est
ÿ

l

albk´l. (11.253)

Par conséquent pPQqpuq contient řl albk´luk. Par ailleurs P puq ˝Qpuq est donné par

ÿ

i

aiu
i

˜ÿ

j

bju
j

¸
pxq “

ÿ

ij

aibju
i`jpxq. (11.254)

Le coefficient du terme en uk est bien le même que celui donné par (11.253).

Théorème 11.127 (Décomposition des noyaux ou lemme des noyaux).
Soit u un endomorphisme du K-espace vectoriel E. Soit P P KrXs un polynôme tel que P puq “
0. Nous supposons que P s’écrive comme le produit P “ P1 . . . Pn de polynômes deux à deux
étrangers 33. Alors

E “ kerP1puq ‘ . . .‘ kerPnpuq. (11.255)

De plus les projecteurs associés à cette décomposition sont des polynômes en u.

Ce résultat est utilisé pour prouver que toute représentation est décomposable en représenta-
tions irréductibles, proposition 17.9 ainsi que pour le théorème 11.167 qui dit que si le polynôme
minimal d’un endomorphisme est scindé à racine simple alors il est diagonalisable.

32. Définition 11.121.
33. Définition 3.164.
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Démonstration. Nous posons
Qi “

ź

j‰i
Pi. (11.256)

Par le lemme 6.41 ces polynômes sont étrangers entre eux et le théorème de Bézout (théorème 6.40)
donne l’existence de polynômes Ri tels que

R1Q1 ` ¨ ¨ ¨ `RnQn “ 1. (11.257)

Si nous appliquons cette égalité à u et ensuite à x P E nous trouvons
nÿ

i“1
pRiQiqpuqpxq “ x, (11.258)

et en particulier si nous posons Ei “ Image
`
PiQipuq

˘
nous avons

E “
nÿ

i“1
Ei. (11.259)

Cette dernière somme n’est éventuellement pas une somme directe. Si i ‰ j, alors QiQj est multiple
de P et nous avons, en utilisant le lemme 11.126,

pRiQiqpuq ˝ pRjQjqpuq “
`
RiQiRjQj

˘puq “ Sijpuq ˝ P puq “ 0 (11.260)

où Sij est un polynôme.
Nous pouvons voir E comme un K-module et appliquer le théorème 3.68. Les opérateurs

RiQipuq ont l’identité comme somme et sont orthogonaux, et nous avons donc la décomposition
en somme directe :

E “
nà
i“1

RiQipuqE. (11.261)

Afin de terminer la preuve, nous devons montrer que RiQipuqE “ kerPipuq. D’abord nous
avons

PiRiQipuq “ pRiP qpuq “ Ripuq ˝ P puq “ 0, (11.262)

par conséquent ImagepRiQipuqq Ă kerPipuq. Pour obtenir l’inclusion inverse, nous reprenons l’équa-
tion (11.258) avec x P kerPipuq. Elle se réduit à

pRiQiqpuqx “ x. (11.263)

Par conséquent x P Image
`
RiQipuq

˘
.

Corollaire 11.128.
Soit E, un K-espace vectoriel de dimension finie et f , un endomorphisme semi-simple dont la
décomposition du polynôme minimal µf en facteurs irréductibles sur KrXs est µf “Mα1

1 ¨ ¨ ¨Mαr
r .

Si F est un sous-espace stable par f , alors

F “
rà
i“1

kerMαi
i pfq X F (11.264)

Démonstration. Nous posons Ei “ kerMαi
i pfq et Fi “ Ei X F . Les polynômes Mαi

i sont deux à
deux étrangers et µf pfq “ 0, donc le lemme des noyaux (11.127) s’applique et

E “ E1 ‘ . . .‘ Er. (11.265)

Nous pouvons décomposer x P F en termes de cette somme :

x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr (11.266)
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avec xi P Ei. Toujours selon le lemme des noyaux, les projections sur les espaces Ei sont des
polynômes en f . Par conséquent F est stable sous toutes ces projections proji : E Ñ Ei, et en
appliquant proji à (11.266), projipxq “ xi. Vu que x P F , le membre de gauche est encore dans
F et xi P Ei X F . Nous avons donc

F Ă
rà
i“1

Fi. (11.267)

L’inclusion inverse est immédiate parce que Fi Ă F pour chaque i.

Lemme 11.129.
Si x est un vecteur propre de valeur propre λ pour l’endomorphisme u et si P est un polynôme,
alors x est vecteur propre de u pour la valeur propre P pλq.
Démonstration. C’est un simple calcul de P puqx en ayant noté P pXq “ řn

k“0 ckX
n :

P puqx “
nÿ

k“0
cku

kpxq “
nÿ

k“0
ckλ

ku “ P pλqx. (11.268)

11.8.2 Polynôme minimal et minimal ponctuel

Lemme-définition 11.130.
Soit un endomorphisme f : E Ñ E d’un K-espace vectoriel de dimension finie. Il existe un unique
polynôme annulateur normalisé de degré minimum.

Il est nommé le polynôme minimal de f et il est noté µf ou simplement µ lorsque la dépen-
dance en f est claire.

Démonstration. Pour l’unicité, soient P et Q deux polynômes annulateur de f de même degré N
et ayant tous deux 1 comme coefficient de xN . Alors P ´Q est de degré N ´1 tout en étant encore
annulateur.

Pour l’existence, les endomorphismes Id, f , f2, . . . ne peuvent pas être tous linéairement indé-
pendants parce que la dimension de EndpEq est finie. Il existe donc un nombre N et des coefficients
ak tels que

řN
k“0 akf

k “ 0. Le polynôme P pXq “ řN
k“0 akX

k est donc annulateur de f .
Une autre façon de le dire est que l’application linéaire ϕ : KrXs Ñ EndpEq donnée par ϕpP q “

P pfq est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension infinie vers un espace vectoriel de
dimension finie. Il ne peut donc pas être injectif et possède donc un noyau non réduit à zéro.

Remarque 11.131.
La preuve donnée ci-dessus montre que degpµq ď dimpEq2. Comme conséquence du théorème de
Caley-Hamilton 11.154 nous verrons qu’en réalité le degré du polynôme minimal est majoré par la
dimension de l’espace.

Exemple 11.132(Pas en dimension infinie)
L’endomorphisme de dérivation 4

Dans la suite, l’endomorphisme f du K-espace vectoriel E de dimension n est fixé. Pour x P E
nous notons

Ex “ tP pfqx tel que P P KrXsu. (11.269)
Nous considérons le morphisme d’algèbres

ϕ : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P pfq (11.270)

et si x P E est donné nous considérons le morphisme de K-espaces vectoriels

ϕx : KrXs Ñ E

P ÞÑ P pfqx. (11.271)
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Les noyaux de ces applications sont des idéaux, entre autres par le lemme 11.126. Ils ont donc un
unique générateur unitaire (chacun) par le théorème 6.36. En termes de vocabulaire, l’ensemble

kerpφq “ tQ P KrXs tel que Qpfq “ 0u (11.272)

est l’idéal annulateur de f et un polynôme Q tel que Qpfq “ 0 est une polynôme annulateur de
f .

Définition 11.133.
Le générateur unitaire de kerpϕxq est le polynôme minimal ponctuel de f en x. Il sera noté
µf,x ou µx lorsque la dépendance en f est claire dans le contexte.

Nous notons µ le générateur unitaire du noyau de ϕ et µx celui de ϕx. Vu que µ P kerpϕxq pour
tout x nous avons µx � µ pour tout x.

Exemple 11.134(Pas en dimension infinie)
En dimension infinie, il n’y a pas toujours de polynôme annulateur. Si E est un espace vectoriel
de dimension infine ayant une base dénombrable teiuiPN alors l’opérateur donné par fpeiq “ ei`1
n’a pas de polynôme annulateur. Même pas ponctuel en quel que point que ce soir.

De même l’opérateur donné par gpe1q “ 0 et gpeiq “ ei´1 si i ‰ 1 n’a pas de polynôme
annulateur, mais il a un polynôme annulateur ponctuel évident en x “ e1. L’exemple 16.63 donnera
un habillage à peine subtil à cet exemple. 4

Proposition 11.135.
Si P est un polynôme tel que P pfq “ 0, alors le polynôme minimal µf divise P . Autrement dit, le
polynôme minimal engendre l’idéal des polynômes annulateurs.

Démonstration. L’ensemble kerpϕq “ tQ P KrXs tel que Qpuq “ 0u est un idéal par le lemme
11.126. Le polynôme minimal de u est un élément de degré plus bas dans I et par conséquent
I “ pµuq par le théorème 6.36. Nous concluons que µu divise tous les éléments de I.

La proposition suivante permet de caractériser le polynôme minimal.

Proposition 11.136 ([66]).
Soit une application linéaire f sur un K-espace vectoriel. Il existe un unique polynôme unitaire 34

P P KrXs tel que
(1) P pfq “ 0 ;
(2) l’application

ϕ : KrXspP q Ñ EndpEq
Q̄ ÞÑ Qpfq

(11.273)

est injective.

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, il existe le polynôme minimal de f qui satisfait les
conditions. Pour l’unicité nous travaillons maintenant.

Supposons que l’application (11.273) soit injective. Alors pour tout Q P KrXs tel que Qpfq “ 0
nous avons Q̄ “ 0, c’est-à-dire Q “ PR pour un certain R P KrXs. Autrement dit : P est un
générateur unitaire de l’idéal annulateur de f . Le théorème 6.36(3) nous dit alors que P “ µ parce
que µ est également générateur unitaire.

Lemme 11.137 ([147]).
Soit f : E Ñ E un endomorphisme de l’espace vectoriel E. Il existe un élément x P E tel que
µf,x “ µf .
34. À mon avis, « unitaire » manque dans [66].
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Démonstration. Soit une décomposition en irréductibles du polynôme minimal µ “ Pα1
1 . . . Pαrr .

Nous notons Ei “ ker
`
Pαii pfq

˘
. Les polynômes Pi sont étrangers deux à deux (un diviseur commun

aurait a fortiori été un diviseur et aurait contredit l’irréductibilité). Le lemme des noyaux 11.127
nous donne la somme directe

E “
rà
i“1

ker
`
Pαii pfq

˘
. (11.274)

Si xi P Ei alors µxi est une puissance de Pi. En effet µxi � µ et est donc un produit des puissances
des Pj . Or si pQPjqpfqxi “ 0 alors pPjQqpfqxi “ 0, ce qui donne Qpfqxi P Ej X Ei “ t0u. Donc
µxi n’est pas de la forme QPj pour j ‰ i. Nous en déduisons que µxi est une puissance de Pi dès
que xi P Ei. Nous choisissons xi P Ei tel que µxi “ Pαii .

Nous posons enfin a “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr ; par définition du polynôme annulateur µa, nous avons

0 “ µapfqa “ µapfqx1 ` ¨ ¨ ¨ ` µapfqxr. (11.275)

Mais mapfqxj P Ei, et la somme des Ej est directe, donc l’annulation de la somme (11.275)
implique l’annulation de chacun des termes : µapfqxi “ 0 pour tout i. Cela prouve que µxi � µa.
Mais comme les µxi sont premiers deux à deux (parce que ce sont les Pαii ), nous avons que le
produit divise encore µa :

rź

i“1
µxi � µa, (11.276)

c’est-à-dire µ � µa. Comme nous avons aussi µa � µ, nous déduisons µa “ µ.

Définition 11.138 (Matrices, endomorphismes et vecteurs cycliques).
Une matrice est cyclique si elle est semblable à une matrice compagnon. Un endomorphisme
f : E Ñ E est cyclique s’il existe un vecteur x P E tel que tfkpxquk“0,...,n´1 est une base de E.
Un vecteur ayant cette propriété est un vecteur cyclique pour f .

Lemme 11.139.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme cyclique 35 f de E. Soit un
vecteur cyclique v de f , alors le polynôme minimal de f est égal au polynôme minimal de f au
point v : µf “ µf,v.

Démonstration. Montrons que µf,v est un polynôme annulateur de f , ce qui prouvera que µf divise
µf,v par la proposition 11.135. Étant donné que v est cyclique, tout élément de E s’écrit sous la
forme x “ Qpfqv. Prenons un polynôme P annulateur de f en v : P pfqv “ 0. Nous montrons que
P est alors un polynôme annulateur de f . En effet, nous avons

P pfqx “ `
P pfq ˝Qpfq˘v “ `

Qpfq ˝ P pfq˘v “ 0 (11.277)

où nous avons utilisé le lemme 11.126.

Lemme 11.140 ([147]).
Soit a P E tel que µa “ µ. Alors Ea est un sous-espace stable pour f pour lequel il existe un
supplémentaire stable.

Démonstration. Soit l “ degpµq “ degpµaq. L’espace Ea étant engendré par les fkpaq nous savons
que e1 “ a, e2 “ fpaq,. . . , el “ kl´1paq forment une base de Ea. Nous pouvons la compléter en
une base te1, . . . , enu de E. Et nous posons 36

G “ tx P E tel que el̊
`
fkpxq˘ “ 0@k ě 0u (11.278a)

“
č

kě0
kertel̊ ˝ fku (11.278b)

“
l´1č

k“0
kerpel̊ ˝ fkq. (11.278c)

35. Voir la définition 11.138.
36. ici, comme presque partout, e˚l est le dual de el, c’est-à-dire l’application linéaire sur E donnée par e˚l peiq “ δli.
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La dernière égalité est due au fait que l soit le degré de µ. Du coup f l est une combinaison linéaire
des f i avec i ď l ´ 1.

Nous avons fpGq Ă G et de plus EaXG “ t0u parce qu’un élément de Ea est une combinaison
linéaire d’éléments de la forme f jpaq (j ď l). Après application de f l´j , ces éléments obtiennent
une composante f lpaq “ el. De plus G est un sous-espace vectoriel du fait que el̊ ˝ f i est une
application linéaire.

Montrons enfin que dimpGq “ n ´ l. Pour cela nous remarquons que G est une intersection
d’hyperplans, et nous montrons que les équations définissant ces hyperplans sont linéairement
indépendantes. Soit donc

l´1ÿ

j“0
λj
`
el̊ ˝ f j

˘ “ 0 (11.279)

et montrons que λj “ 0 pour tout j est l’unique solution. Soit x P E et appliquons l’opération
(11.279) au vecteur f ipxq ; le résultat est zéro :

0 “
l´1ÿ

j“0
λjpel̊ ˝ f i ˝ f jq “ pel̊ ˝ f iqP puq (11.280)

où nous avons posé P pXq “ řl´1
j“0 λjX

j . Appliquons cela à a : pour tout i nous avons

pel̊ ˝ f iq
`
P pfqa˘ “ 0. (11.281)

Mais par définition de Ea, l’élément P pfqa est dans Ea. Nous en déduisons que

P pfqa P GX Ea “ t0u, (11.282)

c’est-à-dire que P est un polynôme annulateur de a. Mais P est de degré l´1 alors que le polynôme
minimal de a est de degré l. Par conséquent P “ 0 et λj “ 0 pour tout j.

Définition 11.141.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel est semi-simple si tout sous-espace stable par u possède
un supplémentaire stable.

Lemme 11.142.
Si le polynôme minimal d’un endomorphisme est irréductible, alors il est semi-simple 37.

Démonstration. Soit f , un endomorphisme dont le polynôme minimal est irréductible et F , un
sous-espace stable par f . Nous devons en trouver un supplémentaire stable. Si F “ E, il n’y a pas
de problèmes. Sinon nous considérons u1 P EzF et

Eu1 “ tP pfqu1 tel que P P KrXsu, (11.283)

qui est un espace stable par f .
Montrons que Eu1 X F “ t0u. Pour cela nous regardons l’idéal

Iu1 “ tP P KrXs tel que P pfqu1 “ 0u. (11.284)

Cela est un idéal non réduit à t0u parce que le polynôme minimal de f par exemple est dans Iu1 .
Soit Pu1 un générateur unitaire de Iu1 . Étant donné que µf P Iu1 , nous avons que Pu1 divise µf et
donc Pu1 “ µf parce que µf est irréductible par hypothèse.

Soit y P Eu1 X F . Par définition il existe P P KrXs tel que y “ P pfqu1 et si y ‰ 0, ce la
signifie que P R Iu1 , c’est-à-dire que Pu1 ne divise pas P . Étant donné que Pu1 est irréductible cela
implique que Pu1 et P sont premiers entre eux (ils n’ont pas d’autre pgcd que 1).

Nous utilisons maintenant Bézout (théorème 6.40) qui nous donne A,B P KrXs tels que
AP `BPu1 “ 1. (11.285)

37. Définition 11.141.
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Nous appliquons cette égalité à f et puis à u1 :

u1 “ Apfq ˝ P pfqu1loomoon
“y

`Bpfq ˝ Pu1pu1qlooomooon
“0

“ Apfqy. (11.286)

Mais y P F , donc Apfqy P F . Nous aurions donc u1 P F , ce qui est impossible par choix. Nous
avons maintenant que l’espace Eu1 ‘ F est stable sous f . Si cet espace est E alors nous arrêtons.
Sinon nous reprenons le raisonnement avec Eu1‘F en guise de F et en prenant u2 P EzpEu1‘F q.
Étant donné que E est de dimension finie, ce procédé s’arrête à un certain moment et nous aurons

E “ F ‘ Eu1 ‘ . . .‘ Euk (11.287)

où chacun des Eui sont stables.

Théorème 11.143.
Un endomorphisme est semi-simple si et seulement si son polynôme minimal est produit de poly-
nômes irréductibles distincts deux à deux.

Démonstration. Supposons que f soit semi-simple et que son polynôme minimal soit donné par
µf “Mα1

1 . . .Mαr
r où les Mi sont des polynômes irréductibles deux à deux distincts. Nous devons

montrer que αi “ 1 pour tout i. Soit i tel que αi ě 1 et N P KrXs tel que µf “ M2N où l’on a
noté M “Mi. Nous étudions l’espace

F “ kerMpfq (11.288)

qui est stable par f , et qui possède donc un supplémentaire S également stable par f . Nous allons
montrer que MN est un polynôme annulateur de f .

D’abord nous prenons x P S. Étant donné que F est le noyau de Mpfq,
Mpfq`MNpfqx˘ “ µf pfqx “ 0, (11.289)

ce qui signifie queMNpfqx P F . Mais vu que S est stable par f nous avons aussi queMNpfqx P S.
Finalement MNpfqx P F X S “ t0u. Autrement dit, MNpfq s’annule sur S.

Prenons maintenant y P F . Nous avons
MNpfq “ Npfq`Mpfqy˘ “ 0 (11.290)

parce que y P F “ kerMpfq.
Nous avons prouvé que MNpfq s’annule partout et donc que MNpfq est un polynôme annu-

lateur de f , ce qui contredit la minimalité de µf “M2N .
Nous passons au sens inverse. Soit mf “ M1 . . .Mr une décomposition du polynôme minimal

de l’endomorphisme f en irréductibles distincts deux à deux. Soit F un sous-espace vectoriel stable
par f . Nous notons

Ei “ kerpMipfqq (11.291)

et fi “ f |Ei . Par le lemme 11.128 nous avons

F “
rà
i“1
pF X Eiq. (11.292)

Les espaces Ei sont stables par f et étant donné queMi est irréductible, il est le polynôme minimal
de fi. En effet, Mi est annulateur de fi, ce qui montre que le minimal de fi divise Mi. Mais Mi

étant irréductible, Mi est le polynôme minimal. Étant donné que µfi “ Mi, l’endomorphisme fi
est semi-simple par le lemme 11.142.

L’espace F XEi étant stable par l’endomorphisme semi-simple fi, il possède un supplémentaire
stable que nous notons Si :

Ei “ Si ‘ pF X Eiq. (11.293)
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Étant donné que sur chaque Si nous avons f |Si “ fi, l’espace S “ S1 ‘ . . . ‘ Sr est stable par f .
Du coup nous avons

E “ E1 ‘ . . .‘ Er (11.294a)
“ `

S1 ‘ pF X E1q
˘‘ . . .‘ `

Sr ‘ pF X Erq
˘

(11.294b)

“ ` rà
i“1

Si
˘‘ ` rà

i“1
F X Ei

˘
(11.294c)

“ S ‘ F, (11.294d)

ce qui montre que F a bien un supplémentaire stable par f et donc que f est semi-simple.

Exemple 11.144(L’espace engendré par 1, A, A2,. . . )
Soit A une matrice, et

V “ SpantAk tel que k P Nu. (11.295)
Nous montrons que dimpV q est le degré du polynôme minimal de A.

D’abord l’idéal annulateur de A est engendré par le polynôme minimal 38 que nous notons
µ “ řp

k“0 akX
k. La partie t1, . . . , Ap´1u est libre parce qu’une combinaison linéaire nulle de cela

serait un polynôme annulateur en A de degré plus petit que p. Donc dimpV q ě p.
La partie t1, A, . . . , Apu est liée à cause du polynôme minimal. Isoler Ap dans µpAq “ 0 donne

un polynôme f de degré p´ 1 tel que Ap “ fpAq.
Nous allons montrer à présent que la famille t1, A, . . . , Ap´1u est génératrice (alors dimpV q ď p).

Soit un entier q ě pet de division euclidienne 39 np ` r “ q avec r ă p. Nous avons Aq “ AnpAr.
D’une part

Anp “ pApqn “ fpAqn (11.296)
est de degré npp´ 1q. Par conséquent

Aq “ fpAqnAr (11.297)

qui est de degré npp´1q` r “ q´n. Autrement dit il existe un polynôme g1 de degré q´n tel que
Aq “ g1pAq. Si q´n ą p´ 1 alors nous pouvons recommencer et obtenir un polynôme g2 de degré
strictement inférieur à celui de g1 tel que Aq “ g2pAq. Au bout du compte, il existe un polynôme
g de degré au maximum p ´ 1 tel que Aq “ gpAq. Cela prouve que la partie t1, A, . . . , Ap´1u est
génératrice de V .

La dimension de V est donc p, le degré du polynôme minimal. 4

Proposition 11.145.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous avons l’isomorphisme
d’espace vectoriel

Krf s » KrXspµf q (11.298)

La dimension en est degpµf q.
Démonstration. Notons avant de commencer que pµq est l’idéal engendré par µ. Les classes dont
il est question dans le quotient KrXs{pµq sont

P̄ “ tP ` SµuSPKrXs. (11.299)

Nous allons montrer que l’application suivante fournit l’isomorphisme :

ψ : KrXspµq Ñ Krf s
P̄ ÞÑ P pfq.

(11.300)

38. Proposition 11.135.
39. Théorème 3.6.
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ψ est bien définie Si Q P P̄ alors Q “ P ` Sµ pour un certain S P KrXs. Du coup nous avons

ψpQ̄q “ P pfq ` pSµqpfq. (11.301)

Mais µpfq “ 0 donc le deuxième terme est nul. Donc ψpP̄ q est bien définit.
Injectif Si ψpP̄ q “ 0 nous avons P pfq “ 0, ce qui signifie que P “ Sµ pour un polynôme S. Par

conséquent P P pµq et donc P̄ “ 0.
Surjectif Soit P P KrXs. L’élément P pfq de Krf s est dans l’image de ψ parce que c’est ψpP̄ q.
En ce qui concerne la dimension, le corollaire 6.37 en parle déjà : une base est donné par les
projections de 1, X, . . . ,Xdegpµaq´1.

11.8.3 Polynôme caractéristique

Définition 11.146.
Soit un anneau commutatif A. Si u P Mpn,Aq, nous définissons le polynôme caractéristique
de u :

χupXq “ detpu´X1nq. (11.302)

Nous définissons de même le polynôme caractéristique d’un endomorphisme u : E Ñ E.

Remarque 11.147.
Quelques remarques à propos du signe 40.
— Certains auteurs définissent le polynôme caractéristique par detpX´uq au lieu de detpu´Xq.
— Wikipédia francophone prend la définition detpX ´ uq (donc inverse de la notre). Allez lire

la page de discussion.
— Sur les wikipédias d’autre langues, ça varie.
— Un avantage de detpu´Xq est que detpuq “ χup0q.
— Un avantage de detpX ´ uq est qu’il est unitaire.

Lemme 11.148.
Le polynôme caractéristique χu est unitaire en dimension paire et a pour degré la dimension de
l’espace vectoriel E..

Théorème 11.149.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et un endomorphisme u P EndpEq. Alors
(1) Le polynôme caractéristique divise pµuqn dans KrXs.
(2) Les polynômes caractéristiques et minimaux ont mêmes facteurs irréductibles dans KrXs.
(3) Les polynômes caractéristiques et minimaux ont mêmes racines dans KrXs.
(4) Le polynôme caractéristique est scindé si et seulement si le polynôme minimal est scindé.

Théorème 11.150.
Soit u P EndpEq et λ P K. Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) λ P Specpuq
(2) χupλq “ 0
(3) µupλq “ 0.

Démonstration. (1)ô (2). Dire que λ est dans le spectre de u signifie que l’opérateur u´λ1 n’est
pas inversible, ce qui est équivalent à dire que detpu ´ λ1q est nul par la proposition 11.52(1) ou
encore que λ est une racine du polynôme caractéristique de u.

(2) ô (3). Cela est une application directe du théorème 11.149 qui précise que le polynôme
caractéristique a les mêmes racines dans K que le polynôme minimal.

40. Attention : je crois qu’il y a des incohérences dans le Frido à propos de ce choix
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Exemple 11.151
Sur R2, nous considérons la matrice A “

ˆ
1 0
1 1

˙
qui a pour polynôme caractéristique 41 le

polynôme χA “ pX ´ 1q2. Le nombre λ “ 1 est une racine double de ce polynôme, et pourtant il
n’y a qu’une seule dimension d’espace propre :

ˆ
1 0
1 1

˙ˆ
x
y

˙
“

ˆ
x
y

˙
(11.303)

entraine x “ 0.
Ici la multiplicité algébrique est différente de la multiplicité géométrique. 4

La proposition suivante donne une utilisation amusante de la notion de polynôme caractéris-
tique 42.

Proposition 11.152 ([148]).
Soit un espace vectoriel V de dimension finie pour lequel il existe un endomorphisme f : V Ñ V
tel que pf ˝ fqpvq “ ´v pour tout v P V . Alors la dimension de V est paire.

Démonstration. Cherchons les valeurs propres de f en résolvant l’équation fpvq “ λv. Nous appli-
quons f à cette égalité :

´ v “ λfpvq “ λ2v. (11.304)
Donc λ ne peut pas être réel. Nous avons montré que f n’a pas de valeurs propres réelles. Or le
polynôme caractéristique de f est de degré égal à la dimension. Si la dimension est impaire, le
polynôme caractéristique est de degré impair, et possède donc une racine réelle. Autrement dit,
l’absence de racines réelles au polynôme caractéristique indique une dimension paire.

Une autre preuve possible est d’utiliser le déterminant : si la dimension de V est n nous avons :

detpf2q “ detp´ Idq “ p´1qn. (11.305)

Donc p´1qn est positif, ce qui montre que n est pair.

Proposition 11.153 ([146]).
Soit f , un endomorphisme de E et x P E. Alors
(1) L’espace Ef,x est stable par f .
(2) L’espace Ef,x est de dimension

pf,x “ dimEf,x “ degpµf,xq (11.306)

où µf,x est le générateur unitaire de If,x.
(3) Le polynôme caractéristique de f |Ef,x est µf,x.
(4) Nous avons

χf |Ef,x pfqx “ µf,xpfqx “ 0. (11.307)

Démonstration. Le fait que Ef,x soit stable par f est classique. Le point (4) est un une application
du point (3). Les deux gros morceaux sont donc les points (2) et (3).

Étant donné que µf,x est de degré minimal dans If,x, l’ensemble

B “ tfkpxq tel que 0 ď k ď pf,x ´ 1u (11.308)

est libre. En effet une combinaison nulle des vecteurs de B donnerait un polynôme en f de degré
inférieur à pf,x annulant x. Nous écrivons

µf,xpXq “ Xpf,x ´
pf,x´1ÿ

i“0
aiX

k. (11.309)

41. Définition 11.146.
42. Définition 11.146.
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Étant donné que µf,xpfqx “ 0 et que la somme du membre de droite est dans SpanpBq, nous
avons fpf,xpxq P SpanpBq. Nous prouvons par récurrence que fpf,x`kpxq P SpanpBq. En effet en
appliquant fk à l’égalité

0 “ fpf,xpxq ´
pf,x´1ÿ

i“0
aif

ipxq (11.310)

nous trouvons

fpf,x`kpxq “
pf,x´1ÿ

i“0
aif

i`kpxq, (11.311)

alors que par hypothèse de récurrence le membre de droite est dans SpanpBq. L’ensemble B est
alors générateur de Ef,x et donc une base d’icelui. Nous avons donc bien dimpEf,xq “ pf,x.

Nous montrons maintenant que µf,x est annulateur de f au point x. Nous savons que

µf,xpfqx “ 0. (11.312)

En y appliquant fk et en profitant de la commutativité des polynômes sur les endomorphismes
(proposition 11.126), nous avons

0 “ fk
`
µf,xpfqx

˘ “ µf,xpfqfkpxq, (11.313)

de telle sorte que µf,xpfq est nul sur B et donc est nul sur Ef,x. Autrement dit,

µf,x
`
f |Ef,x

˘ “ 0. (11.314)

Montrons que µf,x est même minimal pour f |Ef,x . Sot Q, un polynôme non nul de degré pf,x ´ 1
annulant f |Ef,x . En particulier Qpfqx “ 0, alors qu’une telle relation signifierait que B est un
système lié, alors que nous avons montré que c’était un système libre. Nous concluons que µf,x est
le polynôme minimal de f |Ef,x .

Cette histoire de densité permet de donner une démonstration alternative du théorème de
Cayley-Hamilton.

Théorème 11.154 (Cayley-Hamlilton).
Le polynôme caractéristique est un polynôme annulateur.

Une démonstration plus simple via la densité des diagonalisables est donnée en théorème 14.24.

Démonstration. Nous devons prouver que χf pfqx “ 0 pour tout x P E. Pour cela nous nous fixons
un x P E, nous considérons l’espace Ef,x et χf,x, le polynôme caractéristique de f |Ef,x . Étant
donné que Ef,x est stable par f , le polynôme caractéristique de f |Ej,x divise χf , c’est-à-dire qu’il
existe un polynôme Qx tel que

χf “ Qxχf,x, (11.315)

et donc aussi
χf pfqx “ Qxpfq

`
χf,xpfqx

˘ “ 0 (11.316)

parce que la proposition 11.153 nous indique que χf,x est un polynôme annulateur de f |Ef,x .

Corollaire 11.155.
Le degré du polynôme minimal est majoré par la dimension de l’espace.

Démonstration. Le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique parce qu’il engendre
l’idéal des polynômes annulateurs par la proposition 11.135. Or le degré du polynôme caracté-
ristique est la dimension de l’espace par le lemme 11.148.
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Exemple 11.156(Calcul de l’inverse d’un endomorphisme)
Le polynôme de Cayley-Hamilton donne un moyen de calculer l’inverse d’un endomorphisme in-
versible pourvu que l’on sache son polynôme caractéristique. En effet, supposons que

χf pXq “
nÿ

k“0
akX

k. (11.317)

Nous aurons alors

0 “ χf pfq “
nÿ

k“0
akf

k. (11.318)

Nous appliquons f´1 à cette dernière égalité en sachant que f´1p0q “ 0 :

0 “ a0f
´1 `

nÿ

k“1
akf

k´1, (11.319)

et donc

u´1 “ ´ 1
detpfq

nÿ

k“1
akf

k´1 (11.320)

où nous avons utilisé le fait que a0 “ χf p0q “ detpfq. 4

Proposition 11.157.
Si pX ´ zql (l ě 1) est la plus grande puissance de pX ´ zq dans le polynôme caractéristique d’un
endomorphisme u alors

1 ď dimpEeq ď l. (11.321)

C’est-à-dire que nous avons au moins un vecteur propre pour chaque racine du polynôme caracté-
ristique.

Démonstration. Si pX ´ zq divise χu alors en posant χu “ pX ´ zqP pXq nous avons

detpu´X1q “ pX ´ zqP pXq, (11.322)

ce qui, évalué en X “ z, donne detpu ´ z1q “ 0. L’annulation du déterminant étant équivalente
à l’existence d’un noyau non trivial, nous avons v ‰ 0 dans E tel que pu ´ z1qv “ 0. Cela donne
upvq “ zv et donc que v est vecteur propre de u pour la valeur propre z. Donc aussi dimpEzq ě 1.

Si dimpEzq “ k alors le théorème de la base incomplète 4.11 nous permet d’écrire une base de
E dont les k premiers vecteurs forment une base de Ez. Dans cette base, la matrice de u est de la
forme ¨

˚̊
˚̋

z ˚
. . . ...

z ˚
˚

˛
‹‹‹‚ (11.323)

où les étoiles représentent des blocs a priori non nuls. En tout cas il est vu sous cette forme que
pX ´ z1qk divise χu.

11.9 Diagonalisation et trigonalisation

Ici encore K est un corps commutatif.



496 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS (ENCORE)

11.9.1 Matrices semblables

Définition 11.158 (matrices semblables).
Sur l’ensemble MnpKq des matrices n ˆ n à coefficients dans K nous introduisons la relation
d’équivalence A „ B si et seulement s’il existe une matrice P P GLpn,Kq telle que B “ P´1AP .
Deux matrices équivalentes en ce sens sont dites semblables.

Le polynôme caractéristique 43 est un invariant sous les similitudes. En effet si P est une matrice
inversible,

χPAP´1 “ detpPAP´1 ´ λXq (11.324a)
“ det

`
P´1pPAP´1 ´ λXqP´1˘ (11.324b)

“ detpA´ λXq. (11.324c)

La permutation de lignes ou de colonnes ne sont pas de similitudes, comme le montrent les
exemples suivants :

A “
ˆ

1 2
3 4

˙
B “

ˆ
2 1
4 3

˙
. (11.325)

Nous avons χA “ x2 ´ 5x´ 2 tandis que χB “ x2 ´ 5x` 2 alors que le polynôme caractéristique
est un invariant de similitude.

11.9.2 Endomorphismes nilpotents

La trace d’une matrice A PMpn,Kq est la somme de ses éléments diagonaux :

TrpAq “
nÿ

i“1
Aii. (11.326)

Une propriété importante est son invariance cyclique.

Lemme 11.159.
Quelque propriétés de la trace.
(1) Si A et B sont des matrices carrées, alors TrpABq “ TrpBAq.
(2) La trace est un invariant de similitude.

Démonstration. C’est un simple calcul :

TrpABq “
ÿ

ik

AikBki “
ÿ

ik

AkiBik “
ÿ

ik

BikAki “
ÿ

i

pBAqii “ TrpBAq (11.327)

où nous avons simplement renommé les indices iØ k.
En particulier, la trace est un invariant de similitude parce que TrpABA´1q “ TrpA´1ABq “

TrpBq par l’invariance cyclique démontrée en 4.59(2).

La trace étant un invariant de similitude, nous pouvons donc définir la trace comme étant la
trace de sa matrice dans une base quelconque. Si la matrice est diagonalisable, alors la trace est
la somme des valeurs propres.

Lemme 11.160 ([57]).
L’endomorphisme u P EndpCnq est nilpotent si et seulement si Trpupq “ 0 pour tout p.

Démonstration. Supposons que u est nilpotent. Alors ses valeurs propres sont toutes nulles et celles
de up le sont également. La trace étant la somme des valeurs propres, nous avons alors tout de
suite Trpupq “ 0.

43. Définition 11.146.
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Supposons maintenant que Trpupq “ 0 pour tout p. Le polynôme caractéristique (11.302) est

χu “ p´1qnXαpX ´ λ1qα1 . . . pX ´ αrqαr . (11.328)

où les λi (i “ 1, . . . , r) sont les valeurs propres non nulles distinctes de u.
Il est vite vu que le coefficient de Xn´1 dans χu est ´Trpuq parce que le coefficient de Xn´1

se calcule en prenant tous les X sauf une fois ´λi. D’autre part le polynôme caractéristique de up
est le même que celui de u, en remplaçant λi par λpi ; cela est dû au fait que si v est vecteur propre
de valeur propre λ, alors upv “ λpv.

Par l’équation (11.328), nous voyons que le coefficient du terme Xn´1 dans les polynôme
caractéristique est

0 “ Trpupq “ α1λ
p
1 ` ¨ ¨ ¨ ` αrλpr . (11.329)

Donc les nombres pα1, . . . , αrq est une solution non triviale 44 du système
$
’&
’%

α1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrXr “ 0 (11.330a)
... (11.330b)

λr1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrrXr “ 0. (11.330c)

Cela sont les équations (11.329) écrites avec p “ 1, . . . , r. Le déterminant de ce système est

λ1 . . . λr det

¨
˚̊
˚̋

1 . . . 1
λ1 . . . λ1
...

...
λr´1

1 . . . λr´1
r

˛
‹‹‹‚‰ 0, (11.331)

qui est un déterminant de Vandermonde (proposition 11.54) valant

0 “ λ1 . . . λr
ź

1ďiďjďr
pλi ´ λjq. (11.332)

Étant donné que les λi sont distincts et non nuls, nous avons une contradiction et nous devons
conclure que pα1, . . . , αrq était une solution triviale du système (11.330).

Proposition 11.161 ([149]).
Soit un K-espace vectoriel E. Un endomorphisme u P EndpEq est nilpotent si et seulement s’il
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est strictement triangulaire supérieure.

Démonstration. ñ Nous faisons la démonstration par récurrence sur la dimension de E. Lorsque
n “ 1 nous avons u “ paq avec a P K. Vu que ak “ 0 pour un certain k nous avons a “ 0
parce qu’un corps est toujours un anneau intègre 45.
Lorsque dimpEq “ n nous savons que u a un noyau non réduit au vecteur nul (parce qu’il
est nilpotent). Soit donc un vecteur non nul x P kerpuq et une base

tx, e2, . . . , enu (11.333)

donnée par le théorème de la base incomplète 4.11. La matrice de u dans cette base s’écrit
¨
˚̊
˝

0 ˚ ˚ ˚
0
0
0

¨
˝ A

˛
‚

˛
‹‹‚. (11.334)

44. Si α1 “ . . . “ αr “ 0, alors les valeurs propres sont toutes nulles et la matrice est en réalité nulle dès le départ.
45. Lemme 1.64.
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Un tout petit peu de calcul de produit de matrice montre que la matrice de uk est de la
forme ¨

˚̊
˝

0 ˚ ˚ ˚
0
0
0

¨
˝ Ak

˛
‚

˛
‹‹‚. (11.335)

Étant donné que u est nilpotente, la matrice A l’est aussi. L’hypothèse de récurrence dit
alors que A est strictement triangulaire supérieure (ou en tout cas peut le devenir par un
changement de base adéquat).

ð Lorsqu’une matrice est triangulaire supérieure stricte, elle applique

Spante1, . . . , eku Ñ Spante1, . . . , ek´1u. (11.336)

Donc tout vecteur finit sur zéro si on lui applique u assez souvent.

Proposition 11.162 (Thème 42).
Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé complet). Si A P LpE,Eq est nilpotente, alors
p1´Aq est inversible et son inverse est donné par

p1´Aq´1 “
8ÿ

k“0
Ak, (11.337)

où l’infini peut évidemment être remplacé par l’ordre de nilpotence de A.

Démonstration. En ce qui concerne la convergence de la somme, elle ne fait pas de doutes parce
que A étant nilpotente, la somme contient seulement une quantité finie de termes non nuls.

Montrons à présent que la somme est l’inverse de 1´A en multipliant terme à terme :
nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1. (11.338)

Par conséquent

}1´
nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} Ñ 0. (11.339)

La dernière limite est en réalité une égalité pour n assez grand.

Proposition 11.163.
Soit A P GLpn,Cq. La suite pAkqkPZ est bornée si et seulement si A est diagonalisable et SpecpAq Ă
S1.

Démonstration. Si A est diagonalisable avec les valeurs propres λi de norme 1 dans C, alors Ak
est la matrice diagonale avec les λki sur la diagonale. Cela reste borné pour toute valeur entière de
k.

En ce qui concerne l’autre sens, nous supposons encore que

A “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚, (11.340)

et nous regardons un des blocs. Nous voulons prouver que N “ 0 et que |λ| “ 1.
Nous commençons par regarder ce qu’implique le fait que pλ1 `Nqn reste borné pour n ą 0.

En notant r l’ordre de nilpotence de N , nous avons le développement

pλ1`Nqn “
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Nkλn´k. (11.341)
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Par la proposition 11.161, une matrice nilpotente s’écrit dans une base sous la forme

N “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 1
0 1

. . . . . .
0 1

0

˛
‹‹‹‹‹‚

(11.342)

et effectuer Ak revient à décaler la diagonale de 1. Donc la famille

t1, N, . . . , N r´1u (11.343)

est libre. Par conséquent la suite pλ1`Nqn restera bornée si et seulement si chacun des termes
ˆ
n

k

˙
Nkλn´k (11.344)

reste borné. Le premier terme étant λn1, nous avons obligatoirement |λ| ď 1. Si |λ| ă 1, alors le
coefficient

`
n
k

˘
λn´k tend vers zéro. Si |λ| “ 1 par contre ce coefficient tend vers l’infini et la seule

façon pour que (11.344) reste borné est que N “ 0. Nous avons donc deux possibilités :

— |λ| ă 1
— |λ| “ 1 et N “ 0.

Nous nous tournons maintenant sur la contrainte que pλ1`Nqn doive rester borné pour n ă 0.
Nous avons

λ1`N “ λp1` λ´1Nq, (11.345)

et nous pouvons appliquer la proposition 11.162 à l’opérateur nilpotent ´λ´1N pour avoir

p1` λ´1Nq´1 “ 1`
8ÿ

k“1
p´λq´1Nk. (11.346)

Ceci pour dire que pλ1`Nq´1 “ λ´1p1`λ´1N 1q pour une autre matrice nilpotente N 1. Le travail
déjà fait, appliqué à λ´1 et N 1, nous donne deux possibilités :

— |λ´1| ă 1
— |λ´1| “ 1 et N 1 “ 0.

La possibilité |λ´1| ă 1 est exclue parce qu’elle impliquerait |λ| ą 1 qui avait déjà été exclu. Il ne
reste donc que la possibilité |λ| “ 1 et N “ N 1 “ 0.

11.9.3 Endomorphismes diagonalisables

Définition 11.164.
Une matrice est diagonalisable si elle est semblable 46 à une matrice diagonale.

Lemme 11.165.
Une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale n’est diagonalisable que si elle est
diagonale (c’est-à-dire si elle est la matrice unité).

Démonstration. Si A est une matrice triangulaire supérieure de taille n telle que Aii “ 1, alors
detpA ´ λ1q “ p1 ´ λqn, ce qui signifie que SpecpAq “ t1u. Pour la diagonaliser, il faudrait une
matrice P P GLpn,Kq telle que 1 “ P´1AP , ce qui est uniquement possible si A “ 1.
46. Définition 11.158.
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Lemme 11.166.
Soit F un sous-espace stable par u. Soit une décomposition du polynôme minimal

µu “ Pn1
1 . . . Pnrr (11.347)

où les Pi sont des polynômes irréductibles unitaires distincts. Si nous posons Ei “ kerPnii , alors

F “ pF X E1q ‘ . . .‘ pF X Erq. (11.348)

Théorème 11.167.
Soit E, un espace vectoriel de dimension n sur le corps commutatif K et u P EndpEq. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.
(1) L’endomorphisme u est diagonalisable.
(2) Il existe un polynôme P P KrXs non constant, scindé sur K dont toutes les racines sont

simples tel que P puq “ 0.
(3) Le polynôme minimal µu est scindé sur K et toutes ses racines sont simples 47.
(4) Tout sous-espace de E possède un supplémentaire stable par u.
(5) Dans une base adaptée, la matrice de u est diagonale et les éléments diagonaux sont ses

valeurs propres.

Démonstration. Plein d’implications à prouver.
(2) implique (3) Étant donné que P puq “ 0, il est dans l’idéal des polynômes annulateurs de u,

et le polynôme minimal µu le divise parce que l’idéal des polynômes annulateurs est généré
par µu par le théorème 6.36.

(3) implique (1) Étant donné que le polynôme minimal est scindé à racines simples, il s’écrit
sous forme de produits de monômes tous distincts, c’est-à-dire

µupXq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq (11.350)

où les λi sont des éléments distincts de K. Étant donné que µupuq “ 0, le théorème de
décomposition des noyaux (théorème 11.127) nous enseigne que

E “ kerpu´ λ1q ‘ . . .‘ kerpu´ λrq. (11.351)

Mais kerpu´ λiq est l’espace propre Eλipuq. Donc u est diagonalisable.
(1) implique (4) Soit te1, . . . , enu une base qui diagonalise u, soit F un sous-espace de E un

tf1, . . . , fru une base de F . Par le théorème 4.15(2), nous pouvons compléter la base de F
par des éléments de la base teiu. Le complément ainsi construit est invariant par u.

(4) implique (1) En dimension un, tout endomorphisme est diagonalisable, nous supposons donc
que dimE “ n ě 2. Nous procédons par récurrence sur le nombre de vecteurs propres connus
de u. Supposons avoir déjà trouvé p vecteurs propres e1, . . . , ep de u. Considérons H, un
hyperplan qui contient les vecteurs e1, . . . , ep. Soit F un supplémentaire de H stable par u ;
par construction dimF “ 1 et si ep`1 P F , il doit être vecteur propre de u.

(1) implique (2) Nous supposons maintenant que u est diagonalisable. Soient λ1, . . . , λr les va-
leurs propres deux à deux distinctes, et considérons le polynôme

P pxq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq. (11.352)

47. Le polynôme caractéristique, lui, n’a pas spécialement ses racines simples ; il peut encore être de la forme

χupXq “
rź

i“1

pX ´ λiq
αi , (11.349)

mais alors dimpEλiq “ αi.
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Alors P puq “ 0. En effet si ei est un vecteur propre pour la valeur propre λi,

P puqei “
ź

j‰i
pu´ λjq ˝ pu´ λiqei “ 0 (11.353)

par le lemme 11.126. Par conséquent P puq s’annule sur une base.
(5) implique (2) Si la matrice A est diagonale alors le polynôme P “ śn

i“1pA ´ Aii1q est
annulateur de A.

(3) implique (5) le polynôme minimal de u s’écrit

µ “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq, (11.354)

et les espaces Ei du lemme 11.166 sont les espaces propres Ei “ kerpu´λiq. Nous avons donc
une somme directe

E “ E1 ‘ . . .‘ Er. (11.355)

Dans chacun des espaces propres, u a une matrice diagonale avec la valeur propre correspon-
dante sur la diagonale. Une base de E constituée d’une base de chacun des espaces propres
est donc une base comme nous en cherchons.

Corollaire 11.168.
Si u est diagonalisable et si F est une sous-espace stable par u, alors

F “à
λ

Eλpuq X F (11.356)

où Eλpuq est l’espace propre de u pour la valeur propre λ. En particulier la restriction de u à F ,
u|F est diagonalisable.

Démonstration. Par le théorème 11.167, le polynôme µu est scindé et ne possède que des racines
simples. Notons le

µupXq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq. (11.357)

Les espaces Ei du lemme 11.166 sont maintenant les espaces propres.
En ce qui concerne la diagonalisabilité de u|F , notons que nous avons une base de F composée

de vecteurs dans les espaces Eλpuq. Cette base de F est une base de vecteurs propres de u.

Lemme 11.169.
Soit E un K-espace vectoriel et u P EndpEq. Si Card

`
Specpuq˘ “ dimpEq alors u est diagonali-

sable.

Démonstration. Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres distinctes de u. Nous savons que les espaces
propres correspondants sont en somme directe (lemme 11.124). Par conséquent SpantEλipuqu est
de dimension n est u est diagonalisable.

Voici un résultat de diagonalisation simultanée. Nous donnerons un résultat de trigonalisation
simultanée dans le lemme 11.264.

Proposition 11.170 (Diagonalisation simultanée).
Soit puiqiPI une famille d’endomorphismes qui commutent deux à deux.
(1) Si i, j P I alors tout sous-espace propre de ui est stable par uj. Autrement dit uj

`
Eλpuq

˘ Ă
Eλpuq.

(2) Si les ui sont diagonalisables, alors ils le sont simultanément.
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Démonstration. Supposons que ui et uj commutent et soit x un vecteur propre de ui : uix “ λx.
Nous montrons que ujx P Eλpuq. Nous avons

ui
`
ujpxq

˘ “ uj
`
uipxq

˘ “ λujpxq. (11.358)

Par conséquent ujpxq est vecteur propre de ui de valeur propre λ.
Montrons maintenant l’affirmation à propos des endomorphismes simultanément diagonali-

sables. Si dimE “ 1, le résultat est évident. Nous supposons également qu’aucun des ui n’est
multiple de l’identité. Nous effectuons une récurrence sur la dimension.

Soit u0 un des ui et considérons ses valeurs propres deux à deux distinctes λ1, . . . , λr. Pour
chaque k nous avons

Eλkpu0q ‰ E, (11.359)

sinon u0 serait un multiple de l’identité. Par contre le fait que u0 soit diagonalisable permet de
décomposer E en espaces propres de u0 :

E “à
k

Eλkpu0q. (11.360)

Ce que nous allons faire est de simultanément diagonaliser les puiqiPI sur chacun des Eλk séparé-
ment. Par le point (1), nous avons ui : Eλkpu0q Ñ Eλkpu0q, et nous pouvons considérer la famille
d’opérateurs ´

ui|Eλk pu0q
¯
iPI
. (11.361)

Ce sont tous des opérateurs qui commutent et qui agissent sur un espace de dimension plus petite.
Par hypothèse de récurrence nous avons une base de Eλkpu0q qui diagonalise tous les ui.

Exemple 11.171
Soit un espace vectoriel sur un corps K. Un opérateur involutif est un opérateur différent de
l’identité dont le carré est l’identité. Typiquement une symétrie orthogonale dans R3. Le polynôme
caractéristique d’une involution est X2 ´ 1 “ pX ` 1qpX ´ 1q.

Tant que 1 ‰ ´1, X1´1 est donc scindé à racines simples et les involutions sont diagonalisables
(11.167). Cependant si le corps est de caractéristique 2, alors X2 ´ 1 “ pX ` 1q2 et l’involution
n’est plus diagonalisable.

Par exemple si le corps est de caractéristique 2, nous avons

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
(11.362a)

A1 “
ˆ

1 2
0 1

˙
“

ˆ
1 0
0 1

˙
. (11.362b)

Ce A est donc une involution mais n’est pas diagonalisable. 4

11.9.4 Diagonalisation : cas complexe, pas toujours

Il n’est pas vrai qu’une matrice de Mpn,Cq soit toujours diagonalisable. En effet le théo-
rème 11.167(3) dit qu’une matrice est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal
est scindé à racines simples. Certes sur C le polynôme minimal sera scindé, mais il ne sera pas
spécialement à racines simples.

Exemple 11.172
La matrice

A “
ˆ

0 1
0 0

˙
(11.363)

a pour polynôme caractéristique χApXq “ X2. Cela est également son polynôme minimal, et ce
n’est pas à racine simple.
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Il est par ailleurs facile de voir que le seul espace propre de A est Spantp1, 0qu (ici le span est
sur C). Donc l’espace C2 ne possède pas de base de vecteurs propres de A. 4

Ce qui est vrai, c’est que le polynôme caractéristique a des racines, et que ces racines cor-
respondent à des vecteurs propres. Mais il n’y a pas toujours autant de vecteurs propres que la
multiplicité des racines.

11.9.5 Trigonalisation : généralités

Définition 11.173 ([150]).
Une matrice dans Mpn,Kq est trigonalisable lorsqu’elle est semblable 48 à une matrice triangu-
laire supérieure.

Proposition 11.174 (Trigonalisation et polynôme caractéristique scindé).
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corpsK. Les faits suivants sont équivalents.
(1) L’endomorphisme u est trigonalisable (auquel cas les valeurs propres sont sur la diagonale).
(2) Le polynôme caractéristique de u est scindé 49.

Démonstration. (2)ñ(1) Nous avons par hypothèse que

χupXq “
rź

i“1
pX ´ λiqαi (11.364)

où les λi sont les valeurs propres de u. Le théorème de Cayley-Hamilton 11.154 dit que
χupuq “ 0, ce qui permet d’utiliser le théorème de décomposition des noyaux 11.127 :

E “ kerpX ´ λ1qα1 ‘ . . .‘ kerpX ´ λrqαr . (11.365)

Les espaces Fλipuq “ kerpX ´ λiqαi sont les espaces caractéristiques de u, ce qui fait que
u´λi1 est nilpotent sur Fλipuq. L’endomorphisme u´λi1 est donc strictement trigonalisable
supérieur sur son bloc 50. Cela signifie que u est triangulaire supérieure avec les valeurs propres
sur la diagonale.

(1)ñ(2) C’est immédiat parce que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des
éléments de sa diagonale.

Remarque 11.175.
La méthode des pivots de Gauss 51 certes permet de trigonaliser n’importe quoi, mais elle ne
correspond pas à un changement de base. Autrement dit, les pivots de Gauss ne sont pas de
similitudes.

C’est là qu’il faut bien avoir en tête la différence entre équivalence et similarité (définition 4.103).
Lorsqu’on parle de changement de base, de matrice trigonalisable ou diagonalisable, nous parlons
de similarité et non d’équivalence.

11.9.6 Trigonalisation : cas complexe

La proposition 11.174 dit déjà que tous les endomorphismes sont trigonalisables sur C. Nous
allons aller plus loin et montrer que la trigonalisation peut être effectuée à l’aide d’une matrice
unitaire.

Une démonstration alternative passant par le polynôme caractéristique sera présentée dans la
remarque 11.179 utilisant la proposition 11.174.

48. Définition 11.158.
49. Définition 6.32.
50. Proposition 11.161.
51. Le lemme 4.104.
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Lemme 11.176 (Lemme de Schur complexe, trigonisation[151]).
Si A PMpn,Cq, il existe une matrice unitaire U telle que UAU´1 soit triangulaire supérieure 52.

Démonstration. Étant donné que C est algébriquement clos, nous pouvons toujours considérer un
vecteur propre v1 de A, de valeur propre λ1. Nous pouvons utiliser un procédé de Gram-Schmidt
pour construire une base orthonormée tv, u2, . . . , unu de Rn, et la matrice (unitaire)

Q “
¨
˝
Ò Ò Ò
v u2 ¨ ¨ ¨ un
Ó Ó Ó

˛
‚. (11.366)

Nous avons Q´1AQe1 “ Q´1Av “ λQ´1v “ λe1, par conséquent la matrice Q´1AQ est de la
forme

Q´1AQ “
ˆ
λ1 ˚
0 A1

˙
(11.367)

où ˚ représente une ligne quelconque et A1 est une matrice de Mpn ´ 1,Cq. Nous pouvons donc
répéter le processus sur A1 et obtenir une matrice triangulaire supérieure (nous utilisons le fait
qu’un produit de matrices orthogonales est une matrice orthogonale).

En particulier les matrices hermitiennes, anti-hermitiennes et unitaires sont trigonalisables par
une matrice unitaire, qui peut être choisie de déterminant 1.

Lemme 11.177.
Soit A PMpn,Cq et une matrice unitaire U telle que A “ UTU´1 où T est triangulaire.
(1) En ce qui concerne les polynômes caractéristiques, χA “ χT .
(2) Pour les spectres, SpecpAq “ SpecpT q.
(3) Les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T .

Démonstration. Vu que U commute évidemment avec 1 nous avons

χApλq “ detpA´ λ1q “ detpUTU´1 ´ λ1q “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘. (11.368)

À ce niveau nous utilisons le fait que le déterminant soit multiplicatif 11.52 pour conclure :

χApλq “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘ “ detpUq detpT ´ λ1q detpU´1q “ detpT ´ λ1q “ χT pλq. (11.369)

Pour les spectres, l’égalité des polynômes caractéristique implique l’égalité des spectres parce
que les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique par le théorème 11.150.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les valeurs sur la diagonale.

Remarque 11.178.
Le lemme mentionne le fait que les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T . Mais
attention : ceci ne dit rien au niveau des multiplicités géométriques. Un nombre peut être cinq fois
sur la diagonale de T alors que l’espace propre correspondant pour A n’est que de dimension 1.
Exemple : la matrice

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
(11.370)

a deux 1 sur la diagonale. Le nombre 1 est bien une valeur propre de A, mais le système

A

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
x
y

˙
(11.371)

donne y “ 0 et donc un espace propre de dimension seulement 1.
52. « triangulaire supérieure » ne signifie pas « strictement triangulaire supérieure ». Ici, il est possible que la

diagonale soit non nulle ; non seulement possible, mais même très probable en pratique.
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Remarque 11.179.
Si K est algébriquement clos (comme C par exemple), alors tous les polynômes sont scindés et
toutes les matrices sont trigonalisables 53. Un exemple un peu simple de cela est la matrice

u “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
. (11.372)

Le polynôme caractéristique est χupXq “ X2 ` 1 et les valeurs propres sont ˘i. Il est vite vu que
dans la base

t
ˆ
i
1

˙
,

ˆ
1
i

˙
u (11.373)

de C2, la matrice u se note
ˆ
i 0
0 ´i

˙
.

Remarque 11.180.
Cela nous donne une autre façon de prouver qu’une matrice nilpotente deMpn,Cq ouMpn,Rq est
trigonalisable[152]. D’abord dansMpn,Cq, toutes les matrices sont trigonalisables 54, et les valeurs
propres arrivent sur la diagonale. Mais comme les valeurs propres d’une matrice nilpotente sont
zéro, elle est triangulaire stricte. Par ailleurs son polynôme caractéristique est alors Xn.

Ensuite si u P Mpn,Rq nous pouvons voir u comme une matrice dans Mpn,Cq et y calculer
son polynôme caractéristique qui sera tout de même Xn. Ce polynôme étant scindé, la proposi-
tion 11.174 nous assure que u est trigonalisable. Une fois de plus, les valeurs propres étant sur la
diagonale, elle est triangulaire supérieure stricte.

Corollaire 11.181.
Le polynôme caractéristique 55 sur C d’une matrice s’écrit sous la forme

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (11.374)

où les λi sont les valeurs propres distinctes de A et mi sont les multiplicités correspondantes.

Démonstration. Le lemme 11.176 nous donne l’existence d’une base de trigonalisation ; dans cette
base les valeurs propres de A sont sur la diagonale et nous avons

χApXq “ detpA´X1q “ det

¨
˚̋
X ´ λ1 ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 X ´ λr

˛
‹‚, (11.375)

qui vaut bien le produit annoncé.

Corollaire 11.182.
Si A PMpn,Cq et k P N alors

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (11.376)

Démonstration. Par le lemme 11.176 nous avons une matrice unitaire U et une triangulaire T telles
que A “ UTU´1. En passant à a puissance k nous avons aussi

Ak “ UT kU´1. (11.377)

Donc le spectre de Ak est celui de T k (lemme 11.177 et le fait qu’une puissance d’une matrice
triangulaire est encore triangulaire). Or les éléments diagonaux de T k sont les puissances kedes
éléments diagonaux de T , qui sont les valeurs propres de A.
53. La proposition 11.174 montre cela, et le lemme de Schur complexe 11.176 va un peu plus loin et précise que la

trigonalisation peut être faite par une matrice unitaire.
54. Parce que le polynôme caractéristique est scindé, voir la proposition 11.174..
55. Définition 11.146.
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11.9.7 Diagonalisation : cas complexe, ce qu’on a

Lemme 11.183 (Théorème spectral hermitien).
Pour un opérateur hermitien 56,
(1) le spectre est réel,
(2) deux vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes sont orthogonales 57.

Démonstration. Soit v un vecteur de valeur propre λ. Nous avons d’une part

xAv, vy “ λxv, vy “ λ}v}2, (11.378)

et d’autre part, en utilisant le fait que A est hermitien,

xAv, vy “ xv,A˚vy “ xv,Avy “ λ̄}v}2, (11.379)

par conséquent λ “ λ̄ parce que v ‰ 0.
Soient λi et vi (i “ 1, 2) deux valeurs propres de A avec leurs vecteurs propres correspondants.

Alors d’une part
xAv1, v2y “ λ1xv1, v2y, (11.380)

et d’autre part
xAv1, v2y “ xv1, Av2y “ λ2xv1, v2y. (11.381)

Nous avons utilisé le fait que λ2 était réel. Par conséquent, soit λ1 “ λ2, soit xv1, v2y “ 0.

Remarque 11.184.
Un opérateur de la forme A˚A est évidemment hermitien. De plus ses valeurs propres sont toutes
positives parce que si A˚Ax “ λv alors

0 ď xAv,Avy “ xA˚Av, vy “ λxv, vy. (11.382)

Donc λ ě 0.

Définition 11.185.
Un endomorphisme est normal s’il commute avec son adjoint.

Les opérateurs normaux comprennent évidemment les opérateurs hermitiens, mais également
les anti-hermitiens, et ça c’est bien parce que c’est le cas de l’algèbre associée à SUp2q.
Théorème 11.186 (Théorème spectral pour les matrices normales 58[153, 154, 155]).
Soit A P Mpn,Cq une matrice de valeurs propres λ1, . . . , λn (non spécialement distinctes). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est normale,
(2) A se diagonalise par une matrice unitaire,
(3)

řn
i,j“1 |Aij |2 “

řn
j“1 |λj |2,

(4) il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A.

Démonstration. Nous allons nous contenter de prouver (1)ô(2).
Soit Q la matrice unitaire donnée par la décomposition de Schur (lemme 11.176) : A “ QTQ´1.

Étant donné que A est normale nous avons

QTT ˚Q´1 “ QT ˚TQ´1, (11.383)

56. Définition 11.76.
57. Pour la forme (11.7).
58. Définition 11.185
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ce qui montre que T est également normale. Or une matrice triangulaire supérieure normale est
diagonale. En effet nous avons Tij “ 0 lorsque i ą j et

pTT ˚qii “ pT ˚T qii “
nÿ

k“1
|Tki|2 “

nÿ

k“1
|Tik|2. (11.384)

Écrivons cela pour i “ 1 en tenant compte de |Tk1|2 “ 0 pour k “ 2, . . . , n,

|T11|2 “ |T11|2 ` |T12|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |T1n|2, (11.385)

ce qui implique que T11 est le seul non nul parmi les T1k. En continuant de la sorte avec i “ 2, . . . , n
nous trouvons que T est diagonale.

Dans l’autre sens, si A se diagonalise par une matrice unitaire, UAU˚ “ D, nous avons

DD˚ “ UAA˚U˚ (11.386)

et
D˚D “ UA˚AU˚, (11.387)

qui ce prouve que A est normale.

Tant que nous en sommes à parler de spectre de matrices hermitiennes. . . Soit une matrice
inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 59 et le théorème 11.183 nous assure que
ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.184, ses valeurs propres sont même positives.

Lemme 11.187 ([156]).
Si A est une matrice carrée et inversible,

SpecpA˚Aq “ SpecpAA˚q (11.388)

Démonstration. Nous allons montrer l’égalité des polynômes caractéristiques. D’abord une simple
multiplication montre que

pA˚A´ λ1qA´1 “ A´1pAA˚ ´ λ1q. (11.389)

Nous prenons le déterminant de cette égalité en utilisant les propriétés 11.52(1) et (3) :

detpA˚A´ λ1q detpA´1q “ detpA´1q detpAA˚ ´ λ1q. (11.390)

En simplifiant par detpA´1q (qui est non nul parce que A est inversible) nous obtenons l’égalité
des polynômes caractéristiques et donc l’égalité des spectres.

11.9.8 Diagonalisation : cas réel

Lemme 11.188 (Lemme de Schur réel).
Soit A PMpn,Rq. Il existe une matrice orthogonale Q telle que Q´1AQ soit de la forme

QAQ´1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

λ1 ˚ ˚ ˚ ˚
0 . . . . . . . . . ...
0 0 λr ˚ ˚
0 0 0

ˆ
a1 b1
c1 d1

˙
˚

0 0 0 0
ˆ
as bs
cs ds

˙

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (11.391)

Le déterminant de A est le produit des déterminants des blocs diagonaux et les valeurs propres de
A sont les λ1, . . . , λr et celles de ces blocs.

59. Définition 11.76.
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Démonstration. Si la matrice A a des valeurs propres réelles, nous procédons comme dans le cas
complexe. Cela nous fournit le partie véritablement triangulaire avec les valeurs propres λ1, . . . , λr
sur la diagonale. Supposons donc que A n’a pas de valeurs propres réelles. Soit donc α ` iβ une
valeur propre (β ‰ 0) et u` iv un vecteur propre correspondant où u et v sont des vecteurs réels.
Nous avons

Au` iAv “ Apu` ivq “ pα` iβqpu` ivq “ αu´ βv ` ipαv ` βvq, (11.392)

et en égalisant les parties réelles et imaginaires,

Au “ αu´ βv (11.393a)
Av “ αv ` βu. (11.393b)

Sur ces relations nous voyons que ni u ni v ne sont nuls. De plus u et v sont linéairement indépen-
dants (sur R), en effet si v “ λu nous aurions Au “ αu´βλu “ pα´βλqu, ce qui serait une valeur
propre réelle alors que nous avions supposé avoir déjà épuisé toutes les valeurs propres réelles.

Étant donné que u et v sont deux vecteurs réels non nuls et linéairement indépendants, nous
pouvons trouver une base orthonormée tq1, q2u de Spantu, vu. Nous pouvons étendre ces deux
vecteurs en une base orthonormée tq1, q2, q3, . . . , qnu de Rn. Nous considérons à présent la matrice
orthogonale dont les colonnes sont formées de ces vecteurs : Q “ rq1 q2 . . . qns.

L’espace Spante1, e2u est stable par Q´1AQ, en effet nous avons

Q´1AQe1 “ Q´1Aq1 “ Q´1paq1 ` bq2q “ ae1 ` be2. (11.394)

La matrice Q´1AQ est donc de la forme

Q´1AQ “
¨
˝
ˆ

· ·
· ·

˙
C1

0 A1

˛
‚ (11.395)

où C1 est une matrice réelle 2ˆ pn´ 1q quelconque et A1 est une matrice réelle pn´ 2q ˆ pn´ 2q.
Nous pouvons appliquer une récurrence sur la dimension pour poursuivre.

Notons que si A n’a pas de valeurs propres réelles, elle est automatiquement d’ordre pair parce
que les valeurs propres complexes viennent par couple complexes conjuguées.

En ce qui concerne les valeurs propres, il est facile de voir en regardant (11.391) que les va-
leurs propres sont celles des blocs diagonaux. Étant donné que QAQ´1 et A ont même polynôme
caractéristique, ce sont les valeurs propres de A.

Théorème 11.189 (Théorème spectral, matrice symétrique[43]).
Une matrice symétrique réelle,
(1) a un spectre contenu dans R
(2) est diagonalisable par une matrice orthogonale.

Si M est une matrice symétrique réelle alors Rn possède une base orthonormée de vecteurs propres
de M .

Démonstration. Soit A une matrice réelle symétrique. Si λ est une valeur propre complexe pour le
vecteur propre complexe v, alors d’une part xAv, vy “ λxv, vy et d’autre part xAv, vy “ xv,Avy “
λ̄xv, vy. Par conséquent λ “ λ̄.

Le lemme de Schur réel 11.188 donne une matrice orthogonale qui trigonalise A. Les valeurs
propres étant toutes réelles, la matrice QAQ´1 est même triangulaire (il n’y a pas de blocs dans
la forme (11.391)). Prouvons que QAQ´1 est symétrique :

pQAQ´1qt “ pQ´1qtAtQt “ QAtQ´1 “ QAQ´1 (11.396)

où nous avons utilisé le fait queQ était orthogonale (Q´1 “ Qt) et que A était symétrique (At “ A).
Une matrice triangulaire supérieure symétrique est obligatoirement une matrice diagonale.
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En ce qui concerne la base de vecteurs propres, soit teiui“1,...,n la base canonique de Rn et Q
une matrice orthogonale e telle que A “ QtDQ avec D diagonale. Nous posons fi “ Qtei et en
tenant compte du fait que Qt “ Q´1 nous avons Afi “ QtDQQtei “ Qtλiei “ λifi. Donc les fi
sont des vecteurs propres de A. De plus ils sont orthonormés parce que

xfi, fjy “ xQtei, Qtejy “ xei, QtQejy “ xei, ejy “ δij . (11.397)

Le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints sera traité plus bas parce qu’il a besoin
de choses sur les formes bilinéaires, théorème 11.287.

Remarque 11.190.
Une matrice symétrique est diagonalisable par une matrice orthogonale. Nous pouvons en réalité
nous arranger pour diagonaliser par une matrice de SOpnq. Plus généralement si A est une matrice
diagonalisable par une matrice P P GL`pn,Rq alors elle est diagonalisable par une matrice de
GL´pn,Rq en changeant le signe de la première ligne de P . Et inversement.

En effet, si nous avons P tDP “ A, alors en notant ˚ les quantités qui ne dépendent pas de a,
b ou c,

¨
˝
a ˚ ˚
b ˚ ˚
c ˚ ˚

˛
‚
¨
˝
λ1

λ2
λ3

˛
‚
¨
˝
a b c
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‚“

¨
˝
a ˚ ˚
b ˚ ˚
c ˚ ˚

˛
‚
¨
˝
λ1a λ1b λ1c
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‚

“
¨
˝
λ1a2 ` ˚ λ1ab` ˚ λ1ac` ˚
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

˛
‚.

(11.398)

Nous voyons donc que si nous changeons les signes de a, b et c en même temps, le résultat ne
change pas.

Définition 11.191 (Matrice définie positive, opérateur définit positif).
Un opérateur sur un espace vectoriel sur C ou R est définit positif si toutes ses valeurs propres
sont réelles et strictement positives. Il est semi-définie positive si ses valeurs propres sont réelles
positives ou nulles.

Afin d’éviter l’une ou l’autre confusion, nous disons souvent strictement définie positive pour
positive.

11.192.
Nous nommons S`pn,Rq l’ensemble des matrices réelles symétriques nˆ n et S``pn,Rq le sous-
ensemble de S`pn,Rq des matrices strictement définies positives.

Remarque 11.193.
Nous ne définissons pas la notion de matrice définie positive pour une matrice non symétrique.

Proposition 11.194.
Soit M , une matrice symétrique. Nous avons
(1) detM ą 0 et TrpMq ą 0 implique M définie positive 60,
(2) detM ą 0 et TrpMq ă 0 implique M définie négative,
(3) detM ă 0 implique ni semi-définie positive, ni définie négative
(4) detM “ 0 implique M semi-définie positive ou semi-définie négative.

Proposition 11.195.
Une application linéaire est définie positive 61 si et seulement si sa matrice associée l’est.
60. Défintion 11.191.
61. Définition 11.191.
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Lorsqu’un énoncé parle d’une matrice symétrique, le premier réflexe est de la diagonaliser :
considérer une matrice orthogonale T telle que T tMT “ D avec D diagonale. Et les valeurs
propres sur la diagonale : Dkl “ δklλk. Les matrices symétriques définies positives ont cependant
des propriétés même en dehors de leur base de diagonalisation.

Lemme 11.196.
Soit une matrice symétrique M .
(1) Elle est strictement définie positive si et seulement si xx,Mxy ą 0 pour tout x non nul dans

Rn.
(2) Elle est semi-définie positive si et seulement si xx,Mxy ě 0 pour tout x non nul dans Rn.
(3) Si elle est seulement définie positive, alors xx,Mxy ě λ}x}2 dès que λ ě 0 minore toutes les

valeurs propres.

Démonstration. Démonstration en trois parties.
(1) Soit teiui“1,...,n une base orthonormée de vecteurs propres de M dont l’existence est assurée

par le théorème spectral 11.189. Nous nommons xi les coordonnées de x dans cette base.
Alors,

xx,Mxy “
ÿ

i,j

xixei, xjMejy “
ÿ

i,j

xixjxei, λjejy “
ÿ

ij

xixjλjδij “
ÿ

i

λix
2
i (11.399)

où les λi sont les valeurs propres deM . Cela est strictement positif pour tout x si et seulement
si tous les λi sont strictement positifs.

(2) Nous avons encore
xx,Mxy “

ÿ

i

λix
2
i . (11.400)

Cela est plus grand ou égal à zéro si et seulement si tous les λi sont plus grands ou égaux à
zéro.

(3) Soit une matrice orthogonale T diagonalisant M , c’est-à-dire telle que T tMT “ D avec D
diagonale. Nous allons vérifier que

xTx,Mtxy ě λ}Tx}2 (11.401)

pour tout x. Vu que T est une bijection 62, cela impliquera le résultat pour tout x. Si nous
considérons la base de diagonalisation teku pour les valeurs propres λk, nous avons le calcul

xTx,MTxy “ xx, T tMTxy (11.402a)
“ xx,Dxy (11.402b)
“

ÿ

k

xx, xkDeky (11.402c)

“
ÿ

k

λkxk xx, ekyloomoon
“xk

(11.402d)

ě
ÿ

k

λ|xk|2 (11.402e)

“ λ}x}2 (11.402f)
“ λ}Tx}2. (11.402g)

Au dernier passage nous avons utilisé le fait que T est une isométrie (proposition 11.83).

62. Une matrice orthogonale a un déterminant ˘1.
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Les personnes qui aiment les vecteurs lignes et colonnes écriront des inégalités comme

xtMx ě xtx. (11.403)

Tout à l’autre bout du spectre des personnes névrosées des notations, on trouvera des inégalités
comme

Mpxb xq ě x·x. (11.404)

Le penchant personnel de l’auteur de ces lignes est la notation avec le produit tensoriel. Si vous
aimez ça, vous pouvez lire la section 12.8.6 et en particulier ce qui suit (12.295).

La notation adoptée ici avec le produit scalaire xx,Mxy est entre les deux. Elle a l’avantage de
n’être pas technologique comme le produit tensoriel (si vous y mettez les pieds, vous devez savoir
ce que vous faites), tout en évitant de se casser la tête à savoir qui est un vecteur ligne ou un
vecteur colonne.

Corollaire 11.197.
Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible.

Démonstration. Si Ax “ 0 alors xAx, xy “ 0. Mais dans le cas d’une matrice strictement définie
positive, cela implique x “ 0 par le lemme 11.196.

Lemme 11.198.
Pour une base quelconque, les éléments diagonaux d’une matrice symétrique semi-définie posi-
tive sont positifs. Si la matrice est strictement définie positive, alors les éléments diagonaux sont
strictement positifs.

Démonstration. Il s’agit d’une application du lemme 11.196. Si A est définie positive et que teiu
est une base, alors

Aii “ xAei, eiy ě λ}ei}2 “ λ ě 0. (11.405)

Si A est strictement définie positive, alors λ peut être choisi strictement positif.

11.10 Formes bilinéaires et quadratiques

Plus à propos de formes bilinéaires dans le thème 47.

11.10.1 Généralités

Définition 11.199 ([157]).
Soit un espace vectoriel E et F un corps de caractéristique différente de 2. Une forme quadratique
sur E est une application q : E Ñ F pour laquelle il existe une forme bilinéaire symétrique b : E ˆ
E Ñ F satisfaisant qpxq “ bpx, xq pour tout x P E.

L’ensemble des formes quadratiques réelles sur E est noté QpEq.
Lemme 11.200.
Si q est une forme quadratique, il existe une unique forme bilinéaire b telle que qpxq “ bpx, xq.
Démonstration. L’existence n’est pas en cause : c’est la définition d’une forme quadratique. Pour
l’unicité, étant donné une forme quadratique, la forme bilinéaire b doit forcément vérifier l’identité
de polarisation :

bpx, yq “ 1
2
`
qpxq ` qpyq ´ qpx´ yq˘. (11.406)

Elle est donc déterminée par q.

Notons la division par 2 qui est le pourquoi de la demande de la caractéristique différente de 2
pour F dans la définition de forme quadratique.
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11.10.2 Matrice associée à une forme bilinéaire

Soit une forme bilinéaire b : EˆE Ñ K et une base tfαu de E, pas spécialement orthonormée.
Nous définissons les nombres

Bαβ “ bpfα, fβq, (11.407)

qui forment une matrice symétrique dans Mpn,Kq. Alors nous avons aussi, si y “ ř
α yαfα et

y1 “ ř
β y

1
βfβ :

bpy, y1q “
ÿ

αβ

qpfα, fβq “
ÿ

αβ

Bαβyαy
1
β. (11.408)

La matrice B est la matrice de b dans la base tfαu de V .
Notons que la matrice associée à une forme bilinéaire (ou quadratique associée) est uniquement

valable pour une base donnée. Si nous changeons de base, la matrice change. Cependant lorsque
nous travaillons sur Rn, la base canonique est tellement canonique que nous allons nous permettre
de parler de « la » matrice associée à une forme bilinéaire.

11.10.3 Diagonalisation

Proposition 11.201.
Soit une forme bilinéaire symétrique b sur un espace vectoriel E de dimension finie. Il existe une
matrice orthogonale Q telle que
(1) D “ QtbQ est diagonale
(2) Dpx, yq “ bpQx,Qyq pour tout x, y P E.

Dans cet énoncé, nous mélangeons sans vergogne les formes et les matrices, en supposant qu’une
base soit fixée 63. Par exemple

Dpx, yq “
ÿ

ij

Dijxiyj . (11.409)

Démonstration. Pour la matrice diagonale, c’est le théorème spectral 11.189(2) qui joue parce que
la matrice d’une forme bilinéaire symétrique est symétrique (c’est vu de la définition (11.407)).

Pour le reste c’est un calcul :

Dpx, yq “
ÿ

ijkl

QtikbklQljxiyj (11.410a)

“
ÿ

ijkl

bklpQkixiqpQljyjq (11.410b)

“
ÿ

kl

bklpQxqkpQyql (11.410c)

“ bpQx,Qyq. (11.410d)

Nous avons utilisé le produit matrice fois vecteur donné par (4.72).

11.10.4 Isométrie, forme quadratique et bilinéaire

Exemple 11.202
La forme quadratique qpxq “ x2

1 ` x2
2 donne la norme euclidienne. La forme bilinéaire associée est

bpx, yq “ x1y1 ` x2y2, qui est le produit scalaire usuel. 4

Il ne faudrait pas déduire trop vite que la formule }x}2 “ qpxq donne une norme dès que q est
non dégénérée. En effet q peut ne pas être définie positive. La forme qpxq “ x2

1 ´ x2
2 prend des

valeurs positives et négatives. A fortiori dpx, yq “ qpx´ yq ne donne pas toujours une distance.

63. Autrement dit, si vous avez en tête d’utiliser cette proposition pour Rn c’est bon ; mais sinon vous devez choisir
une base et considérer toutes les matrices dans cette base.
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Définition 11.203.
Une isométrie pour la forme quadratique q est une application bijective f : V Ñ V telle que

qpx´ yq “ q
`
fpxq ´ fpyq˘. (11.411)

Dans les cas où q donne une distance, alors c’est une isométrie au sens usuel.

Définition 11.204 (Thème 64).
Soit un espace vectoriel E muni d’une forme bilinéaire b. Une isométrie pour b est une bijection
f : E Ñ E telle que

b
`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq (11.412)

pour tout x, y P E.
Lemme 11.205.
Soient q une forme quadratique et b la forme bilinéaire associée par le lemme 11.200. Une applica-
tion f : E Ñ E telle que fp0q “ 0 est une isométrie pour b si et seulement si elle est une isométrie
pour q.

Démonstration. Pour une application bijective f : E Ñ E telle que fp0q “ 0, nous devons prouver
l’équivalence des propriétés suivantes :
(1) b

`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq pour tout x, y P E ;

(2) q
`
fpxq ´ fpyq˘ “ qpx´ yq pour tout x, y P E.

Dans le sens direct, en posant x “ y nous trouvons tout de suite qpfpxqq “ qpxq ; ensuite en
utilisant la distributivité de b,

q
`
fpxq ´ fpyq˘ “ b

`
fpxq ´ fpyq, fpxq ´ fpyq˘ (11.413a)

“ q
`
fpxq˘´ 2b

`
fpxq, fpyq˘` q`fpyq˘ (11.413b)

“ qpxq ` qpyq ´ 2bpx, yq (11.413c)
“ qpx´ yq. (11.413d)

Dans l’autre sens, nous commençons par remarquer que l’hypothèse fp0q “ 0 donne qpxq “
q
`
fpxq˘. Ensuite nous utilisons l’identité de polarisation (11.406) :

b
`
fpxq, fpyq˘ “ 1

2
“
q
`
fpxq˘` q`fpyq˘´ q`fpx´ yq˘‰ (11.414a)

“ 1
2
“
qpxq ` qpyq ´ qpx´ yq‰ (11.414b)

“ bpx, yq. (11.414c)

11.11 Conventions et notations sur les matrices et changement
de bases

Nous nous proposons à présent de fixer toutes les notations concernant le calcul matriciel et les
changements de bases 64. Nous considérons des espaces vectoriels V et W respectivement munis de
bases teiu et tfαu. Ils sont tous deux sur le corps commutatif K. Si T : V ÑW est une application
linéaire, alors sa matrice est définie en la définition 4.61 (et les résultats qui montrent que le ψ est
une bijection comme il faut). Ici nous prenons une notation plus détendue en notant T l’apllication
linéaire et sa matrice.

En premier lieu nous avons
Tαi “ T peiqα. (11.415)

64. Concernant la matrice d’une différentielle, c’est la proposition 13.187. Nous n’en parlerons pas ici parce que
c’est pour plus tard.
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Donc aussi
T peiq “

ÿ

α

Tαifα. (11.416)

À ce point, nous avons l’impression de prendre une convention qui donne la matrice à l’envers
par rapport à ce que l’on voudrait pour que les indices identiques se suivent. La raison est que la
formule (11.418) de l’action d’une application linéaire sur un vecteur sera, elle, plus jolie.

En ce qui concerne l’application d’une matrice à un vecteur, c’est définit en (4.72) ; nous avons
alors, pour x “ ř

i xiei :
T pxq “

ÿ

i

T peiq “
ÿ

iα

Tαixifα (11.417)

ou encore, en pour les composantes :

T pxqα “
ÿ

i

Tαixi. (11.418)

Lorsque nous avons une base orthonormée nous avons aussi

Aij “ xAej , eiy. (11.419)

Ici t est une application V Ñ V et A P Mpn,Kq est simplement un tableau de nombres sans
prétentions d’être une application linéaire. Cependant, A peut être vu comme application linéaire
KÑ K, et l’ensemble de nombres txiui“1,...,n peut être vu comme vecteur de Kn. Dans ce contexte
nous pouvons écrire

tpxqi “ pAxqi. (11.420)
Cela signifie que si on identifie un vecteur au vecteur de ses composantes, l’application linéaire se
réduit au produit « matrice fois vecteur » sur le corps de base.

Tant que nous y sommes, nous avons aussi la formule suivante dansRn muni du produit scalaire
usuel :

x·Ay “
ÿ

k

xkpAyqk “
ÿ

kl

xkAklyl “
ÿ

kl

Aklxkyl. (11.421)

En voila au moins une pour laquelle les indices tombent au bons endroits.

11.11.1 Le changement de base

Soit un espace vectoriel V muni de deux bases teiui“1,...,n et tfαuα“1,...,n. Les deux bases sont
liées entre elles par

fα “
ÿ

i

Qiαei. (11.422)

Ici Q n’est pas une application linéaire V Ñ V : Q est seulement un tableau de nombres, donnant
les coordonnées des vecteurs fα dans la base de ei. Éventuellement Q peut être vu comme une
application linéaire Kn Ñ Kn.

Dans la suite nous nommerons Q´1 la matrice inverse de Q. Inverse au sens des bêtes tableaux
de nombres, sans interprétations en tant qu’application linéaire. De même pour Qt qui est la
transposée de Q.

Lemme 11.206.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq. Si pour tout x, y P Kn nous avons

ÿ

ij

Aijxiyj “
ÿ

ij

Bijxiyj (11.423)

alors A “ B.

Démonstration. Il suffit de choisir xi “ δik et yj “ δjl, et d’effectuer les sommes ; par exemple
ÿ

ij

Aijδikyj “
ÿ

j

Akjyj . (11.424)

Après avoir effectué toutes les sommes nous nous retrouvons avec Akl “ Bkl, ce qui signifie A “
B.
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11.11.2 Changement de base : vecteurs de base

Nous multiplions l’égalité (11.422) par Q´1
αj

65 et nous sommons sur α :
ÿ

α

Q´1
αj fα “

ÿ

iα

pAiαQ´1
αj qei “ ej . (11.425)

Donc :
ei “

ÿ

α

Q´1
αi fα. (11.426)

11.11.3 Changement de base : coordonnées

Soit un vecteur x P V . Il peut être écrit dans les deux bases :

x “
ÿ

i

xiei “
ÿ

α

yαfα. (11.427)

En remplaçant ei par sa valeur (11.426) nous avons l’égalité
ÿ

iα

xiQ
´1
αi fα “

ÿ

α

yαfα. (11.428)

Vu que les fα sont linéairement indépendants, l’égalité des sommes donne l’égalité de chacun de
termes :

yα “
ÿ

i

xiQ
´1
αi . (11.429)

En identifiant x P V au vecteur dans Kn de ses coordonnées dans la base teiu nous pouvons écrire
yα “ pQ´1xqα, (11.430)

ou pire :
y “ Q´1x. (11.431)

Cette dernière égalité repose sur un petit paquet d’abus de notations qu’il convient de bien com-
prendre. Ici, x et y sont les éléments de Kn donnés par les composantes de x dans les bases teiu
et tfαu, et Q est vu comme une matrice, un opérateur linéaire sur Kn.

Une chose agréable avec cette façon d’écrire est que nous trouvons tout de suite la transforma-
tion inverse x “ Qy qui peut être écrire de différentes manières :

x “ Qy (11.432a)
xi “ pQyqi (11.432b)
xi “

ÿ

α

Qiαyα (11.432c)

Attention à l’ordre des indices dans la dernière égalité : la matrice Q vient avec les indices dans
l’ordre iα, tandis que la matrice Q´1 vient avec les indices dans l’ordre opposé : αi. C’est pour
cela qu’il est intéressant de noter avec des lettres latines les indices se rapportant à la première
base et avec des lettres grecques ceux se rapportant à la seconde base.

11.11.4 Changement de base : matrice d’une application linéaire

Proposition 11.207.
Soit une application linéaire t : V Ñ V de matrices A et B dans les bases teiu et tfαu. Si les bases
sont liées par

fα “
ÿ

i

Qiαei, (11.433)

alors les matrices A et B sont liées par

B “ Q´1AQ. (11.434)
65. Attention à la bonne interprétation de ce nombre : on fait bien référence à l’élément situé en pα, jq de la matrice

Q´1, et pas autre chose.
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Démonstration. L’hypothèse sur le fait que A et B sont les matrices de t signifie que pour tout
x P V ,

tpxq “
ÿ

ij

Ajixiej “
ÿ

αβ

Bαβyβfα. (11.435)

En remplaçant ej par son expression (11.426) en termes des fα et xi par son expression (11.432b),
nous avons

pByqα “
ÿ

ijα

AjipQyqiQ´1
αj fα (11.436a)

“
ÿ

iα

pQ´1AqαipQyqifα (11.436b)

“
ÿ

α

pQ´1AQyqαfα. (11.436c)

Vu que les fα forment une base nous en déduisons Q´1AQy “ By. Et vu que y est un élément
quelconque de Kn, nous en déduisons l’égalité de matrices

B “ Q´1AQ. (11.437)

Il s’agit bien d’une égalité de matrices, ou à la limite d’applications linéaires sur Kn, et non
d’une égalité d’application linéaire sur V .

11.11.5 Changement de base : matrice d’une forme bilinéaire

Soit une forme bilinéaire 66 q : V ˆ V Ñ K dont la matrice 67 dans la base teiu est A et celle
dans la base tfαu est B.

Rien n’indique pour l’instant que A et B sont les mêmes qu’avant. Au contraire, nous allons
voir qu’elles ne sont en général pas les mêmes.

Soit x, x1 P V de coordonnées pxiq et px1iq dans la base teiu et pyαq, py1αq dans la base tfαu. Par
définition de la matrice associée à une forme bilinéaire,

qpx, x1q “
ÿ

ij

Aijxix
1
j “

ÿ

αβ

Bαβyαy
1
β. (11.438)

En remplaçant les xi et x1i par leurs valeurs en fonction de yα et y1β,

qpx, x1q “
ÿ

ijαβ

AijQiαyαQjβy
1
β (11.439a)

“
ÿ

αβ

pQtAQqαβyαy1β (11.439b)

où Qt désigne la transposée de la matrice Q : Qtij “ Qji. Vu que les nombres yα et y1β sont arbitraires
nous déduisons 68

B “ QtAQ. (11.440)

Remarque 11.208.
Notons que cette « loi de transformation » n’est pas la même que celle pour une application linéaire.
Ici nous avons Qt alors que pour les applications linéaires nous avions Q´1.

Pour cette raison, tant que nous travaillons avec des bases orthonormées, c’est-à-dire tant que Q
est orthogonale 69, nous pouvons confondre une application linéaire avec une application bilinéaire

66. Définition 11.1
67. Définition 11.407.
68. Lemme 11.206.
69. Définition 4.90.
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en passant par la matrice. Mais cette identification n’est pas du tout canonique : elle repose sur le
fait que les bases soient orthonormées.

Il en découle que la réduction des endomorphismes et la réduction des formes bilinéaires ne
sont pas tout à fait les mêmes théories. Par exemple la pseudo-diagonalisation simultanée (corol-
laire 11.274) est un résultat de réduction de forme bilinéaire et non d’endomorphismes.

11.11.6 Invariance de la trace

Proposition 11.209 ([1]).
Soit une application linéaire f . Si la matrice de f dans une base est A et est B dans une autre
base, alors

TrpAq “ TrpBq. (11.441)

Démonstration. Les matrices A et B sont liées par la proposition 11.207 : B “ Q´1AQ où Q est
la matrice qui lie les vecteurs des deux bases. L’invariance cyclique de la trace donnée en le lemme
4.59 implique que

TrpBq “ TrpQ´1AQq “ TrpQQ´1Aq “ TrpAq. (11.442)

11.12 Fonctions

Soient pV, }.}V q et pW, }.}W q deux espaces vectoriels normés, et une fonction f de V dans W .
Il est maintenant facile de définir les notions de limites et de continuité pour de telles fonctions
en copiant les définitions données pour les fonctions de R dans R en changeant simplement les
valeurs absolues par les normes sur V et W .

La caractérisation suivante est un recopiage de la définition 7.66 lorsque la topologie est donnée
par des boules.

Proposition 11.210.
Soit f : V Ñ W une fonction de domaine Dompfq Ă V et soit a un point d’accumulation de
Dompfq. La fonction f admet une limite en a P V si et seulement s’il existe un élément ` PW tel
que pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que pour tout x P Dompfq,

0 ă }x´ a}V ă δ ñ }fpxq ´ `}W ă ε. (11.443)

Dans ce cas, nous écrivons limxÑa fpxq “ ` et nous disons que ` est la limite de f lorsque x tend
vers a.

Remarque 11.211.
Le fait que nous limitions la formule (11.443) aux x dans le domaine de f n’est pas anodin.
Considérons la fonction fpxq “ ?x2 ´ 4, de domaine |x| ě 2. Nous avons

lim
xÑ2

a
x2 ´ 4 “ 0. (11.444)

Nous ne pouvons pas dire que cette limite n’existe pas en justifiant que la limite à gauche n’existe
pas. Les points x ă 2 sont hors du domaine de f et ne comptent dons pas dans l’appréciation de
l’existence de la limite.

Vous verrez plus tard que ceci provient de la topologie induite de R sur l’ensemble r2,8r.

11.13 Sous espaces caractéristiques

Lorsqu’un opérateur n’est pas diagonalisable, les valeurs propres jouent quand même un rôle
important.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Topologie_induite
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Définition 11.212.
Soit E un K-espace vectoriel f P EndpEq. Pour λ P K nous définissons

Fλpfq “ tv P E tel que pf ´ λ1qnv “ 0, n P Nu (11.445)

et nous appelons ça un sous-espace caractéristique de f .

L’espace Fλpfq est l’ensemble de nilpotence de l’opérateur f ´ λ1 et

Lemme 11.213.
L’ensemble Fλpfq est non vide si et seulement si λ est une valeur propre de f . L’espace Fλpfq est
invariant sous f .

Démonstration. Si Fλpfq est non vide, nous considérons v P Fλpfq et n le plus petit entier non
nul tel que pf ´ λqnv “ 0. Alors pf ´ λqn´1v est un vecteur propre de f pour la valeur propre λ.
Inversement si v est une valeur propre de f pour la valeur propre λ, alors v P Fλpfq.

En ce qui concerne l’invariance, remarquons que f commute avec f ´λ1. Si x P Fλpfq il existe
n tel que pf ´ λ1qnx “ 0. Nous avons aussi

pf ´ λ1qnfpxq “ f
`pf ´ λ1qnx˘ “ 0, (11.446)

par conséquent fpxq P Fλpfq.
Remarque 11.214.
Toute matrice sur C n’est pas diagonalisable : nous en avons déjà donné une exemple simple
en 11.263. Nous en voyons maintenant un moins simple. Considérons en effet l’endomorphisme f
donné par la matrice ¨

˝
a α β
0 a γ
0 0 b

˛
‚ (11.447)

où a ‰ b, α ‰ 0, β et γ sont des nombres complexes quelconques. Son polynôme caractéristique
est

χf pλq “ pa´ λq2pb´ λq, (11.448)

et les valeurs propres sont donc a et b. Nous trouvons les vecteurs propres pour la valeur a en
résolvant ¨

˝
a α β
0 a γ
0 0 b

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
ax
ay
az

˛
‚. (11.449)

L’espace propre Eapfq est réduit à une seule dimension générée par p1, 0, 0q. De la même façon
l’espace propre correspondant à la valeur propre b est donné par

¨
˚̋

1
b´a

´
β ` αγ

b´a
¯

γ
b´a
1

˛
‹‚. (11.450)

Il n’y a donc pas trois vecteurs propres linéairement indépendants, et l’opérateur f n’est pas
diagonalisable.

Par contre nous pouvons voir que

pf ´ α1q2
¨
˝

0
1
0

˛
‚“

¨
˝
a α β
0 a γ
0 0 b

˛
‚
¨
˝
α
0
0

˛
‚´

¨
˝
aα
0
0

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚, (11.451)

de telle sorte que le vecteur p0, 1, 0q soit également dans l’espace caractéristique Fapfq.
Dans cet exemple, la multiplicité algébrique de la racine a du polynôme caractéristique vaut 2

tandis que sa multiplicité géométrique vaut seulement 1.
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11.13.1 Théorèmes de décomposition

Théorème 11.215 (Théorème spectral, décomposition primaire).
Soit E espace vectoriel de dimension finie sur le corps algébriquement clos K et f P EndpEq. Alors

E “ Fλ1pfq ‘ . . .‘ Fλkpfq (11.452)

où la somme est sur les valeurs propres distinctes de f .
Les projecteurs sur les espaces caractéristique forment un système complet et orthogonal.

Démonstration. Soit P le polynôme caractéristique de f et une décomposition

P “ pf ´ λ1qα1 . . . pf ´ λrqαr (11.453)

en facteurs irréductibles. La le théorème de noyaux (11.127) nous avons

E “ kerpf ´ λ1qα1 ‘ . . .‘ kerpf ´ λrqαr . (11.454)

Les projecteurs sont des polynômes en f et forment un système orthogonal. Il nous reste à prouver
que kerpf ´ λiqαi “ Fλipfq. L’inclusion

kerpf ´ λiqαi Ă Fλipfq (11.455)

est évidente. Nous devons montrer l’inclusion inverse. Prouvons que la somme des Fλipfq est
directe. Si v P Fλipfq X Fλj pfq, alors il existe v1 “ pf ´ λiqnv ‰ 0 avec pf ´ λiqv1 “ 0. Étant
donné que pf ´λiq commute avec pf ´λjq, ce v1 est encore dans Fλj pfq et par conséquent il existe
w “ pf ´ λjqmv1 non nul tel que

" pf ´ λiqw “ 0 (11.456a)
pf ´ λjqw “ 0. (11.456b)

Ce w serait donc un vecteur propre simultané pour les valeurs propres λi et λj , ce qui est impossible
parce que les espaces propres sont linéairement indépendants. Les espaces Fλi sont donc en somme
directe et ÿ

i

dimFλipfq ď dimE. (11.457)

En tenant compte de l’inclusion (11.455) nous avons même

dimE “
ÿ

i

dim kerpf ´ λiqαi ď
ÿ

i

Fλipfq ď dimE. (11.458)

Par conséquent nous avons dim kerpf ´ λiqαi “ dimFλipfq et l’égalité des deux espaces.

Problèmes et choses à faire

Dans le cas où le corps n’est pas algébriquement clos, il paraît qu’il faut remplacer « diagonalisable » par « semi-simple ».

Si l’espace vectoriel est sur un corps algébriquement clos, alors les endomorphismes semi-
simples 70 sont les endomorphismes diagonaux.

Théorème 11.216 (Décomposition de Dunford).
Soit E un espace vectoriel sur le corps algébriquement clos K et u P EndpEq un endomorphisme
de E.
(1) L’endomorphisme u se décompose de façon unique sous la forme

u “ s` n (11.459)

où s est diagonalisable, n est nilpotent et rs, ns “ 0.

70. Définition 11.141.
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(2) Les endomorphismes s et n sont des polynômes en u et commutent avec u.
(3) Les parties s et n sont données par

s “
ÿ

i

λipi (11.460a)

n “
ÿ

i

ps´ λi1qpi (11.460b)

où les sommes sont sur les valeurs propres distinctes 71 de f et où pi : E Ñ Fλipuq est la
projection de E sur Fλipuq.

Démonstration. Le théorème spectral 11.215 nous indique que

E “à
i

Fλipfq. (11.461)

Nous considérons l’endomorphisme s de E qui consiste à dilater d’un facteur λ l’espace caractéris-
tique Fλpfq :

s “
ÿ

i

λipi (11.462)

où pi : E Ñ Fλipuq est la projection de E sur Fλipuq.
Nous allons prouver que rs, f s “ 0 et n “ f ´ s est nilpotent. Cela impliquera que rs, ns “ 0.
Si x P Fλpfq, alors nous avons sfpxq “ λfpxq parce que fpxq P Fλpfq tandis que fspxq “

fpλxq “ λfpxq. Par conséquent f commute avec s.
Pour montrer que f ´ s est nilpotent, nous en considérons la restriction

f ´ s : Fλpfq Ñ Fλpfq. (11.463)

Cet opérateur est égal à f ´ λ1 et est par conséquent nilpotent.
Prouvons à présent l’unicité. Soit u “ s1 ` n1 une autre décomposition qui satisfait aux condi-

tions : s1 est diagonalisable, n1 est nilpotent et rn1, s1s “ 0. Commençons par prouver que s1 et n1
commutent avec u. En multipliant u “ s1 ` n1 par s1 nous avons

s1u “ s12 ` s1n1 “ s12 ` n1s1 “ ps1 ` n1qs1 “ us1, (11.464)

par conséquent ru, s1s “ 0. Nous faisons la même chose avec n1 pour trouver ru, n1s “ 0. Notons que
pour obtenir ce résultat nous avons utilisé le fait que n1 et s1 commutent, mais pas leur propriétés
de nilpotence et de diagonalisibilité.

Si s1 ` n1 “ s ` n est une autre décomposition, s1 et n1 commutent avec u, et par conséquent
avec tous les polynômes en u. Ils commutent en particulier avec n et s. Les endomorphismes s
et s1 sont alors deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. Par la proposition 11.170,
ils sont simultanément diagonalisables. Dans la base de simultanée diagonalisation, la matrice de
l’opérateur s1 ´ s “ n ´ n1 est donc diagonale. Mais n ´ n1 est également nilpotent, en effet si A
et B sont deux opérateurs nilpotents,

pA`Bqn “
nÿ

k“0

ˆ
k

n

˙
AkBn´k. (11.465)

Si n est assez grand, au moins un parmi Ak ou Bn´k est nul.
Maintenant que n ´ n1 est diagonal et nilpotent, il est nul et n “ n1. Nous avons alors immé-

diatement aussi s “ s1.

71. C’est-à-dire sur les sous-espaces caractéristiques.
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11.13.2 Diverses conséquences

Théorème 11.217.
Soit une matrice A PMpn,Cq. On a que la suite pAkxq tend vers zéro pour tout x si et seulement
si ρpAq ă 1 où ρpAq est le rayon spectral de A

Démonstration. Dans le sens direct, il suffit de prendre comme x, un vecteur propre de A. Dans
ce cas nous avons Akx “ λkx. Mais λkx ne tend vers zéro que si λ ă 1. Donc toutes les valeurs
propres de A doivent être plus petite que 1 et ρpAq ă 1.

Pour l’autre sens nous utilisons la décomposition de Dunford (théorème 11.216) : il existe une
matrice inversible P telle que

A “ P´1pD `NqP (11.466)
où D est diagonale, N est nilpotente et rD,N s “ 0. Étant donné que D `N est triangulaire, son
polynôme caractéristique que

χD`N pλq “
ź

i

Dii ´ λ. (11.467)

Par similitude, c’est le même polynôme caractéristique que celui de A et nous savons alors que la
diagonale de D contient les valeurs propres de A.

Par ailleurs nous avons

Ak “ P´1pD `NqkP (11.468a)

“ P´1
kÿ

j“0

ˆ
j

k

˙
Dj´kN jP (11.468b)

“ P´1
n´1ÿ

j“0

ˆ
j

k

˙
Dj´kN jP (11.468c)

où nous avons utilité le fait que D et N commutent ainsi que Nn´1 “ 0 parce que N est nilpotente.
Nous utilisons la norme matricielle usuelle, pour laquelle }D} “ ρpDq “ ρpAq. Nous avons alors

}pD `Nqk} ď
kÿ

j“0

ˆ
j

k

˙
ρpDqk´j}N}j . (11.469)

Du coup si ρpDq ă 1 alors }pD `Nqk} Ñ 0 (et c’est même un si et seulement si).

Une application de la décomposition de Jordan est l’existence d’un logarithme pour les ma-
trices. La proposition suivant va d’une certaine manière donner un logarithme pour les matrices
inversibles complexes. Dans le cas des matrices réelles m telles que }m ´ 1} ă 1, nous donnerons
au lemme 16.115 une formule pour le logarithme sous forme d’une série ; ce logarithme sera réel.

11.13.3 Valeurs singulières

Définition 11.218.
Soit M une matrice mˆ n sur K (K est R ou C). Un nombre réel σ est une valeur singulière
de M s’il existent des vecteurs unitaires u P Km, v P Kn tels que

Mv “ σu (11.470a)
M˚u “ σv. (11.470b)

Théorème 11.219 (Décomposition en valeurs singulières).
Soit M PMpmˆ n,Kq où K “ R,C. Alors M se décompose en

M “ ADB (11.471)

où il existe deux matrices unitaires A P Upmˆmq, B P Upnˆnq et une matrice (pseudo)diagonale
D PMpmˆ nq tels que
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(1) A P Upmˆmq, B P Upnˆ nq sont deux matrices unitaires ;,
(2) D est (pseudo)diagonale,
(3) les éléments diagonaux de D sont les valeurs singulières de M ,
(4) le nombre d’éléments non nuls sur la diagonale de D est le rang 72 de M .

Corollaire 11.220.
Soit M PMpn,Cq. Il existe un isomorphisme f : Cn Ñ Cn tel que fM soit autoadjoint.

Démonstration. SiM “ ADB est la décomposition deM en valeurs singulières, alors nous pouvons
prendre f “ B

t
A´1 qui est une matrice inversible. Pour la vérification que ce f répond bien à la

question, ne pas oublier que D est réelle, même si M ne l’est pas.

11.14 Extension du corps de base
Nous avons discuté dans la section 6.4 de ce qui arrive au corps lorsqu’on l’étend. Dans cette

sections nous allons étudier ce qui arrive aux applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels
lorsque nous étendons le corps K en un corps L.

Soit donc un corps K et deux K-espaces vectoriels E et F , et entrons dans le vif du sujet 73.
Soit K un corps (commutatif) et une extension L de K. Soient E et F , des K-espaces vectoriels
de dimension finie.

11.14.1 Extension des applications linéaires

Définition 11.221 ([158]).
L’espace vectoriel obtenu par extension du corps de base de E est l’espace vectoriel

EL “ LbK E. (11.472)

Ce dernier est le quotient LbK E “ pLˆ Eq{ „ par la relation d’équivalence

pλ, vq „ `
aλ,

1
a
v
˘

(11.473)

pour tout a P K. Nous noterons rλ, vs ou λb v ou encore λbK v la classe de pλ, vq.
Un élément de EL est de la forme

ř
krλk, vks avec λk P L et vk P E. Si f : E Ñ F est une

applications linéaire nous définissons

fL : EL Ñ FL

rλ, vs ÞÑ rλ, fpvqs. (11.474)

Remarque 11.222.
Si deux vecteurs de EL sont linéairement indépendants pour K, ils ne le sont pas spécialement
pour L. Par exemple si C est vu comme R-espace vectoriel, alors t1, iu est une partie libre. Mais
dans C vu comme C-espace vectoriel, la partie t1, iu n’est pas libre.

Nous définissons aussi l’injection canonique

ι : E Ñ EL

v ÞÑ r1, vs. (11.475)

Proposition 11.223 ([66]).
Injectivité et surjectivité respectées.
(1) L’application fL est injective si et seulement si f est injective.

72. Définition 4.38.
73. Le sujet étant le corps étendu.
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(2) L’application fL est surjective si et seulement si f est surjective.

Démonstration. Supposons pour commencer que fL est injective. Le diagramme

E
f //

τ

��

F

τ
��

EL
fL
// FL

(11.476)

est un diagramme commutatif. En effet

pτ ˝ fqpvq “ r1, fpvqs (11.477)

tandis que
pfL˝τ qpvq “ fLr1, vs “ r1, fpvqs. (11.478)

Donc si fpvq “ 0 avec v ‰ 0 nous aurions pτ ˝ fqpvq “ 0 et donc aussi pfL ˝ τqpvq “ 0, alors que
τpvq ‰ 0 dans EL.

Réciproquement, nous supposons que f est injective et nous prouvons que fL est injective. Par
le lemme 4.50(1), nous savons qu’il existe g : F Ñ E telle que f ˝ g “ Id |F . Nous en déduisons que
fL ˝ gL “ Id |FL parce que si rλ, vs P FL alors

pfL ˝ gLqrλ, vs “ fLrλ, gpvqs “ rλ, pf ˝ gqpvqs “ rλ, vs. (11.479)

Notons que g est injective, donc gL est injective et l’égalité fL ˝ gL “ Id |FL implique que fL est
également injective.

Proposition 11.224 ([1, 159]).
Soit teiui“1,...,p une base de E. Alors t1b eiui est une base de EL “ LbK E.
Démonstration. L’espace vectoriel E peut être écrit comme somme directe E “À

iKei. Si λ P L
et k P K nous avons

λb kei “ λ

k
b ei “ λ

k
p1b eiq. (11.480)

Cela pour introduire que l’application

ψ : LbK E Ñ
à
i

Lp1b eiq
ÿ

k

λk b vk ÞÑ ‘i
ÿ

k

pλkvikqp1b eiq
(11.481)

où vk “ ř
i vikei avec vik P K est un isomorphisme de L-espaces vectoriels. La surjectivité est

facile. En ce qui concerne l’injectivité, si
ÿ

i

ÿ

k

pλkvikqp1b eiq “ 0 (11.482)

alors les choses suivantes sont nulles également :
ÿ

i

ÿ

k

pλkvikqp1b eiq “
ÿ

ik

pλk b vikeiq “
ÿ

k

pλk b
ÿ

i

vikeiq “
ÿ

k

pλk b vkq. (11.483)

Le dernier est l’argument de ψ. Le fait que ce soit nul implique que ψ est injective.

Remarque 11.225.
Nous n’avons pas dû prouver que chacun des λk b vk était nul. Et encore heureux, parce que cela
pouvait très bien être faux, vu qu’il y a plusieurs façons de noter un élément de EL sous la forme
de tels termes.

Corollaire 11.226.
La L-dimension de EL est égale à la K-dimension de E.
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11.14.2 Projections

Problèmes et choses à faire

Nous allons définir proj : LpEL, FLq Ñ LpE, F q en faisant appel à des bases et en prouvant que les choses définies ne dépendent pas des bases

choisies. Il y a surement une façon plus « intrinsèque » de faire.

Nous savons que L est un K-espace vectoriel dans lequel nous pouvons voir K comme un
sous-espace (lemme 6.54). Dans cette optique nous choisissons dans L un supplémentaire de K,
c’est-à-dire un sous-espace vectoriel de L tel que

L “ K‘ V. (11.484)

Nous avons alors naturellement une projection proj : LÑ K.
Soit teiu une base de E et teau une deF . Nous noterons également ei et ea les éléments τei et

τea correspondants. Grâce à la proposition 11.224, ce sont des bases de EL et FL. Si la fonction
f : EL Ñ FL s’écrit dans ce ces bases comme

fpeiq “
ÿ

a

faiea (11.485)

alors nous définissons projpfq par
pproj fqei “

ÿ

a

projpfaiqea. (11.486)

Proposition 11.227 ([1]).
L’application proj définie en (11.486) est indépendante du choix des bases.

Démonstration. Notons que dans ce qui suit, les sommes sur a ou b et celles sur i ou j ne vont pas
jusqu’au même indice (dimensions de E et F ). De plus nous manipulons deux choses qui se notent
proj. La première est la projection proj : LÑ K qui ne dépend que d’un choix de supplémentaire
et que nous supposons fixée ici. D’autre part il y a proj : EL Ñ E qui dépend a priori des bases
choisies.

Nous choisissons de nouvelles bases qui sont liées aux anciennes bases par
$
’’&
’’%

e1b “
ÿ

a

Babea (11.487a)

e1i “
ÿ

j

Ajiej . (11.487b)

Les matrices A et B sont dans GLpKq. Nous allons écrire l’opérateur proj1 qui correspond à ces
bases et montrer que pour toute application linéaire f : EL Ñ FL nous avons projpfq “ proj1pfq.
Nous avons :

fpe1jq “
ÿ

i

Ajifpeiq (11.488a)

“
ÿ

a

ÿ

b

ÿ

i

AjifaipB´1qbae1b (11.488b)

“
ÿ

b

´ÿ

ai

AjifaipB´1qba
¯
e1b, (11.488c)

ce qui fait que
pproj1 fqe1j “

ÿ

b

´
proj

`
AjifaipB´1qba

˘¯
e1b. (11.489)

Nous calculons maintenant pproj1 fqej en substituant ej “ ř
lpA´1qlje1l et en utilisant (11.489) et

la linéarité de proj1 et la K-linéarité de proj : LÑ K :

pproj1 fq
´ÿ

l

pA´1qlje1l
¯
“

ÿ

l

pA´1qlj
ÿ

b

ÿ

ai

proj
`
AlifaipB´1qba

˘
eb (11.490a)

“
ÿ

a

projpfajqea (11.490b)

“ pproj fqej . (11.490c)
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Donc proj “ proj1.

Note au passage comme toujours : il y a un abus systématique de notation entre ei P E et
τpeiq “ 1b ei P EL.
Remarque 11.228 ([1]).
L’opération proj : LpEL, FLq Ñ LpE,F q ne dépend pas des bases choisies un peu partout. Mais
elle dépend de l’application pr : L Ñ K déjà construite. Et celle-là dépend du choix d’un supplé-
mentaire V qui fournit L “ K‘ V .

Si projpλq “ 0 pour un de ces choix, cela n’implique nullement que λ “ 0. Penser à i P C si la
projection proj : CÑ R est l’application px` iyq ÞÑ x parallèle à l’axe des imaginaires.

Par contre si projpλq “ 0 pour tout choix de V , alors nous avons bien λ “ 0. Dans la suit nous
« fixons » un choix de V générique, et lorsque nous rencontrerons l’égalité projpλq “ 0 nous en
déduirons λ “ 0.

Proposition 11.229.
Si f : E Ñ F et si fLej “ ř

apfLqajea et si fpejq “ ř
a fajea alors

(1) proj fL “ f ,
(2) pfLqja “ fja P K.

Démonstration. Nous avons

fLpeiq “
ÿ

a

faip1b eaq “
ÿ

a

faiτpeaq, (11.491)

donc
pproj fLqei “

ÿ

a

projpfaiqea “
ÿ

a

faiea “ fpeiq. (11.492)

Cela prouve que proj fL “ f .
Par ailleurs,

fLpτeiq “ fLp1b eiq “ 1b fpeiq “ τ
`
fpeiq

˘ “
ÿ

a

faiτpeaq (11.493)

alors que par définition,
fLpτeiq “

ÿ

a

pfLqaiτpeaq. (11.494)

Les éléments τpeaq formant une base 74, la comparaison de (11.493) avec (11.494) donne pfLqai “
fai P K.

Lemme 11.230.
Soient
(1) Une base teiu de E et une application linéaire f : E Ñ F ;
(2) une base teau de F et une application linéaire g : GÑ F ;
(3) une base teαu de G et une application linéaire h̃ : GL Ñ EL.

Alors nous avons
projpfL ˝ h̃q “ projpfLq ˝ projph̃q. (11.495)

Démonstration. Pour écrire projpfL ˝ h̃q à partir de la définition (11.486) nous commençons par
écrire

pfL ˝ h̃qeα “
ÿ

a

pfL ˝ h̃qaαea “
ÿ

ai

pfLqaiph̃qiαea “
ÿ

a

´ÿ

i

faiph̃qiα
¯
ea (11.496)

où nous avons utilisé le fait que pfLqai “ fai. Donc, en utilisant la K-linéarité de proj,

projpfL ˝ h̃qeα “
ÿ

a

ÿ

i

proj
´
faiph̃qiα

¯
ea “

ÿ

a

ÿ

i

fai proj
´
ph̃qiα

¯
ea. (11.497)

74. Encore la proposition 11.224.
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D’autre part,
projpfLq ˝ projph̃qeα “ projpfLq

ÿ

i

proj
´
ph̃qiα

¯
ei

“
ÿ

i

proj
´
ph̃qiα

¯ÿ

a

faiea

“
ÿ

ai

proj
´
ph̃qiα

¯
faiea,

(11.498)

et c’est égal à (11.497).

Remarque 11.231.
Nous n’avons en général pas projpxyq “ projpxq projpyq pour tout x, y P L. Par exemple siK “ R
et L “ C avec la projection canonique,

projpi· iq “ projp´1q “ ´1 (11.499)

alors que projpiq “ 0.

Proposition 11.232.
Soient f P LpE,F q et g P LpF,Eq. Alors il existe h : GÑ E tel que f ˝ h “ g si et seulement s’il
existe g̃ : GL Ñ EL tel que fL ˝ g̃ “ gL.

Démonstration. Dans le sens direct, il suffit de poser h̃ “ hL.
Dans le sens inverse, si nous avons h̃ : GL Ñ EL tel que fL ˝ h̃ “ gL alors en appliquant proj

des deux côtés et en utilisant le lemme 11.230,

projpfLq ˝ projph̃q “ projpgLq (11.500)

c’est-à-dire
f ˝ projph̃q “ g, (11.501)

c’est-à-dire que l’application proj h̃ : GÑ E est la réponse à la proposition.

11.14.3 Rang, polynôme minimal, polynôme caractéristique

Proposition 11.233 (Stabilité du rang par extension des scalaires[66]).
Si f : E Ñ F est linéaire alors nous avons

rangpfq “ rangpfLq. (11.502)

où à droite nous considérons le rang de l’application L-linéaire fL : EL Ñ FL.

Démonstration. Il existe un supplémentaire V tel que E “ kerpfq ‘ V avec dimpV q “ rangpfq.
Nous pouvons factoriser f en

f “ f2 ˝ f1 (11.503)

avec f1 : E Ñ V est la projection parallèle à kerpfq et est surjective (vers V ) parce que dimpV q “
rangpfq “ dim

`
Imagepfq˘. De plus f2 : V Ñ F est injective parce que si v P V est tel que f2pvq “ 0

alors on aurait
fpvq “ pf2 ˝ f1qpvq “ f2pvq “ 0. (11.504)

Cela donne v P kerpfq X V “ t0u. Par la proposition 11.223, les applications pf1qL et pf2qL sont
respectivement surjective et injective.

L’application pf2qL : VL Ñ FL est forcément surjective sur son image, donc

pf2qL : VL Ñ ImagepfLq (11.505)

est un isomorphisme de L-espaces vectoriels. Nous avons alors les égalités

dimLpVLq “ dimL
`

ImagepfLq
˘ “ rangpfLq. (11.506)



11.14. EXTENSION DU CORPS DE BASE 527

Mais aussi, par les définitions posées plus haut,

dimpV q “ rangpfq “ dim
`

Imagepfq˘. (11.507)

Mais le corollaire 11.226 nous dit que dimLpVLq “ dimKpV q. Donc il y a égalité des deux lignes
(11.506) et (11.507) donne rangpfq “ rangpfLq.
Proposition 11.234.
Nous avons
(1) detpfq “ detpfLq
(2) χf “ χfL.

Démonstration. Dès que l’on a des bases nous avons pfLqai “ fai par la proposition 11.229(2). Le
nombre detpfq P K est un polynôme en les fai. Entendons nous : il existe un polynôme indépendant
de f et de K et de L donnant le déterminant de n’importe quelle matrice. Donc detpfq “ detpfLq.

Même chose pour le polynôme caractéristique (définition 11.146) : les coefficients de ce poly-
nôme sont des polynômes en les fai qui sont indépendants de L, de K et de f .

Notons que χfL est un polynôme à coefficients dans K.

La situation est très différente avec le polynôme minimal 75. Autant il existe une « recette »
pour créer le polynôme caractéristique, il n’en n’existe pas pour le polynôme minimal (ou en tout
cas, il ne suffit pas d’appliquer des polynômes en les coefficients de la matrice). La proposition
suivante montre que le polynôme minimal est conservé par extension de corps, mais que pour le
voir, il faut travailler plus.

Proposition 11.235 ([66, 1]).
Soit L une extension du corps K et une application linéaire f : E Ñ F entre deux K-espaces
vectoriels. Alors µf “ µfL.

Démonstration. Nous allons montrer que l’application

g̃ : LrXspµq Ñ EndpELq
P̄ ÞÑ P pfLq

(11.508)

est bien définie et injective. La proposition 11.136 nous dira alors que µ est le polynôme minimal
de fL.

Pour prouver que l’application g̃ est bien définie, nous commençons par prouver que P pfLq “
P pfqL :

P pfLqλb v “
ÿ

k

akf
k
Lλb v (11.509a)

“ λb
ÿ

k

akf
kpvq (11.509b)

“ λb P pfqv (11.509c)
“ P pfqLλb v. (11.509d)

Par conséquent µpfLq “ 0 et l’application est bien définie.
Sur LrXs{pµq nous considérons la base t1, X̄, . . . , X̄degpµq´1u, et EndpELq nous considérons

une base qui commence 76 par tfkLuk“0,...,degpµq´1. Montrons tout de même que cette partie est libre
(sinon le théorème de la base incomplète ne s’applique pas) : si

ř
k λkf

k
L “ 0 alors

ÿ

k

proj
`
λkf

k
L

˘ “ 0. (11.510)

75. Définition 6.60.
76. Théorème de la base incomplète 4.11(2).
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Pour détailler ce que cela implique, nous calculons ceci :

pλfLqpτeiq “ λfLpτeiq “
ÿ

a

λfiaea, (11.511)

par conséquent projpλfLqei “ ř
a projpλfiaqea, et comme proj est K-linéaire et que fai P K,

projpλfLqei “ projpλq
ÿ

a

faiea “ projpλq projpfLqei “ projpλqfpeiq. (11.512)

Appliquer la projection proj à l’équation (11.510) donne alors
ř
k projpλqkfk “ 0. Mais comme

les fk sont linéairement indépendantes sur K nous avons pour tout k : projpλkq “ 0 (égalité dans
K). En nous souvenant de la remarque 11.228 nous en déduisons λk “ 0 dans L.

Dans les choix de bases faits, l’application g̃ a la forme

g̃ “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
1

1
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‹‹‹‹‹‹‚
, (11.513)

qui est injective.
Vu que g̃ est injective, µ est le polynôme minimal de fL et donc µ “ µL.

11.15 Frobenius et Jordan

11.15.1 Matrice compagnon

Définition 11.236.
Soit le polynôme P “ Xn ´ an´1Xn´1 ´ . . .´ a1X ´ a0 dans KrXs. La matrice compagnon de
P est la matrice donnée par

CpP q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 a0

1 0
... a1

0 . . . . . . ...
...

... . . . . . . 0 an´2
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 an´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(11.514)

si n ě 2 et par pa0q si n “ 1.
Une matrice est dite compagnon si elle a cette forme.

Proposition 11.237.
Si f est l’endomorphisme associé à la matrice CpP q nous avons

fpeiq “
#
ei`1 si i ă n

pa0, . . . , an´1q si i “ n.
(11.515)

De plus l’endomorphisme f vérifie P pfqe1 “ 0.

Lemme 11.238 ([160]).
Un polynôme sur un corps commutatif est le polynôme caractéristique de sa matrice compagnon.
En d’autres termes nous avons χCpP q “ P .

Démonstration. Nous notons f l’endomorphisme associé à CpP q. La propriété P pfqe1 “ 0 nous
indique que le polynôme minimal ponctuel de f en e1 divise P . L’ensemble des puissances de f
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appliquées à e1,
`
f ipe1q

˘
i“1,...,n´1 est libre, donc le polynôme minimal ponctuel en e1 est de degré

n au minimum. En reprenant les notations du théorème 6.36, nous avons Ie1 “ pP q parce que P
est de degré minimum dans Ie1 et χf P Ie1 .

Donc P divise χf et est de degré égal à celui de χf . Étant donné qu’ils sont tous deux unitaires,
ils sont égaux.

Remarque 11.239.
Les matrices compagnons ne sont pas les seules dont le polynôme caractéristique est égal au
polynôme minimal. En fait les matrices dont le polynôme caractéristique est égale au polynôme
minimal sont denses dans les matrices. En effet une matrice dont le polynôme minimal n’est pas
égal au polynôme caractéristique a un polynôme caractéristique avec une racine double. Il est
possible, en modifiant arbitrairement peu la matrice de séparer la racine double en deux racines
distinctes.

11.15.2 Réduction de Frobenius

Lemme 11.240.
Soit un endomorphisme f : E Ñ E sur l’espace vectoriel de dimension finie n. Nous notons µ et
χ les polynômes minimal et caractéristique. Si f est cyclique, alors µ “ χ.

Le théorème 11.253 donnera une version plus complète de ce lemme.

Démonstration. Soit v un vecteur cyclique de f , c’est-à-dire que tfkpvquk“0,...,n´1 est libre. Donc
si P est un polynôme de degré jusqu’à n ´ 1 nous ne pouvons pas avoir P pfq “ 0 parce que,
appliqué à v, ce serait une combinaisons nulle non triviale des fkpvq. Donc le polynôme minimal
est au minimum de degré n. Mais le polynôme caractéristique est annulateur de degré n (Cayley-
Hamilton 11.154), donc il est le polynôme minimal.

Théorème 11.241 (Réduction de Frobenius [161, 162, 163]).
Soit E, un K-espace vectoriel, et f P EndpEq. Alors il existe une suite de sous-espaces E1, . . . , Er
stables par f tels que
(1) E “Àr

i“1Ei ;
(2) pour chaque Ei, l’endomorphisme restreint fi “ f |Ei est cyclique ;
(3) si µi est le polynôme minimal de fi alors µi`1 divise µi ;

Une telle décomposition vérifie automatiquement µ1 “ µf et µ1 ¨ ¨ ¨µr “ χf , et la suite pµiqi“1,...,r
ne dépend que de f et non du choix de la décomposition du point (1).

Les polynômes µi sont les invariants de similitude de l’endomorphisme f .

Démonstration. Nous commençons par montrer que si une telle décomposition existe, alors

χf “
rź

i“1
µi (11.516a)

µf “ µ1 (11.516b)

où χf est le polynôme caractéristique de f et µf est le polynôme minimal. D’abord le polynôme
caractéristique de f devra être égal au produit des polynômes caractéristique des f |Ei , mais ces
derniers endomorphismes étant cycliques 77, leurs polynôme caractéristiques sont égaux à leurs
polynômes minimaux (lemme 11.240). Cela prouve l’égalité (11.516a). Ensuite tous les µi doivent
diviser le polynôme minimal, donc ppcmpµ1, . . . , µrq divise µf . Cependant le polynôme minimal
doit contenir une et une seule fois chacun des facteurs irréductibles du polynôme caractéristique,
et chacun de ces facteurs sont dans les polynômes µi. Par conséquent ppcmpµ1, . . . , µrq “ µf . Mais
par ailleurs µ1 “ ppcmpµ1, . . . , µrq parce qu’on a supposé µi`1 � µi, donc µ1 “ µf .

77. Définition 11.138.
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Soit d, le degré du polynôme minimal de f et y P E tel que µf “ µf,y (voir lemme 11.137). Le
plus petit espace stable sous f contenant y est

Ey “ Spanty, fpyq, . . . , fd´1pyqu. (11.517)

Nous notons ei “ f i´1pyq. Notons que les vecteurs donnés forment bien une base de Ey parce que
si les ei n’était pas linéairement indépendants, alors nous aurions des ak tels que

ř
k akek “ 0 et

avec lesquels `ÿ

k

akX
k
˘pfqy “ 0, (11.518)

ce qui contredirait la minimalité de µf,y.
La difficulté du théorème est de trouver un complément de Ey qui soit également stable sous

f . Nous commençons par étendre 78 te1, . . . , edu en une base te1, . . . , enu de E. Ensuite nous allons
montrer que

E “ Ey ‘ F (11.519)
avec

F “ tx P E tel que ed̊
`
fkpxq˘ “ 0@k P Nu. (11.520)

Par construction, F est invariant sous f . Montrons pour commencer que EyXF “ t0u. Un élément
de Ey s’écrit

z “ a1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` akek (11.521)
avec k ď d. Étant donné que f décale les vecteurs de base, nous avons ed̊

`
fd´kpzq˘ “ ak. Du coup

z P F si et seulement si a1 “ . . . “ ad “ 0, c’est-à-dire que Ey X F “ t0u.
Nous montrons maintenant que dimF “ n´ d. Pour cela nous considérons l’application

T : KrF s Ñ E˚

g ÞÑ ed̊ ˝ g.
(11.522)

Cette application est injective. En effet un élément général de Krf s est
g “ a1 Id`a2f ` ¨ ¨ ¨ ` apfp´1 (11.523)

avec p ď d. Si T pgq “ 0, alors nous avons en particulier

0 “ T pgqe
d´p`1 “ ed̊pa1ed´p`1 ` a2ed´p`2 ` ¨ ¨ ¨ ` apedq “ ap. (11.524)

Donc ap “ 0 et en appliquant maintenant T pgq à ed´p nous obtenons ap´1 “ 0. Au final nous
trouvons que g “ 0 et donc que T est injective.

Étant donné que dimKrf s “ d et que T est injective, dim ImagepT q “ d. Nous regardons
l’orthogonal de l’image :

pImagepT qqK “ tx P E tel que T pgqx “ 0@g P Krf su (11.525a)
“ tx P E tel que ed̊

`
gpxq˘ “ 0@g P Krf su (11.525b)

“ F. (11.525c)

Par conséquent FK “ ImagepT q. Vu que dim ImagepT q “ d, nous avons donc dimF “ n ´ d et il
est établi que E “ Ey ‘ F .

Nous avons donc trouvé F , stable par f et tel que E “ Ey ‘ F . Nous devons maintenant nous
assurer que cette décomposition tombe bien pour les polynômes minimaux. Si P1 est le polynôme
minimal de f |Eyj , alors par le lemme 11.139 nous avons P1 “ µf,y “ µf parce que f |Ey est
cyclique sur Ey. Mettons P2, le polynôme minimal de f |F . Étant attendu que F est stable par f ,
le polynôme P2 divise P1. En recommençant la construction sur F , nous construisons un nouvel
espace F 1 stable sous F et vérifiant µf |F 1 “ P2, etc.

Nous passons maintenant à la partie unicité du théorème. Soient deux suites F1, . . . , Fr et
G1, . . . , Gs de sous-espaces stables par f et vérifiant
78. Pour autant que j’aie compris, cette extension manque dans [161]. Corrigez moi si je me trompe.
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(1) E “Àr
i“1 Fi,

(2) f |Fi est cyclique,
(3) µf |Fi`1

divise µf |Fi ,
et, mutatis mutandis, les mêmes conditions pour la famille tGiu. Nous posons Pi “ µfFi et Qi “
µf |Gi . Nous allons montrer par récurrence que Pi “ Qi et dimFi “ dimGi. Il ne sera cependant
pas garanti que Fi “ Gi. D’abord, P1 “ Q1 parce qu’ils sont tous deux égaux à µf par les relations
(11.516). Nous supposons que Pi “ Qi pour i ď 1 ď j´1 et nous tentons de montrer que Pj “ Qj .

Nous avons
Pjpfq “ Pjpfq|F1 ‘ . . .‘ Pjpfq|Fj´1 . (11.526)

En effet étant donné que Pj`k divise Pj , nous avons 79 Pjpfq “ Apfq˝Pj`kpfq, mais Pj`kpfqFj`k “
0, donc PjpfqFj`k “ 0. Les espaces Gi n’ayant a priori aucun rapport avec les polynômes Pi, nous
écrivons

Pjpfq “ Pjpfq|G1 ‘ . . .‘ Pjpfq|Gj´1 ‘ Pjpfq|Gj ‘ . . .‘ Pjpfq|Gs . (11.527)

Pour 1 ď i ď j ´ 1, nous avons supposé Pi “ Qi. Étant donné que f |Fi est semblable à Ci et f |Gi
est semblable à CQi , la matrice de f |Ei est semblable à la matrice de f |Gi . En particulier,

dimPjpfqFi “ dimPjpfqGi. (11.528)

En prenant les dimensions des images dans les égalités (11.526) et (11.527), nous trouvons que

Pjpfq|Gj “ . . . “ Pjpfq|Gs “ 0. (11.529)

Par conséquent Pj P If |Gj et donc Pj divise Qj , qui est générateur de If |Gj . La situation étant
symétrique entre P et Q, nous montrons de même que Qj divise Pj et donc que Pj “ Qj .

Ceci achève la démonstration du théorème de réduction de Frobenius.

Remarque 11.242.
Sous forme matricielle, ce théorème dit que toute matrice est semblable à une matrice de la forme
bloc-diagonale

f “

¨
˚̋
Cµ1

. . .
Cµr

˛
‹‚ (11.530)

où les Cµi sont les matrices compagnon (définition 11.236).
En particulier, et ceci est très important, deux applications sont semblables si et seulement si

elles ont même suite d’invariants de similitude.

Remarque 11.243.
Si nous travaillons sur R, la réduite de Frobenius restera une matrice réelle, même si les va-
leurs propres sont complexes. En effet le procédé de Frobenius ne regarde absolument pas les
valeurs propres, mais seulement les facteurs irréductibles du polynôme caractéristique. La réduite
de Frobenius ne tente pas de résoudre ces polynômes, mais se contente d’en utiliser les matrices
compagnon.

La situation sera différente dans le cas de la forme normale de Jordan.

11.15.3 Forme normale de Jordan

Il existe une preuve directe de la réduction de Jordan ne nécessitant pas la réduction de
Frobenius[153]. Cette dernière passe par les espaces caractéristiques 80 et est à mon avis plus
compliquée que la démonstration de Frobenius elle-même. Nous allons donc nous contenter de
donner la réduction de Jordan comme un cas particulier de Frobenius.

79. En vertu du lemme 11.126.
80. Aussi appelés « espaces propres généralisés ».
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Théorème 11.244 (Réduction de Jordan).
Soit E un espace vectoriel sur K, et f P EndpEq un endomorphisme dont le polynôme carac-
téristique χf est scindé 81. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de f s’écrit sous la
forme

M “

¨
˚̋
Jn1pλ1q

. . .
Jnkpλkq

˛
‹‚ (11.531)

où les λi sont les valeurs propres de f (avec éventuelle répétitions) et Jnpλq représente le bloc nˆn

Jnpλq “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

λ 1
λ 1

λ
. . . 1

λ

˛
‹‹‹‹‹‚
. (11.532)

En d’autres termes, Jnpλqii “ λ et Jnpλqi´1,i “ 1.

Démonstration. Nous commençons par le cas où f est nilpotente ; nous notonsM sa matrice. Dans
ce cas la seule valeur propre est zéro et le polynôme caractéristique est Xm pour un certain m.
Nous savons par le lemme 11.238 que (la matrice de) f est semblable à sa matrice compagnon. En
l’occurrence pour f nous avons

CXm “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0
1 . . . ...

. . . . . . ...
1 0

˛
‹‹‹‹‚
. (11.533)

Ensuite le changement de base (qui est une similitude) pe1, . . . , enq ÞÑ pen, . . . , e1q montre que CXm

est semblable à un bloc de Jordan Jmp0q.
Supposons à présent que f ne soit pas nilpotente. Par l’hypothèse de polynôme caractéristique

scindé, nous supposons que f a m valeurs propres distinctes et que son polynôme caractéristique
est

χf “ pX ´ λ1ql1 . . . pX ´ λmqlm . (11.534)
Le lemme des noyaux (théorème 11.127) nous enseigne que

E “
mà
i“1

kerpf ´ µi1qlilooooooomooooooon
Fi

. (11.535)

La restriction de f ´ λi1 à Fi est par construction un endomorphisme nilpotent, et donc peut
s’écrire comme un bloc de Jordan avec des zéros sur la diagonale. En utilisant la décomposition

f |Fi “ pf ´ λi1q|Fi ` λi1Fi , (11.536)

nous voyons que f |Fi s’écrit comme un bloc de Jordan avec λi sur la diagonale.

Remarque 11.245.
Nous pouvons calculer la forme normale de Jordan pour une matrice complexe ou réelle, mais
dans les deux cas nous devons nous attendre à obtenir une matrice complexe parce que les valeurs
propres d’une matrice réelle peuvent être complexes. Cependant nous demandons que le polynôme
caractéristique de f soit scindé sur K. En pratique, la décomposition de Jordan n’est garantie que
sur les corps algébriquement clos, c’est-à-dire sur C.

La suite des invariants de similitude sur laquelle repose Frobenius, elle, est disponible sur tout
corps, y compris R.
81. C’est pour cette hypothèse que K “ R n’est pas le bon cadre.
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11.16 Commutant et endomorphismes cycliques

11.16.1 Endomorphisme cyclique

Lemme 11.246.
Si A est la matrice de l’endomorphisme f alors nous avons équivalence des propriétés suivantes :
(1) La matrice A est cyclique.
(2) L’endomorphisme f est cyclique.

Si f est un endomorphisme de l’espace vectoriel E et si x P E, nous notons

Ef,x “ Spantfkpxq tel que k P Nu. (11.537)

Définition 11.247.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et un endomorphisme f : E Ñ E. Le
commutant de f est l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f :

Cpfq “ tg P LpE,Eq tel que g ˝ f “ f ˝ gu. (11.538)

Il n’est pas très compliqué de vérifier que Cpfq est un sous-espace vectoriel de LpE,Eq.
Notons l’inclusion évidente Krf s Ă Cpfq. L’inclusion inverse va un peu nous occuper durant

les prochaines pages.

11.16.2 Commutant : cas diagonalisable

Proposition 11.248 ([164]).
Si f est diagonalisable, alors

dim
`
Cpfq˘ “

ÿ

λPSpecpfq
dimpEλq2. (11.539)

où les Eλ sont les espaces propres de f .

Démonstration. D’abord su g P Cpfq alors Eλ est stable par g. En effet si v P Eλ alors f
`
gpvq˘ “

g
`
fpvq˘ “ gpλvq “ λgpvq, ce qui montre que gpvq est un vecteur propre de f pour la valeur propre

λ, et donc que gpvq P Eλ.
Nous considérons ensuite l’application

ψ : Cpfq Ñ EndpE1q ˆ . . .ˆ EndpErq
g ÞÑ g|E1 ˆ . . .ˆ g|Er

(11.540)

qui est bien définie parce que g se restreint aux espaces propres de f . Nous allons noter ψpgqλ la
restriction de g à Eλ.
ψ est injective Supposons que g, h P Cpfq tels que ψpgq “ ψphq. Vu que f est diagonalisable nous

pouvons décomposer x P E en ses composantes sur les espaces propres 82 :

x “
ÿ

λPSpecpfq
xλ (11.541)

avec xλ P Eλ. Nous avons alors
gpxq “

ÿ

λ

gpxλq “
ÿ

λ

ψpgqλpxλq. (11.542)

Vu que nous avons ψpgqλ “ ψphqλ, nous avons aussi
gpxq “

ÿ

λ

ψpgqλpxλq “
ÿ

λ

ψphqλpxλq “
ÿ

λ

hpxλq “ hpxq. (11.543)

Cela prouve g “ h et donc que ψ est injective.
82. Théorème 11.167(5).
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ψ est surjective Si nous avons pour chaque λ P Specpfq un endomorphisme gλ de Eλ alors en
posant

gpxq “
ÿ

λPSpecpfq
gλpxλq (11.544)

alors nous avons bien
ψpgq “ `

gλ1 , . . . , gλr
˘
. (11.545)

Nous pouvons donc conclure en écrivant

dim
`
Cpfq˘ “

ÿ

λPSpecpfq
dim

`
EndpEλq

˘ “
ÿ

λPSpecpfq
dimpEλq2. (11.546)

Remarque 11.249.
Nous avons alors immédiatement

dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq (11.547)

lorsque f est diagonalisable.

En suivant la notation (11.269), un endomorphisme est cyclique lorsqu’il existe x P E tel que
Ex “ E.

Proposition 11.250 ([164]).
Si f est un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E de dimension n. Nous avons
équivalence entre les faits suivants.
(1) Le polynôme minimal est égal au polynôme caractéristique : µf “ χf

(2) L’endomorphisme f est cyclique.
(3) Cpfq “ Krf s.
(4) dim

`
Cpfq˘ “ n

(5) L’endomorphisme f possède n valeurs propres distinctes.
(6) dim

`
Krf s˘ “ n

Démonstration. Le point important de cette proposition sont les équivalences (1)-(3). Les autres
sont des intermédiaires. En particulier, dans le cas diagonalisable, nous allons voir que le point (5)
est essentiellement une reformulation de (1).
(4) implique (5) Par la formule (11.539), les espaces propres de f ont dimension 1. Par consé-

quent f possède n valeurs propres distinctes.
(5) implique (6) Le théorème 11.167 nous dit que le polynôme minimal est scindé à racines

simples. Vu que f possède n valeurs propres distinctes, µ est de degré n. Par l’isomorphisme
Krf s “ KrXs{pµq de la proposition 11.145 nous avons dim

`
Krf s˘ “ degpµq “ n par la

proposition 6.37.
(6) implique (1) Par l’isomorphisme Krf s “ KrXs{pµq de la proposition 11.145 et la propo-

sition 6.37 nous avons n “ dim
`
Krf s˘ “ degpµq. Vu que χ est un polynôme annulateur

(Caley-Hamilton 11.154), il est divisé par µ. Maintenant µ et χ sont des polynômes unitaires
de degré n et µ divise χ. Ils sont donc égaux.

(1) implique (2) Le fait que f soit diagonalisable permet d’utiliser le théorème 11.167 pour dire
que µ est scindé à racines simples. L’égalisation avec χ nous permet de dire que f possède n
valeurs propres distinctes. Soient te1, . . . , enu une base de diagonalisation, et prouvons que
le vecteur v “ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` en est cyclique. Nous avons

fkpvq “
nÿ

i“1
λki ei. (11.548)
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Pour prouver que cette famille (avec k “ 0, . . . , n ´ 1) est libre 83 nous en prenons une
combinaison linéaire nulle et nous prouvons que les coefficients sont tous nuls. Soit donc

0 “
n´1ÿ

l“0
alf

lpvq “
n´1ÿ

l“0
al

nÿ

i“1
λliei “

nÿ

i“1

´ n´1ÿ

l“0
alλ

l
i

¯
ei. (11.549)

Vu que cela est nul, nous avons pour tout i :
n´1ÿ

l“0
alλ

l
i “ 0. (11.550)

En posant la matrice Aij “ λji , cela revient à étudier le système
ř
j Aijaj “ 0. Ce système

n’a des solutions non nulles que si detpAq “ 0 ; sinon il possède une unique solution et elle
est aj “ 0 pour tout j. Nous devons donc calculer le déterminant

det

¨
˚̋

1 λ1 λ2
1 ¨ ¨ ¨ λn´1

1
...

...
...

...
1 λn λ2

n ¨ ¨ ¨ λn´1
n

˛
‹‚. (11.551)

Il s’agit du déterminant de Vandermonde déjà étudié par la proposition 11.54. Nous avons
detpAq “ ś

1ďiăjďnpλj ´ λiq. Cela est bien non nul du fait que toutes les valeurs propres
soient distinctes.

(2) implique (3) Soit v un vecteur cyclique de f . Un endomorphisme g donne lieu à un polynôme
par le fait suivant : il existe des uniques ak (k “ 0, . . . , n´ 1) tels que

gpvq “
n´1ÿ

k“0
akf

kpvq. (11.552)

Cela donne une application linéaire

ψ : Cpfq Ñ Krf s
g ÞÑ P tel que P pfqv “ gpvq. (11.553)

C’est une application injective parce que si ψpgq “ 0 alors gpvq “ 0 et pour tout k nous avons
g
`
fkpvq˘ “ fk

`
gpvq˘ “ 0. L’endomorphisme g s’annulant sur une base, est nul.

(3) implique (4) Si n1, . . . , nr sont les dimensions des différents espaces propres de f , nous avons
les inégalités

dim
`
Krf s˘ “ degpµq ď n “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nr ď n2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` n2
r “ dim

`
Cpfq˘. (11.554)

Par hypothèse d’égalité entre le premier et le dernier terme de cette suite d’inégalités, toutes
les inégalités sont des égalités et en particulier dim

`
Cpfq˘ “ n.

Nous avons fini de prouver toutes les équivalences demandées.

Exemple 11.251
Pour mieux comprendre pourquoi le fait d’avoir n valeurs propres distinctes est équivalent à être
cyclique, notons que si deux valeurs propres sont identiques, alors un morceau de la matrice

de f serait par exemple
ˆ

2 0
0 2

˙
, et dans ce cas n’importe quelle combinaison aei ` bej reste

proportionnelle à elle-même après application de f . Si nous avons des valeurs propres différentes

par contre, nous avons par exemples dans R2 la matrice
ˆ

1 0
0 2

˙
qui donne fpe1 ` e2q “ e1 ` 2e2.

La partie te1 ` e2, e1 ` 2e2u est une base. 4

83. Ce sera alors une base parce que n vecteurs libres dans un espace de dimension n est toujours une base,
proposition 4.16.
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11.16.3 Commutant : cas général

Nous considérons encore un espace vectoriel E de dimension finie n et un endomorphisme
f : E Ñ E. Nous notons µ sont polynôme minimal et µx le polynôme minimal ponctuel en x.

Lemme 11.252 ([165, 161, 66]).
Nous avons

dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq (11.555)

Démonstration. Si f est donnée, l’espace Cpfq est l’espace des solutions de fg “ gf . Supposons
avoir choisi une base de E et notons A la matrice de f et X celle de g. L’équation est AX´XA “ 0.
Si A est trigonalisable Nous supposons avoir choisi la base de telle sorte que A soit triangulaire

supérieure, et nous allons nous contenter de chercher les solutions X qui sont également
triangulaires supérieure. S’il y en a déjà plus que n, a fortiori le résultat sera vrai.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures étant une matrice triangulaire supé-
rieure, l’équation AX ´XA contient, pour les coefficients de X, npn` 1q{2 équations. Mais
il se fait que les termes diagonaux ne sont pas de vraies équations parce que

pAX ´XAqkk “
ÿ

i

`
AkiXik ´XkiAik

˘ “
ÿ

kďiďk
pAkiXik ´XkiAikq “ 0. (11.556)

Nous avons donc au maximum
npx` 1q

2 ´ n (11.557)

équations linéairement indépendantes pour un minimum de npn ` 1q{2 inconnues. L’espace
des solutions est donc de dimension au minimum n.
Cela a l’air d’être une majoration assez large, mais il existe des cas d’égalité.

Si A n’est pas trigonalisable La preuve que nous donnons ici est valable même pour les endo-
morphismes trigonalisables.
Nous considérons le résultat de Frobenius 11.241. Nous avons donc la structure suivante :
— une décomposition en somme directe E “ E1 ‘ . . .‘ Er,
— les espaces Ei sont fixés par f ,
— les endomorphismes fi “ f |Ei sont cycliques
— le polynôme minimal de fi est µi et

śr
i“1 µi “ χf .

Les endomorphismes fki commutent évidemment avec fj , et la partie tfki uk“0,...,degpµiq´1 est
libre. Libre en tout cas en tant que partie de EndpEiq. Mais en prolongeant par 0 sur E, ça
reste libre en tant que partie de EndpEq.
Bien entendu les fkj et les fki (i ‰ j) sont linéairement indépendants dans EndpEq parce qu’ils
n’agissent pas sur les mêmes vecteurs. Donc les endomorphismes fkii avec ki “ 0, . . . ,degpµiq´
1 forment une partie libre de EndpEq composée d’endomorphismes qui commutent avec f . Il
y en a en tout

rÿ

i“1
degpµiq “ degpχf q “ n. (11.558)

Par conséquent dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq.

Théorème 11.253 ([147]).
Soit un endomorphisme f : E Ñ E sur l’espace vectoriel de dimension finie n. Nous notons µ et
χ les polynômes minimal et caractéristique. Nous avons équivalence entre les faits suivants :
(1) µ “ χ,
(2) f est cyclique,
(3) Cpfq “ Krf s.
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Démonstration. Plusieurs implications. Notons que (1) implique (1) a déjà été démontré par le
lemme 11.240.
(1) implique (2) Conformément à ce que nous permet le lemme 11.137 nous choisissons 84 a P E

de telle sorte à avoir µa “ µ. De plus pour x P E nous considérons l’application

ϕx : KrXs Ñ E

P ÞÑ P pfqx. (11.559)

Nous avons ϕapP q “ P pfqa et vu que Ea est engendré par les fkpaq nous avons ϕa
`
KrXs˘ “

Ea. De plus l’application ϕa passe aux classes pour pµaq. Pour rappel, un élément deKrXs{pµaq
est de la forme

P̄ “ tP `QµauQPKrXs. (11.560)

Nous considérons donc l’application

ϕa : KrXspµaq Ñ Ea (11.561)

et nous prouvons que c’est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Linéaire Parce que pλP `Qqpfq “ pλP qpfq `Qpfq.
Injectif Si ϕapP̄ q “ 0 alors ϕapP q “ 0 (dans la deuxième, ϕa est l’application définie sur les

polynômes et non sur les classes), ce qui montrer que P est annulateur de a. Mais par
définition 11.133 du polynôme minimal ponctuel, µa est générateur de kerpϕaq ; donc il
existe Q P KrXs tel que P “ Qµa. En d’autres termes, du point de vue du quotient,
P̄ “ 0.

Surjectif Si x P Ea alors il existe des coefficients xk P K tels que x “ řdegpµaq´1
k“0 xkf

kpaq,
c’est-à-dire x “ P pfqa “ ϕapP q.

Mais par hypothèse et par choix de a nous avons µa “ µ “ χ, donc en fait Ea “ KrXs{pχq.
Mais nous savons que degpχq “ dimpEq et que dim

`
KrXs{P ˘ “ degpP q par la proposi-

tion 11.145. Au final nous avons dimpEaq “ degpχq “ dimpEq. Et par conséquent Ea “ E.
Cela prouver que a est un vecteur cyclique pour f .

(2) implique (3) Soit g P Cpfq ; nous devons prouver que g est un polynôme de f . Par hypothèse
nous avons un vecteur cyclique que nous notons v. Nous avons un polynôme P (dépendant
de g) tel que gpvq “ P pfqv. Nous allons voir que g “ P pfq. Soient y P E et Q un polynôme
tels que y “ Qpfqv ; en notant que g commute avec P pfq nous avons

gpyq “ g
`
Qpfqv˘ “ Qpfq`gpvq˘ “ Qpfq`P pfqv˘ “ P pfqQpfqv “ P pfqy. (11.562)

Donc g “ P pfq.
(3) implique (1) Nous avons les inégalités :

n ď dim
`
Cpfq˘ “ dim

`
Krf s˘ “ degpµq ď degpχq “ n. (11.563)

La première est le lemme 11.252. Toutes les inégalités sont des égalités. En particulier
degpµq “ n, ce qui signifie que µ “ χ parce que µ est un polynôme diviseur de χ, de
même degré que χ et unitaire tout comme χ.

Corollaire 11.254 ([66]).
En suivant les notations sur les extensions de corps de base de la section 11.14, l’endomorphisme
f : E Ñ F est cyclique si et seulement si l’endomorphisme fL : EL Ñ FL est cyclique.
84. Dans toute la suite,nous devrions écrire µf et µf,a mais nous omettons d’indiquer explicitement la dépendance

en f .
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Démonstration. Nous savons par le théorème 11.253 qu’un endomorphisme est cyclique si et
seulement si son polynôme minimal est égal à son polynôme caractéristique. Or par les propo-
sitions 11.234 et 11.235, nous savons que ces polynômes sont identiques pour f et pour fL.

Théorème 11.255 (Similitude et extension de corps[66]).
Les applications linéaires f, g : E Ñ E sont semblables si et seulement si fL et gL le sont.

Démonstration. En ce qui concerne le sens direct, s’il existe m P GLpEq tel que f “ mgm´1 alors
il suffit d’appliquer le lemme 11.230 pour avoir fL “ mLgLm

´1
L .

Nous considérons les invariants de similitude de f du théorème 11.241. Il existe une unique
suite de polynômes unitaires µi (i “ 1, . . . , s) tels que µi � µi`1 et pour laquelle nous avons une
décomposition E “ E1‘ . . .‘Es pour laquelle f |Ei : E1 Ñ Ei est cyclique et de polynôme minimal
µ.

Nous avons aussi EL “ pE1qL‘. . .‘pEsqL et les pEiqL sont stables sous fL qui y sera également
cyclique (corollaire 11.254). De plus le polynôme minimal de fL|pEiqL est également µi.

Autrement dit, la suite µi est également la suite des invariants de similitude de fL. La re-
marque 11.242 nous permet de conclure que f et g sont semblables si et seulement si fL et gL le
sont.

11.17 Hyperplans et formes linéaires

Définition 11.256.
Si E est un espace vectoriel de dimension n, un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de
dimension n´ 1.

Proposition 11.257 ([166]).
À propos d’hyperplans et de formes linéaires sur un espace vectoriel E sur le corps K.
(1) Si ϕ est une forme linéaire non nulle, alors kerpϕq est un hyperplan.
(2) Si H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire dont H est le noyau :

H “ kerpϕq. (11.564)

Démonstration. En deux parties.
(1) Soit un supplémentaire A de H. Nous considérons la restriction ϕA : A Ñ K. Vu que les

éléments non nuls de A sont hors de H, nous avons ϕpxq ‰ 0 dès que x est non nul dans A.
Cela implique que ϕA est surjective.
D’autre part, ϕA est également injective : si ϕApxq “ ϕApyq, alors ϕApx ´ yq “ 0, ce qui
signifie que x´ y “ 0 ou encore que x “ y.
Donc ϕA est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ; nous en déduisons par le corollaire
4.37 que A est de dimension 1 sur K, parce que K est de dimension 1.

(2) Nous utilisons le théorème de la base incomplète 4.11(4) pour considérer une base teiui“1,...,n
de E telle que Spante1, . . . , en´1u “ H. Nous pouvons alors considérer la forme linéaire
définie par

ϕpeiq “
#

0 si i “ 1, . . . , n´ 1
1 si i “ n.

(11.565)

Cette forme vérifie kerpϕq “ H.

Proposition 11.258 ([65]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie n ě 2. Soit un sous-espace vectoriel V de E de
dimension s. Alors V est une intersection de n´ s hyperplans de E.
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Démonstration. Nous considérons une base de V que nous complétons 85 en une base de E : si
x “ řn

i“1 xiei, nous avons x P V si et seulement si xs`1 “ . . . “ xn “ 0. Nous considérons les
formes linéaires

ϕi : E Ñ R

x ÞÑ xi,
(11.566)

et nous considérons les parties Hi “ kerpϕiq qui sont de hyperplans par la proposition 11.257. Les
Hi avec s` 1 ď i ď n sont une famille de n´ s hyperplans qui vérifient

V “
nč

i“s`1
kerpϕiq (11.567)

parce que x P kerpϕiq si et seulement si xi “ 0.
Donc V peut être écrit comme intersection de n´ s hyperplans de E.

Proposition 11.259 ([65]).
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n ě 2. Si Hi sont des hyperplans de E, alors

dim
´ mď

i“1
Hi

¯
ě n´m. (11.568)

Démonstration. N’oubliez pas de prouver que
Şm
i“1Hi est un espace vectoriel. À part ça, nous

faisons une petite récurrence.
Pour m “ 2 Nous savons déjà par la proposition 4.40 que

dimpH1 XH2q “ dimpH1q ` dimpH2q ´ dimpH1 XH2q. (11.569)

De plus dimpH1 `H2q ď n. En remplaçant, par les valeurs,

dimpH1 XH2q “ dimpH1q ` dimpH2q ´ dimpH1 XH2q (11.570a)
“ n´ 1` n´ 1´ dimpH1 `H2q (11.570b)
ě 2n´ 2´ n (11.570c)
“ n´ 2. (11.570d)

Donc dimpH1 XH2q ě n´ 2.
La récurrence Nous calculons dimpH1 X . . . XHm XHm`1q en commençant encore par la pro-

position 4.40 :

dimpH1 X . . .XHm XHm`1q “ dimpH1 X . . .XHmqloooooooooooomoooooooooooon
ďn´m

` dimpHm`1q (11.571a)

´ dim
`pH1 X . . . Hmq `Hm`1

˘
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

ďn
(11.571b)

ě n´m` pn´ 1q ´ n (11.571c)
“ n´m´ 1. (11.571d)

C’est bon pour la récurrence.

11.17.1 Trouver la matrice d’une symétrie donnée

Les notions de déterminants, produit scalaire et vectoriels 86 donnent une bonne intuition géo-
métrique des matrices. Nous pouvons alors chercher les matrices de quelques symétriques dans R2

ou R3.
85. Théorème de la base incomplète, 4.11(4).
86. Définitions 11.50, 11.5 et 11.28.
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11.17.1.1 Symétrie par rapport à un plan

Comment trouver par exemple la matrice A qui donne la symétrie autour du plan z “ 0 ? La
définition d’une telle symétrie est que les vecteurs du plan z “ 0 ne bougent pas, tandis que les
vecteurs perpendiculaires changent de signe. Ces informations vont permettre de trouver comment
A agit sur une base de R3. En effet :

(1) Le vecteur

¨
˝

1
0
0

˛
‚est dans le plan z “ 0, donc il ne bouge pas,

(2) le vecteur

¨
˝

0
1
0

˛
‚est également dans le plan, donc il ne bouge pas non plus,

(3) et le vecteur

¨
˝

0
0
1

˛
‚est perpendiculaire au plan z “ 0, donc il va changer de signe.

Cela nous donne directement les valeurs de A sur la base canonique et nous permet d’écrire

A “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ´1

˛
‚. (11.572)

Pour écrire cela, nous avons juste mit en colonne les images des vecteurs de base. Les deux premiers
n’ont pas changé et le troisième a changé.

Et si maintenant on donne un plan moins facile que z “ 0 ? Le principe reste le même : il faudra
trouver deux vecteurs qui sont dans le plan (et dire qu’ils ne bougent pas), et puis un vecteur qui
est perpendiculaire au plan 87, et dire qu’il change de signe.

Voyons ce qu’il en est pour le plan x “ ´z. Il faut trouver deux vecteurs linéairement indépen-
dants dans ce plan. Prenons par exemple

f1 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚, f2 “

¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (11.573)

Nous avons
Af1 “ f1

Af2 “ f2.
(11.574)

Afin de trouver un vecteur perpendiculaire au plan, calculons le produit vectoriel :

f3 “ f1 ˆ f2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
0 1 0
1 0 ´1

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´e1 ´ e3 “
¨
˝
´1
0
´1

˛
‚. (11.575)

Nous avons
Af3 “ ´f3. (11.576)

Afin de trouver la matrice A, il faut trouver Ae1, Ae2 et Ae3. Pour ce faire, il faut d’abord écrire
te1, e2, e3u en fonction de tf1, f2, f3u. La première des équations (11.573) dit que

f1 “ e2. (11.577)

Ensuite, nous avons
f2 “ e1 ´ e3

f3 “ ´e1 ´ e3.
(11.578)

87. Pour le trouver, penser au produit vectoriel.
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La somme de ces deux équations donne ´2e3 “ f2 ` f3, c’est-à-dire

e3 “ ´f2 ` f3
2 (11.579)

Et enfin, nous avons
e1 “ f2 ´ f3

2 . (11.580)

Maintenant nous pouvons calculer les images de e1, e2 et e3 en faisant

Ae1 “ Af2 ´Af3
2 “ 1

2

¨
˝

0
0
´2

˛
‚“

¨
˝

0
0
´1

˛
‚,

Ae2 “ Af1 “ f1 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚,

Ae3 “ ´f2 ´ f3
2 “ ´1

2

¨
˝

2
0
0

˛
‚“

¨
˝
´1
0
0

˛
‚.

(11.581)

La matrice A s’écrit maintenant en mettant les trois images trouvées en colonnes :

A “
¨
˝

0 0 ´1
0 1 0
´1 0 0

˛
‚. (11.582)

11.17.1.2 Symétrie par rapport à une droite

Le principe est exactement le même : il faut trouver trois vecteurs f1, f2 et f3 sur lesquels on
connaît l’action de la symétrie. Ensuite il faudra exprimer e1, e2 et e3 en termes de f1, f2 et f3.

Le seul problème est de trouver les trois vecteurs fi. Le premier est tout trouvé : c’est n’importe
quel vecteur sur la droite. Pour les deux autres, il faut un peu ruser parce qu’il faut impérativement
qu’ils soient perpendiculaire à la droite. Pour trouver f2, on peut écrire

f2 “
¨
˝

1
0
x

˛
‚, (11.583)

et puis fixer le x pour que le produit scalaire de f2 avec f1 soit nul. S’il n’y a pas moyen (genre

si f1 a sa troisième composante nulle), essayer avec

¨
˝
x
1
0

˛
‚. Une fois que f2 est trouvé (il y a des

milliards de choix possibles), trouver f3 est super facile : prendre le produit vectoriel entre f1 et
f2.

11.17.1.3 En résumé

La marche à suivre est
(1) Trouver trois vecteurs f1, f2 et f3 sur lesquels on connaît l’action de la symétrie. Typique-

ment : des vecteurs qui sont sur l’axe ou le plan de symétrie, et puis des perpendiculaires.
Pour la perpendiculaire, penser au produit scalaire et au produit vectoriel.

(2) Exprimer la base canonique e1, e2 et e3 en termes de f1, f2, f3.
(3) Trouver Ae1, Ae2 et Ae3 en utilisant leur expression en termes des fi, et le fait que l’on

connaisse l’action de A sur les fi.
(4) La matrice s’obtient en mettant les images des ei en colonnes.
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11.18 Théorème de Burnside
Lemme 11.260.
Soit P , un polynôme sur K. Une racine de P est une racine simple si et seulement si elle n’est
pas racine de P 1.

Théorème 11.261.
Toute représentation 88 d’un groupe abélien d’exposant fini sur Cn a une image finie.

Démonstration. Étant donné que G est d’exposant fini, il existe α P N˚ tel que gα “ e pour tout
g P G. Le polynôme P pXq “ Xα ´ 1 est scindé à racines simples. En effet tout polynôme sur C
est scindé. Le fait qu’il soit à racines simples provient du lemme 11.260 parce que si aα “ 1, alors
il n’est pas possible d’avoir αaα´1 “ 0.

Par ailleurs P pgq “ 0. Le fait que nous ayons un polynôme annulateur de g scindé à racines
simples implique que g est diagonalisable (théorème 11.167). Le fait que G soit abélien montre
qu’il existe une base de Cn dans laquelle tous les éléments de G sont diagonaux. Nous devons par
conséquent montrer qu’il existe un nombre fini de matrices de la forme

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚. (11.584)

Nous savons que λαi “ 1 parce que gα “ 1, par conséquent chacun des λi est une racine de l’unité
dont il n’existe qu’un nombre fini.

Théorème 11.262 (Burnside[57, 167]).
Un sous-groupe de GLpn,Cq est fini si et seulement s’il est d’exposant 89 fini.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de GLpn,Cq. Si G est fini, l’ordre de ses éléments divise |G|
(corollaire 2.32 au théorème de Lagrange) et l’exposant est le PPCM qui est donc fini également.
Le théorème est déjà démontré dans un sens.

Dans l’autre sens, nous notons e ă 8 l’exposant de G, et nous allons prouver que l’ensemble G
est fini. Nous commençons par remarquer que tous les éléments de G sont des racines du polynôme
Xe ´ 1, et ensuite nous nous lançons dans le travail.

Générateurs Le groupe G est une partie deMpn,Cq dont nous considérons l’algèbre engendrée 90

G. Soit C1, . . . , Cr une famille génératrice de G constituée d’éléments de G et la fonction

τ : GÑ Cr

A ÞÑ `
TrpAC1q, . . . ,TrpACrq

˘
.

(11.585)

τ est injective Soient A,B P G tels que τpAq “ τpBq. Si Ci est un générateur de G, nous avons
TrpACiq “ TrpBCiq et par la linéarité de la trace, nous avons

TrpAMq “ TrpBMq (11.586)

pour tout M P G. Notons par ailleurs
N “ AB´1 ´ 1, (11.587)

qui est diagonalisable parce que AB´1 P G et donc est annulé par le polynôme Xe´1 qui est
scindé à racines simples. Du coup AB´1 est diagonalisable ; posons PAB´1P´1 “ D, alors
P
`
AB´1 ´ 1˘P´1 “ D ´ 1 qui est encore diagonale. Donc N est diagonalisable.

88. Définition 4.128.
89. Définition 2.17.
90. Définition 3.73.
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Par ailleurs nous avons

Tr
`pAB´1qp˘ “ Tr

`
AB´1pAB´1qp´1˘ (11.588a)

“ Tr
`
BB´1pAB´1qp´1˘ (11.586) (11.588b)

“ Tr
`pAB´1qp´1˘. (11.588c)

En continuant nous obtenons

Tr
`pAB´1qp˘ “ Trp1q “ n. (11.589)

D’autre part,

Nk “ pAB´1 ´ 1qk “
kÿ

p“0

ˆ
p

k

˙
p´1qk´ppAB´1qp (11.590)

En prenant la trace, et en tenant compte du fait que Tr
`pAB´1qp˘ “ n,

TrpNkq “
kÿ

p“0

ˆ
p

k

˙
p´1qk´pn “ np1´ 1qk “ 0. (11.591)

Donc la trace de Nk est nulle et le lemme 11.160 nous enseigne que N est alors nilpotente.
Étant donné qu’elle est aussi diagonalisable, elle est nulle. Nous en concluons que AB´1 “ 1
et donc que A “ B. La fonction τ est donc injective.

Nombre fini de valeurs Les éléments de G sont annulés par Xe´1 qui est un polynôme scindé à
racines simples. Dons le polynôme minimal d’un élément de G est (a fortiori) scindé à racines
simples et le théorème 11.167 nous assure alors que ces éléments sont diagonalisables. Du
coup les valeurs propres des matrices de G sont des racines eièmes de l’unité. Par conséquent
les traces des éléments de G ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs : toutes les
sommes de n racines eièmes de l’unité. Mais vu que les Ci sont dans G, nous avons

Imagepτq “ tTrpAq tel que A P Gur, (11.592)

qui est un ensemble fini. Par conséquent G est fini parce que τ est injective.

11.18.1 Théorème de Lie-Kolchin

Contrairement à ce que l’on peut parfois croire, il n’est pas vrai que toute matrice à coefficient
réel est diagonalisable, même pas sur C. La raison est qu’une telle matrice peut très bien avoir des
valeurs propres multiples.

Exemple 11.263
Le théorème 11.167 nous donne une façon simple de trouver des matrices non diagonalisables sur
C : il suffit que le polynôme minimal ne soit pas scindé à racines simples. Par exemple

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
, (11.593)

dont le polynôme caractéristique est χA “ p1 ´ Xq2. Ce polynôme n’a manifestement pas des
racines simples. Nous pouvons faire le calcul explicite pour montrer que A n’est pas diagonalisable.
D’abord l’unique valeur propre de A est 1 et nous pouvons sans peine résoudre

ˆ
1 1
0 1

˙ˆ
x
y

˙
“

ˆ
x
y

˙
(11.594)

qui revient au système
"
x` y “ x (11.595a)
y “ y. (11.595b)
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La première équation donne directement y “ 0. Le seul espace propre est de dimension 1 et est

engendré par
ˆ

1
0

˙
. 4

La remarque 11.214 donne un exemple un peu plus avancé, qui montre la multiplicité algébrique
et géométrique d’une racine d’un polynôme caractéristique.

Lemme 11.264 (Trigonalisation simultanée).
Une famille de matrices de GLpn,Cq commutant deux à deux est simultanément trigonalisable.

Démonstration. Commençons par enfoncer une porte ouverte par la proposition 11.174 : toutes les
matrices de GLpn,Cq sont trigonalisables parce que tous les polynômes sont scindés.

Nous effectuons la démonstration par récurrence sur la dimension. Si n “ 1 alors toutes les
matrices sont triangulaires et nous ne nous posons pas de questions. Nous supposons donc n ą 1.

Soit la famille pAiqiPI dans GLpn,Cq et A0 un de ses éléments. Nous nommons λ1, . . . , λr les
valeurs propres distinctes de A0. Le théorème de décomposition primaire 11.215 nous donne la
somme directe d’espaces caractéristiques 91

E “ Fλ1pA0q ‘ . . .‘ FλrpA0q. (11.596)

Nous pouvons supposer que cette somme n’est pas réduite à un seul terme. En effet si tel était
le cas, A0 serait un multiple de l’identité parce que A0 n’aurait qu’une seule valeur propre et les
sommes dans la décomposition de Dunford 11.216(3) se réduisent à un seul terme (et pi “ Id). En
particulier les dimensions des espaces FλpA0q sont strictement plus petites que n.

Vu que tous les Ai commutent avec A0, les espaces FλpA0q sont stables par les Ai et nous
pouvons trigonaliser les Ai simultanément sur chacun des FλpA0q en utilisant l’hypothèse de ré-
currence.

Théorème 11.265 (Lie-Kolchin[168]).
Tout sous-groupe connexe et résoluble de GLpn,Cq est conjugué à un groupe de matrices triangu-
laires.

Démonstration. Soit G un sous-groupe connexe et résoluble de GLpn,Cq.
Si sous-espace non trivial stable par G Nous commençons par voir ce qu’il se passe s’il existe

un sous-espace vectoriel non trivial V de Cn stabilisé par G. Pour cela nous considérons
une base de Cn dont les premiers éléments forment une base de V (base incomplète, théo-
rème 4.11). Les éléments de G s’écrivent, dans cette base,

ˆ
g1 ˚
0 g2

˙
. (11.597)

Les matrices g1 et g2 sont carrés. Nous considérons alors l’application ψ définie par

ψ : GÑ GLpV q
g ÞÑ g1.

(11.598)

Cela est un morphisme de groupes parce que
ˆ
g1 ˚
0 g2

˙ˆ
h1 ˚
0 h2

˙
“

ˆ
g1h1 ˚

0 g2h2

˙
, (11.599)

de telle sorte que ψpghq “ ψpgqψphq.
Le groupe ψpGq est connexe et résoluble. En effet ψpGq est connexe en tant qu’image d’un
connexe par une application continue (proposition 7.84). Et il est résoluble en tant qu’image

91. Définition 11.212.
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d’un groupe résoluble par un homomorphisme par la proposition 2.42. Vu que ψpGq est un
sous-groupe résoluble et connexe de GLpV q et que la dimension de V est strictement plis
petite que celle de Cn, une récurrence sur la dimension indique que ψpGq est conjugué à un
groupe de matrices triangulaires. C’est-à-dire qu’il existe une base de V dans laquelle toutes
les matrices g1 (avec g P G) sont triangulaires supérieures.
On fait de même avec l’application g ÞÑ g2, ce qui donne une base du supplémentaire de V
dans laquelle les matrices g2 sont triangulaires.
En couplant ces deux bases, nous obtenons une base de Cn dans laquelle toutes les matrices
(11.597) (c’est-à-dire toutes les matrices de G) sont triangulaires supérieures.

Sinon Nous supposons à présent que Cn n’a pas de sous-espaces non triviaux stables sous G.
Nous posons m “ mintk tel que DkpGq “ teuu, qui existe parce que G et résoluble et que sa
suite dérivée termine sur e (proposition 2.41).

Si m “ 1 Si m “ 1 alors G est abélien et il existe une base de G dans laquelle toutes les matrices
de G sont triangulaires (lemme 11.264). Le premier vecteur d’une telle base serait stable par
G, mais comme nous avons supposé qu’il n’y avait pas de sous-espaces non triviaux stabilisés
par G, il faut déduire que ce vecteur stable est à lui tout seul non trivial, c’est-à-dire que
n “ 1. Dans ce cas, le théorème est démontré.

Si m ą 1 Nous devons maintenant traiter le cas où m ą 1. Nous posons H “ Dm´1pGq ; cela
est un sous-groupe normal et abélien de G. Encore une fois le résultat de trigonalisation
simultanée 11.264 donne une base dans laquelle tous les éléments de H sont triangulaires.
En particulier le premier élément de cette base est un vecteur propre commun à toutes les
matrices de H.
Soit V le sous-espace engendré par tous les vecteurs propres communs de H. Nous venons de
voir que V n’est pas vide. Nous allons montrer que V est stable par G. Soient h P H, v P V
et g P G :

h
`
gpvq˘ “ g g´1hgloomoon

PH
pvq “ gpλvq “ λgpvq (11.600)

parce que v est vecteur propre de g´1hg. Ce que le calcul (11.600) montre est que gpvq est
vecteur propre de h pour la valeur propre λ. Donc gpvq P V et V est stabilisé par G. Mais
comme il n’existe pas d’espaces non triviaux stabilisés par G, nous en déduisons que V “ Cn.
Donc tous les vecteurs de Cn sont vecteurs propres communs de H. Autrement dit on a une
base de diagonalisation simultanée de H.

H est dans le centre de G Montrons à présent que H est dans le centre de G, c’est-à-dire que
pour tout g P G et h P H il faut ghg´1 “ h. D’abord ghg´1 est une matrice diagonale (parce
que elle est dans H) ayant les mêmes valeurs propres que h. En effet si λ est valeur propre
de ghg´1 pour le vecteur propre v, alors

pghg´1qpvq “ λv (11.601a)
h
`
g´1v

˘ “ λ
`
g´1v

˘
, (11.601b)

c’est-à-dire que λ est également valeur propre de h, pour le vecteur propre g´1v. Mais comme
h a un nombre fini de valeurs propres, il n’y a qu’un nombre fini de matrices diagonales ayant
les mêmes valeurs propres que h. L’ensembleAdpGqh est donc un ensemble fini. D’autre part,
l’application g ÞÑ g´1hg est continue, et G est connexe, donc l’ensembleAdpGqh est connexe.
Un ensemble fini et connexe dans GLpn,Cq est nécessairement réduit à un seul point. Cela
prouve que ghg´1 “ h pour tout g P G et h P H.

Espaces propres stables pour tout G Soit h P H et W un espace propre de h (ça existe non
vide parce que H est triangularisé, voir plus haut). Alors nous allons prouver que W est
stable pour tous les éléments de G. En effet si w PW avec hpwq “ λw alors en permutant g
et h,

hgpwq “ gphwq “ λgpwq, (11.602)
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donc gpwq est aussi vecteur propre de h pour la valeurs propre λ, c’est-à-dire que gpwq P
W . Vu que nous supposons que Cn n’a pas d’espaces invariants non triviaux, nous devons
conclure que W “ Cn, c’est-à-dire que H est composé d’homothéties. C’est-à-dire que pour
tout h P H nous avons h “ λh1.

Contradiction sur la minimalité de m Les éléments d’un groupe dérivé sont de déterminant
1 parce que detpg1g2g

´1
1 g´1

2 q “ 1. Par conséquent pour tout h, le nombre λh est une racine
nede l’unité. Vu qu’il n’y a qu’une quantité finie de racines nede l’unité, le groupe H est fini
et connexe et donc une fois de plus réduit à un élément, c’est-à-dire H “ teu. Cela contredit
la minimalité de m et donc produit une contradiction. Nous devons donc avoir m “ 1.

Conclusion Nous avons vu que si Cn avait un sous-espace non trivial fixé par G alors le théorème
était démontré. Par ailleurs si Cn n’a pas un tel sous-espace, soit m “ 1 (et alors le théorème
est également prouvé), soit m ą 1 et alors on a une contradiction.
Bref, le théorème est prouvé sous peine de contradiction.

11.19 Retour sur les formes bilinéaires et quadratiques

11.19.1 Dégénérescence d’une forme bilinéaire

Soit b, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur l’espace vectoriel E de dimension n
sur K où K est un corps de caractéristique différente de 2. Nous notons q la forme quadratique
associée.

Définition 11.266.
Une forme bilinéaire est non dégénérée bpx, zq “ 0 pour tout z implique x “ 0.

Lemme 11.267.
Soit b une forme bilinéaire non dégénérée. Si x et y sont tels que bpx, zq “ bpy, zq pour tout z, alors
x “ y.

Démonstration. C’est immédiat du fait de la linéarité en le premier argument et de la non-
dégénérescence : si bpx, zq ´ bpy, zq “ 0 alors

bpx´ y, zq “ 0 (11.603)

pour tout z, ce qui implique x´ y “ 0.

Proposition 11.268.
Une forme bilinéaire est non-dénénérée 92 si et seulement si sa matrice associée est inversible.

Démonstration. Nous savons que la matrice associée est symétrique et qu’elle peut donc être
diagonalisée (théorème 11.189). En nous plaçant dans une base de diagonalisation, nous devons
prouver que la forme est non-dégénérée si et seulement si les éléments diagonaux de la matrice
sont tous non nuls.

Écrivons bpx, zq en choisissant pour z le vecteur de base ek de composantes pekqj “ δkj :

bpx, ekq “
ÿ

ij

xipekqj “
ÿ

i

bikxi “ bkkxk. (11.604)

Si b est dégénérée et si x est un vecteur non nul (disons que la composante xi est non nulle) de
E tel que bpx, zq “ 0 pour tout z P E, alors bii “ 0, ce qui montre que la matrice de b n’est pas
inversible.

Réciproquement si la matrice de b est inversible, alors tous les bkk sont différents de zéro, et le
seul vecteur x tel que bkkxk “ 0 pour tout k est le vecteur nul.
92. Définition 11.266.
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11.19.2 Isométries

Voici un théorème pas toujours bien énoncé dans les cours de physique qui font de la relati-
vité. Au moment de « prouver » les transformations de Lorentz 93, beaucoup oublient de justifier
pourquoi elles devraient être linéaires.

Théorème 11.269 ([169]).
Une isométrie d’une forme bilinéaire 94 non dégénérée est linéaire.

Démonstration. Soient une forme bilinéaire non-dégénérée b sur l’espace vectoriel E ainsi qu’une
isométrie f pour icelle. Soit z P E ; étant donné que f est bijective nous pouvons considérer
l’élément f´1pzq P E et calculer

b
`
fpx` yq, z˘ “ b

`
fpx` yq, fpf´1pzqq˘ (11.605a)

“ bpx` y, f´1pzqq (11.605b)
“ bpx, f´1pzqq ` bpy, f´1pzqq (11.605c)
“ bpfpxq, zq ` bpfpyq, zq (11.605d)
“ b

`
fpxq ` fpyq, z˘, (11.605e)

donc fpx` yq “ fpxq ` fpyq par le lemme 11.267.
De la même façon on trouve b

`
fpλxq, z˘ “ b

`
λfpxq, z˘ qui prouve que fpλxq “ λfpxq et donc

que f est linéaire.

Exemple 11.270
Une isométrie peut ne pas être linéaire quand la forme bilinéaire est dégénérée. Par exemple pour
la forme bilinéaire sur R2 donnée par

b
`pa, bq, px, yq˘ “ ax, (11.606)

nous pouvons faire

fpx, yq “
ˆ

x
λpx, yq

˙
(11.607)

où λ est n’importe quoi. 4

Théorème 11.271.
Soit un espace vectoriel E muni d’une forme quadratique q. Soit une isométrie f : E Ñ E pour q.
Alors
(1) si fp0q “ 0, alors f est linéaire ;
(2) si fp0q ‰ 0 alors f est affine 95.

Démonstration. Nous considérons la forme bilinéaire associée b. Si fp0q “ 0, nous savons par le
lemme 11.205 que b

`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq. La proposition 11.269 nous dit alors que f est linéaire.

Si fp0q ‰ 0, alors nous posons gpxq “ fpxq ´ fp0q qui vérifie gp0q “ 0 et

q
`
gpxq ´ gpyq˘ “ q

`
fpxq ´ fp0q ´ fpyq ` fp0q˘ “ qpx´ yq. (11.608)

Nous pouvons donc appliquer le premier point à g, déduire que g est linéaire et donc que f est
affine. C’est la caractérisation du lemme 10.53 des fonctions affines.

Nous pouvons maintenant particulariser tout cela au cas de Rn muni du produit scalaire usuel
et de la norme associée pour voir quel résultat nous avons à peine prouvé.

93. Théorème 19.15.
94. Définition 11.204.
95. Définition 10.8.
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Lemme 11.272 ([170]).
Une isométrie d’un espace vectoriel normé de dimension finie est bijective.

Démonstration. Si f : E Ñ E est une isométrie, elle est linéaire par le théorème 11.269. Elle vérifie
également }fpxq} “ }x}, et donc fpxq “ 0 si et seulement si x “ 0, c’est-à-dire que f est injective.
Elle est alors bijective par le corollaire 4.41 du théorème du rang.

Nous notons ici T pnq le groupe des translations sur Rn. Un élément de T pnq est une translation
τv donnée par un vecteur v et agissant sur Rn par

τv : Rn Ñ Rn

x ÞÑ x` v. (11.609)

Ce groupe est isomorphe au groupe abélien pRn,`q, et nous allons souvent identifier τv à v.
Vous savez par culture générale que les isométries de Rn pour le produit scalaire usuel sont les

matrices orthogonales. En voici une petite généralisation (pensez à η “ 1 dans le cas du produit
scalaire usuel).

Proposition 11.273.
Soit une forme bilinéaire b sur Rn de matrice symétrique η. Si A est la matrice d’une application
linéaire Rn Ñ Rn telle que

bpAx,Ayq “ bpx, yq (11.610)

pour tout x, y P Rn, alors
AtηA “ η. (11.611)

Démonstration. En suivant la formule générale (11.408),

bpAx,Ayq “
ÿ

ij

ηijpAxqipAyqj “
ÿ

ijkl

ηijAikAjlxkyl. (11.612)

En imposant que ce soit égal à
ř
kl ηklηklxkyl pour tout x, y nous avons la contrainte

ÿ

ij

ηijAikAjl “ ηkl (11.613)

qui signifie exactement AtηA “ η.

11.19.3 Pseudo-réduction simultanée

Corollaire 11.274 (Pseudo-réduction simultanée[171]).
Soient A,B P Spn,Rq avec A définie positive 96. Alors il existe Q P GLpn,Rq telle que QtBQ soit
diagonale et QtAQ “ 1.
Démonstration. Nous allons noter x· y le produit scalaire usuel de Rn et teiui“1,...,n sa base
canonique.

Vu que A est définie positive, nous avons que l’expression 97 xx, yy “ x·Ay est un produit
scalaire surRn. Autrement dit, E muni de cette forme bilinéaire symétrique est un espace euclidien,
ce qui fait dire à la proposition 11.40 qu’il existe une base de Rn orthonormée tfiui“1,...,n pour ce
produit scalaire, c’est-à-dire qu’il existe une matrice P P GLpn,Rq telle que P tAP “ 1. Ici, P est
la matrice de changement de base de la base canonique à notre base orthonormée, c’est-à-dire la
matrice qui fait Pei “ fi pour tout i. Voyons cela avec un peu de détails.

Pour savoir ce que valent les éléments de la matrice P tAP , nous nous souvenons que P tAPej
est un vecteur dont les coordonnées sont les éléments de la jecolonne de P tAP . Autrement dit,

96. Définition 11.191.
97. On peut aussi l’écrire de façon plus matricielle sous la forme xx, yy “ xtAy.
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nous utilisons la formule (11.419). Calculons :

pP tAP qij “ ei ·P tAPej (11.614a)
“ Pei ·APej (11.614b)
“ fi ·Afj (11.614c)
“ xfi, fjy (11.614d)
“ δij (11.614e)

où nous avons fait attention à écrire x· y le produit scalaire usuel de Rn et xx, yy celui défini plus
haut via la matrice A. Au final nous avons effectivement P tAP “ 1.

La matrice P tBP est une matrice symétrique, donc le théorème spectral 11.189 nous donne
une matrice R P Opn,Rq telle que RtP tBPR soit diagonale. En posant maintenant Q “ PR nous
avons la matrice cherchée.

Remarque 11.275.
Plusieurs remarques
(1) Nous n’avons pas prouvé l’existence d’une matrice P telle que P´1BP et P´1AP soient

diagonales. Au contraire, nous avons QtBQ et QtAQ qui sont diagonales. Tant que Q n’est
pas orthogonales, ce n’est pas la même chose.
Autrement dit, nous n’avons pas ici une réelle diagonalisation, parce que les matrices A et B
ne sont pas semblables à des matrices diagonales. Voir les définitions 11.164 (diagonalisable)
et 11.158 (semblable).
C’est pour cela que nous parlons de pseudo-diagonalisation.

(2) Dans le même ordre d’idée, la démonstration de la pseudo-diagonalisation simultanée parle
clairement de formes bilinéaires, et non d’endomorphismes. Or en comparant les lois de
transformations (11.437) et (11.440), nous voyons bien que la réduction en passant par QtAQ
est bien une réduction de forme bilinéaire et non une réduction d’endomorphismes.

(3) Nous avons prouvé la pseudo-réduction simultanée comme corollaire du théorème de diago-
nalisation des matrices symétriques 11.189. Il aurait aussi pu être vu comme un corollaire du
théorème spectral 11.287 sur les opérateurs autoadjoints via son corollaire 11.288.

11.19.4 Topologie

La topologie considérée sur QpEq est celle de la norme

Npqq “ sup
}x}E“1

|qpxq|, (11.615)

qui du point de vue de Spn,Rq est

NpAq “ sup
}x}E“1

|xtAx|. (11.616)

Notons que à droite, c’est la valeur absolue usuelle sur R.

Proposition 11.276.
Soit teiu une base de E. L’application

φ : QpEq Ñ Spn,Rq
q ÞÑ `

bpei, ejq
˘
i,j

(11.617)

où b est forme bilinéaire associée à q est une bijection linéaire et continue 98.
98. Pour les topologies des normes (11.615) et (11.616).
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Démonstration. Si φpqq “ φpq1q ; alors
qpxq “

ÿ

i,j

φpqqijxixj “
ÿ

i,j

φpq1qijxixj “ q1pxq. (11.618)

Donc q “ q1. L’application φ est donc injective
De plus elle est surjective parce que si B P Spn,Rq alors la forme quadratique

qpxq “
ÿ

i,j

Bijxixj (11.619)

a évidemment B comme matrice associée. L’application φ est donc surjective.
Notre application φ est de plus linéaire parce que l’association d’une forme quadratique à la

forme bilinéaire associée est linéaire.
En ce qui concerne la continuité, nous la prouvons en zéro en considérant une suite convergente

qn
QpEqÝÑ 0. C’est-à-dire que

sup
}x}“1

|qnpxq| Ñ 0. (11.620)

Nous rappelons l’identité de polarisation :

bnpx, yq “ 1
2
`
qnpx´ yq ´ qpxq ´ qpyq

˘
. (11.621)

En ce qui concerne deux des trois termes, il n’y a pas de problèmes :
ˇ̌
φpqnqij

ˇ̌ “ ˇ̌
bnpei, ejq

ˇ̌ ď 1
2
ˇ̌
bnpei ´ ejq

ˇ̌` 1
2
ˇ̌
qnpeiq

ˇ̌` 1
2
ˇ̌
qnpejq

ˇ̌
. (11.622)

Si n est assez grand, nous avons tout de suite
ˇ̌
φpqnqij

ˇ̌ ď 1
2
ˇ̌
qnpei ´ ejq

ˇ̌` ε. (11.623)

Nous définissons eij et αij de telle sorte que ei ´ ej “ αijeij avec }eij} “ 1. Si α “ maxtαij , 1u
alors nous avons

qnpei ´ ejq “ α2
ijqnpeijq ď α2qnpeijq. (11.624)

Il suffit maintenant de prendre n assez grand pour avoir sup}x}“1 |qnpxq| ď ε
α2 pour avoir

ˇ̌
φpqnqij

ˇ̌ ď ε

2 `
ε

α2 . (11.625)

11.19.5 Diagonalisation

Proposition 11.277.
Dans la base de diagonalisation de sa matrice associée, une forme quadratique a la forme

qpxq “
ÿ

i

λix
2
i (11.626)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice associée à q.

Démonstration. Soit q une forme quadratique et b la forme bilinéaire associée. Si tfiu est une base
de diagonalisation 99 de la matrice de b alors dans cette base nous avons

qpxq “ bpx, xq “
ÿ

ij

xixjbpfi, fjq “
ÿ

i

λix
2
i (11.627)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice de b.

Notons que si nous choisissons une autre base de diagonalisation, les λi ne changement pas
(à part l’ordre éventuellement). Cela pour dire que nous nous permettrons de parler des valeurs
propres d’une forme quadratique comme étant les valeurs propres de la matrice associée.
99. Qui existe parce que la matrice est symétrique, théorème 11.189.
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11.19.6 Isotropie

Définition 11.278 (Isotropie).
Un vecteur est isotrope pour b s’il est perpendiculaire à lui-même ; en d’autres termes, x est
isotrope si et seulement si bpx, xq “ 0. Un sous-espace W Ă E est totalement isotrope si pour
tout x, y PW , nous avons bpx, yq “ 0.

Le cône isotrope de b est l’ensemble de ses vecteurs isotropes :

Cpbq “ tx P E tel que bpx, xq “ 0u. (11.628)

Nous introduisons quelques notations. D’abord pour y P E nous notons

Φy : E Ñ R

x ÞÑ bpx, yq (11.629)

et ensuite
Φ: E Ñ E˚

y ÞÑ Φy.
(11.630)

Définition 11.279.
Le fait pour une forme bilinéaire b d’être dégénérée signifie que l’application Φ n’est pas injective.
Le noyau de la forme bilinéaire est celui de Φ, c’est-à-dire

kerpbq “ tz P E tel que bpz, yq “ 0@y P Eu. (11.631)

Autrement dit, kerpbq “ EK où le perpendiculaire est pris par rapport à b.

Notons tout de même que nous utilisons la notation Kmême si b est dégénérée et éventuellement
pas positive ; c’est-à-dire même si la formule px, yq ÞÑ bpx, yq ne fournit pas un produit scalaire.

Proposition 11.280 ([172]).
Soit b une forme bilinéaire et symétrique. Alors
(1) kerpbq Ă Cpbq (cône d’isotropie, définition 11.278)
(2) si b est positive alors kerpbq “ Cpbq.

Démonstration. (1) Si z P kerpbq alors pour tout y P E nous avons bpz, yq “ 0. En particulier
pour y “ z nous avons bpz, z, q “ 0 et donc z P Cpbq.

(2) Soit b positive et x P Cpbq. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 11.10) nous avons

|bpx, yq| ďa
bpx, xqbpy, yq “ 0. (11.632)

Donc pour tout y nous avons bpx, yq “ 0.

11.19.7 Inégalité de Minkowski

Ce qui est couramment nommé « inégalité de Minkowski » est la proposition 28.37 dans les
espaces Lp. Nous allons en donner ici un cas très particulier.

Proposition 11.281.
Si q est une forme quadratique sur Rn et si x, y P Rn alors

a
qpx` yq ďa

qpxq `a
qpyq. (11.633)

Démonstration. La proposition 11.277 nous permet de « diagonaliser » la forme quadratique q.
Quitte à ne plus avoir une base orthonormale, nous pouvons renormaliser les vecteurs de base pour
avoir

qpxq “
ÿ

i

x2
i . (11.634)

Le résultat n’est donc rien d’autre que l’inégalité triangulaire pour la norme euclidienne usuelle,
laquelle est démontrée dans la proposition 11.11.
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11.19.8 Ellipsoïde

Lemme 11.282.
Toute matrice peut être décomposée de façon unique en une partie symétrique et une partie anti-
symétrique. Cette décomposition est donnée par

S “ M `M t

2 , A “ M ´M t

2
(11.635)

Démonstration. L’existence est une vérification immédiate de S ` A “ M en utilisant (11.635).
Pour l’unicité, si S ` A “ S1 ` A1 alors S ´ S1 “ A ´ A1. Mais S ´ S1 est symétrique et A ´ A1
est antisymétrique ; l’égalité implique l’annulation des deux membres, c’est-à-dire S “ S1 et A “
A1.

Définition 11.283.
Un ellipsoïde dans Rn centré en v est le lieu des points x vérifiant l’équation

xx´ v,Mpx´ vqy “ 1 (11.636)

où M est une matrice symétrique strictement définie positive 100.
Lorsque nous parlons d’ellipsoïde plein, il suffit de changer l’égalité en une inégalité.

Remarque 11.284.
Le fait queM soit symétrique n’est pas tout à fait obligatoire ; la chose important est que toutes les
valeurs propres soient strictement positives. En effet si M a toutes ses valeurs propres strictement
positives, nous nommons S la partie symétrique deM et A la partie antisymétrique (lemme 11.282).
Alors pour tout x P Rn nous avons

xtAx “ xx,Axy “ xAtx, xy “ ´xAx, xy “ ´xx,Axy, (11.637)

donc xtAx “ 0. L’équation xtMx “ 1 est donc équivalente à xtSx “ 1 (elles ont les mêmes
solutions).

De plus S reste strictement définie positive parce que pour tout x P Rn nous avons

0 ă xtMx “ xtSx. (11.638)

Proposition 11.285.
Si E est un ellipsoïde centrée à l’origine, il existe une base de Rn dans laquelle son équation est :

nÿ

i“1

x2
i

a2
i

“ 1. (11.639)

Démonstration. Nous avons une matrice symétrique strictement définie positive S telle que l’équa-
tion soit xx, Sxy “ 1. Le théorème spectral 11.189 nous fournit une base orthonormale teiu dans
laquelle Sei “ λiei avec λi ą 0. En substituant dans l’équation xx, Sxy “ 1 nous trouvons l’équa-
tion ÿ

i

λix
2
i “ 1. (11.640)

En posant ai “ 1?
λi
, nous trouvons le résultat. Cette définition des ai est toujours possible parce

que λi ą 0.

Corollaire 11.286.
Un ellipsoïde plein centré en l’origine admet une équation de la forme qpxq ď 1 où q est une forme
quadratique strictement définie positive.

Pour rappel de notation, l’ensemble des formes quadratiques strictement définies positives sur
l’espace vectoriel E est noté Q``pEq.
100. Définition 11.191.
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Démonstration. Soit teiu une base de Rn telle que l’ellipsoïde E ait pour équation

nÿ

i“1

x2
i

a2
i

ď 1. (11.641)

Nous considérons la forme quadratique

q : Rn Ñ R

x ÞÑ
nÿ

i“1

xx, eiy2
a2
i

.
(11.642)

Nous avons évidemment E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u. De plus la forme q est strictement
définie positive parce que dès que x ‰ 0, au moins un des produits scalaires xx, eiy est non nul et
qpxq ą 0.

11.20 Théorème spectral autoadjoint

Théorème 11.287 (Théorème spectral autoadjoint).
Un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien
(1) est diagonalisable dans une base orthonormée,
(2) a son spectre réel.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la dimension de E, et nous commençons par
n “ 1 101. Soit donc f : E Ñ E avec xfpxq, yy “ xx, fpyqy. Étant donné que f est également linéaire,
il existe λ P R tel que fpxq “ λx pour tout x P E. Tous les vecteurs de E sont donc vecteurs
propres de f .

Passons à la récurrence. Nous considérons dimpEq “ n ` 1 et f P SpEq. Nous considérons la
forme bilinéaire symétrique Φf et la forme quadratique associée φf . Pour rappel,

Φf px, yq “ xx, fpyqy (11.643a)
φf pxq “ Φf px, xq. (11.643b)

Et nous allons laisser tomber les indices f pour noter simplement Φ et φ. Étant donné que Bp0, 1q
est compacte et que φ est continue, il existe x0 P Bp0, 1q tel que

λ “ φpx0q “ sup
xPBp0,1q

φpxq. (11.644)

Notons aussi que }x0} “ 1 : le maximum est pris sur le bord. Nous posons

g “ λ Id´f (11.645)

ainsi que
Φ1px, yq “ xx, gpyqy. (11.646)

Cela est une forme bilinéaire et symétrique parce que

Φ1py, xq “ xy, gpxqy “ xgpyq, xy “ xx, gpyqy “ Φ1px, yq (11.647)

où nous avons utilisé le fait que g était autoadjoint et la symétrie du produit scalaire. De plus Φ1
est semi-définie positive parce que

Φ1px, xq “ xx, λx´ fpxqy “ λ}x}2 ´ φpxq. (11.648)

101. Dans [43], l’auteur commence avec n “ 0 mais moi je n’en ai pas le courage..

http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuous_truth
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Vu que λ est le maximum, nous avons tout de suite Φ1pxq ě 0 tant que }x} “ 1. Et si x n’est pas
de norme 1, c’est le même prix parce qu’on se ramène à }x} “ 1 en multipliant par un nombre
positif. Attention cependant :

Φ1px0, x0q “ λ}x0}2 ´ φpx0q “ 0. (11.649)

Donc Φ1 a un noyau contenant x0 par la proposition 11.280. Nous en déduisons que Imagepgq ‰ E
en effet, x0 P ImagepgqK, mais nous avons la proposition 4.115 sur les dimensions :

dimE “ dimpImagepgqq ` dimpImagepgqKq. (11.650)

Vu que ImagepgqK est un espace vectoriel non réduit à t0u, la dimension de Imagepgq ne peut pas
être celle de E. L’endomorphisme g n’étant pas surjectif, il ne peut pas être injectif non plus parce
que nous sommes en dimension finie ; il existe donc e1 P E tel que gpe1q “ 0 et tant qu’à faire nous
choisissons }e1} “ 1 (ici la norme est bien celle de l’espace euclidien considéré). Par définition,

fpe1q “ λe1, (11.651)

c’est-à-dire que λ P Specpfq. Et φ étant une forme quadratique réelle nous avons λ P R.
Nous posons à présent H “ Spante1uK. C’est un sous-espace stable par f parce que si x P H

alors
xe1, fpxqy “ xfpe1jq, xy “ λxe1, xy “ 0. (11.652)

Nous pouvons donc considérer la restriction de f à H : fH : H Ñ H. Cet endomorphisme est
bilinéaire et symétrique sur l’espace H de dimension inférieure à celle de E, donc la récurrence
nous donne une base orthonormée

te2, . . . , enu (11.653)

de vecteurs propres de fH . De plus les valeurs propres sont réelles, toujours par récurrence. Donc

Specpfq “ tλu Y SpecpfHq Ă R. (11.654)

Notons pour être complet que si i ě 2 alors

xe1, eiy “ 0 (11.655)

parce que le vecteur ei est par construction choisi dans l’espace H “ eK1 . Nous avons donc bien
une base orthonormée de E construite sur des vecteurs propres de f .

Corollaire 11.288.
Soit E un espace vectoriel ainsi que φ et ψ des formes quadratiques sur E avec ψ définie positive.
Alors il existe une base ψ-orthonormale dans laquelle φ est diagonale.

Démonstration. Il suffit de considérer l’espace euclidien E muni du produit scalaire xx, yy “
ψpx, yq. Ensuite nous diagonalisons la matrice (symétrique) de φ pour ce produit scalaire à l’aide
du théorème 11.287.

Définition 11.289.
Dans le cas de V “ Rm nous avons un produit scalaire canonique. Soient u et v, deux vecteurs de
Rm. Le produit scalaire de u et v, noté xu, vy ou u· v est le réel

xu, vy “
mÿ

k“1
ukvk “ u1v1 ` u2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` umvn. (11.656)

Calculons par exemple le produit scalaire de deux vecteurs de la base canonique : xei, ejy. En
utilisant la formule de définition et le fait que peiqk “ δik, nous avons

xei, ejy “
mÿ

k“1
δikδjk. (11.657)
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Nous pouvons effectuer la somme sur k en remarquant qu’à cause du δik, seul le terme avec k “ i
n’est pas nul. Effectuer la somme revient donc à remplacer tous les k par des i :

xei, ejy “ δiiδji “ δji. (11.658)

Une des propriétés intéressantes du produit scalaire est qu’il permet de décomposer un vecteur
dans une base, comme nous le montre la proposition suivante.

Proposition 11.290.
Si nous notons vi les composantes du vecteur v, c’est-à-dire si v “ řm

i“1 viei, alors nous avons
vj “ xv, ejy.
Démonstration.

v· ej “
mÿ

i“1
xviei, ejy “

mÿ

i“1
vixei, ejy “

mÿ

i“1
viδij (11.659)

En effectuant la somme sur i dans le membre de droite de l’équation (11.659), tous les termes sont
nuls sauf celui où i “ j ; il reste donc

v· ej “ vj . (11.660)

Le produit scalaire ne dépend en réalité pas de la base orthogonale choisie.

Lemme 11.291.
Si teiu est la base canonique, et si tfiu est une autre base orthonormale, alors si u et v sont deux
vecteurs de Rm, nous avons ÿ

i

uivj “
ÿ

i

u1iv1j (11.661)

où ui sont les composantes de u dans la base teiu et u1i sont celles dans la base tfiu.
Démonstration. La preuve demande un peu d’algèbre linéaire. Étant donné que tfiu est une base
orthonormale, il existe une matrice A orthogonale (AAt “ 1) telle que u1i “

ř
j Aijuj et idem pour

v. Nous avons alors
ÿ

i

u1iv1j “
ÿ

i

˜ÿ

j

Aijuj

¸˜ÿ

k

Aikvk

¸

“
ÿ

ijk

AijAikujvk

“
ÿ

jk

ÿ

i

pAtqjiAik
loooooomoooooon

“δjk

ujvk

“
ÿ

jk

δjkujvk

“
ÿ

k

ujvk.

(11.662)

Cette proposition nous permet de réellement parler du produit scalaire entre deux vecteurs de
façon intrinsèque sans nous soucier de la base dans laquelle nous regardons les vecteurs.

Nous dirons que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul. Nous
écrivons que u K v lorsque xu, vy “ 0.

Définition 11.292.
La norme euclidienne d’un élément de Rm est définie par }u} “ ?u·u.
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Cette définition est motivée par le fait que le produit scalaire u·u donne exactement la norme
usuelle donnée par le théorème de Pythagore :

u·u “
mÿ

i“1
uiui “

mÿ

i“1
u2
i “ u2

1 ` u2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

m. (11.663)

Le fait que ei · ej “ δij signifie que la base canonique est orthonormée, c’est-à-dire que les
vecteurs de la base canonique sont orthogonaux deux à deux et qu’ils ont tout 1 comme norme.

Lemme 11.293.
Pour tout u P Rm, il existe un ξ P Rm tel que }u} “ ξ·u et }ξ} “ 1.

Démonstration. Vérifions que le vecteur ξ “ u{}u} ait les propriétés requises. D’abord }ξ} “ 1
parce que u·u “ }u}2. Ensuite

ξ·u “ u·u

}u} “ }u}
2

}u} “ }u}. (11.664)

11.21 Système d’équations linéaires : méthode de Gauss

Pour résoudre un système d’équations linéaires, on procède comme suit :
(1) Écrire le système sous forme matricielle.

p.ex.
#

2x` 3y “ 5
x` 2y “ 4

ô
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙

(2) Se ramener à une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :
(2a) Remplacer une ligne par elle-même + un multiple d’une autre ;

p.ex.
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙
L1´2.L2 ÞÑL11ùñ

ˆ
0 ´1 ´3
1 2 4

˙

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-même ;

p.ex.
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙ ´L1 ÞÑL11ùñ
ˆ

0 1 3
1 2 4

˙

(2c) Permuter des lignes.

p.ex.
ˆ

0 1 3
1 0 ´2

˙
L1 ÞÑL12 et L2 ÞÑL11ùñ

ˆ
1 0 ´2
0 1 3

˙

(3) Retransformer la matrice obtenue en système d’équations.

p.ex.
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙
ô

#
x “ ´2
y “ 3

Remarque 11.294. — Si on obtient une ligne de zéros, on peut l’enlever :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 0

˛
‚ô

ˆ
3 4 ´2 2
4 ´1 3 0

˙
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— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le système d’équations n’a pas
de solution :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 7

˛
‚ô

$
’&
’%

¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨
0x` 0y ` 0z “ 7

ñ Impossible

— Si on a moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs paramètres :

p.ex.
ˆ

1 0 ´2 2
0 1 3 0

˙
ô

#
x´ 2z “ 2
y ` 3z “ 0

ô

$
’&
’%

x “ 2` 2λ
y “ ´3λ
z “ λ
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Chapitre 12

Espaces vectoriels normés

Plusieurs choses sur les espaces vectoriels normés (dont la définition 7.106) ont déjà été vues
dans la section 9.4. Voir aussi le thème 7.

On fixe maintenant une définition largement utilisée dans la suite.

Définition 12.1.
Soient U et V , deux ouverts d’un espace vectoriel normé. Une application f de U dans V est
un difféomorphisme si elle est bijective, différentiable et dont l’inverse f´1 : V Ñ U est aussi
différentiable.

Remarque 12.2.
Il n’est pas possible d’avoir une application inversible d’un ouvert de Rm vers un ouvert de Rn si
m ‰ n. Il n’y a donc pas de notion de difféomorphismes entre ouverts de dimensions différentes.

12.1 Équivalence des normes

Au premier coup d’œil, les notions dont nous parlons dans ce chapitre ont l’air très générales.
Nous prenons en effet n’importe quel espace vectoriel V de dimension finie, et nous le munissons de
n’importe quelle norme (rien que dans Rm nous en avons défini une infinité par l’équation (9.59)).
À partir de ces données, nous définissons les boules, la topologie, l’adhérence, etc.

12.1.1 En dimension finie

Dans Rn, les normes }.}L1 , }.}L2 et }.}8 ne sont pas égales. Cependant elles ne sont pas
complètement indépendantes au sens où l’on sent bien que si un vecteur sera grand pour une
norme, il sera également grand pour les autres normes ; les normes « vont dans le même sens ».
Cette notion est précisée par le concept de norme équivalente.

Définition 12.3.
Deux normes N1 et N2 sur Rm sont équivalentes s’il existe deux nombres réels strictement positifs
k1 et k2 tels que

k1N1pxq ď N2pxq ď k2N1pxq, (12.1)

pour tout x dans Rm. Dans ce cas nous écrivons que N1 „ N2.

Lemme 12.4.
La définition de norme équivalentes donne une relation d’équivalence (définition 1.23) sur l’en-
semble des normes existantes sur Rm.

Proposition 12.5.
Pour RN , nous avons les équivalences de normes }.}L1 „ }.}L2, }.}L1 „ }.}8 et }.}L2 „ }.}8. Plus
précisément nous avons les inégalités
(1) }x}2 ď }x}1 ď ?n}x}2

559
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(2) }x}8 ď }x}1 ď n}x}8
(3) }x}8 ď }x}2 ď ?n}x}8

Démonstration. En mettant au carré la première inégalité nous voyons que nous devons vérifier
l’inégalité

|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 ď
`|x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|

˘2 (12.2)

qui est vraie parce que le membre de droite est égal au carré de chaque terme plus les double
produits. La seconde inégalité provient de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.10) sur les
vecteurs

v “

¨
˚̋

1{n
...

1{n

˛
‹‚, w “

¨
˚̋
|x1|
...
|xn|

˛
‹‚. (12.3)

Nous trouvons
1
n

ÿ

i

|xi| ď
c
n· 1

n2

dÿ

i

|xi|2, (12.4)

et par conséquent ÿ

i

|xi| ď
?
n}x}2. (12.5)

La première inégalité de (3) se démontre en remarquant que si a et b sont positifs, a ď ?a2 ` b.
En appliquant cela à a “ maxi |xi|, nous avons

max
i
|xi| ď

a|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 (12.6)

parce que maxi |xi| est évidemment un des termes de la somme. Pour la seconde inégalité de (3),
nous avons dÿ

k

|xk|2 ď
˜ÿ

k

max
i
|xi|2

¸1{2
“ ?n}x}8. (12.7)

Pour obtenir cette inégalité, nous avons remplacé tous les termes |xk| par le maximum.

Pour les autres normes }.}p, il y a des inégalités dans 13.350 et 18.96 ; voir aussi le thème 7.
En réalité, toutes les normes }.}Lp et }.}8 sont équivalentes et, plus généralement, nous avons

le résultat suivant, très étonnant à première vue, et en réalité assez difficile à prouver :

Théorème 12.6 ([173]).
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Corollaire 12.7.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et }.}1, }.}2 deux normes sur V . Alors l’identité
Id : V Ñ V est un isomorphisme d’espace topologique pV, }.}1q Ñ pV, }.}2q.

De plus les ouverts sont les mêmes : une partie de V est ouverte dans pV, }.}1q si et seulement
si elle est ouverte dans pV, }.}2q.
12.8.
L’exemple 11.13 donne une norme sur R2 qui ne dérive pas d’un produit scalaire. Vu que toutes les
normes sur R2 produisent la même topologie (c’est le corollaire 12.7), il y a parfaitement moyen
pour deux espaces vectoriels topologiques d’être isomorphes alors que l’un a une norme dérivant
d’un produit scalaire et l’autre non.

Le théorème d’équivalence de norme sera utilisé pour montrer que l’ensemble des formes qua-
dratiques non dégénérées de signature pp, qq est ouvert dans l’ensemble des formes quadratiques,
proposition 18.112. Plus généralement il est utilisé à chaque fois que l’on fait de la topologie sur
les espaces de matrices en identifiant Mpn,Rq à Rn2 , pour se rassurer en se disant que ce qu’on
fait ne dépend pas de la norme choisie.
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Proposition 12.9 ([1]).
Let V be a finite dimensional complex vector space. For a basis B “ te1, . . . , enu of V we define
Soit un espace vectoriel V de dimension finie sur C. Pour une base B “ teiu de V nous définissons

}
ÿ

k

vkek}B “
dÿ

k

|vk|2. (12.8)

(1) La formule (12.8) définit une norme sur V .
(2) Si B et B1 sont des bases de V , alors les topologies induites par le norme }.}B et }.}B1 sont

égales.

Démonstration. Nous commençons par fixer une base B “ teiui“1,...,n de V . Cette base nous
permet de définir

ϕ : V Ñ Cn

ÿ

k

vkek ÞÑ pv1, . . . , vnq. (12.9)

Cette application linéaire permet d’écrire

}v}V “ }ϕpvq}Cn . (12.10)

À partir de là, la vérification des propriétés de la définition 7.106 est immédiate. Par exemple :

}v ` w} “ }ϕpv ` wq} “ }ϕpvq ` ϕpwq} ď }ϕpvq} ` }ϕpwq} “ }v} ` }w}. (12.11)

En ce qui concerne la seconde assertion, c’est le théorème 12.6.

12.1.2 Contre-exemple en dimension infinie

Lorsque nous considérons des espaces vectoriels de dimension infinie, les choses ne sons plus
aussi simples. Nous voyons ici sur l’exemple de l’espace des polynômes que le théorème 12.6 n’est
plus valable si on enlève l’hypothèse de dimension finie.

On considère l’ensemble des fonctions polynomiales à coefficients réels sur l’intervalle r0, 1s.

PRpr0, 1sq “ tp : r0, 1s Ñ R | p : x ÞÑ a0 ` a1x` a2x
2 ` . . . , ai P R, @i P Nu. (12.12)

Cet ensemble, muni des opérations usuelles de somme entre polynômes et multiplications par les
scalaires, est un espace vectoriel.

Sur PpRq on définit les normes suivantes

}p}8 “ sup
xPr0,1s

tppxqu,

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
.

(12.13)

Les inégalités suivantes sont immédiates

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx ď }p}8,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
ď }p}8,

(12.14)
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mais la norme }· }8 n’est équivalente ni à }· }1, ni à }· }2. Soit pkpxq “ xk. Alors

}pk}8 “ 1,

}pk}1 “
ż 1

0
xk dx “ 1

k ` 1 ,

}pk}2 “
ˆż 1

0
x2k dx

˙1{2
“

c
1

2k ` 1 .

(12.15)

Pour k Ñ 8 les normes }pk}1, }pk}2 tendent vers zéro, alors que la norme }pk}8 est constante,
donc les normes ne sont pas équivalentes parce que il n’existe pas un nombre positif m tel que

m}pk}8 ď }pk}1,
m}pk}8 ď }pk}2,

(12.16)

uniformément pour tout k dans N.

12.2 Norme opérateur

La proposition suivante donne une norme (au sens de la définition 7.106) sur LpV,W q dès que
V et W sont des espaces vectoriels normés.

Proposition-définition 12.10 (Norme opérateur[174], thème 41).
Soit une application linéaire T : V ÑW , et le nombre

}T }L “ sup
xPV
x‰0

}T pxq}W
}x}V . (12.17)

(1) Si V est de dimension finie, alors }T }L ă 8.
(2) L’application T ÞÑ }T }L est une norme sur l’espace vectoriel des applications linéaires V Ñ

W .
(3) Nous avons la formule

}T }L “ sup
xPV

}T pxq}W
}x}V “ sup

}x}V “1
}T pxq}W (12.18)

Le nombre }T }L est la norme opérateur de T . Nous disons que cette norme est subordonnée
aux normes choisies sur V et W .

Démonstration. Si V est de dimension finie alors l’ensemble t}x} “ 1u est compact par le théorème
de Borel-Lebesgue 8.9. Alors la fonction

x ÞÑ }T pxq}
}x} (12.19)

est une fonction continue sur un compact. Le corollaire 9.45 nous dit alors qu’elle est bornée. Le
supremum est donc un nombre réel fini.

Nous vérifions que l’application }.} de LpV,W q dansR ainsi définie est effectivement une norme.
(1) }T }L “ 0 signifie que }T pxq} “ 0 pour tout x dans V . Comme }· }W est une norme nous

concluons que T pxq “ 0n pour tout x dans V , donc T est l’application nulle.
(2) Pour tout a dans R et tout T dans LpV,W q nous avons

}aT }L “ sup
}x}V ď1

}aT pxq}W “ |a| sup
}x}V ď1

}T pxq}W “ |a|}T }L. (12.20)
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(3) Pour tous T1 et T2 dans LpV,W q nous avons
}T1 ` T2}L “ sup

}x}ď1
}T1pxq ` T2pxq} ď

ď sup
}x}ď1

}T1pxq} ` sup
}x}ď1

}T2pxq}

“ }T1}}T2}.
Enfin nous prouvons la formule alternative (12.18). Nous allons montrer que les ensembles sur

lesquels ont prend le supremum sont en réalité les mêmes :
"}Ax}
}x}

*

x‰0loooooomoooooon
A

“ t}Ax} tel que }x} “ 1uloooooooooooooomoooooooooooooon
B

. (12.21)

Attention : ce sont des sous-ensembles de réels ; pas de sous-ensembles de MpRq ou des sous-
ensembles de Rn.

Pour la première inclusion, prenons un élément de A, et prouvons qu’il est dans B. C’est-à-dire
que nous prenons x P V et nous considérons le nombre }Ax}{}x}. Le vecteur y “ x{}x} est un
vecteur de norme 1, donc la norme de Ay est un élément de B, mais

}Ay} “ }Ax}}x} . (12.22)

Nous avons donc A Ă B.
L’inclusion B Ă A est immédiate.

En d’autres termes, il y a autant de normes opérateur sur LpE,F q qu’il y a de paires de choix
de normes sur E et F . En particulier, cela donne lieu à toutes les normes }A}p qui correspondent
aux normes }.}p sur Rn.

Exemple 12.11
Voyons la norme opérateur subordonnée à la norme }x}8 “ maxi |xi| sur Cn. Par définition (et
surtout par la propriété 12.10(3)),

}A}8 “ sup
}x}8“1

“ }Ax}8. (12.23)

Vu que pAxqi “ ř
k Aikxk, lorsque }x}8 ď 1 nous avons |pAxqi| ď ř

k |Aik|. Donc nous avons
toujours

}A}8 ď max
i

ÿ

k

|Aik|. (12.24)

4

Définition 12.12.
La topologie forte sur l’espace des opérateurs est la topologie de la norme opérateur.

Lorsque nous considérons un espace vectoriel d’applications linéaires, nous considérons tou-
jours 1 dessus la topologie liée à cette norme.

Il existe aussi la topologie faible donnée par la notion de convergence 2 Ai Ñ A si et seulement
si AixÑ Ax pour tout x P E.

Problèmes et choses à faire
Je crois, mais demande confirmation, que la topologie faible est celle des semi-normes tpvuvPE données par pvpAq “ }A}. En effet la notion
de convergence associée par la proposition 9.77 est Ai Ñ A si et seulement si pvpAi ´ Aq Ñ 0. Cette condition signifie }Aipvq ´ Apvq} Ñ 0,
c’est-à-dire Aipvq Ñ Apvq.

Si le lecteur veut parler de cela au jury d’un concours, il est évident qu’il devra être capable d’ajouter des petits symboles au-dessus de

toutes les flèches «Ñ » du paragraphe précédent pour indiquer pour quelles topologies sont les convergences dont on parle.

1. Sauf lorsque les événements nous forceront à trahir.
2. Est-ce qu’on peut décrire cette topologie à partir de ses ouverts ? Facilement ?
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Remarque 12.13.
Il faut noter que la topologie faible n’est pas une topologie métrique. Cela même si la condition
AixÑ Ax, elle, est métrique vu qu’elle est écrite dans E.

Dans le cas où E est de dimension infinie, la topologie faible est réellement différente de la
topologie forte. Nous verrons à la sous-section 26.3.6 que dans le cas des projections sur un espaces
de Hilbert, l’égalité

8ÿ

i“1
projui “ Id (12.25)

est vraie pour la topologie faible, mais pas pour la topologie forte.

12.2.1 Norme d’algèbre

Définition 12.14 (Norme d’algèbre[174]).
Si A est une algèbre 3, une norme d’algèbre sur A est une norme telle que pour toute x, y P A,

}xy} ď }x}}y}. (12.26)

La norme opérateur est une norme d’algèbre, comme nous le verrons dans le lemme 12.20.
Un des intérêts d’utiliser une norme d’algèbre est que l’on a l’inégalité }xk} ď }x}k. Cela sera

particulièrement utile lors de l’étude des séries entières, voir par exemple 16.12.

Définition 12.15 ([175]).
Le rayon spectral d’une matrice carrée A, noté ρpAq, est défini de la manière suivante :

ρpAq “ max
i
|λi| (12.27)

où les λi sont les valeurs propres de A.

12.16.
Quelques remarques sur la définition du rayon spectral.
— Même si A est une matrice réelle, les valeurs propres sont dans C. Donc dans (12.27), |λi|

est le module dans C de λi.
— Vu que les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique (théo-

rème 11.150), il y en a un nombre fini et le maximum est bien défini.
— La définition s’applique uniquement pour les espaces de dimension finie.

Lemme 12.17.
Soient des espaces vectoriels normés E et F , sur les corps R ou C. Pour tout A P LpE,F q, et
pour tout u P E nous avons la majoration

}Au} ď }A}}u} (12.28)

où la norme sur A est la norme opérateur subordonnée à la norme sur u.

Démonstration. Si u P E alors, étant donné que le supremum d’un ensemble est plus grand ou égal
à chacun de éléments qui le compose,

}A} “ sup
xPE

}Ax}
}x} ě }Au}}u} , (12.29)

donc le résultat annoncé : }Au} ď }A}}u}.
Le lemme suivant est valable en dimension infinie. Nous en toucherons un mot dans l’exemple

12.37.
3. Définition 3.71.
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Lemme 12.18.
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Soit x P E. Alors l’application d’évaluation

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (12.30)

est continue.

Démonstration. Si x “ 0, alors par linéarité de f nous avons ev0pfq “ 0 pour tout f . Donc d’accord
pour la continuité.

Soit une suite convergente fk
LpE,F qÝÑ f . Nous voulons prouver que evxpfkq FÝÑ evxpfq, c’est-à-

dire que
lim
kÑ8 }fkpxq ´ fpxq} “ 0. (12.31)

Par hypothèse si k est grand, alors }fk ´ f}LpE,F q ď ε, c’est-à-dire que 4

sup
yPE

}fkpyq ´ fpyq}
}y} ď ε. (12.32)

En particulier pour notre x nous avons

}fkpxq ´ fpxq}
}x} ď ε, (12.33)

c’est-à-dire }fkpxq´ fpxq} ď }x}ε. Vu que }x} est une simple constante et que ε est arbitraire, cela
implique fkpxq Ñ fpxq.

12.2.2 Matrices, spectre et norme

La lien entre la norme opérateur d’une matrice et son spectre sera entre autres utilisé pour
étudier le conditionnement de problèmes numériques. Voir la définition 35.105 et par exemple son
lien avec la résolution numérique de systèmes linéaires dans la proposition 35.109.

Proposition 12.19 ([175]).
Soit une matrice A P Mpn,Cq de rayon spectral ρpAq. Soit une norme }.} sur Cn et la norme
opérateur correspondante. Alors

ρpAq ď }Ak}1{k (12.34)
pour tout k P N.

Démonstration. Soit v P Cn et λ P C un couple vecteur-valeur propre. Nous avons }Av} “ |λ|}v}
et aussi

|λ|k}v} “ }λkv} “ }Akv} ď }Ak}}v}. (12.35)
La dernière inégalité est due au fait que nous avons choisi sur Mpn,Cq la norme subordonnée à
celle choisie sur Cn, via le lemme 12.17. Nous simplifions par }v} et obtenons |λ| ď }Ak}1{k. Étant
donné que ρpAq est la maximum de tous les λ possibles, la majoration passe au maximum :

ρpAq ď }Ak}1{k. (12.36)

Lemme 12.20 (La norme opérateur est une norme d’algèbre[1]).
Soient des espaces vectoriels normés E, F et G. Soient des opérateurs linéaires bornés B : E Ñ F ,
A : F Ñ G. Alors

}AB} ď }A}}B}. (12.37)
C’est à dire que la norme opérateur est une norme d’algèbre 5.

4. Définition 12.10 de la norme sur LpE,F q.
5. Définition 12.14.
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Démonstration. Nous avons les (in)égalités suivantes :

}AB} “ sup
xPE

}ABx}G
}x}E (12.38a)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}x}

}Bx}F
}Bx}F (12.38b)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

}Bx}
}x} (12.38c)

ď sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

loooooomoooooon
ď}A}

sup
yPE
By‰0

}Bx}
}y}

looooomooooon
“}B}

(12.38d)

ď }A}}B}. (12.38e)

La dernière inégalité provient que dans sup xPE
Bx‰0

}ABx}{}x}, le supremum est pris sur un ensemble
plus petit que celui sur lequel porte la définition de la norme de A : seulement l’image de B au
lieu de tout l’espace de départ de A.

Proposition 12.21.
Soient deux espaces vectoriels normés E et V . Soient des applications continues f, g : E Ñ EndpV q.
Alors l’application

ψ : E Ñ EndpV q
x ÞÑ fpxq ˝ gpxq (12.39)

est continue.

Démonstration. Soit une suite xk EÝÑ x. Nous devons montrer que ψpxkq EndpV qÝÑ ψpxq. Pour cela
nous utilisons le lemme 12.20 qui indique que la norme opérateur est une norme d’algèbre. Nous
avons :

}ψpxkq ´ ψpxq} “ }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.40a)
ď }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxkq ˝ gpxq} ` }fpxkq ˝ gpxq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.40b)
“ }fpxkq ˝

`
gpxkq ˝ gpxq

˘} ` }`fpxkq ´ fpxq
˘ ˝ gpxq} (12.40c)

ď }fpxkq}}gpxkq ´ gpxq} ` }fpxkq ´ fpxq}}gpxq}. (12.40d)

Pour k Ñ 8 nous avons }fpxkq Ñ }fpxq}}, }fpxkq ´ fpxq} Ñ 0 (parce que f est continue) et
similaire avec g. Donc le tout tend vers zéro.

12.2.3 Rayon spectral

La chose impressionnante dans la proposition suivante est que ρpAq est définit indépendamment
du choix de la norme surMpn,Kq ou sur K. Lorsque nous écrivons }A}, nous disons implicitement
qu’une norme a été choisie sur K et que nous avons pris la norme subordonnée sur Mpn,Kq.
Proposition 12.22 ([176]).
Soit A une matrice de Mpn,Rq ou Mpn,Cq. Alors

ρpAq ď }A}. (12.41)

Démonstration. Nous devons séparer les cas suivant que le corps de base soit R ou C.
Pour A PMpn,Cq Soit λ une valeur propre de A telle que |λ| soit la plus grande. Nous avons

donc ρpAq “ |λ|. Soit un vecteur propre u P Cn pour la valeur propre λ. En prenant la norme
sur l’égalité Au “ λu, et en utilisant le lemme 12.17,

|λ|}u} “ }Au} ď }A}}u}. (12.42)

Donc |λ| ď }A} et ρpAq ď }A}.
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Pour A PMpn,Rq L’endroit qui coince dans le raisonnement fait pour Mpn,Cq est que certes
A P Mpn,Rq possède une plus grande valeur propre en module et qu’un vecteur propre lui
est associé. Mais ce vecteur propre est a priori dans Cn, et non dans Rn. Nous pouvons donc
écrire Au “ λu, mais pas }Au} “ |λ|}u} parce que nous ne savons pas quelle norme prendre
sur Cn.
Il n’est pas certain que nous ayons une norme sur Cn qui se réduit sur Rn à celle choisie
implicitement dans l’énoncé. Nous allons donc ruser un peu.
Soit une norme N sur Cn 6. Nous nommons également N la norme subordonnée surMpn,Cq
et la norme restreinte sur Mpn,Rq. Vu que N est une norme sur Mpn,Rq et que ce dernier
est de dimension finie, le théorème 12.6 nous indique que N est équivalente à }.}. Il existe
donc C ą 0 tel que

NpBq ď C}B} (12.43)

pour tout B PMpn,Rq. Nous avons maintenant

ρpAqm ď NpAmq ď C}Am} ď C}A}m. (12.44)

Justifications
— Par la proposition 12.19.
— Parce que Am PMpn,Rq et la relation (12.43).
— Par itération du lemme 12.20.

Nous avons donc ρpAq ď C1{m}A} pour tout m P N. En prenant mÑ8 et en tenant compte
de C1{m Ñ 1 nous trouvons ρpAq ď }A}.

Lemme 12.23 ([176]).
Soit A PMpn,Kq avec K “ R ou C. Soit ε ą 0. Il existe une norme algébrique sur Mpn,Kq telle
que

NpAq ď ρpAq ` ε. (12.45)

Démonstration. Soit par le lemme 11.176 une matrice inversible U telle que T “ UAU´1 soit
triangulaire supérieure, avec les valeurs propres sur la diagonale. Notons que même si A PMpn,Rq,
les matrices U et T sont a priori complexes.

Soit s P R ainsi que les matrices

Ds “ diagp1, s´1, s´2, . . . , s1´nq (12.46)

et Ts “ DsTD
´1
s . Nous fixerons un choix de s plus tard.

La norme que nous considérons est :

NpBq “ }pDsUqBpDsUq´1}8 (12.47)

où }.}8 est la norme surMp, nKq subordonnée à la norme }.}8 sur Kn dont nous avons déjà parlé
dans l’exemple 12.11. Cela est bien une norme parce que
— Nous avons }B}8 “ 0 si et seulement si B “ 0, et vu que pDsUq est inversible nous avons
pDsUqBpDsUq´1 “ 0 si et seulement si B “ 0.

— NpλBq “ |λ|NpBq.
— Pour l’inégalité triangulaire :

NpB ` Cq “ }pDsUqBpDsUq´1 ` pDsUqCpDsUq´1}8 (12.48a)
ď }pDsUqBpDsUq´1}8 ` }pDsUqCpDsUq´1}8 (12.48b)
“ NpBq `NpCq. (12.48c)

6. Il y en a plein, par exemple celle du produit scalaire xx, yy “
ř
k xkȳk.
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En ce qui concerne la matrice A elle-même, nous avons

NpAq “ }pDsUqApDsUq´1}8 “ }Ts}8. (12.49)

C’est le moment de se demander comment se présente la matrice Ts. En tenant compte du fait que
pDsqik “ δiks

1´i nous avons

pTsqij “
ÿ

kl

pDsqikTklpD´1
s qlj “ Tijs

j´i. (12.50)

La matrice T est encore triangulaire supérieure avec les valeurs propres de A sur la diagonale. Les
éléments au-dessus de la diagonale sont tous multipliés par au moins s. Il est donc possible de
choisir s suffisamment petit pour avoir 7

nÿ

j“i`1
|pTsqij | ă ε (12.51)

Avec ce choix, la formule 12.24 donne

NpTsq ď max
i

ÿ

k

|pTsqik| ď ε` ρpAq. (12.52)

En effet le ε vient de la somme sur toute la ligne sauf la diagonale (c’est-à-dire la partie k ‰ i) et
du choix (12.51) pour s. Le ρpAq provient du dernier terme de la somme (le terme sur la diagonale)
qui est une valeur propre de A, donc majorable par ρpAq.

Nous devons encore prouver que N est une norme algébrique. Pour cela nous allons montrer
qu’elle est subordonnée à la norme

n : Kn Ñ R`

v ÞÑ }pUDsqv}8. (12.53)

Cela sera suffisant pour avoir une norme algébrique par le lemme 12.20. La norme n surKn produit
la norme suivante sur Mpn,Kq :

npBq “ sup
v‰0

npBq
npvq “ sup

v‰0

}pUDsqBv}8
}UDsv}8 . (12.54)

Vu que UDs est inversible nous pouvons effectuer le changement de variables v ÞÑ pUDsq´1v pour
écrire

npBq “ sup
v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}pUDsqpUDsq´1v}8 “ sup

v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}v}8 “ }pUDsqBpUDsq´1}8 “ NpBq.

(12.55)

Proposition 12.24.
Si A PMpn,Rq alors ρpAqm “ ρpAmq pour tout m P N.

Démonstration. La matrice A peut être vue dans Mpn,Cq et nous pouvons lui appliquer le corol-
laire 11.182 :

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (12.56)

À noter qu’il n’y a pas de magie : le spectre de la matrice réelle A est déjà défini en voyant A
comme matrice complexe. Le spectre dont il est question dans (12.56) est bien celui dont on parle
dans la définition du rayon spectral.

7. Il me semble qu’il manque un module dans [176].
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Nous avons ensuite :

ρpAkq “ maxt|λ| tel que λ P SpecpAkqu (12.57a)
“ maxt|λk| tel que λ P SpecpAqu (12.57b)
“ maxt|λ|k tel que λ P SpecpAqu (12.57c)
“ ρpAqk. (12.57d)

Proposition 12.25 (Bornée si et seulement si continue[177]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés. Une application linéaire E Ñ F est bornée si et
seulement si elle est continue.

Démonstration. Nous commençons par supposer que A est bornée. Par le lemme 12.20, pour tout
x, y P E, nous avons

}Apxq ´Apyq} “ }Apx´ yq} ď }A}}x´ y}. (12.58)

En particulier si xn EÝÑ x alors

0 ď }Apxnq ´Apxq} ď }A}}xn ´ x} Ñ 0 (12.59)

et A est continue en vertu de la caractérisation séquentielle de la continuité, proposition 7.74.
Nous supposons maintenant que }A} n’est pas borné : l’ensemble t}Apxq} tel que }x} “ 1u

contient des valeurs arbitrairement grandes. Alors pour tout k ě 1 il existe xk P Bp0, 1q tel que
}Apxkq} ą k. La suite xk{k tend vers zéro parce que }xk} “ 1, mais }Apxkq} ě 1 pour tout k. Cela
montre que A n’est pas continue.

Définition 12.26 ([178]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
— L’ensemble des applications linéaires E Ñ F est noté LpE,F q.
— Un morphisme est une application linéaire E Ñ F continue pour la topologie de la norme

opérateur. Nous avons vu dans la proposition 12.25 que la continuité était équivalente à être
bornée. L’ensemble des morphismes est noté LpE,F q.

— Un isomorphisme est un morphisme continu inversible dont l’inverse est continu. Nous
notons GLpE,F q l’ensemble des isomorphismes entre E et F .

Le point important de la définition 12.26 est la continuité. En dimension infine, la continuité
n’est par exemple pas équivalente à l’inversibilité (penser à ek ÞÑ kek).

12.2.4 Normes de matrices et d’applications linéaires

Théorème 12.27 (Norme matricielle et rayon spectral[179]).
La norme 2 d’une matrice est liée au rayon spectral de la façon suivante :

}A}2 “
a
ρpAtAq (12.60)

ou plus généralement par }A}2 “
a
ρpA˚Aq.

Lemme 12.28.
Soit une matrice A PMpn,Rq qui est symétrique, strictement définie positive. Soient λmin et λmax
les plus petites et plus grandes valeurs propres. Alors

}A}2 “ λmax et }A´1}2 “ 1
λmin

. (12.61a)
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Démonstration. Soient les vecteurs v1, . . . , vn formant une base orthonormée de vecteurs propres 8
de A. Nous notons vmax celui de λmax. Nous avons :

}A}2 ě }Avmax} “ |λmax|}vmax} “ |λmax| “ λmax. (12.62)

Voilà l’inégalité dans un sens. Montrons l’inégalité dans l’autre sens. Soit x “ ř
i xivi avec }x}2 “ 1.

Alors
}Ax} “ }

ÿ

i

xiλivi} ď
dÿ

i

x2
iλ

2
i ď λmax

dÿ

i

x2
i “ λmax. (12.63)

En ce qui concerne l’affirmation pour la norme de A´1, il suffit de remarquer que ses valeurs
propres sont les inverses des valeurs propres de A.

Proposition 12.29.
La fonction

f : Mpn,Rq ˆMpn,Rq Ñ R

pX,Y q ÞÑ TrpXtY q (12.64)

est un produit scalaire sur Mpn,Rq.

Démonstration. Il faut vérifier la définition 11.5.
— La bilinéarité est la linéarité de la trace.
— La symétrie de f est le fait que TrpAtq “ TrpAq.
— L’application f est définie positive parce que si X P M, alors XtX est symétrique définie

positive, donc diagonalisable avec des nombres positifs sur la diagonale. La trace étant un
invariant de similitude, nous avons fpX,Xq “ TrpXtXq ě 0. De plus si TrpXtXq “ 0, alors
XtX “ 0 (pour la même raison de diagonalisation). Mais alors }Xu} “ 0 pour tout u P E,
ce qui signifie que X “ 0.

Exemple 12.30
Soit m “ n, un point λ dans R et Tλ l’application linéaire définie par Tλpxq “ λx. La norme de
Tλ est alors

}Tλ}L “ sup
}x}Rmď1

}λx}Rn “ |λ|.

Notez que Tλ n’est rien d’autre que l’homothétie de rapport λ dans Rm. 4

Exemple 12.31
Considérons la rotation Tα d’angle α dans R2. Elle est donnée par l’équation matricielle

Tα

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
cosα sinα
´ sinα cosα

˙ˆ
x
y

˙
“

ˆ
cospαqx` sinpαqy
´ sinpαqx` cospαqy

˙
(12.65)

Étant donné que cela est une rotation, c’est une isométrie : }Tαx} “ }x}. En ce qui concerne la
norme de Tα nous avons

}Tα} “ sup
xPR2

}Tαpxq}
}x} “ sup

xPR2

}x}
}x} “ 1. (12.66)

Toutes les rotations dans le plan ont donc une norme 1. La même preuve tient pour toutes les
rotations en dimension quelconque. 4

Exemple 12.32
Soit m “ n, un point b dans Rm et Tb l’application linéaire définie par Tbpxq “ b·x (petit

8. Possible par le théorème spectral 11.189.
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exercice : vérifiez qu’il s’agit vraiment d’une application linéaire). La norme de Tb satisfait les
inégalités suivantes

}Tb}L “ sup
}x}Rmď1

}b·x}Rn ď sup
}x}Rmď1

}b}Rn}x·x}Rn ď }b}Rn ,

}Tb}L “ sup
}x}Rmď1

}b·x}Rn ě
››››b· b

}b}Rn
››››
Rn
“ }b}Rn ,

donc }Tb}L “ }b}Rn . 4

Proposition 12.33.
Une application linéaire de Rm dans Rn est continue.

Démonstration. Soit x un point dans Rm. Nous devons vérifier l’égalité

lim
hÑ0m

T px` hq “ T pxq. (12.67)

Cela revient à prouver que limhÑ0m T phq “ 0, parce que T px ` hq “ T pxq ` T phq. Nous pouvons
toujours majorer }T phq}n par }T }LpRm,Rnq}h}Rm (lemme 12.17). Quand h s’approche de 0m sa
norme }h}m tend vers 0, ce que nous permet de conclure parce que nous savons que de toutes
façons, }T }L est fini.

Note : dans un espace de dimension infinie, la linéarité ne suffit pas pour avoir la continuité :
il faut de plus être borné (ce que sont toutes les applications linéaires Rm Ñ Rn). Voir la propo-
sition 12.25.

12.2.5 Application linéaire continue et bornée

Nous avons vu dans la proposition 12.25 que pour une application linéaire, être bornée est
équivalent à être continue. Nous allons maintenant voir un certain nombre d’exemples illustrant
ce fait.

Exemple 12.34(Une application linéaire non continue)
Soit V l’espace vectoriel normé des suites finies de réels muni de la norme usuelle }c} “ař8

i“0 |ci|2
où la somme est finie. Nous nommons tekukPN la base usuelle de cet espace, et nous considérons
l’opérateur f : V Ñ V donnée par fpekq “ kek. C’est évidemment linéaire, mais ce n’est pas
continu en zéro. En effet la suite uk “ ek{k converge vers 0 alors que fpukq “ ek ne converge pas.

4

Cet exemple aurait pu également être donnée dans un espace de Hilbert, mais il aurait fallu
parler de domaine.

Exemple 12.35(Une autre application linéaire non continue[180])
En dimension infinie, une application linéaire n’est pas toujours continue. Soit E l’espace des
polynômes à coefficients réels sur r0, 1s muni de la norme uniforme. L’application de dérivation
ϕ : E Ñ E, ϕpP q “ P 1 n’est pas continue.

Pour la voir nous considérons la suite Pn “ 1
nX

n. D’une part nous avons Pn Ñ 0 dans E
parce que Pnpxq “ xn

n avec x P r0, 1s. Mais en même temps nous avons ϕpPnq “ Xn´1 et donc
}ϕpPnq} “ 1.

Nous n’avons donc pas limnÑ8 ϕpPnq “ ϕplimnÑ8 Pnq et l’application ϕ n’est pas continue en
0. Elle n’est donc continue nulle part par linéarité.

Nous avons utilisé le critère séquentiel de la continuité, voir la définition 7.72 et la proposi-
tion 7.74. 4
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Remarque 12.36.
Cette proposition permet de retrouver l’exemple 12.34 plus simplement. Si tekukPN est une base
d’un espace vectoriel normé formée de vecteurs de norme 1, alors l’opérateur linéaire donné par
upekq “ kek n’est pas borné et donc pas continu.

C’est également ce résultat qui montre que le produit scalaire est continu sur un espace de
Hilbert par exemple.

Exemple 12.37
Nous avons vu dans le lemme 12.18 que pour un x P E donné, l’application

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (12.68)

est continue. Vu que evx est linéaire, la proposition 12.25 nous indique que evx est bornée. Vérifions-
le directement. Le calcul n’est pas très compliqué :

}evx} “ sup
}f}“1

}evxpfq} “ sup
}f}“1

}fpxq} ď sup
}f}“1

}x}}f} “ }x} (12.69)

où nous avons utilisé le lemme 12.17 en passant. Donc la norme de evx est majorée par }x}.
Elle est même égale à }x}. En effet, pour chaque f P LpE,F q tel que }f} “ 1, nous avons

}evx} ě }evxpfq} “ }fpxq}. (12.70)

En prenant f “ Id nous trouvons }evx} ě }x}. 4

Définition 12.38.
Soit un espace vectoriel E sur le corps K. Son dual topologique, noté E1, est l’ensemble des
formes linéaires continues de E vers K.

Lemme 12.39.
Soit F un espace de Banach et deux suites Ak Ñ A et Bk Ñ B dans LpF, F q. Alors Ak˝Bk Ñ A˝B
dans LpF, F q, c’est-à-dire

lim
nÑ8pAkBkq “

´
lim
nÑ8Ak

¯´
lim
nÑ8Bk

¯
. (12.71)

Démonstration. Il suffit d’écrire

}AkBk ´AB} ď }AkBk ´AkB} ` }AkB ´AB}. (12.72)

Le premier terme tend vers zéro pour k Ñ8 parce que

}AkBk ´AkB} “ }AkpBk ´Bq} (12.73a)
ď }Ak}}Bk ´B} Ñ }A}· 0 (12.73b)
“ 0 (12.73c)

où nous avons utilisé la propriété fondamentale de la norme opérateur : la proposition 12.25. Le
second terme tend également vers zéro pour la même raison.

Proposition 12.40 (Distributivité de la somme infinie).
Soient E un espace normé, une suite pukq dans GLpEq ainsi que a P GLpEq. Pourvu que la sérieř8
n“0 uk converge nous avons ˜ 8ÿ

k“0
uk

¸
a “

8ÿ

k“0
pukaq. (12.74)
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Démonstration. Par définition de la somme infinie,

♠ “
˜ 8ÿ

k“0
uk

¸
a “

˜
lim
nÑ8

nÿ

k“0
uk

¸
a. (12.75)

Le lemme 12.39 appliqué à n ÞÑ řn
k“0 uk et à la suite constante a nous donne

♠ “ lim
nÑ8

˜ÿ

k“0
uka

¸
, (12.76)

ce que nous voulions par distributivité de la somme finie : dans (12.76), le a est dans ou hors de
la somme, au choix. L’important est qu’il soit dans la limite.

12.3 Produit fini d’espaces vectoriels normés
Dans cette sections nous parlons de produits finis d’espaces. Cela ne signifie pas que chacun

des espaces soient séparément de dimension finie.

12.3.1 Norme

La définition de la norme sur un produit d’espaces vectoriels normés découle immédiatement
de la définition de la distance 9.65 :

Lemme-définition 12.41.
Soient V et W deux espaces vectoriels normés.
(1) L’ensemble

V ˆW “ tpv, wq | v P V, w PW u (12.77)

est un espace vectoriel.
(2) L’opération

}pv, wq}VˆW “ maxt}v}V , }w}W u. (12.78)

est une norme sur V ˆ V .
L’espace vectoriel V ˆW muni de cette norme est l’espace produit de V et W .

Démonstration. Il est presque immédiat de vérifier que le produit cartésien V ˆW est un espace
vectoriel pour les opération de somme et multiplication par les scalaires définies composante par
composante. C’est-à-dire, si pv1, w1q, pv2, w2q sont dans V ˆW et a, b sont des scalaires, alors

apv1, w1q ` bpv2, w2q “ pav1, aw1q ` pbv2, bw2q “ pav1 ` bv2, aw1 ` bw2q. (12.79)

On doit vérifier les trois conditions de la définition 7.106.
— Soit pv, wq dans V ˆW tel que }pv, wq}VˆW “ maxt}v}V , }w}W u “ 0. Alors }v}V “ 0 et
}w}W “ 0, donc v “ 0V et w “ 0W . Cela implique pv, wq “ p0v, 0wq “ 0VˆW .

— Pour tout a dans R et pv, wq dans V ˆW , la norme }apv, wq}VˆW se calcule de la façon
suivante :

}apv, wq}VˆW “ maxt}av}V , }aw}W u “ |a|maxt}v}V , }w}W u “ |a|}pv, wq}VˆW . (12.80)

— Soient pv1, w1q et pv2, w2q dans V ˆW .

}pv1, w1q ` pv2, w2q}VˆW “ maxt}v1 ` v2}V , }w1 ` w2}W u
ď maxt}v1}V ` }v2}V , }w1}W ` }w2}W u
ď maxt}v1}V , }w1}W u `maxt}v2}V , }w2}W u
“ }pv1, w1q}VˆW ` }pv2, w2q}VˆW .

(12.81)
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Toutes ces définitions se généralisent à un produit fini d’espaces vectoriels normés. Si les espaces
Vi sont des espaces vectoriels normés, nous pouvons mettre sur le produit une topologie et une
norme :
— La topologie produit donnée en 7.9
— La norme maximum }v1, . . . , vn}max “ maxt}v1}, . . . , }vn}u. Dans le membre de droites,

toutes les normes sont différentes.
Une question qui vient est la compatibilité entre ces deux constructions. Est-ce que la topologie
associée à la norme maximum est le topologie produit ? Oui.

Lemme 12.42 ([181]).
La topologie de la norme maximum est la topologie produit 9.

En particulier, pour la topologie de la norme maximum, la convergence d’une suite implique la
convergence « composante par composante » par la proposition 7.34.

Proposition 12.43 ([182]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une forme sesquilinéaire φ : V ˆW Ñ C. Il
y a équivalence des faits suivants.
(1) φ est continue.
(2) φ est continue en p0, 0q
(3) φ est bornée
(4) Il existe C ě 0 telle que |φpx, yq| ď C}x}}y} pour tout px, yq P V ˆW .

De plus la norme de φ est alors donnée par

}φ} “ mintC ě 0 tel que |φpx, yq| ď C}x}}y}@px, yq P V ˆW u. (12.82)

On remarque tout de suite que la norme }.}8 sur R2 est la norme de l’espace produit RˆR.
En outre cette définition nous permet de trouver plusieurs nouvelles normes dans les espaces Rp.
Par exemple, si nous écrivons R4 comme R2 ˆR2 on peut munir R4 de la norme produit

}px1, x2, x3, x4q}8,2 “ maxt}px1, x2q}8, }px3, x4q}2u.
Les applications de projection de l’espace produit V ˆW vers les espaces «facteurs», V W sont
notées projV et projW et sont définies par

projV : V ˆW Ñ V

pv, wq ÞÑ v
(12.83)

et
projW : V ˆW ÑW

pv, wq ÞÑ w.
(12.84)

Les inégalités suivantes sont évidentes

} projV pv, wq}V ď }pv, wq}VˆW
} projW pv, wq}W ď }pv, wq}VˆW . (12.85)

La topologie de l’espace produit est induite par les topologies des espaces «facteurs». La construc-
tion est faite en deux passages : d’abord nous disons que une partie AˆB de V ˆW est ouverte si
A et B sont des parties ouvertes de V et de W respectivement. Ensuite nous définissons que une
partie quelconque de V ˆW est ouverte si elle est une intersection finie ou une réunion de parties
ouvertes de V ˆW de la forme AˆB.

Ce choix de topologie donne deux propriétés utiles de l’espace produit
9. Définition 7.9.
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(1) Les projections sont des applications ouvertes. Cela veut dire que l’image par projV
(respectivement projW ) de toute partie ouverte de V ˆ W est une partie ouverte de V
(respectivement W ).

(2) Pour toute partir A de V et B de W , nous avons IntpAˆBq “ IntAˆ IntB.
Une propriété moins facile a prouver est que pour toute partie A de V et B de W nous avons
AˆB “ Āˆ B̄. Voir le lemme 12.46.

Ce que nous avons dit jusqu’ici est valable pour tout produit d’un nombre fini d’espaces vec-
toriels normés. En particulier, pour tout m ą 0 l’espace Rm peut être considéré comme le produit
de m copies de R.

Exemple 12.44
Si V et W sont deux espaces vectoriels, nous pouvons considérer le produit E “ V ˆ W . Les
projections projV et projW , définies dans la section 12.3, sont des applications linéaires.

En effet, la projection projV : V ˆW Ñ V est donnée par projV pv, wq “ v. Alors,

projV
`pv, wq ` pv1, w1q˘ “ projV

`pv ` v1q, pw ` w1q˘

“ v ` v1
“ projV pv, wq ` projV pv1, w1q,

(12.86)

et
projV

`
λpv, wq˘ “ projV

`pλv, λwq˘ “ λv “ λ projV pv, wq. (12.87)

Nous laissons en exercice le soin d’adapter ces calculs pour montrer que projW est également une
projection. 4

Proposition 12.45.
Si O est un voisinage de pa, bq dans V ˆW alors O contient un ouvert de la forme Bpa, rqˆBpb, rq.
Démonstration. Vu que O est un voisinage, il contient un ouvert et donc une boule

B
`pa, bq, r˘ “ tpv, wq P V ˆW tel que maxt}v ´ a}, }w ´ b}u ă ru. (12.88)

Évidemment l’ensemble Bpa, rq ˆBpb, rq est dedans.

12.3.2 Suites

Nous allons maintenant parler de suites dans V ˆ W . Nous noterons pvn, wnq la suite dans
V ˆW dont l’élément numéro n est le couple pvn, wnq avec vn P V et wn P W . La notions de
convergence de suite découle de la définition de la norme via la définition usuelle 8.12. Il se fait
que dans le cas des produits d’espaces, la convergence d’une suite est équivalente à la convergence
des composantes. Plus précisément, nous avons le lemme suivant.

Lemme 12.46.
La suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW si et seulement les suites pvnq et pwnq convergent
séparément vers v et w respectivement dans V et W .

Démonstration. Pour le sens direct, nous devons étudier le comportement de la norme de pvn, wnq´
pv, wq lorsque n devient grand. En vertu de la définition de la norme dans V ˆW nous avons

›››pvn, wnq ´ pv, wq
›››
VˆW

“ max
 }vn ´ v}V , }wn ´ w}W

(
. (12.89)

Soit ε ą 0. Par définition de la convergence de la suite pvn, wnq, il existe un N P N tel que n ą N
implique

max
 }vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (12.90)



576 CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

et donc en particulier les deux inéquations

}vn ´ v} ă ε (12.91a)
}wn ´ w} ă ε. (12.91b)

De la première, il ressort que pvnq Ñ v, et de la seconde que pwnq Ñ w.
Pour le sens inverse, nous avons pour tout ε un N1 tel que }vn ´ v}V ď ε pour tout n ą N1 et

un N2 tel que }wn ´w}W ď ε pour tout n ą N2. Si nous posons N “ maxtN1, N2u nous avons les
deux inégalités simultanément, et donc

max
 }vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (12.92)

ce qui signifie que la suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW .

Proposition 12.47 ([1]).
Soit un espace E muni d’un produit scalaire à valeurs dans K (si K “ C nous supposons le produit
hermitien, mais ce n’est pas très important ici). Alors l’application

a : E ˆ E Ñ K

px, yq ÞÑ xx, yy (12.93)

est continue.

Démonstration. Nous ne disons pas que l’espace V ˆ V est muni d’un produit scalaire. Mais
en tout cas c’est un espace métrique, et K l’est aussi. Donc a est une application entre deux
espaces métriques et elle sera continue si et seulement si elle est séquentiellement continue (propo-
sition 7.749.10).

Soit donc une suite convergente dans E ˆ E, c’est-à-dire pxk, ykq EˆEÝÑ px, yq. Nous devons
démontrer que xxk, yky RÝÑ xx, yy. Les majorations usuelles donnent

ˇ̌xxk, yky ´ xx, yy
ˇ̌ ď ˇ̌xxk, yky ´ xx, yky

ˇ̌` ˇ̌xx, yky ´ xx, yy
ˇ̌

(12.94a)
“ ˇ̌xxk ´ x, yky

ˇ̌` ˇ̌xx, yk ´ yy
ˇ̌
. (12.94b)

Nous savons du lemme 12.46 que les suites pxkq et pykq sont séparément convergentes : xk EÝÑ x

et yk EÝÑ y. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.9 nous trouvons
ˇ̌xxk ´ x, yky

ˇ̌ ď }xk ´ x}}yk}. (12.95)

Nous avons }xk ´ x} Ñ 0 et }yk} Ñ }y}, et par la règle du produit de limites dans R nous avons
que

ˇ̌xxk ´ x, yky
ˇ̌Ñ 0.

Remarque 12.48.
Il faut remarquer que la norme (12.78) est une norme par défaut. C’est la norme qu’on met quand
on ne sait pas quoi mettre. Or il y a au moins un cas d’espace produit dans lequel on sait très bien
quelle norme prendre : les espaces Rm. La norme qu’on met sur R2 est

}px, yq} “
a
x2 ` y2, (12.96)

et non la norme « par défaut » de R2 “ RˆR qui serait

}px, yq} “ maxt|x|, |y|u. (12.97)

Les théorèmes que nous avons donc démontré à propos de V ˆW ne sont donc pas immédiatement
applicables au cas de R2.

Cette remarque est valables pour tous les espaces Rm. À moins de mention contraire explicite,
nous ne considérons jamais la norme par défaut (12.78) sur un espace Rm.
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Étant donné la remarque 12.48, nous ne savons pas comment calculer par exemple la fermeture
du produit d’intervalle s0, 1, rˆr4, 5r. Il se fait que, dans Rm, les fermetures de produits sont quand
même les produits de fermetures.

Proposition 12.49.
Soit A Ă Rm et B Ă Rm. Alors dans Rm`n nous avons AˆB “ Āˆ B̄.

La démonstration risque d’être longue ; nous ne la faisons pas ici.

12.3.3 Continuité du produit de matrices

Nous avons introduit des normes sur Mpn,Kq, entre autres la norme opérateur de la défi-
nition 12.10. Qui dit norme dit topologie. Il advient alors la question évidente : est-ce que des
opérations aussi élémentaires que le produit de matrices sont continues pour ces topologies ?

Une façon simple de répondre à cela est d’introduire sur Mpn,Kq une nouvelle norme très
simple : celle de Kn. C’est la topologie par composante. Pour cette topologie, il est simple de
voir que le produit matriciel est continu parce que les éléments de AB sont des polynômes en les
éléments de A B. Ensuite il suffit d’invoquer l’équivalence de toutes les normes (théorème 12.6).

Voyons comment montrer cela de façon plus directe (bien que le raisonnement précédent soit
une démonstration qui devrait déjà avoir convaincu les plus sceptiques). La preuve suivante va
donc s’amuser à bien préciser les topologies et caractérisations utilisées.

Lemme 12.50.
Si }.} est une norme algébrique sur Mpn,Kq (K est R ou C) alors l’application

p : Mpn,Kq ˆMpn,Kq ÑMpn,Kq
pA,Bq ÞÑ AB

(12.98)

est continue.

Démonstration. L’espace Mpn,Kq ˆMpn,Kq est métrique (définition 12.41), donc la caractérisa-
tion séquentielle de la continuité (proposition 9.14) s’applique. Nous considérons donc une suite
pAk, Bkq dans Mpn,Kq ˆMpn,Kq convergente vers AB.

Nous savons que la topologie sur Mpn,Kq ˆMpn,Kq est la topologie produit (lemme 12.42)
et que celle-ci donne la convergence composante par composante dès que nous avons convergence
d’une suite ; c’est la proposition 7.34. Nous avons donc Ak

Mpn,KqÝÑ A et Bk
Mpn,KqÝÑ B.

Voilà pour le contexte. Maintenant, la preuve de la continuité. Nous effectuons les majorations
suivantes :

}ppAk, BKq ´AB} ď }ppAk, Bkq ´ ppAk, Bq} ` }ppAk, Bq ´AB} (12.99a)
“ }AKbk ´AkB} ` }AkB ´AB} (12.99b)
“ }AkpBk ´Bq} ` }pAk ´AqB} (12.99c)
ď }Ak}loomoon

Ñ}A}
}Bk ´B}loooomoooon

Ñ0

`}Ak ´A}loooomoooon
Ñ0

}B}. (12.99d)

12.4 Applications multilinéaires

Définition 12.51 (Application multilinéaire).
Une application T : Rm1 ˆ . . . ˆ Rmk Ñ Rp est dite k-linéaire si pour tout X “ px1, . . . , xkq
dans Rm1 ˆ . . . ˆRmk les applications xi ÞÑ T px1, . . . , xi, . . . , xkq sont linéaires pour tout i dans
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t1, . . . , ku, c’est-à-dire
T p· , x2, . . . , xi, . . . , xkq P LpRm1 ,Rpq,
T px1, · , . . . , xi, . . . , xkq P LpRm2 ,Rpq,

...
T px1, . . . , xi, . . . , xk´1, · q P LpRmk ,Rpq.

(12.100)

En particulier lorsque k “ 2, nous parlons d’applications bilinéaires. Vous pouvez deviner ce que
sont les applications trilinéaire ou quadrilinéaire.

L’ensemble des applications k-linéaires de Rm1 ˆ . . . ˆRmk dans Rp est noté LpRm1 ˆ . . . ˆ
Rmk ,Rpq ou LpRm1 , . . . ,Rmk ;Rpq.
Exemple 12.52
Soit A une matrice avec m lignes et n colonnes. L’application bilinéaire de Rm ˆ Rn dans R
associée à A est définie par

TApx, yq “ xTAy “
ÿ

i,j

ai,jxiyj , @x P Rm, y P Rn.

4

Nous énonçons la proposition suivante dans le cas d’espaces vectoriels normés 10 parce que nous
allons l’utiliser dans ce cas, mais le cas particulier Ei “ Rmi et F “ Rp est important.

Proposition 12.53.
Soient des espaces vectoriels normés Ei et F . Une application n-linéaire

T : E1 ˆ . . .ˆ En Ñ F (12.101)

est est continue si et seulement s’il existe un réel L ě 0 tel que

}T px1, . . . , xnq}F ď L}x1}F1 ¨ ¨ ¨ }xn}Fn , @xi P Ei. (12.102)

Démonstration. Pour simplifier l’exposition nous nous limitons au cas n “ 2 et nous notons
T px, yq “ x ˚ y

Supposons que l’inégalité (12.102) soit satisfaite.

}x ˚ y ´ x0 ˚ y0} “ }px´ x0q ˚ y ´ x0 ˚ py ´ y0q}
ď }px´ x0q ˚ y} ` }x0 ˚ py ´ y0q}
ď L}x´ x0}}y} ` L}x0}}y ´ y0}.

(12.103)

Si xÑ x0 et y Ñ y0 on voit que T est continue en passant à la limite aux deux côtés de l’inégalité
(12.103).

Soit T continue en p0, 0q. Évidemment 11 0 ˚ 0 “ 0, donc il existe δ ą 0 tel que si x P BE1p0, δq
et y P BE2p0, δq alors }x ˚ y} ď 1. En particulier si px, yq P BE1ˆE2p0, δq nous sommes dans ce cas.
Soient maintenant x P E1zt0u et y P E2zt0u

x ˚ y “
ˆ}x}

δ

δx

}x}
˙
˚
ˆ}y}
δ

δy

}y}
˙
“ }x}}y}

δ2

ˆ
δx

}x}
˙
˚
ˆ
δy

}y}
˙
. (12.104)

On remarque que δx{}x}m est dans la boule de rayon δ centrée en 0m et que δy{}y}n est dans la
boule de rayon δ centrée en 0n. On conclut

x ˚ y ď }x}m}y}n
δ2 .

Il faut prendre L “ 1{δ2.

10. Sans hypothèses sur la dimension.
11. Dans la formule suivante, les trois zéros sont les zéros de trois espaces différents.
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La norme de T est alors définie comme la plus petite constante L qui fait fonctionner la
proposition 12.53.

Définition 12.54.
La norme sur l’espace LpE1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En, F q des applications k-linéaires et continues est

}T }E1ˆ...ˆEn “ supt}T pu1, . . . , ukq}F | }ui}Ei ď 1, i “ 1, . . . , ku. (12.105)

Nous avons donc automatiquement

}T pu, vq} ď }T }}u}}v}. (12.106)

Et nous notons que cette norme est uniquement définie pour les applications linéaires continues.
Ce n’est pas très grave parce qu’alors nous définissons }T } “ 8 si T n’est pas continue. Cela pour
retrouver le principe selon lequel on est continue si et seulement si on est borné.

Proposition 12.55.
On définit les fonctions

ωg : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRm,LpRn,Rpqq,
ωd : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRn,LpRm,Rpqq, (12.107)

par
ωgpT qpxq “ T px, · q, @x P Rm,

et
ωdpT qpyq “ T p· , yq, @y P Rn.

Les fonctions ωg et ωd sont des isomorphismes qui préservent les normes.

12.5 Séries
Pour une définition plus générale de somme indexée par un ensemble infine, voir la définition

12.100.

Définition 12.56.
Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé pV, }.}q. La suite des sommes partielles
associée est la suite pskq définie par

sk “
kÿ

i“0
ai (12.108)

La série associée est la limite des sommes partielles
8ÿ

n“0
ak “ lim

kÑ8

nÿ

k“0
ak (12.109)

si elle existe.
Si une telle limite existe nous disons que

ř8
k“0 ak converge dans V . Si la limite de la suite

des sommes partielles n’existe pas nous disons que la série diverge.

Remarque 12.57.
Si la limite de la suite des sommes partielles n’existe pas dans V , alors elle peut parfois exister dans
des extensions de V . Par exemple une série de rationnels convergeant vers

?
2 dans R ne converge

pas dans Q. Autre exemple : avec une bonne topologie sur R̄, une série peut ne pas converger dans
R mais converger vers ˘8 dans R̄.

Dans le cas des espaces de fonctions, nous avons une norme importante : la norme uniforme
définie par }f}8 “ suptfpxqu où le supremum est pris sur l’ensemble de définition de f .
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Lemme 12.58.
Soit une suite pakq dans un espace métrique complet 12 dont la série converge.
(1) Pour tout N nous avons

8ÿ

k“0
ak “

Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (12.110)

(2) La suite des queues de série converge vers 0, c’est à dire que

lim
NÑ8

8ÿ

k“N
ak “ 0. (12.111)

Démonstration. Voici un petit calcul :

lim
nÑ8

nÿ

k“0
ak “ lim

nÑ8
` Nÿ

k“0
ak `

nÿ

k“N`1
ak
˘

(12.112a)

“ lim
nÑ8

Nÿ

k“0
ak ` lim

nÑ8

nÿ

k“N`1
ak (12.112b)

“
Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (12.112c)

Justifications :
— Pour (12.112a). Pour chaque n, la somme est finie et nous pouvons la décomposer. Si vous

voulez vraiment couper les cheveux en quatre, vous devez fixer un ε, et un n de telle sorte à
avoir n ą N , parce que N est fixé dans l’énoncé du lemme.

— Pour (12.112b). Nous sommes dans un cas limnÑ8pun ` vnq où punq est constante et où
pun ` vnq converge. Nous pouvons donc permuter limite et somme 13.

Voila que (1) est prouvé.
Nous écrivons sn “ řn

k“0 ak ; l’hypothèse est que la suite psnq est une suite convergente dans
un espace métrique. Elle est donc de Cauchy par la proposition 9.27.

Soit ε ą 0. Il existe N P N tel que pour tout p, q ą N , nous ayons }sp ´ sq} ď ε. Soit p ą N .
Pour tout n ě 0 nous avons

ε ą }sp`n ´ sp`1} “ }
p`nÿ

k“p
ak}. (12.113)

En prenant la limite nÑ8 nous avons

}
8ÿ

k“p
ak} ď ε. (12.114)

Nous avons donc démontré qu’il existe N tel que si p ą N , alors }ř8
k“p ak} ď ε. Cela signifie

exactement que limnÑ8
ř8
k“n ak “ 0.

12.5.1 Les trois types de convergence

Trois notions de convergence à ne pas confondre :
(1) La convergence absolue,
(2) la convergence normale. C’est la même que la convergence absolue, mais dans le cas particulier

d’un espace de fonctions muni de la norme uniforme.
(3) la convergence uniforme.

12. Définition 9.22.
13. Pour rappel, le lemme 8.13 demande la convergence des deux suites pour fonctionner.
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Voici les définitions.

Définition 12.59 (Convergence absolue).
Nous disons que la série

ř8
n“0 an dans l’espace vectoriel normé V converge absolument si la

série
ř8
n“0 }an} converge dans R.

Définition 12.60 (Convergence normale).
Une série de fonctions

ř
nPN un converge normalement si la série de nombres

ř
n }un}8 converge.

C’est-à-dire si la série converge absolument pour la norme }f}8.
Définition 12.61 (Convergence uniforme).
La somme

ř
n fn converge uniformément vers la fonction F si la suite des sommes partielles

converge uniformément, c’est-à-dire si

lim
NÑ8 }

Nÿ

n“1
fn ´ F }8 “ 0. (12.115)

Proposition 12.62.
Une série convergeant absolument dans un espace de Banach 14 y converge au sens usuel.

Démonstration. Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé complet dont la série converge
absolument. Nous allons montrer que la suite des sommes partielles est de Cauchy. Cela suffira à
montrer sa convergence par hypothèse de complétude.

Nous avons
}sp ´ sl} “ }

pÿ

k“l`1
ak} ď

pÿ

k“l`1
}ak} “ s̄p ´ s̄l (12.116)

où s̄n “ řn
k“0 }ak} est la suite des sommes partielles de la série des normes (qui converge). Vu que

la suite ps̄nq converge dans R, elle y est de Cauchy par la proposition 1.79. Donc il existe un N tel
que p, l ą N implique

}sp ´ sl} “ s̄p ´ s̄l ď ε. (12.117)
Cela signifie que psnq est une suite de Cauchy et donc convergente.

Exemple 12.63(Si l’espace n’est pas complet[1])
Dans un espace pas complet, il est possible de construire un série qui converge absolument sans
converger au sens usuel.

Nous allons trouver dans Q une série qui converge simplement vers
?

2 (et donc ne converge
pas dans Q) mais absolument vers 4.

La base est que si A,B P Q avec A ă B il est possible de résoudre
"
r1 ` r2 “ A (12.118a)
|r1| ` |r2| “ B (12.118b)

pour r1, r2 P Q. Ce n’est pas très compliqué : la solution est r1 “ pA`Bq{2 et r2 “ pA´Bq{2.
Nous considérons l’espace Q qui n’est pas complet dans R. Soit une série pakq dans Q qui

converge vers
?

2 (convergence dans R) nous nommons pskq la suite des ses sommes partielles. Soit
aussi la suite pbkq qui converge vers 4 (zéro serait encore plus facile mais bon, juste pour faire un
peu de généralité).

Nous supposons que ak ă bk pour tout k et que les deux suites sont constituées de rationnels
positifs. Nous nommons pskq et ps1kq les sommes partielles. En particulier sn ă s1n et ce sont des
suites croissantes.

Nous savons comment trouver r1, r2 P Q tels que r1`r2 “ s1 et |r1|`|r2| “ s11. Par récurrence,
si nous savons r1, . . . , rk tels que

"
r1 ` . . .` rk “ sn (12.119a)
|r1| ` . . .` |rk| “ s1n (12.119b)

14. Un espace vectoriel normé complet. Typiquement R.
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(avec, soit dit en passant k “ 2n), alors nous pouvons trouver des rationnels rk`1, rk`2 tels que
"
r1 ` . . .` rk ` rk`1 ` rk`2 “ sn`1 (12.120a)
|r1| ` . . .` |rk| ` |rk`1| ` |rk`2| “ s1n`1, (12.120b)

en effet il s’agit de résoudre
"
rk`1 ` rk`2 “ sn`1 ´ r1 ´ . . .´ rk “ sn`1 ´ sn ą 0 (12.121a)
|rk`1| ` |rk`2| “ s1n`1 ´ |r1| ´ . . .´ |rk| “ s1n`1 ´ s1n ą 0. (12.121b)

Cela se résout comme plus haut. Au final nous pouvons construire une suite prkq dans Q telle que

2nÿ

k“0
rk “ sn (12.122)

et
2nÿ

k“0
|rk| “ s1n. (12.123)

4

Remarque 12.64.
Nous savons que sur les espaces vectoriels de dimension finie toutes les normes sont équivalentes
(théorème 12.3). La notion de convergence de série ne dépend alors pas du choix de la norme.
Il n’en est pas de même sur les espaces de dimension infinie. Une série peut converger pour une
norme mais pas pour une autre.

Lorsque nous verrons la convergence de séries, nous verrons que la convergence normale est la
convergence absolue pour la norme uniforme.

Lemme 12.65.
Si E et F sont des espaces de Banach 15, l’espace LpE,F q est également de Banach.

Démonstration. Soit punq une suite de Cauchy dans LpE,F q ; si x P E il existe N tel que si
l,m ą N alors }ul ´ um} ă ε, c’est-à-dire que pour tout }x} “ 1 on a }ulpxq ´ unpxq} ă ε. Cela
signifie que unpxq est une suite de Cauchy dans l’espace complet F . Cette suite converge et nous
pouvons définir l’application u : E Ñ F par

upxq “ lim
nÑ8unpxq. (12.124)

Il suffit maintenant de prouver que u est linéaire, ce qui est une conséquence directe de la linéarité
de la limite :

upαx` βyq “ lim
nÑ8

`
αunpxq ` βunpyq

˘
. (12.125)

Proposition 12.66.
Si une série converge dans un espace complet, la norme de son terme général converge vers 0.

Démonstration. Soit une suite panq dont la série converge vers s. Soit ε ą 0. La suite des sommes
partielles psnq est de Cauchy et converge vers s : sn Ñ s. En particulier il existe un N tel que si
n ą N , nous avons }sn ´ sn´1} ă ε. Pour de telles valeurs de n nous avons :

}an} “ }sn ´ sn´1} ď ε. (12.126)

Cela prouve que an Ñ 0.

15. Je crois qu’il ne faut pas que E soit complet.
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Dans le même ordre d’idée nous avons la convergence des queues de suites.

Lemme 12.67.
Si

ř8
k“0 ak est finie, alors

lim
nÑ8

8ÿ

k“n
ak “ 0. (12.127)

Proposition 12.68.
Si la série converge alors la somme est associative :

ř
kpak ` bkq “

ř
k ak `

ř
k bk.

Démonstration. Associativité. Supposons que
ř
k ak et

ř
k bk convergent tous deux. Alors nous

avons pour tout N :
Nÿ

k“0
pak ` bkq “

Nÿ

k“0
ak `

Nÿ

k“0
bk. (12.128)

Mais si deux limites existent alors la somme commute avec la limite. C’est le cas pour la limite
N Ñ8, donc

lim
NÑ8

8ÿ

k“1
pak ` bkq “ lim

NÑ8

8ÿ

k“0
ak ` lim

NÑ8

8ÿ

k“0
bk. (12.129)

12.6 Série réelle
La notion de série formalise le concept de somme infinie. L’absence de certaines propriétés de

ces objets (problèmes de commutativité et même d’associativité) incite à la prudence et montre à
quel point une définition précise est importante.

12.6.1 Critères de convergence absolue

Étant donné le terme général d’une série, il est souvent –dans les cas qui nous intéressent–
difficile de déterminer la somme de la série. L’exemple de la série géométrique est particulier 16,
puisqu’on connaît une formule pour chaque somme partielle, mais pour l’exemple des séries de
Riemann il n’y a aucune formule simple pour un α général. D’où l’intérêt d’avoir des critères de
convergence ne nécessitant aucune connaissance de l’éventuelle limite de la série.

Lemme 12.69 (Critère de comparaison).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs vérifiant

0 ď ai ď bi

alors
(1) si

ř
i ai diverge, alors

ř
j bj diverge,

(2) si
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument).

Proposition 12.70 (Critère d’équivalence[173]).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs. Supposons l’existence de la limite (éventuelle-

ment infinie) suivante
lim
iÑ8

ai
bi
“ α (12.130)

avec α P RY t`8u. Alors
(1) si α ‰ 0 et α ‰ 8, alors

ÿ

i

ai converge ðñ
ÿ

j

bj converge, (12.131)

16. Voir l’exemple 12.75.
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(2) si α “ 0 et
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument),

(3) si α “ `8 et
ř
j bj diverge, alors

ř
i ai diverge.

Démonstration. (1) Le fait que la suite an{bn converge vers α signifie que tant sa limite supérieure
que sa limite inférieure convergent vers α. En particulier la suite an

bn
est bornée vers le haut

et vers le bas. À partir d’un certain rang N , il existe M tel que
an
bn
ăM (12.132)

et il existe m tel que
an
bn
ą m. (12.133)

Nous avons donc an ă Mbn et an ą mbn. La série de panq converge donc si et seulement si
la série de pbnq converge.

(2) Si α “ 0, cela signifie que pour tout ε, il existe un rang tel que an
bn
ă ε, et donc tel que

an ă εbk. La suite de paiq converge donc dès que la suite de pbiq converge.
(3) Pour tout M , il existe un rang dans la suite à partir duquel on a ai

bi
ąM , et donc ak ąMbk.

Si la série de pbkq diverge, la série de pakq doit également diverger.

Proposition 12.71 (Critère du quotient[183]).
Soit

ř
i ai une série. Supposons l’existence de la limite (éventuellement infinie) suivante

lim
iÑ8

ˇ̌
ˇ̌ai`1
ai

ˇ̌
ˇ̌ “ L (12.134)

avec L P RY t`8u. Alors
(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue : il existe des exemples de convergence et des exemples de divergence.

Démonstration. (1) Soit b tel que L ă b ă 1. À partir d’un certain rang K, on a
ˇ̌
ˇai`1
ai

ˇ̌
ˇ ă b. En

particulier,
|aK`1| ă b|aK |, (12.135)

et pour aK`2 nous avons
|aK`2| ă b|aK`1| ă b2|aK |. (12.136)

Au final,
|aK`n| ă bn|aK |. (12.137)

Étant donné que la série
ř
něK bn converge (parce que b ă 1), la queue de suite

ř
iěK ai

converge, et par conséquent la suite au complet converge.
(2) Si L ą 1, on a

|aK | ă |aK`1| ă |aK`2| ă . . . (12.138)
Il est donc impossible que la suite paiq converge vers zéro. La série ne peut donc pas converger.

(3) Par exemple la suite harmonique an “ 1
n vérifie L “ 1, mais la série ne converge pas. Par

contre, la suite an “ 1
n2 vérifie aussi le critère avec L “ 1 tandis que la série

ř
n

1
n2 converge.

Proposition 12.72 (Critère de la racine[173]).
Soit

ř
i ai une série, et considérons

lim sup
iÑ8

i
a|ai| “ L

avec L P RY t`8u. Alors
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(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue.

Démonstration. (1) Si L ă 1, il existe un r P s0, 1r tel que |an|1{n ă r pour les grands n. Dans
ce cas, |an| ă rn, et la série converge absolument parce que la série

ř
n r

n converge du fait
que r ă 1.

(2) Si L ą 1, il existe un r ą 1 tel que |an|1{n ą r ą 1. Cela fait que |an| prend des valeurs plus
grandes que n pour une infinité de termes. Le terme général an ne peut donc pas être une
suite convergente. Par conséquent la suite diverge au sens où elle ne converge pas.

12.6.2 Critères de convergence simple

Les critères de comparaison, d’équivalence, du quotient et de la racine sont des critères de
convergence absolue. Pour conclure à une convergence simple qui n’est pas une convergence absolue,
le critère d’Abel sera notre outil principal.

12.6.2.1 Critère d’Abel

Proposition 12.73 (Critère d’Abel).
Soit la série

ř
i cizi avec

(1) pciq est une suite réelle décroissante qui tend vers zéro,
(2) pziq est une suite dans C dont la suite des sommes partielles est bornée dans C, c’est-à-dire

qu’il existe un M ą 0 tel que pour tout n,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“1
zi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ďM. (12.139)

Alors la série
ř
i cizi est convergente.

Remarquons que ce critère ne donne pas de convergence absolue.

12.6.3 Quelques séries usuelles

Exemple 12.74(Série harmonique)
La série harmonique est

8ÿ

i“k

1
k
“ `8. (12.140)

4

Exemple 12.75(Série géométrique)
La série géométrique de raison q P C est

8ÿ

i“0
qi. (12.141)

Étudions la somme partielle SN “ 1`q`q2`¨ ¨ ¨`qN . Nous avons évidemment SN´qSN “ 1´qN`1

et donc

SN “
Nÿ

n“0
qn “ 1´ qN`1

1´ q . (12.142)



586 CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

La limite limNÑ8 SN existe si et seulement si |q| ď 1 et dans ce cas nous avons
8ÿ

n“0
qn “ 1

1´ q . (12.143)

La convergence est absolue.
Si la somme commence en n “ 1 au lieu de n “ 0 alors

8ÿ

n“1
qn “ 1

1´ q ´ 1 “ q

1´ q . (12.144)

4

Un cas particulier de la formule (12.142) est le calcul de
řN
j“1 q

´j bien utile lorsque l’on joue
avec des nombres binaires (voir l’exemple 35.12). Nous avons

Nÿ

j“1
q´j “

Nÿ

j“0
q´j ´ 1 “ 1´ q´N

q ´ 1 . (12.145)

Exemple 12.76(Série de Riemann)
Pour α P R, la série de Riemann

8ÿ

i“1

1
iα

(12.146)

converge (absolument, puisque réelle et positive) si et seulement si α ą 1, et diverge sinon. 4

Exemple 12.77(Série exponentielle)
La série exponentielle est la série (pour t P R)

expptq “
8ÿ

k“0

tk

k! . (12.147)

Nous montrons qu’elle converge pour tout t P R. Si ak “ tk{k! alors ak`1
ak

“ t
k dont la limite k Ñ8

est zéro (quel que soit t). En vertu du critère du quotient 12.71 la série exponentielle converge
(absolument) pour tout t P R.

Pour tout savoir de l’exponentielle et de ses variations, voir le thème 56. 4

Exemple 12.78(Série arithmético-géométrique[184])
Une suite arithmético-géométrique est une suite vérifiant pour tout n la relation

un`1 “ aun ` b (12.148)

avec a et b non nuls. Si elle possède une limite, cette dernière doit résoudre l “ al` b, et donc être
donnée par

l “ b

1´ a. (12.149)

Comportement amusant : la limite peut exister pour certains valeurs de a0 et pas pour d’autres.
Mais elle ne dépend pas de a0 parmi ceux pour lesquelles la limite existe.

Il n’est pas très compliqué de trouver le terme général de la suite en fonction de a et de b. Il
suffit de considérer la suite vn “ un ´ r, et de remarquer que cette suite est géométrique :

vn`1 “ avn. (12.150)

Par conséquent vn “ anv0, ce qui donne pour la suite punq la formule

un “ anpu0 ´ rq ` r. (12.151)

4
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Lemme 12.79 ([185]).
Nous avons :

Nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “

N

N ` 1 . (12.152)

et 8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ 1. (12.153)

Démonstration. Nous posons

fpnq “
nÿ

k“1

1
kpk ` 1q (12.154a)

gpnq “ n

n` 1 (12.154b)

et nous montrons par récurrence que fpnq “ gpnq. Pour n “ 1 nous avons fp1q “ gp1q “ 1
2 .

Nous supposons que fpnq “ gpnq et nous prouvons que fpn` 1q “ gpn` 1q. Facile :

fpn` 1q “ fpnq ` 1
pn` 1qpn` 2q (12.155a)

“ n

n` 1 `
1

pn` 1qpn` 2q (12.155b)

“ npn` 2q ` 1
pn` 1qpn` 2q (12.155c)

“ n2 ` 2n` 1
pn` 1qpn` 2q (12.155d)

“ pn` 1q2
pn` 1qpn` 2q (12.155e)

“ n` 1
n` 2 (12.155f)

“ gpn` 1q. (12.155g)

En ce qui concerne la seconde formule, par définition 17

8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8

nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8 n
n`1

“ 1. (12.156)

12.6.4 Séries alternées

Théorème 12.80 (Critère des séries alternées[111]).
Si a est une suite réelle décroissante à limite nulle, alors
(1) La série

ř
np´1qnan converge,

(2) si nous notons pSnq la suite des sommes partielles, les sous-suites pS2nq et pS2n`1q sont
adjacentes de limite

ř8
n“1p´1qnan.

(3) Si nous considérons le reste

Rn “
8ÿ

k“n`1
p´1qkak, (12.157)

nous avons

sgnpRnq “ p´1qn`1 (12.158a)
|Rn| ď an`1. (12.158b)

17. Définition d’une série, 12.56.
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Démonstration. En termes de notations, nous allons écrire pSnq la suite des sommes partielles
de

ř8
k“0p´1qkak. Nous notons pS2nq la suite des termes pairs de cette suite. C’est donc la suite

n ÞÑ S2n. Nous divisons en plusieurs morceaux.

S2n est croissante Nous avons simplement

S2n`2 ´ S2n “ a2n`2 ´ a2n`1 ď 0. (12.159)

pS2n`1q est décroissante Même calcul.
Les suites pS2nq et S2n`1 sont adjacentes Nous avons simplement

S2n`1 ´ S2n “ a2n`1 Ñ 0. (12.160)

Nous concluons par le théorème des suites adjacentes 8.24 que les sous-suites des termes pairs
et impairs sont convergentes et convergent vers la même limite.

C’est le moment d’utiliser la proposition 8.25 qui convaincra la lectrice que pSnq converge vers la
même limite, que nous notons S. Le théorème des suites adjacentes nous dit encore que

S2n`1 ď S ď S2n (12.161)

et donc que R2n “ S ´ S2n ď 0. Cela donne la majoration

|R2n| “ |S ´ Sn| “ S2n ´ S ď S2n ´ S2n`1 “ a2n`1. (12.162)

Nous faisons le même genre de majorations pour R2n`1.

12.6.5 Moyenne de Cesaro

Définition 12.81.
Si panqnPN est une suite dans R ou C, alors sa moyenne de Cesaro est la limite (si elle existe)
de la suite

cn “ 1
n

nÿ

k“1
ak. (12.163)

En un mot, c’est la limite des moyennes partielles.

Lemme 12.82.
Si la suite panq converge vers la limite ` alors la suite admet une moyenne de Cesaro qui vaudra `.

Démonstration. Soit ε ą 0 et N P N tel que |an ´ `| ă ε pour tout n ą N . En remarquant que

1
n

nÿ

k“1
k ´ ` “ 1

n

nÿ

k“1
pak ´ `q, (12.164)

nous avons

| 1
n

nÿ

k“1
ak ´ `| ď | 1

n

Nÿ

k“1
|ak ´ `|| `

ˇ̌ 1
n

nÿ

k“N`1
|ak ´ `|loomoon
ďε

ˇ̌
(12.165a)

ď ε` n´N ´ 1
n

ε (12.165b)

ď 2ε. (12.165c)

Dans ce calcul nous avons redéfinit N de telle sorte que le premier terme soit inférieur à ε.
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12.6.6 Écriture décimale d’un nombre

12.83.
Soit b ě 2 un entier qui sera la base dans laquelle nous allons écrire les nombres. Nous considérons
l’ensemble Db des suites dans t0, 1, . . . , b´ 1u qui n’ont pas une queue de suite uniquement formée
de b ´ 1. Autrement dit une suite pcnq est dans Db lorsque pour tout N , il existe k ą N tel que
ck ‰ b´ 1. Associé à cet ensemble nous considérons la fonction

ϕb : Db Ñ r0, 1r

c ÞÑ
8ÿ

n“1

cn
bn
.

(12.166)

Lemme 12.84.
La fonction ϕb est bien définie au sens où elle converge et prend ses valeurs dans r0, 1r.
Démonstration. Tout se base sur la somme de la série géométrique (12.143) sous la forme

8ÿ

k“0

1
bk
“ b

b´ 1 . (12.167)

La somme (12.166) est donc majorée par
ř
n
b´1
bn qui converge.

Pour prouver que l’image de ϕb est bien r0, 1r, nous savons qu’au moins un des cn (en fait une
infinité) est plus petit que b´ 1, donc nous avons la majoration stricte 18

ϕbpcq ă
8ÿ

n“1

b´ 1
bn

“ pb´ 1q
˜ 8ÿ

n“1

1
bn
´ 1

¸
“ 1 (12.168)

Le fait d’introduire l’ensemble D au lieu de l’ensemble de toutes les suites est justifié par
la proposition suivante. Elle explique pourquoi un nombre possède au maximum deux écritures
décimales distinctes et que ces deux sont obligatoirement de la forme, par exemple en base 10 :

0.34599999999 . . . “ 0.34600000 . . . (12.169)

mais qu’un nombre commençant par 0.347 ne peut pas être égal. C’est pour cela que dans la
définition de Db nous avons exclu les suites qui terminent par tout des b´ 1.

Proposition 12.85.
Soit la fonction

ϕ : t0, . . . , b´ 1uN Ñ r0, 1r

x ÞÑ
8ÿ

n“1

xn
bn
.

(12.170)

Si ϕpxq “ ϕpyq et si n0 est le plus petit entier tel que xn0 ‰ yn0 alors soit

xn0 ´ yn0 “ 1 (12.171)

et xn “ 0, yn “ b´ 1 pour tout n ą n0, soit le contraire : yn0 ´ xn0 “ 1 avec yn “ 0 et xn “ b´ 1
pour tout n ą n0.

Démonstration. Nous nous basons sur la formule (facilement dérivable depuis (12.167)) suivante :
8ÿ

k“n0`1

1
bk
“ 1
bn0`1

b

b´ 1 . (12.172)

18. Notez que la somme (12.166) commence à un tandis que la série géométrique (12.167) commence à zéro.
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Nous avons

0 “ ϕpxq ´ ϕpyq “ xn0 ´ yn0

bn0
`

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ě xn0 ´ yn0

bn0
´

8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ xn0 ´ yn0 ´ 1
bn0

.

(12.173)
Le dernier terme étant manifestement positif 19, il est nul et nous avons xn0 ´ yn0 “ 1.

Nous avons donc maintenant

0 “ ϕpxq ´ ϕpyq “ 1
bn0

`
8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

. (12.174)

Nous majorons la dernière somme de la façon suivante, en supposant que |xn ´ yn| ‰ b ´ 1 pour
un certain n ą n0 :

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

8ÿ

n“n0`1

|xn ´ yn|
bn

ă
8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ 1
bn0

. (12.175)

Étant donné cette inégalité stricte, l’équation (12.174) ne peut pas être correcte (valoir zéro). Nous
avons donc |xn ´ bn| “ b´ 1 pour tout n ą n0. Donc pour chaque n ą n0 nous avons soit xn “ 0
et yn “ b´ 1, soit an “ b´ 1 et bn “ 0. Pour conclure il faut encore prouver que le choix doit être
le même pour tout n.

Nous nous mettons dans le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ; dans ce cas nous avons bien l’égalité (12.174)
sans petites nuances de signes. Nous écrivons

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

“ pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn
bn

(12.176)

où sn est pair ou impair suivant que xn “ 0, yn “ b ´ 1 ou le contraire. Si un des p´1qsn est pas
´1 alors nous avons l’inégalité stricte

pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn
bn

ą pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

´1
bn
“ ´ 1

bn0
. (12.177)

Dans ce cas il est impossible d’avoir ϕpxq ´ ϕpyq “ 0. Nous en concluons que p´1qsn est toujours
´1, c’est-à-dire xn ´ yn “ 1´ b, ce qui laisse comme seule possibilité xn “ 0 et yn “ b´ 1.

Théorème 12.86.
L’application ϕb : Db Ñ r0, 1r est bijective.
Démonstration. En ce qui concerne l’injection, nous savons de la proposition 12.85 que si ϕbpxq “
ϕbpyq pour x, y P t0, . . . , b´ 1uN, alors soit x soit y a une queue de suite composée uniquement de
b´ 1, ce qui est exclu dans Db. Nous en déduisons que ϕb est bien injective en prenant Db comme
ensemble départ.

La partie lourde est la surjectivité. Nous prenons x P r0, 1r et nous allons construire par
récurrence une suite a P Db telle que ϕbpaq “ x. Si il existe a1 P t0, . . . , b ´ 1u tel que x “ a1{b
alors nous prenons la suite pa1, 0, . . . , q et nous avons évidemment ϕpaq “ x. Sinon il existe a1 P
t0, . . . , b´ 1u tel que

a1
b
ă x ă a1 ` 1

b
(12.178)

parce que les autres possibilités pour x sont dans l’ensemble r0, 1rztkb uk“0,...,b´1 que nous subdivi-
sons en

s0, 1
b
r Y s1

b
,
2
b
r Y . . .Y sb´ 1

b
, 1r. (12.179)

19. C’est ici qu’intervient la subdivision entre le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ou le contraire. En effet si « ce dernier terme
était manifestement négatif », il aurait fallu majorer avec de 1´ b au lieu de 1´ b.
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Pour la récurrence nous supposons avoir trouvé a1, . . . , an tels que

nÿ

k“1

ak
bk
ă x ă

n´1ÿ

k“1

ak
bk
` an ` 1

bn
. (12.180)

Encore une fois s’il existe an`1 P t0, . . . , b´ 1u tel que řn`1
k“1

ak
bk
“ x alors nous prenons ce an`1 et

nous complétons la suite avec des zéros pour avoir ϕpaq “ x. Sinon , pour simplifier les notations
nous notons x1 “ x´řn

k“1
ak
bk

et nous avons

0 ă x1 ă an ` 1
bn

. (12.181)

Le nombre x1 est forcément dans un des intervalles

s s

bn`1 ,
s` 1
bn`1 r (12.182)

avec s P t0, . . . , b´ 1u. Nous prenons le s correspondant à x1 comme an`1. Dans ce cas nous avons

n`1ÿ

k“1

ak
bk
ă x ă

n`1ÿ

k“1

ak
bk
` 1
bn`1 . (12.183)

Note : les deux inégalités sont strictes. La première parce que s’il y avait égalité, nous nous serions
déjà arrêté en complétant avec des zéros. La seconde parce que

8ÿ

k“n`2

ak
bk
ď

8ÿ

k“n`2

b´ 1
bk

“ 1
bn`1 (12.184)

où l’égalité n’est possible que si ak “ b´ 1 pour tout k ě n` 2. Dans ce cas nous aurions eu

x “
nÿ

k“1

ak
bk
` an`1 ` 1

bn`1 (12.185)

et nous aurions choisi le nombre an`1 autrement et complété la suite par des zéros à partir de là.
Notons que cela prouve au passage que la suite que nous sommes en train de construire est bien
dans Db parce qu’elle ne contiendra pas de queue de suite composée de b´ 1.

Ceci termine la construction par récurrence de la suite a P Db. Par construction nous avons
pour tout N ě 1,

Nÿ

k“1

ak
bk
ď x ď

Nÿ

k“1

ak
bk
` 1
bN`1 , (12.186)

autrement dit : ϕbpa1, . . . , aN q P Bpx, 1
bN`1 q. Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8ϕbpa1, . . . , aN q “ x (12.187)

et l’application ϕb est surjective.

L’application ϕ´1
b : r0, 1rÑ Db est la décomposition décimale en base b des nombres de

r0, 1r.
Tout cela nous permet de montrer entre autres que R n’est pas dénombrable. Vu qu’il y a une

bijection entre r0, 1r et Db, il suffit de prouver que Db est non dénombrable. De plus il suffit de
démontrer que Db est non dénombrable pour un entier b ě 2 donné.

Proposition 12.87 ([8]).
Il n’existe pas de surjection NÑ Db. Autrement dit Db est non dénombrable.
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Démonstration. Nous prenons b ‰ 2 pour des raisons qui seront claires plus tard. Soit f : NÑ Db.
Pour i P N nous notons

fpnq “ pcpnqi qiě1, (12.188)
et nous définissons la suite

ck “
#

0 si cpkqk ‰ 0
1 si cpkqk “ 0.

(12.189)

Cela est une suite dans Db parce que b ‰ 2 et que la suite ne contient que des 0 et des 1. Mais
nous n’avons fpnq “ c pour aucun n P N parce que nous avons cn ‰ fpnqn.

Si b “ 2 alors nous savons que D2 „ r0, 1r„ D3. Donc D2 „ D3 et D2 ne peut pas plus être
mis en bijection avec N que D3.

Remarque 12.88.
La preuve ne fonctionne pas en base b “ 2 parce que rien n’empêche d’avoir une queue de 1. Il y
a alors toutefois moyen de se débrouiller en construisant la suite c de façon plus subtile. Si b “ 2
et n P N alors fpnq est une suite de 0 et 1 contenant une infinité de 0 (parce qu’il n’y a pas de
queue de suite ne contenant que des 1). Nous construisons alors c de la façon suivante : d’abord
nous recopions fp0q jusqu’à son deuxième zéro que nous changeons en 1 ; nommons n0 le rang de
ce deuxième zéro. Ensuite nous recopions les éléments de fp1q à partir du rang n0 ` 1 jusqu’au
second zéro que nous changeons en 1, etc.

Le fait de prendre le deuxième zéro nous garanti que la suite c n’aura pas de queue de suite ne
contenant que des 1.

Notons que cette construction s’adapte à tout b ; il suffit de prendre le second terme qui n’est
pas b´ 1 et le remplacer par b´ 1.

Corollaire 12.89.
L’ensemble r0, 1r n’est pas dénombrable.

Démonstration. L’ensemble r0, 1r est en bijection avec Db que nous venons de prouver n’être pas
dénombrable.

12.6.7 Théorème de Banach-Steinhaus

Lemme 12.90 ([186]).
Soient des espaces vectoriels normés X et Y ainsi qu’une application linéaire bornée T : X Ñ Y .
Pour tout a P X et pour tout r ą 0 nous avons

sup
xPBpa,rq

}Tx} ě r}T } (12.190)

Démonstration. Nous commençons avec a “ 0. En utilisant la définition 12.10 de la norme opéra-
teur,

}T } “ sup
xPX

}Tx}
}x} “ sup

xPBp0,rq
}Tx}
}x} ď

1
r

sup
xPBp0,rq

}Tx}. (12.191)

Donc
sup

xPBp0,rq
}Tx} ě r}T }. (12.192)

Il y a maintenant une astuce. Nous considérons un maximum :

maxt}T pa` xq, }T pa´ xq}}u ě 1
2
`}T pa` xq} ` }T pa´ xq}˘ (12.193a)

ě 1
2
`}T pa` xq ´ T pa` xq}˘ (12.193b)

“ 1
2}T p2xq} (12.193c)

“ }Tx}. (12.193d)

Justifications :
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— Pour (12.193a), la moyenne est plus petite que le maximum.
— Pour (12.193b), inégalité triangulaire : }α´ β} ď }α} ` }β}.

Si maintenant y P Bpa, rq, nous avons y “ a` x pour un certain x P Bp0, rq, donc

sup
yPBpa,rq

}Ty} “ sup
xPBp0,rq

}T pa` xq} (12.194a)

“ sup
xPBp0,rq

maxt}T pa` xq}, }T pa´ xq}u (12.194b)

ě sup
xPBp0,rq

}Tx} (12.194c)

ě r}T }. (12.194d)

Pour (12.194b), l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum n’est pas modifié fondamentale-
ment si nous regroupons les éléments deux à deux en prenant le maximum : les éléments exclus
sont majorés.

Théorème 12.91 (Théorème de Banach-Steinhaus[186]).
Soient un espace de Banach 20 X et un espace vectoriel normé Y . Soit une famille F d’opérateurs
linéaire bornés. Si pour tout x P X,

sup
TPF

}Tx} ă 8, (12.195)

alors
sup
TPF

}T } ă 8. (12.196)

Démonstration. Nous supposons que supTPF }T } “ 8, de telle sorte que nous pouvons choisir
une suite pTnq dans F telle que }Tn} Ñ 8. Cette suite peut diverger arbitrairement vite, et nous
fixerons exactement cela plus tard.

Soit par ailleurs une suite αn ą 0 d’éléments petits et tels que αn Ñ 0. Nous supposons queř8
n“0 αn ă 8.
Si a P X, le lemme 12.90 dit que

sup
xPBpa,αnq

}Tnx} ě }Tn}αn. (12.197)

En posant x0 “ 0, nous construisons une suite pxnq par récurrence en imposant
(1) xn P Bpxn“1, αnq
(2) }Tnxn} ě }Tn}αn.

En utilisant une série télescopique et l’inégalité triangulaire }xk ´ xk`1} ď αn à chaque étage,

}xp ´ xq} ď
qÿ

k“p
αk ď

8ÿ

k“p
αk. (12.198)

Mais vu que la somme des αn converge, la suite des queues de somme converge vers zéro 21 :
limpÑ8

ř8
k“p αn “ 0. Cela implique que pxnq est une suite de Cauchy 22. Vu que X est de Banach,

la suite pxnq a une limite dans X. Soit x cette limite.
Nous avons βn “ }xn ´ x} Ñ 0. Il y aurait moyen de calculer βn en fonction de αn (surtout si

nous avions donné une forme explicite à αn), mais c’est sans importance ici. L’important est que
c’est une suite qui tend vers zéro.

Nous avons
x P Bpxn, βnq, (12.199)

20. Définition 9.24.
21. Lemme 12.58(2).
22. Proposition 9.27.
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et donc il existe an P Bp0, βnq tel que x “ xn ` an. Avec cela, pour chaque n nous avons :

}Tnx} “ }Tnpxn ` anq} (12.200a)
ě }Tnxn} ´ }Tnan} (12.200b)
ě }Tnxn} ´ }Tn}βn (12.200c)
ě }Tn}αn ´ }Tn}βn (12.200d)
“ }Tn}pαn ´ βnq. (12.200e)

Pour 12.200c, nous avons utilisé }Tnan} ď }Tn}βn. En résumé,

}Tnx} ě }Tn}pαn ´ βnq. (12.201)

Il suffit de choisir }Tn} suffisamment rapidement croissant pour que 23

}Tn}pαn ´ βnq Ñ 8, (12.202)

et nous avons }Tnx} Ñ 8, qui est contraire aux hypothèses.

Théorème 12.92 (Théorème de Banach-Steinhaus[43, 187]).
Soit E un espace de Banach 24 et F un espace vectoriel normé. Nous considérons une partie
H Ă LcpE,F q (espace des fonctions linéaires continues). Alors H est uniformément borné si
et seulement s’il est simplement borné.

Démonstration. Si H est uniformément borné, il est borné ; pas besoin de rester longtemps sur ce
sens de l’équivalence. Supposons donc que H soit borné. Pour chaque k P N˚ nous considérons
l’ensemble

Ωk “ tx P E tel que sup
fPH

}fpxq} ą ku. (12.203)

Les Ωk sont ouverts Soit x0 P Ωk ; nous avons alors une fonction f P H telle que }fpx0q} ą k, et
par continuité de f il existe ρ ą 0 tel que }fpxq} ą k pour tout x P Bpx0, ρq. Par conséquent
Bpx0, ρq Ă Ωk et Ωk est ouvert par le théorème 7.4.

Les Ωk ne sont pas tous denses dans E Nous supposons que les ensembles Ωk soient tous
dense dans E. Le théorème de Baire 9.87 nous indique que E est un espace de Baire (parce
que de Banach) et donc que č

kPN
Ωk “ E. (12.204)

En particulier l’intersection des Ωk n’est pas vide. Soit x0 P ŞkPNΩk. Nous avons alors

sup
fPH

}fpxq} “ 8, (12.205)

ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc les ouverts Ωk ne sont pas tous denses dans E.
La majoration Il existe k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense dans E, et nous voulons prouver que

t}f} tel que f P Hu est un ensemble borné. Soit donc k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense
dans E ; il existe un x0 P E et ρ ą 0 tels que

Bpx0, ρq X Ωk “ H. (12.206)

Si x P Bpx0, ρq alors x n’est pas dans Ωk et donc

sup
fPH

}fpxq} ď k. (12.207)

23. Le point important ici est que αn (et donc βn) est choisit sans référence à }Tn}.
24. Définition 9.24.
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Afin d’évaluer }f} nous devons savoir ce qu’il se passe avec les vecteurs sur une boule autour
de 0. Pour tout x P Bp0, ρq et pour tout f P H, la linéarité de f donne

}fpxq} “ }fpx` x0q ´ fpx0q} ď }fpx` x0q ` fpx0q} ď 2k. (12.208)

Par continuité nous avons alors }fpxq} ď 2k pour tout x P Bp0, ρq. Si maintenant x P F
vérifie }x} “ 1 nous avons

}fpxq} “ 1
ρ
}fpρxq} ď 2k

ρ
, (12.209)

et donc }f} ď 2k
ρ , ce qui montre que 2k{ρ est un majorant de l’ensemble t}f} tel que f P Hu.

Une application du théorème de Banach-Steinhaus est l’existence de fonctions continues et
périodiques dont la série de Fourier ne converge pas. Ce sera l’objet de la proposition 29.18.

12.6.8 Convergence forte

Lorsque nous avons une suite d’opérateurs linéaires, nous pouvons considérer la convergence
d’une suite pour la norme opérateur : Ak Ñ A lorsque }Ak ´A} Ñ 0.

Définition 12.93 ([188]).
Soient un espace vectoriel E et un espace vectoriel normé V . Nous disons que la suite d’opérateur
Tk : E Ñ V converge fortement vers l’opérateur T si pour tout x P E nous avons

}Tkx´ Tx} Ñ 0. (12.210)

Cette notion s’appelle forte par opposition à la convergence faible dont nous ne parlerons pas.
Elle est cependant moins forte que la convergence en norme dont nous avons déjà parlé.

Proposition 12.94.
Soient des espaces vectoriels normés E et F et une suite d’opérateurs Tk : E Ñ F convergeant vers
T 25. Alors cette suite converge également fortement.

Démonstration. Soit x P E que nous supposons non nul. Soit λ P C tel que x “ λy avec }y} “ 1.
Nous avons

}Tkx´ Tx} “ |λ|}Tky ´ Ty} ď |λ| sup
}z}“1

}Tkz ´ Tz} “ |λ|}Tk ´ T } Ñ 0. (12.211)

La dernière étape est la convergence en norme Tk Ñ T .

Proposition 12.95.
Soient E et F , des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit une suite pAnq d’applications
linéaires E Ñ F . Si elle converge fortement vers A, alors elle converge en norme vers A.

Démonstration. En plusieurs coups.
Si une sous-suite converge Commençons par montrer que si pBnq est une sous-suite de pAnq

qui converge vers B, alors B “ A. Autrement dit, A est le seul candidat limite pour An.
Soit }x} “ 1. Nous avons

}Bnx´Bx} ď }Bn ´B}}x} “ }Bn ´B}, (12.212)

mais pour la sous-suite pBnq nous avons supposé }Bn ´ B} Ñ 0. Donc }Bnx ´ Bx} Ñ 0,
ce qui signifie que Bnx Ñ Bx. Mais par hypothèse, Bnx Ñ Ax. Par unicité de la limite,
Bx “ Ax pour tout x de norme 1. Pour les autres x, c’est la linéarité qui conclu.

25. Sans précisions, ce sera toujours la convergence en norme.
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Utilisation de deux gros résultats Par l’hypothèse de convergence, pour chaque x nous avons
supn }Anx} ă 8. Le théorème de Banach-Steinhaus 12.91 nous indique alors que l’ensemble
F “ tAnunPN est borné. Il existe donc M ą 0 tel que }An} ăM pour tout n.
Nous utilisons à présent l’hypothèse de dimension finie en disant que l’espace des applications
linéaires E Ñ F est de dimension finie, de telle sorte que ses boules fermées soient compactes.
Donc la suite pAnq est contenue dans un compact.

Les sous-suite convergentes La suite pAnq est contenue dans un compact. Toutes ses sous-
suites sont dans ce compact et possèdent donc une sous-suite convergente (théorème 7.97).
Toutes ces sous-sous-suites convergent nécessairement vers A par ce que nous avons dit dans
la première étape de la preuve. Le lemme 7.35 nous dit alors que An Ñ A.

12.7 Sommes de familles infinies

12.7.1 Convergence commutative

Définition 12.96.
Soit xk une suite dans un espace vectoriel normé E. Nous disons que la suite converge commu-
tativement vers x P E si limnÑ8 }xn ´ x} “ 0 et si pour toute bijection τ : N Ñ N nous avons
aussi

lim
nÑ8 }xτpkq ´ x} “ 0. (12.213)

La notion de convergence commutative est surtout intéressante pour les séries. La somme
8ÿ

k“0
xk (12.214)

converge commutativement vers x si limNÑ8 }x´řN
k“0 xk} “ 0 et si pour toute bijection τ : NÑ N

nous avons

lim
NÑ8 }x´

Nÿ

k“0
xτpkq} “ 0. (12.215)

Nous démontrons maintenant qu’une série converge réelle commutativement si et seulement si
elle converge absolument.

Proposition 12.97.
Soit paiqiPN une suite absolument convergente 26 dans C. Alors elle converge commutativement.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous posons
ř8
i“0 ai “ a et nous considérons N tel que

|
Nÿ

i“0
ai ´ a| ă ε. (12.216)

Étant donné que la série des |ai| converge, il existe N1 tel que pour tout p, q ą N1 nous ayonsřq
i“p |ai| ă ε. Nous considérons maintenant une bijection τ : N Ñ N. Prouvons que la sérieř8
i“0 |aτpiq| converge. Nous choisissons M de telle sorte que pour tout n ą M , τpnq ą N1. Si

sk est la somme partielle de la suite paτpiqqiPN et si M ă p ă q nous avons

|sq ´ sp| “ |
qÿ

i“p
aτpiq| ď

qÿ

i“p
|aτpiq| ă ε. (12.217)

Cela montre que pskq est une suite de Cauchy. Elle est alors convergente et nous en déduisons que
la série 8ÿ

i“0
aτpiq (12.218)

26. Définition 12.59.
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converge. Nous devons montrer à présent qu’elle converge vers la même limite que la somme
« usuelle » limNÑ8

řN
i“0 ai.

Soit n ą maxtM,Nu. Alors
nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak “

Mÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak `

nÿ

M`1
aτpkq

loooomoooon
ăε

´
nÿ

k“N`1
ak

loooomoooon
ăε

. (12.219)

Par construction les deux derniers termes sont plus petits que ε parce que M et N sont les
constantes de Cauchy pour les séries

ř
aτpiq et

ř
ai. Afin de traiter les deux premiers termes,

quitte à redéfinir M , nous supposons que t1, . . . , Nu Ă τt1, . . . ,Mu ; par conséquent tous les ai
avec i ă N sont atteints par les aτpiq avec i ă M . Dans ce cas, les termes qui restent dans la
différence

ÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak (12.220)

sont des ak avec k ą N . Cette différence est donc en valeur absolue plus petite que ε, et nous avons
en fin de compte que ˇ̌

ˇ̌
ˇ
nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă ε. (12.221)

Proposition 12.98.
Soit

ř8
k“0 ak une série réelle qui converge mais qui ne converge pas absolument. Alors pour tout

b P R, il existe une bijection τ : NÑ N telle que
ř8
i“0 aτpiq “ b.

Pour une preuve, voir chez Gilles Dubois.
Les propositions 12.97 et 12.98 disent entre autres qu’une série dans C est commutativement

sommable si et seulement si elle est absolument sommable.
Soit paiqiPI une famille de nombres complexes indexée par un ensemble I quelconque. Nous

allons nous intéresser à la somme
ř
iPI ai.

Soit taiuiPI des nombres positifs. Nous définissons la somme
ÿ

iPI
ai “ sup

J fini

ÿ

jPJ
aj . (12.222)

Notons que cela est une définition qui ne fonctionne bien que pour les sommes de nombres positifs.
Si ai “ p´1qi, alors selon la définition nous aurions

ř
ip´1qi “ 8. Nous ne voulons évidemment

pas un tel résultat.
Dans le cas de familles de nombres réels positifs, nous avons une première définition de la

somme.

Définition 12.99.
Soit paiqiPI une famille de nombres réels positifs indexés par un ensemble quelconque I. Nous
définissons ÿ

iPI
ai “ sup

J fini dans I

ÿ

jPJ
aj . (12.223)

Définition 12.100.
Si tviuiPI est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel normé indexée par un ensemble
quelconque I. Nous disons que cette famille est sommable de somme v si pour tout ε ą 0, il existe
un J0 fini dans I tel que pour tout ensemble fini K tel que J0 Ă K nous avons

}
ÿ

jPK
vj ´ v} ă ε. (12.224)

http://gilles.dubois10.free.fr/analyse_reelle/seriescomconv.html
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Notons que cette définition implique la convergence commutative.

Exemple 12.101
La suite ai “ p´1qi n’est pas sommable parce que quel que soit J0 fini dansN, nous pouvons trouver
J fini contenant J0 tel que

ř
jPJp´1qj ą 10. Pour cela il suffit d’ajouter à J0 suffisamment de termes

pairs. De la même façon en ajoutant des termes impairs, on peut obtenir
ř
jPJ 1p´1qi ă ´10. 4

Exemple 12.102
De temps en temps, la somme peut sortir d’un espace. Si nous considérons l’espace des polynômes
r0, 1s Ñ R muni de la norme uniforme, la somme de l’ensemble

t1,´1,˘x
n

n! unPN (12.225)

est zéro.
Par contre la somme de l’ensemble t1, xnn! unPN est l’exponentielle qui n’est pas un polynôme.

4

Exemple 12.103
Au sens de la définition 12.100 la famille

p´1qn
n

(12.226)

n’est pas sommable. En effet la somme des termes pairs est 8 alors que la somme des termes
impairs est ´8. Quel que soit J0 P N, nous pouvons concocter, en ajoutant des termes pairs, un J
avec J0 Ă J tel que

ř
jPJp´1qj{j soit arbitrairement grand. En ajoutant des termes négatifs, nous

pouvons également rendre
ř
jPJp´1qj{j arbitrairement petit. 4

Proposition 12.104.
Si paijq est une famille de nombres positifs indexés par NˆN alors

ÿ

pi,jqPN2

aij “
8ÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
(12.227)

où la somme de gauche est celle de la définition 12.99.

Démonstration. Nous considérons Jm,n “ t0, . . . ,muˆ t0, . . . , nu et nous avons pour tout m et n :

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
ÿ

pi,jqPJm,n
aij “

mÿ

i“1

´ nÿ

j“1
aij

¯
. (12.228)

Si nous fixons m et que nous prenons la limite n Ñ 8 (qui commute avec la somme finie sur i)
nous trouvons ÿ

pi,jqPN2

aij ě“
mÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
. (12.229)

Cela étant valable pour tout m, c’est encore valable à la limite mÑ8 et donc
ÿ

pi,jqPN2

aij ě
8ÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
. (12.230)

Pour l’inégalité inverse, il faut remarquer que si J est fini dans N2, il est forcément contenu
dans Jm,n pour m et n assez grand. Alors

ÿ

pi,jqPJ
aij ď

ÿ

pi,jqPJm,n
aij “

mÿ

i“1

nÿ

j“1
aij ď

8ÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
. (12.231)
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Cette inégalité étant valable pour tout ensemble fini J Ă N2, elle reste valable pour le supremum.

La définition générale de la somme 12.100 est compatible avec la définition usuelle dans les cas
où cette dernière s’applique.

Proposition 12.105 (commutative sommabilité).
Soit I un ensemble dénombrable et une bijection τ : NÑ I. Soit paiqiPI une famille dans un espace
vectoriel normé. Si

ř
iPI ai existe, alors il est donné par

ÿ

iPI
ai “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
aτpkq. (12.232)

Démonstration. Nous posons a “ ř
iPI ai. Soit ε ą 0 et J0 comme dans la définition. Nous choisis-

sons
N ą max

jPJ0
tτ´1pjqu. (12.233)

En tant que sommes sur des ensembles finis, nous avons l’égalité
Nÿ

k“0
aτpkq “

ÿ

jPJ0

aj (12.234)

où J est un sous-ensemble de I contenant J0. Soit J fini dans I tel que J0 Ă J . Nous avons alors

}
Nÿ

k“0
aτpkq ´ a} “ }

ÿ

jPJ
aj ´ a} ă ε. (12.235)

Nous avons prouvé que pour tout ε, il existe N tel que n ą N implique }řn
k“0 aτpkq ´ a} ă ε.

La réciproque n’est pas vraie. Même en supposant que limNÑ8
řN
n“0 an existe, il n’est pas

forcé que
ř
nPN an existe. Cela est une conséquence de l’exemple 12.103.

Corollaire 12.106.
Nous pouvons permuter une somme dénombrable et une fonction linéaire continue. C’est-à-dire
que si f est une fonction linéaire continue sur l’espace vectoriel normé E et paiqiPI une famille
sommable dans E alors

f

˜ÿ

iPI
ai

¸
“

ÿ

iPI
fpaiq. (12.236)

Problèmes et choses à faire

À mon avis, ce corollaire est faux parce qu’il manque l’hypothèse que la famille fpaiq est sommable. Voir la proposition 12.108.

Démonstration. En utilisant une bijection τ entre I et N avec la proposition 12.105 ainsi que le
résultat connu à propos des sommes sur N, nous avons

f

˜ÿ

iPI
ai

¸
“ f

˜ 8ÿ

k“0
aτpkq

¸
(12.237a)

“
8ÿ

k“0
fpaτpkqq (12.237b)

“
ÿ

iPI
fpaiq. (12.237c)

Notons que le passage à (12.237b) n’est pas du tout une trivialité à deux francs cinquante. Il
s’agit d’écrire la somme comme la limite des sommes partielles, et de permuter f avec la limite en
invoquant la continuité, puis de permuter f avec la somme partielle en invoquant sa linéarité.

Ah, tiens et tant qu’on y est-à-dire qu’il y a des choses évidentes qui ne le sont pas, oui, il
existe des applications linéaires non continues, voir le thème 21.
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La proposition suivante nous enseigne que les sommes infinies peuvent être manipulée de façon
usuelle.

Proposition 12.107.
Soit I un ensemble dénombrable. Soient paiqiPI et pbiqiPI , deux familles de réels positifs telles que
ai ă bi et telles que pbiq est sommable. Alors paiq est sommable.

Si paiqiPI est une famille de complexes telle que p|ai|q est sommable, alors paiq est sommable.

Proposition 12.108 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé E et une famille sommable 27 tviuiPI d’éléments de E. Soit f : E Ñ
C une application sur laquelle nous supposons
(1) f est linéaire et continue ;
(2) la partie tfpviqiPIu est sommable.

Alors nous pouvons permuter la somme et f :

f
`ÿ

iPI
vi
˘ “

ÿ

iPI
fpviq. (12.238)

Démonstration. Soit ε ą 0 ; vu que les familles tviuiPI et tfpviquiPI sont sommables, nous pouvons
considérer les parties finies J1 et J2 de I telles que

›› ÿ

jPJ1

vj ´
ÿ

iPI
vi
›› ď ε (12.239)

et ›› ÿ

jPJ2

fpvjq ´
ÿ

iPI
fpviq

›› ď ε (12.240)

Ensuite nous posons J “ J1 Y J2. Avec cela nous calculons un peu avec les majorations usuelles :

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď }fp

ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} ` }fp

ÿ

jPJ
vjq ´

ÿ

i

P Ifpviq}. (12.241)

Le second terme est majoré par ε, tandis que le premier, en utilisant la linéarité de f possède la
majoration

}fp
ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} “ }fp

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vjq} ď }f}}

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vj} ď ε}f}. (12.242)

Donc pour tout ε ą 0 nous avons

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď εp1` }f}q. (12.243)

D’où l’égalité (12.238).

12.8 Produit tensoriel d’espaces vectoriels

Si vous êtes pressés, vous pouvez aller lire la définition 12.118 de produit tensoriel d’espaces
vectoriels. Mais si vous étiez vraiment pressés, vous ne seriez pas en train de lire des choses sur le
produit tensoriel (il vous suffit de croire que x b y n’est finalement que la concatenation de x et
y).

Définition 12.109.
Soient un espace vectoriel V et un sous-espace N . Le quotient de V par N , noté V {N est l’en-
semble des classes d’équivalence pour la relation x „ y si et seulement si x´ y P N .
27. Définition 12.100.
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Proposition 12.110.
Soient un espace vectoriel V et un sous-espace vectoriel N de V . Les définitions
(1) rvs ` rws “ rv ` ws
(2) λrvs “ rλvs

ont un sens et définissent une structure d’espace vectoriel sur V {N .

Démonstration. Un élément général de la classe rvs est de la forme v ` n avec n P N . Le calcul
suivant montre que la somme fonctionne :

rv ` n1s ` rw ` n2s “ rv ` w ` n1 ` n2s “ rv ` ws (12.244)

parce que n1 ` n2 P N . De même,

λrv ` ns “ rλv ` λns “ rλvs (12.245)

toujours parce que λn P N .
Notons que nous avons utilisé de façon on ne peut plus cruciale le fait que N soit un sous-espace

vectoriel.

Proposition 12.111.
Si teiu est une base de V et si N est un sous-espace de V , alors treisu est une partie génératrice
de V {N .

Démonstration. Si x “ ř
k xkek, alors rxs “

ř
k xkreks, donc oui.

12.8.1 Somme directe d’espaces vectoriels

Si V et W sont des espaces vectoriels, ce que nous notons V ‘W n’est rien d’autre que l’espace
vectoriel de l’ensemble V ˆW .

Proposition-définition 12.112 ([189]).
Si V et W sont des espaces vectoriels sur le même corps K, alors les définitions
(1) pv1, w1q ` pv2, w2q “ pv1 ` v2, w1 ` w2q
(2) λpv, wq “ pλv, λwq

donnent une structure d’espace vectoriel sur V ˆW .
Cet espace sera noté V ‘W et est appelé somme directe de V et W .

Proposition 12.113 ([190]).
Soient un espace vectoriel de dimension finie V et deux sous-espaces M1 et M2 satisfaisant
(1) M1 XM2 “ t0u,
(2) dimpM1q ` dimpM2q ě dimpV q.

Alors V “M1 ‘M2.

Démonstration. Soient une base teiuiPI de M1 et tfαu de M2. Nous commençons par prouver que
la partie B “ teiu Y tfαu est libre.

Supposons en effet avoir des coefficients ai et bα tels que
ÿ

i

aiei `
ÿ

α

bαfα. (12.246)

Cela implique que
ř
i aiei “ ´

ř
α bαfα. Or

ř
i aiei P M1 et ´ř

α bαfα P M2. Donc les élémentsř
i aiei et

ř
α bαfα sont dans M1 XM2 “ t0u. Nous avons alors les égalités

ÿ

i

aiei “ 0 (12.247)
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et ÿ

α

bαfα “ 0. (12.248)

La première implique ai “ 0 pour tout i et la seconde implique bα “ 0 pour tout α.
Donc B est une partie libre de V contenant dimpM1q ` dimpM2q ě dimpV q éléments. La

proposition 4.16(2) nous indique alors qu’en réalité dimpM1q ` dimpM2q “ dimpV q. Vu que B est
une partie libre contenant dimpV q éléments, c’est une base par la proposition 4.16(2).

La proposition suivante est une version plus « pragmatique » de la proposition 4.115.

Proposition 12.114 ([190]).
Soient un espace euclidien 28 de dimension finie V ainsi qu’un sous-espace M . Nous posons

MK “ tx P V tel que x· y “ 0@y PMu. (12.249)

Alors M ‘MK “ V .

Démonstration. D’abord si x P M XMK, alors x·x “ 0 et donc x “ 0. Donc nous avons déjà
M XMK “ t0u. Nous considérons une base tb1, . . . , bku de M , et nous définissons l’application
linéaire

f : V Ñ Rk

x ÞÑ px· b1, . . . , x· bkq.
(12.250)

Nous avons que MK “ kerpfq. Le théorème du rang 4.39 nous indique que

dimpV q “ dim
`

kerpfq˘` dim
`

Imagepfq˘ ď dimpMKq ` k “ dimpMKq ` dimpMq. (12.251)

Une justification : vu que f prend ses valeurs dans Rk, la dimension de son image est majorée par
k.

Nous en déduisons que
dimpMq ` dimpMKq ě dimpV q, (12.252)

et la proposition 12.113 nous permet de conclure que M ‘MK “ V .

12.8.2 Les produits tensoriels

Nous allons procéder en deux temps. D’abord nous allons définir ce qu’est un produit ten-
soriel entre deux espaces vectoriels V et W , et nous allons montrer que tous les produits tenso-
riels possibles sont isomorphes. Ensuite nous allons montrer qu’un produit tensoriel existe en en
construisant un. Voir la proposition 12.120.

Définition 12.115 ([191]).
Soient deux espaces vectoriels V et W . Un produit tensoriel de V et W est un couple pT, hq où
T est un espace vectoriel et h : V ‘W Ñ T est une application
(1) bilinéaire 29

(2) surjective
(3) telle que pour tout espace vectoriel U et toute applications bilinéaire f : V ‘W Ñ U , il existe

une application linéaire g : T Ñ U telle que f “ g ˝ h.
La propriété (3) est appelée propriété universelle du produit tensoriel.

Définition 12.116.
Un morphisme entre pT, hq et pT 1, h1q est une application linéaire ψ : T Ñ T 1 telle que h1 “ ψ ˝h.

Nous parlons d’isomorphisme si ψ a un inverse qui est également un morphisme.
28. Qui possède un produit scalaire, définition 11.7.
29. Définition 11.1.
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Proposition 12.117 ([191]).
Si V et W sont des espaces vectoriels, tous les produits tensoriels entre V et W sont isomorphes
entre eux au sens de la définition 12.116.

Plus précisément, si pT, hq et pT 1, h1q sont deux produits tensoriels de V et W , alors
(1) il existe une unique unique application linéaire g : T Ñ T 1 telle que h1 “ g ˝ h,
(2) cette application g est inversible.

En particulier, l’application g est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Soient deux produits tensoriels pT, hq et pT 1, h1q.
Existence L’application h1 : V ‘W Ñ T 1 est bilinéaire, et pT, hq est un produit tensoriel. Donc il

existe g : T Ñ T 1 tel que h1 “ g ˝ h. De même, il existe une application g1 : T 1 Ñ T telle que
h “ g1 ˝ h.

Unicité En ce qui concerne l’unicité, vu que h : V ‘W Ñ T est surjective, la relation h1 “ g ˝ h
prescrit les valeurs de g sur tous les éléments de T .

Inversible Ces deux applications g et g1 vérifient h1 “ gg1h et h “ g1gh, et de plus h : V ‘W Ñ T
est surjective. Soient t P T et x P V ‘ W tel que t “ hpxq. Nous avons hpxq “ g1ghpxq.
C’est-à-dire t “ pg1 ˝gqptq. De même dans l’autre sens, il existe x1 P V ‘W tel que t “ h1px1q.
En appliquant l’égalité h1 “ gg1h1 à x1, nous trouvons t “ pg ˝ g1qptq.
Tout cela pour dire que g1 “ g´1. Cette application g est donc un isomorphisme de produits
tensoriels entre pT, hq et pT 1, h1q.

Au final, l’application g : T Ñ T 1 étant linéaire et inversible, elle est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Tout cela est fort bien : nous avons unicité à isomorphisme près du produit tensoriel d’espaces
vectoriels. Mais nous n’avons pas encore de certitudes à propos de l’existence d’un couple pT, hq
vérifiant les propriétés demandées pour être un produit tensoriel.

Nous allons maintenant construire un produit tensoriel.

12.8.3 Le produit tensoriel

C’est le moment pour vous de relire la définition 4.22 d’espace vectoriel librement engendré, et
surtout le lemme 4.23 qui en donne une base.

Définition 12.118 ([191]).
Soient deux espaces vectoriels V et W sur le corps commutatif 30 K. Dans FKpV ˆ W q nous
considérons les sous-espaces suivants :

A1 “ tδpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq tel que v1, v2 P V,w PW u (12.253a)
A2 “ tδpv,w1q ` δpv,w2q ´ δpv,w1`w2q tel que v P V,w1, w2 PW u (12.253b)
A3 “ tλδv,w ´ δpλv,wq tel que v P V,w PW,λ P Ku (12.253c)
A4 “ tλδv,w ´ δpv,λwq tel que v P V,w PW,λ P Ku. (12.253d)

Nous considérons alors N “ SpanpA1, A2, A3, A4q et le quotient

V bKW “ FKpV ˆW q{N. (12.254)

Ce dernier espace vectoriel est le produit tensoriel de V par W .

Remarque 12.119.
Quelque remarques.

30. À part mention du contraire, tous les corps du Frido sont commutatifs.
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(1) Les éléments de V bW ne s’écrivent pas tous sous la forme v b w. Certains ont vraiment
besoin d’être écrits avec des sommes. En cela, la situation de V bW est réellement différente
de celle de V ˆW . Dans ce dernier, tous les éléments sont des couples.

(2) La classe de l’élément δpv,wq P F pV ˆW q sera d’habitude noté v b w.
(3) Pour insister sur la notion de classe, nous allons aussi noter rxs la classe de x P F pV ˆW q.
(4) L’arithmétique dans V bW est relativement simple. En ajoutant et soustrayant le même

élément de A3 nous avons par exemple

pλvq b w “ pλvq b w ` λpv b wq ´ pλvq b w. (12.255)

Nous obtenons de cette façon

λpv b wq “ pλvq b w “ v b pλwq, (12.256)

que nous noterons λv b w sans plus de précision.

Proposition 12.120 ([191]).
L’espace vectoriel V ˆW muni de

h : V ‘W Ñ V bW
pv, wq ÞÑ v b w (12.257)

est un produit tensoriel entre V et W .

Démonstration. Nous devons prouver les conditions de la définition 12.115.
h est bilinéaire Ce sont des calculs tels que faits dans la remarque 12.119(4) qui font le travail.
h est surjective Un élément de V bW est la classe d’un élément de F pV ˆW q, c’est-à-dire de

la forme “ÿ

iα

δpvi,wαq
‰ “

ÿ

iα

aiαvi b wα. (12.258)

Cet élément est dans l’image de h comme le montre le calcul suivant 31 :

h
`ÿ

iα

pvi, wαq
˘ “

ÿ

iα

aiαhpvi, wαq “
ÿ

iα

vi b wα. (12.259)

Propriété universelle Soient un espace vectoriel U et une application linéaire f : V ‘W Ñ U .
Nous devons trouver une application linéaire g : V bW Ñ U telle que f “ g ˝ h. Pour cela
nous commençons par considérer l’application

g : F pV ˆW q Ñ U

δpv,wq ÞÑ fpv, wq (12.260)

définie sur tout F pV ˆW q par linéarité sans encombres parce que les δv,w forment une base
par le lemme 4.23.
Nous démontrons que gpNq “ 0 pour avoir le droit de passer g aux classes et le considérer
comme application partant de V bW au lieu de F pV ˆW q. Prenons par exemple

g
`
δpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq

˘ “ gpδpv1,wqq ` gpδpv2,wqq ´ gpδv1`v2,wq (12.261a)
“ fpv1, wq ` fpv2, wq ´ fpv1 ` v2, wq (12.261b)
“ 0 (12.261c)

par la bilinéarité de f . Cela montre que gpA1q “ 0. Nous montrons de même que gpA2q “
gpA3q “ gpA4q “ 0, et enfin toujours par linéarité que gpNq “ 0. Pour rappel, les éléments
de N sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de A1, A2, A3 et A4.

31. Faites bien la distinction entre δv,w, pv, wq et vbw. Sachez dans quel ensemble se trouvent chacun de ces trois
objets.
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Par passage aux classes, nous avons une application (que nous notons également g)

g : F pV ˆW q{N Ñ U (12.262)

vérifiant gpv b wq “ fpv, wq. Mais comme hpv, wq “ v b w, nous avons g ˝ h : V ‘W Ñ U
vérifiant g ˝ h “ f .

L’espace vectoriel V bW est donc un produit tensoriel.

12.121.
Vu que V bW est un produit tensoriel de V et W , et vu qu’il y a unicité par la proposition 12.117,
nous avons bien le droit de dire que V bW est le produit tensoriel. Cela justifie le titre.

12.122.
Les prochains lemmes et propositions vont nous dire que l’application

ϕ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
αb w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (12.263)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels lorsque V est de dimension finie. Vu que nous aimons les
énoncés très explicites, ça va être découpé en plusieurs morceaux, l’énoncé va devenir un peu long ;
mais c’est pour la bonne cause.

Lemme 12.123.
Soient deux espaces vectoriels V et W dont W est de dimension finie. Alors l’application définie
par

ϕ : F pV ˚ ˆW q Ñ LpV,W q
δpα,wq ÞÑ

`
v ÞÑ αpvqw˘ (12.264)

sur la base « canonique » de F pV ˚ ˆW q passe aux classes.

Démonstration. Avec les notations de la définition 12.118 nous devons prouver que ϕpNq “ 0.
Nous montrons que ϕpA4q “ 0, et nous vous laissons faire les autres. Pour λ P K, α P V ˚ et w PW
en utilisant la linéarité de ϕ nous avons :

ϕ
`
λδpα,wq ´ δpα,λwq

˘
v “ λϕpδpα,wqqpvq ´ ϕpδpα,λwqqpvq (12.265a)
“ λαpvqw ´ αpvqpλwq (12.265b)
“ 0 (12.265c)

parce que αpvqpλwq “ λαpvqw du fait que K est commutatif. La commutativité de K est ce qui
permet de permuter le produit λαpvq.

Nous laissons à la lectrice le soin de prouver que ϕpA1q “ ϕpA2q “ ϕpA3q “ 0.

Lemme 12.124.
Si W est de dimension finie, alors LpV,W q muni de

h1 : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q
pα,wq ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (12.266)

est un produit tensoriel 32 de V ˚ par W .

Démonstration. Nous devons prouver que
— h est bilinéaire,
— h est surjective
— pour tout espace vectoriel U , et pour toute application bilinéaire f : V ˚ ‘W Ñ U , il existe

une application linéaire g : LpV,W q Ñ U tel que f “ g ˝ h.
32. Définition 12.115.
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Bilinéaire Le fait que h soit bilinéaire est une simple vérification.
Surjective L’espace W étant de dimension finie, nous pouvons en considérer une base tziuiPI .

Soit α P LpV,W q. Si v P V , l’élément αpvq peut être décomposé dans la base tziu, ce qui
définit des applications linéaires αi : V Ñ K par

αpvq “
ÿ

iPI
αipvqzi. (12.267)

Notons que αi P V ˚. En comparant avec la définition de h1, nous voyons que

αpvq “
ÿ

i

hpαi, ziqpvq, (12.268)

c’est-à-dire α “ ř
i hpαi, wiq “ h

`ř
ipαi, ziq

˘
. Nous avons donc bien α P hpV ˚ ‘W q.

Propriété universelle Soient un espace vectoriel U et une application bilinéaire f : V ˚‘W Ñ U .
Pour α P LpV,W q nous définissons gpαq comme suit. D’abord nous écrivons α sous la forme

αpvq “
ÿ

i

αipvqzi, (12.269)

et nous posons
gpαq “

ÿ

i

fpαi, ziq. (12.270)

Avec cette définition, en posant w “ ř
iwizi, nous avons

pg ˝ h1qpα,wq “ g
`
v ÞÑ αpvqw˘ (12.271a)

“ g
`
v ÞÑ

ÿ

i

αpvqwizi
˘

(12.271b)

“
ÿ

i

fpwiα, ziq (12.271c)

“
ÿ

i

fpα,wiziq (12.271d)

“ fpα,
ÿ

i

wiziq (12.271e)

“ fpα,wq. (12.271f)

Cela prouve que g ˝ h “ f .

Proposition 12.125 ([192]).
Soient deux espaces vectoriels V et W dont V est de dimension finie. Alors l’application

ϕ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
αb w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (12.272)

est bien définie 33 et est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le lemme 12.124 donne une structure de produit tensoriel de V ˚ par W sur
LpV,W q. Rappelons les structures :

h : V ˚ ‘W Ñ V ˚ bW
pα,wq ÞÑ αb w (12.273)

et
h1 : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q

pα,wq ÞÑ “
v ÞÑ αpvqw‰. (12.274)

La proposition 12.117 a déjà fait tout le boulot. La seule chose à faire est de vérifier qu’il existe
une application ϕ : V ˚ bW Ñ LpV,W q vérifiant simultanément les deux conditions suivantes :
33. Au sens où il existe une fonction ϕ définie sur tout V ˚ bW qui se réduit à cela pour les éléments de la forme

αb w.
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(1) ϕpαb wq “ “
v ÞÑ αpvqw‰

(2) h1 “ ϕϕ ˝ h.
La seconde condition assure que ϕ sera un isomorphisme d’espaces vectoriels.

L’existence de ϕ vérifiant la condition (1) est un effet du lemme 12.123 qui donne une fonction
sur F pV ˚ ˆW q dont le ϕ qui nous concerne est un quotient. Il reste à voir que cette application
vérifie h1 “ ϕ ˝ h.

En nous rappellant que αb w “ rδpα,wqs et en écrivant ϕ à la fois l’application et son passage
au quotient,

pϕ ˝ hqpα,wq “ ϕpαb wq “ ϕ
`rδpα,wqs

˘ “ ϕpδpα,wqq. (12.275)

En appliquant à v P V nous avons :

pϕ ˝ hqpα,wqv “ ϕpδpα,wqqv “ αpvqw “ h1pα,wqv. (12.276)

Et voila. Nous avons ϕ ˝ h “ h1.

Une conséquence de la proposition 12.125 est que

dimpV bW q “ dimpV q dimpW q (12.277)

via le lemme 4.34(2).

12.8.4 Bases

Voici un lemme entièrement dédié au principe « dans le Frido, on ne fait pas d’abus de notations,
sauf pour la logique formelle et la théorie des ensembles, que nous admettons ».

Lemme 12.126 ([1]).
Si τ : V1 Ñ V2 est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors

ϕ : V1 bW Ñ V2 bW
v b w ÞÑ τpvq bW (12.278)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Comme d’habitude, l’expression (12.278) ne définit pas réellement ϕ parce que
nous ne savons pas du tout si tv b w tel que v P V,w P W u est plus ou moins une base de
V bW 34. Ce que dit réellement ce lemme est qu’il existe une application V1 bW Ñ V2 bW qui
est isomorphisme et qui se réduit à l’expression donnée dans le cas d’éléments de V1 bW de la
forme v b w.

L’application
ϕ0 : F pV1 ˆW q Ñ F pV2 ˆW q

δpv, wq ÞÑ δ`
τpvq,w

˘ (12.279)

est un isomorphisme.
Cette application passe aux classes, mais pas au sens où x P rys impliquerait ϕ0pxq “ ϕ0pyq ;

au sens où si x P rys, alors ϕ0pxq P rϕ0pyqs. Par exemple

ϕ0
`
λδpv,wq ´ δpv,λwq

˘ “ λδ`
τpvq,w

˘ ´ δ`
τpvq,w

˘ P r0s. (12.280)

Nous vous laissons le soin de vérifier les égalités correspondantes pour les autres parties de N .
Le passage au classes de ϕ0 signifie que l’on considère l’application

ϕ : V1 bW Ñ V2 bW
rxs ÞÑ rϕ0pxqs (12.281)

34. Ne lisez pas la proposition 12.127 qui dévoile toute l’intrigue.
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où vous aurez noté que la prise de classe à gauche n’est pas la même que celle à droite.
Il faut prouver que ce ϕ est un isomorphisme. En ce qui concerne la linéarité,

ϕ
`rxs ` rys˘ “ ϕ

`rx` ys˘ (12.282a)
“ rϕ0px` yqs (12.282b)
“ rϕ0pxq ` ϕ0pyqs (12.282c)
“ rϕ0pxqs ` rϕ0pyqs (12.282d)
“ ϕprxsq ` ϕprysq. (12.282e)

Je vous laisse le reste de la linéarité. Et en ce qui concerne le fait que ce soit une bijection,
allez-y.

Proposition 12.127 ([192]).
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V et W . Soient une base teiu de V et une base
tfαu de W .

Alors :
(1) La partie tei b fαu est une base de V bW .
(2) Au niveau des dimensions, dimpV bW q “ dimpV q dimpW q.

Démonstration. Vu que V est de dimension finie, nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels
V ˚ “ V , et même un isomorphisme d’espaces vectoriels

τ : V Ñ pV ˚q˚
τpvqα “ αpvq. (12.283)

Recopions l’isomorphisme de la proposition 12.125 en utilisant V ˚ au lieu de V :

ψ0 : pV ˚q˚ bW Ñ LpV ˚,W q
τpvq b w ÞÑ `

α ÞÑ τpvqpαqw “ αpvqw˘. (12.284)

En écrivant cela, nous avons tenu compte du fait que tout élément de pV ˚q˚ peut être écrit de
façon univoque sous la forme τpvq pour un certain v P V .

Vu que τ est un isomorphisme, l’application suivante est encore un isomorphisme 35 :

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

α ÞÑ αpvqw˘. (12.285)

Nous avançons. Vu que nous avons un isomorphisme, nous pouvons faire passer des bases. Le
lemme 4.34 nous donne une base de LpV ˚,W q en les éléments βiα : V ˚ ÑW définies par

βijpαq “ αpeiqfα. (12.286)

Donc tψ´1pβiαqu est une base de V bW .
Pour a “ ř

i aiei̊ (base duale, définition 4.113) nous avons :

ψpei b fαqa “ apeiqfα “ βiαpaq. (12.287)

Cela prouve que ψ´1pβiαq “ ei b fα, et donc que ces ei b fα est une base de V bW .
La formule concernant les dimensions est simplement la définition 4.13 de la dimension : le

nombre d’éléments dans une base.

Exemple 12.128
Dans le produit tensoriel RbR, nous avons xb 1 “ 1bx “ xp1bxq pour tout x P R. Et si x ě 0
nous avons aussi xb 1 “ ?xb?x. 4

35. Lemme 12.126.
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12.8.5 Norme

Nous considérons des espaces vectoriels V et W de dimension finie. L’application (12.285)
donne un isomorphisme d’espaces vectoriels

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

α ÞÑ αpvqw˘. (12.288)

Et ça, c’est très bien, parce que nous connaissons une norme sur LpV ˚,W q : la norme opérateur
12.10.

Définition 12.129 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés de dimension finie V et W . Sur V bW nous définissons,
pour t P V bW

}t} “ }ψptq}LpV ˚,W q. (12.289)

Lemme 12.130 ([1]).
La norme sur V bW vérifie

}v b w} “ }v}}w} (12.290)

pour tout v P V et w PW .

Démonstration. C’est un simple( ?) calcul :

}v b w} “ }ψpv b wq} “ }α ÞÑ αpvqw} “ sup
}α}“1

}αpvqw} “ sup
}α}“1

|αpvq|}w}. (12.291)

Étant donné que V est de dimension finie, sup}α}“1 |αpvq| “ }v} 36. Nous avons donc

}v b w} “ }v}}w}. (12.292)

Le lemme suivant montre que RbR n’est pas du tout RˆR “ R2. Au contraire, RbR est
isomorphe à R.

Lemme 12.131 ([1]).
L’application

ϕ : RbRÑ R

1b 1 ÞÑ 1
(12.293)

prolongée par linéarité est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. D’abord une base de R est t1u ; donc une base de R b R est t1 b 1u par la
proposition 12.127. Donc l’application proposée se prolonge par linéarité à tout RbR.

Le fait que ϕ soit une bijection provient du fait que ϕ transforme une base en une base ; si vous
n’y croyez pas, la vérification de l’injectivité et de la surjectivité est facile.

Pour que ϕ soit isométrique, nous faisons le calcul

}ϕpxb yq} “ }xyp1b 1q} “ |xy|}1b 1} “ |xy| “ }xb y}. (12.294)

Nous avons utilisé la propriété 7.106(2) d’une norme ainsi que le lemme 12.130 pour la norme sur
RbR.

36. Cela est une des raisons pour lesquelles nous sommes en dimension finie : je ne sais pas si cette égalité est vraie en
dimension inifinie.
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12.8.6 Applications bilinéaires, matrices et produit tensoriel

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie. Si α et β sont deux formes linéaires sur un
espace vectoriel E, nous définissons αb β comme étant la 2-forme donnée par

pαb βqpu, vq “ αpuqβpvq. (12.295)

Si a et b sont des vecteurs de E, ils sont vus comme des formes sur E via le produit scalaire et
nous avons

pab bqpu, vq “ pa·uqpb· vq. (12.296)

Cette dernière équation nous incite à pousser un peu plus loin la définition de abb et de simplement
voir cela comme la matrice de composantes

pab bqij “ aibj . (12.297)

Cette façon d’écrire a l’avantage de ne pas demander de se souvenir qui est une vecteur ligne, qui
est un vecteur colonne et où il faut mettre la transposée. Évidemment pab bq est soit abt soit atb
suivant que a et b soient ligne ou colonne.

12.8.7 Application d’opérateurs

Lemme 12.132.
Soient x, y P E et A,B deux opérateurs linéaires sur E vus comme matrices. Alors

pAxbByq “ Apxb yqBt. (12.298)

Démonstration. Calculons la composante ij de la matrice pAxbByq. Nous avons

pAxbByqij “ pAxqipByqj (12.299a)
“

ÿ

kl

AikxkBjlyl (12.299b)

“ Aikpxb yqklBjl (12.299c)
“ `

Apxb yqBt
˘
ij
. (12.299d)

12.9 Calcul différentiel dans un espace vectoriel normé

Quelque motivations pour la notion de différentielle sont données dans 13.20.1.

12.9.1 Définition de la différentielle

Proposition-définition 12.133 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés E et F ainsi qu’une fonction f : U Ñ F où U est un ouvert
de E.

Si il existe une une application linéaire T P LpE,F q satisfaisant

lim
hÑ0
hPE

fpa` hq ´ fpaq ´ T phq
}h}E “ 0, (12.300)

alors il en existe une seule.
Dans ce cas nous disons que f est différentiable au point a et l’application T ainsi définie

est appelée différentielle de f au point a, et nous la notons dfa.
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Démonstration. Soient deux applications linéaires T1, T2 satisfaisant la condition (12.300). Nous
avons

}T1phq ´ T2phq}F
}h}E ď }T1phq ´ fpa` hq ` fpaq}

}h} ` }fpa` hq ´ fpaq ´ T2phq}
}h} Ñ 0. (12.301)

Nous avons donc
lim
hÑ0

}pT1 ´ T2qphq}F
}h}E “ 0. (12.302)

Soit ε ą 0. Ce que signifie la limite est qu’il existe un r ą 0 tel que pour tout u P BEp0, rq, nous
ayons

}pT1 ´ T2qpuq}F
}u}E ă ε. (12.303)

Soit v P E. Nous considérons λ P R tel que λv P Bp0, rq, par exemple λ ă r{}v}. Nous avons

ε ą }pT1 ´ T2qpλvq}F
}λv}E “ }pT1 ´ T2qpvq}

}v} . (12.304)

Cela donne
}pT1 ´ T2qpvq} ă }v}ε. (12.305)

Nous avons donc }pT1 ´ T2qpvq} “ 0, soit T1pvq “ T2pvq.
L’application différentielle

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ dfa

(12.306)

est également très importante.

Définition 12.134.
Une application f : E Ñ F est de classe C1 lorsque l’application différentielle df : E Ñ LpE,F q
est continue. Voir aussi les définitions 13.263 pour les applications de classe Ck.

Remarque 12.135.
L’application norme étant continue, le critère du théorème 7.99 est en réalité assez général. Par
exemple à partir d’une application différentiable 37 f : X Ñ Y nous pouvons considérer la fonction
réelle

a ÞÑ }dfa} (12.307)

où la norme est la norme opérateur 38. Si f est de classe C1 alors cette application est continue et
donc bornée sur un compact K de X.

12.9.2 Accroissements finis

Lemme 12.136.
Soit une fonction f : E Ñ V (espaces vectoriels normés) différentiable en a P E. Alors il existe
une fonction α : E Ñ V telle que

$
&
%

lim
hÑ0

αphq
}h} “ 0 (12.308a)

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq. (12.308b)

Démonstration. Il s’agit seulement de poser

αphq “ fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq. (12.309)

Le fait que αphq{}h} Ñ 0 est alors la définition de la différentiabilité de f .
37. Définition 12.133.
38. Définition 12.10.
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12.9.3 (non ?) Différentiabilité des applications linéaires

Si E et F sont deux espaces vectoriels nous notons LpE,F q l’ensemble des applications li-
néaires de E vers F et LpE,F q l’ensemble des applications linéaires continues de E vers F . Ces
espaces seront bien entendu, sauf mention du contraire, toujours munis de la norme opérateur de
la définition 12.10.

Lemme 12.137.
Soit une application linéaire f .
(1) Si f est continue, alors elle est différentiable et dfapuq “ fpuq pour tout a et u.
(2) Si f n’est pas continue, alors elle n’est pas différentiable.

Démonstration. La linéarité de f donne :

fpa` hq ´ fpaq ´ fphq “ 0, (12.310)

et donc prendre T “ f dans la définition 12.133 fait fonctionner la limite. De plus T est alors
continue par hypothèse ; elle est donc bien la différentielle de f .

Supposons que f ne soit pas continue, prenons une application linéaire continue T , et calculons

fpa` hq ´ fpaq ´ T phq
}h} “ pf ´ T qphq}h} “ pf ´ T qpehq (12.311)

où eh est le vecteur unitaire dans la direction de h. Vu que f n’est pas continue et que T l’est,
l’application f ´ T n’est pas continue. Elle n’est pas pas bornée par la proposition 12.25. Il existe
alors un vecteur h tel que }pf ´ T qpehq} ą 1 (et même plus grand que ce qu’on veut).

Donc la limite de (12.311) pour hÑ 0 ne peut pas être nulle.

Lemme 12.138.
Une application linéaire continue est de classe C8.

Démonstration. Soit a P E. Étant donné que f est linéaire et continue, elle est différentiable et

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f

(12.312)

est une fonction constante et en particulier continue ; nous avons donc f P C1. Pour la différentielle
seconde nous avons dpdfqa “ 0 parce que dfpa` hq ´ dfpaq “ f ´ f “ 0. Toutes les différentielles
suivantes sont nulles.

12.9.4 Dérivation en chaine et formule de Leibnitz

Proposition 12.139.
Soient fi : U Ñ Fi, des fonctions de classe Cr où U est ouvert dans l’espace vectoriel normé E et
les Fi sont des espaces vectoriels normés. Alors l’application

f “ f1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ fn : U Ñ F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fn
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fnpxq
˘ (12.313)

est de classe Cr et
drf “ drf1 ˆ . . . drfn. (12.314)

Démonstration. Soit x P U et h P E. La différentiabilité des fonctions fi donne

fipx` hq “ fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq (12.315)

avec limhÑ0 αiphq{}h} “ 0. Par conséquent

fpx` hq “ `
. . . , fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq, . . .

˘
(12.316a)

“ `
. . . , fipxq, . . .

˘` `
. . . , pdfiqxphq, . . .

˘` `
. . . , αiphq, . . .

˘
. (12.316b)



12.9. CALCUL DIFFÉRENTIEL DANS UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ 613

Mais la définition 12.41 de la norme dans un espace produit donne

lim
hÑ0

}`α1phq, . . . , αnphq
˘}

}h} “ 0, (12.317)

ce qui nous permet de noter αphq “ `
α1phq, . . . , αnphq

˘
et avoir limhÑ0 αphq{}h} “ 0. Avec tout ça

nous avons bien
fpx` hq “ fpxq ` `pdf1qxphq ` ¨ ¨ ¨ ` pdfnqxphq

˘` αphq, (12.318)

ce qui signifie que f est différentiable et

dfx “
`
df1, . . . , dfn

˘
. (12.319)

Théorème 12.140.
Soient des espaces vectoriels normés E, V et W . Nous considérons deux fonctions f : E Ñ V et
g : V ÑW . Nous supposons que f est différentiable en a P E et que g est différentiable en fpaq P V .

Nous supposons de plus que dfa est de norme finie 39.
Alors g ˝ f : E ÑW est différentiable en a et

fpg ˝ fqapuq “ dffpaq
`
dfapuq

˘
, (12.320)

ou encore
fpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (12.321)

Démonstration. En utilisant le lemme 12.136 pour les fonctions f et g, nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq (12.322)

et
g
`
fpaq ` k˘ “ g

`
fpaq˘` dgfpaqpkq ` βpkq. (12.323)

L’application dgfpaq˝dfa est une application linéaire, et est notre candidat différentielle. En suivant
la définition 12.133, nous allons calculer

lim
hÑ0

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdgfpaq ˝ dfaqphq
}h} . (12.324)

Si cette limite existe et vaut zéro, alors nous aurons prouvé que le candidat différentielle est correct.
Pour cela, nous emboîtons les formules (12.322) et (12.323) l’une dans l’autre pour avoir :

gpa`hq “ g
`
fpaq`dfaphq`αphq

˘ “ g
`
fpaq˘`dgfpaq

`
dfaphq`αphq

˘`β`dfaphq`αphq
˘
. (12.325)

Vu que dgfpaq est linéaire, le deuxième terme peut être coupé en deux et après recombinaisons,

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdffpaq ˝ dfaqphq “ dgfpaq
`
αphq˘` β`dfaphq ` αphq

˘
. (12.326)

Étant donné que dgfpaq est linéaire,

dgfpaq
`
αphq˘

}h} “ dgfpaq
ˆ
αphq
}h}

˙
Ñ 0. (12.327)

Il nous reste à voir que

lim
hÑ0

β
`
dfaphq ` αphq

˘

}h} (12.328)

39. Je ne suis pas totalement certain que cette hypothèse soit nécessaire, mais en tout cas, elle est utilisée.



614 CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

existe au vaut zéro. Vu que dfa est linéaire, il existe M ą 0 tel que 40 }dfaphq} ď M}h}. D’autre
part, vu que αphq{}h} Ñ 0, nous avons }αphq} ď }h} pour tout h suffisamment petit.

Donc si h est assez petit, nous avons

}dfaphq ` αphq} ď pM ` 1q}h}. (12.329)

Soit ε ą 0. Soit δ ą 0 tel que }h} ď δ implique βphq{}h} ď ε et (12.329) en même temps. Soit r tel
que pM ` 1qr ă δ ; et notons que r ă δ. Nous considérons alors h P Bp0, rq et nous calculons :

β
`
dfaphq ` αphq

˘

}h} “ β
`
dfaphq ` αphq

˘

}dfaphq ` αphq}
}dfaphq ` αphq}

}h} ď pM ` 1qε. (12.330)

La limite (12.328) existe donc et vaut zéro.

Théorème 12.141 (Différentielle de fonctions composées[193]).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et V ouvert dans F . Soient des
applications de classe Cr (r ě 1)

f : U Ñ V (12.331a)
g : V Ñ G. (12.331b)

Alors l’application g ˝ f : V Ñ G est de classe Cr et

dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (12.332)

Démonstration. Nous nous fixons x P U . La fonction f est différentiable en x P U et g en fpxq,
donc nous pouvons écrire

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` αphq (12.333)
et

g
`
fpxq ` u˘ “ g

`
fpxq˘` dgfpxqpuq ` βpuq (12.334)

où la fonction α a la propriété que
lim
hÑ0

}αphq}
}h} “ 0; (12.335)

et la même chose pour β. La fonction composée en x` h s’écrit donc

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq ` dfxphq ` αphq

˘ “ g
`
fpxq˘` dgfpxq

`
dfxphq ` αphq

˘` β`dfxphq ` αphq
˘
.

(12.336)
Nous montrons que tous les « petits » termes de cette formule peuvent être groupés. D’abord si h
est proche de 0, nous avons

}dfxphq ` αphq}
}h} ď }dfx}}h}}h} ` }αphq}}h} . (12.337)

Si h est petit, le second terme est arbitrairement petit, donc en prenant n’importe que M ą }dfx}
nous avons }dfxphq ` αphq}

}h} ďM. (12.338)

Par ailleurs, nous avons

}β`dfxphq ` αphq
˘}

}h} “ }β
`
dfxphq ` αphq

˘}
}dfxphq ` αphq}

}dfxphq ` αphq}
}h} ďM

}β`dfxphq ` αphq
˘}

}dfxphq ` αphq} . (12.339)

Vu que la fraction est du type βpfphqq
fphq avec limhÑ0 fphq “ 0, la fraction tend vers zéro lorsque

hÑ 0. En posant
γ1phq “ β

`
dfxphq ` αphq

˘
(12.340)

40. CeM est par exemple la norme opérateur de dfa, comme nous l’assure le lemme 12.17. C’est pour ce passage-ci
que nous avons supposé que dfa était de norme finie.
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nous avons limhÑ0 γ1phq{}h} “ 0.
L’autre candidat à être un petit terme dans (12.336) est traité en utilisant le lemme 12.20 :

}dgfpxq
`
αphq˘} ď }dgfpxq}}αphq}. (12.341)

Donc
}dgfpxq

`
αphq˘}

}h} ď }dgfpxq}}αphq}}h} , (12.342)

ce qui nous permet de poser
γ2phq “ dgfpxq

`
αphq˘ (12.343)

avec γ2 qui a la même propriété que γ1. Avec tout cela, en posant γ “ γ1 ` γ2 nous récrivons

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq˘` dgfpxq

`
dfxphq

˘` γphq (12.344)

avec limhÑ0
γphq
}h} “ 0. Tout cela pour dire que

lim
hÑ0

pg ˝ fqpx` hq ´ pg ˝ fqpxq ´ `
dgfpxq ˝ dfx

˘phq
}h} “ 0, (12.345)

ce qui signifie que
dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (12.346)

Nous avons donc montré que si f et g sont différentiables, alors g ˝ f est différentiable avec
différentielle donnée par (12.332).

Nous passons à la régularité. Nous supposons maintenant que f et g sont de classe Cr et nous
considérons l’application

ϕ : LpF,Gq ˆ LpE,F q Ñ LpE,Gq
pA,Bq ÞÑ A ˝B. (12.347)

Montrons que l’application ϕ est continue en montrant qu’elle est bornée 41. Pour cela nous écrivons
la norme opérateur

}ϕ} “ sup
}pA,Bq}“1

}ϕpA,Bq} “ sup
}pA,Bq}“1

}A ˝B} ď sup
}pA,Bq}“1

}A}}B} ď 1. (12.348)

Justifications : d’une part la norme opérateur est une norme algébrique 42, et d’autre part la
définition 12.41 de la norme sur un espace produit pour la dernière majoration. L’application ϕ
est donc continue et donc C8 par le lemme 12.138. Nous considérons également l’application

ψ : U Ñ LpF,Gq ˆ LpE,F q
x ÞÑ `

dgfpxq, dfx
˘
.

(12.349)

Vu que f et g sont C1, l’application ψ est continue. Ces deux applications ϕ et ψ sont choisies
pour avoir

pϕ ˝ ψqpxq “ ϕ
`
dgfpxq, dfx

˘ “ dgfpxq ˝ dfx, (12.350)
c’est-à-dire ϕ ˝ ψ “ dpg ˝ fq. Les applications ϕ et ψ étant continues, l’application dpg ˝ fq est
continue, ce qui prouve que g ˝ f est C1.

Si f et g sont Cr alors dg P Cr´1 et dg˝f P Cr´1 où il ne faut pas se tromper : dg : F Ñ LpF,Gq
et f : U Ñ F ; la composée est dg ˝ f : x ÞÑ dgfpxq P LpF,Gq.

Pour la récurrence nous supposons que f, g P Cr´1 implique g ˝f P Cr´1 pour un certain r ě 2
(parce que nous venons de prouver cela avec r “ 1 et r “ 2). Soient f, g P Cr et montrons que
g ˝ f P Cr. Par la proposition 12.139 nous avons

ψ “ dg ˝ f ˆ df P Cr´1, (12.351)

et donc dpg ˝ fq “ ϕ ˝ ψ P Cr´1, ce qui signifie que g ˝ f P Cr.
41. Proposition 12.25.
42. Lemme 12.20.
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Proposition 12.142 ([1]).
Soit une application f : E Ñ V de classe C1. Soit une application linéaire ϕ : V ÑW . Alors ϕ ˝ f
est de classe Cp.

Démonstration. Toute la preuve est un grand jeu de cohérence des espaces en présence, alors soyez
attentifs et capable de dire précisément à quel espace appartient chacun de objets entrant en jeu.

Nous posons V0 “ V et Vk`1 “ LpE, Vkq. Idem pour les espaces Wk. Ensuite nous posons

ϕ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q
α ÞÑ ϕ ˝ α. (12.352)

et
ϕk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

α ÞÑ ϕk´1 ˝ α.
(12.353)

Notez la cohérence : si a P E, αpaq P Vk´1 “ LpE, Vk´2q, et donc
pϕk´1 ˝ αqpaq “ ϕk´1

`
αpaq˘. (12.354)

À droite nous avons ϕk´1
`
αpaq˘ P LpE,Wk´2q “ Vk´1.

De plus, ϕ est linéaire ; ça se prouve par récurrence en partant de ϕ1 et en se basant sur le fait
que ϕ est linéaire.

C’est parti pour une récurrence.
Énoncé Nous allons prouver par récurrence que

dkpϕ ˝ fq “ ϕk ˝ dkf. (12.355)

pour tout k ď p.
Initialisation D’abord, f est de classe Cp, donc différentiable et ϕ est linéaire donc différentiable.

Donc la composée est différentiable et le théorème 12.140 nous donne la différentiabilité de
ϕ ˝ f ainsi que la formule

dpϕ ˝ fqapuq “ dϕfpaq
`
dfapuq

˘ “ pϕ ˝ dfaqpuq “ ϕ1pdfaqpuq. (12.356)

Donc dpϕ ˝ fqa “ ϕ1pdfaq, ce qui signifie

dpϕ ˝ fq “ ϕ1 ˝ df. (12.357)

C’est bon pour k “ 1.
La pas de récurrence Vu que f est de classe Cp, dkf est encore différentiable. Vu que ϕk est

encore linéaire, nous pouvons encore utiliser la règle de différentiation de fonctions composées
sur l’application ϕk ˝ dkf . Nous avons :

dk`1pϕ ˝ fqapuq “ d
`
dkpϕ ˝ fq˘

a
puq “ dpϕk ˝ dkfqapuq. (12.358)

C’est le moment d’utiliser la formule de différentiation en chaîne :

dk`1pϕ ˝ fqapuq “
`pdϕkqdkfa ˝ dk`1fa

˘puq. (12.359)

Mais ϕk étant linéaire, pdϕkqdkfa “ ϕk, donc

dk`1pϕ ˝ fqapuq “ pϕk ˝ dk`1faqpuq. (12.360)

Donc, en oubliant l’application au vecteur u,

dk`1pϕ ˝ fqa “ ϕk ˝ dk`1fa “ ϕk`1
`
dk`1fa

˘ “ pϕk`1 ˝ dk`1fqpaq. (12.361)

Nous avons donc bien
dk`1pϕ ˝ fq “ ϕk`1 ˝ dk`1f. (12.362)
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Lemme 12.143.
Si f : U Ñ V est un difféomorphisme 43 alors pour tout a P U , l’application dfa est inversible et

pdfaq´1 “ pdf´1qfpaq. (12.363)

Démonstration. Il suffit d’apercevoir qu’en vertu de la règle de différentiation en chaîne (12.332),

pdfaqpdf´1qfpaq “ dpf ˝ f´1qfpaq “ Id . (12.364)

Proposition 12.144.
Soient des ouverts A de Rp et B de Rm. Si il existe un difféomorphisme f : AÑ B, alors p “ m.

Démonstration. Vu que f est un difféomorphisme, le lemme 12.143 fait son travail : l’application
linéaire dfa : Rp Ñ Rm est inversible d’inverse df´1

fpaq : R
m Ñ Rm.

Or une application linéaire ne peut pas être bijective entre espaces de dimensions différentes
(finies). Donc p “ m.

12.9.5 Différentiation de produit

Si nous avons deux application f : E Ñ V et g : E Ñ W , alors nous voudrions considérer la
fonction

f b g : E Ñ V bW
a ÞÑ fpaq b gpaq. (12.365)

Le problème avec cette notation est que très souvent, les applications f et g sont des éléments
d’espaces vectoriels. Si par exemple f P LpE, V q et g P LpE,W q, nous avons f b g P LpE, V q b
LpE,W q. Dans le Frido nous ne nous permettons pas de dire calmement que LpE, V qbLpE,W q “
LpE, V bW q. Et je ne vous dit même pas à quel point il n’est pas évident, si f P C8pE, V q et
g P C8pE,W q que nous aurions f b g P C8pE, V q b C8pE,W q “ C8pE, V bW q.

Tout cela pour dire que nous n’allons pas nous lancer dans des abus de notations. Non. Au
lieu de cela, nous introduisons une notation. Pour rappel, dans tout le Frido, FunpA,Bq désigne
l’ensemble de toutes les application de A vers B sans suppositions de régularité. Pour les puristes,
nous précisions que si f P FunpA,Bq, nous supposons que f est définie sur tout A. hum . . . sauf
mention du contraire.

Définition 12.145.
Si f P FunpE, V q et g P FunpE,W q, alors nous définissons

fb̃g : E Ñ V bW
a ÞÑ fpaq b gpaq. (12.366)

Proposition 12.146.
Soient des applications continues f : E Ñ V et g : E Ñ W entre espaces vectoriels de dimension
finies. Alors la fonction fb̃g : E Ñ V bW est continue.

Démonstration. Soit a P E et une suite xk Ñ a dans E. Nous voulons prouver que fb̃gpxkq VbWÝÑ
fpaq b gpaq. Nous avons :
}fpxkqbgpxkq´fpaqbgpaq} ď }fpxkqbgpxkq´fpxkqbgpaq}`}fpxkqbgpaq´fpaqbgpaq}. (12.367)
Ensuite en utilisant la classe d’équivalence (12.253b),

fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq “ fpxkq b
`
gpxkq ´ gpaq

˘
, (12.368)

43. Définition 12.1
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et en ce qui concerne les normes,

}fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq} “ }fpxkq}} b
`
gpxkq ´ gpaq

˘}. (12.369)

Mais par hypothèse, fpxkq Ñ fpaq et gpxkq Ñ gpaq. Donc le tout tend vers zéro lorsque k Ñ8.
Le même raisonnement fonctionne avec le second terme de (12.367).

Lorsque nous parlons de différentielle de produit de fonctions, nous voulons étudier la différen-
tiabilité de fb̃g sous l’hypothèse de différentiabilité de f et g. Et aussi, si f et g sont de classe Cp,
est-ce que fb̃g est également de classe Cp ?

Nous voudrions avoir une formule du type

dpfb̃gq “ dfb̃g ` fb̃dg, (12.370)

mais ça ne colle pas au niveau des espaces. En effet, en évaluant cela en a P E, nous avons à
gauche dpfb̃gqa P LpE, V b W q, tandis qu’à droite nous avons dfa b gpaq P LpE, V q b W et
fpaq b dga P V b LpE,W q.

Nous pourrions bien entendu dire que V bLpE,W q est isomorphe à LpE, V bW q et hop voila,
on n’en parle plus. Ce serait passer sur deux points importants. D’abord est-ce que V b LpE,W q
est vraiment isomorphe à LpE, V bW q ? Et ensuite, l’isomorphisme implique une utilisation du
théorème 12.140 qui est tout sauf une trivialité.

Bref, fidèle au principe fridesque de ne pas cacher des difficultés techniques sous des abus de
notations, nous allons écrire les choses explicitement.

Lemme 12.147.
Si E, V et W sont de dimension finie, les applications

ψ : LpE, V q bW Ñ LpE, V bW q
f b w ÞÑ

´
u ÞÑ fpuq b w

¯ (12.371)

et
ϕ : V b LpE,W q Ñ LpE, V bW q

v b g ÞÑ `
a ÞÑ v b gpaq˘. (12.372)

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Dans le meilleur des mondes, ces applications devraient être affublés d’indices V et W .

Démonstration. Nous donnons des détails à propos de ψ. Pour ϕ c’est la même chose.
Linéaire La formule (12.371) définit ψ en particulier sur une base de LpE, V q bW par la propo-

sition 12.127(1). Ce que signifie réellement la formule (12.371) est que ψ est ainsi définie sur
la base et est prolongée par continuité.

Injective Si pour un f et un w fixé nous avons ψpf b wq “ 0, alors il y a deux cas : soit w “ 0
soit w ‰ 0. Dans le premier cas, f b w “ 0, et dans le second cas, nous remarquons que

0 “ ψpf b wqpaq “ fpaq b w (12.373)

pour tout a P E. Cela implique fpaq “ 0 pour tout a et donc f “ 0, ce qui signifie que
f b w “ 0.

Bijective En utilisant la proposition 12.127 et le lemme 4.34(2), nous avons égalité des dimensions
entre LpE, V q bW et LpE, V bW q.
Une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même dimension (finie) est
une bijection.
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Proposition 12.148.
Soient des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient f : E Ñ V et g : E Ñ W des
fonctions de classe C1. Alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe C1 nous avons les formules

dpfb̃gqapuq “ dfapuq b gpaq ` fpaq b dgapuq (12.374)

ainsi que
dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` ϕ ˝ pfb̃dgq. (12.375)

Démonstration. Nous commençons par prouver que fb̃g est différentiable en injectant le candidat
(12.374) dans la définition. Au numérateur nous avons :

pfb̃gqpa` hq ´ pfb̃gqpaq ´ dfaphq b gpaq ´ fpaq b dgaphq. (12.376)

Le lemme 12.136 assure qu’il existe une fonction α : E Ñ V telle que limhÑ0 αphq{}h} et fpa `
hq ` fpaq ` dfaphq ` αphq. Même chose pour g. Nous avons donc

pfb̃gqpa` hq “ fpa` hq b gpa` hq “ `
fpaq ` dfaphq ` αphq

˘b `
gpaq ` dgaphq ` βphq

˘
(12.377)

qui se développe en 9 termes. En effectuant les différences dans (12.376), nous nous retrouvons
avec un numérateur qui vaut

fpaqbβphq`dfaphqbdgaphq`dfaphqbβphq`αphqbgpaq`αphqbdgaphq`αphqbβphq. (12.378)
Nous pouvons prouver terme à terme qu’en divisant par }h} nous avons une limite qui vaut zéro.
Par exemple,

lim
hÑ0

fpaq b βphq
}h} (12.379)

se calcule en prenant la norme du numérateur et en utilisant le lemme 12.130 :

}fpaq b βphq}
}h} “ }fpaq}}βphq}}h} Ñ 0. (12.380)

Tous les termes contenant αphq ou βphq se traitent de la même manière. Le dernier terme à traiter
est

lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} . (12.381)

En prenant la norme du numérateur, en utilisant encore le lemme 12.130 et en utilisant le lemme
12.17, nous avons

}dfaphq b dgaphq} “ }dfaphq}}dgaphq} ď }dfa}}dga}}h}2, (12.382)

donc
lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} “ 0. (12.383)

Notons que l’utilisation du lemme 12.17 requière que dfa soit continue, ce qui n’est pas évident
en dimension infinie : une application linéaire n’est pas spécialement continue. C’est donc ici que
nous utilisons le fait que E, V et W sont de dimension finie 44.

Ceci prouve que fb̃g est différentiable et nous donne la formule (12.374) pour appliquer sa
différentielle à un élément de E. La formule (12.375) est un corollaire : elle se vérifie en l’appliquant
à a puis à u.

Pour terminer nous devons prouver que dpfb̃gq est continue. Vu que f et g sont de classe C1,
les applications f , g, df et dg sont continues. Les applications ψ et ϕ sont également continues
parce que linéaires sur des espaces de dimensioy finie. La proposition 12.146 appliquée à df et g
montre que dfb̃g est continue. La composition avec ψ qui est linéaire conserve la continuité.

Dons le membre de droite de (12.375) est continu et fb̃g est a une différentielle continue. Elle
est donc de classe C1.
44. Il y a surement moyen de paufiner, et d’affaiblir cette hypothèse, mais je ne me lance pas là-dedans.
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Il est temps de démontrer le truc difficile, à savoir que si f et g sont de classe Cp, alors fb̃g
est également de classe Cp.

Proposition 12.149.
Nous applellons Pk la propriété suivante :

Pour tout p ě k, pour tout espaces vectoriels normés E, V , W de dimension finies et
pour toutes applications f : E Ñ V et g : E ÑW de classe Ck, la fonction fb̃g est de
classe Ck.

(1) La propriété Pk est vraie pour tout k.
(2) Si f : E Ñ V et g : E ÑW sont de classe Cp, alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe Cp.

Démonstration. Le gros de la preuve est le point (1). Le point (2) est alors une utilisation de la
propriété Pp avec p “ k.

Pour k “ 0. Si f et g sont de classe Cp avec p ě k, alors f et g sont a fortiori continues. La
proposition 12.146 montre alors que fb̃g est continue.

Bien que ce ne soit pas tout à fait nécessaire, nous prouvons que P1 est également vraie avant
de passer à la récurrence. Si f et g sont de classe Cp avec p ě 1, alors elles sont de classe C1 et la
proposition 12.148 s’applique : fb̃g est de classe C1.

Nous faisons la récurrence en supposant que Pk est vraie, et en prouvant que Pk`1 est vraie.
Soit p ě k ` 1 ainsi que des applications f : E Ñ V et g : E Ñ W de classe Ck`1. La proposition
12.148 dit que fb̃g est de classe C1 et que

dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` ϕ ˝ pfb̃dgq. (12.384)

À droite, df et g sont de classe Ck parce que f et g sont de classe Ck`1. Donc dfb̃g est de classe
Ck par l’hypothèse de récurrence appliquée aux espaces LpE, V q et W . La proposition 12.142 nous
assure alors que ψ ˝ pdfb̃gq est de classe Ck également.

Nous avons prouvé que dpfb̃gq est de classe Ck, donc fb̃g est de classe Ck`1. Cela nous fait
la récurrence.

12.9.6 Formule des accroissements finis

Proposition 12.150.
Soient a ă b dans R et deux fonctions

f : ra, bs Ñ E (12.385a)
g : ra, bs Ñ R (12.385b)

continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br. Si pour tout t P sa, br nous avons }f 1ptq} ď g1ptq alors

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (12.386)

Démonstration. Soit ε ą 0 et la fonction

ϕε : ra, bs Ñ R

t ÞÑ }fptq ´ fpaq} ´ gptq ´ εt. (12.387)

Cela est une fonction continue réelle à variable réelle. En particulier pour tout u P sa, br la fonction
ϕε est continue sur le compact ru, bs et donc y atteint son minimum en un certain point c P ru, bs ;
c’est le bon vieux théorème de Weierstrass 7.99. Nous commençons par montrer que pour tout u,
ledit minimum ne peut être que b. Pour cela nous allons montrer que si t P ru, br, alors ϕεpsq ă ϕεptq
pour un certain s ą t. Par continuité si s est proche de t nous avons

››››
fpsq ´ fptq

s´ t
››››´

ε

2 ă }f
1ptq} ă g1ptq ` ε

2 “
gpsq ´ gptq
s´ t ` ε

2 . (12.388)
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Ces inégalités proviennent de la limite

lim
sÑt

fpsq ´ fptq
s´ t “ f 1ptq, (12.389)

donc si s et t sont proches, ››››
fpsq ´ fptq

s´ t ´ f 1ptq
›››› (12.390)

est petit. Si s ą t nous pouvons oublier des valeurs absolues et transformer l’inégalité en

}fpsq ´ fptq} ă gpsq ´ gptq ` εps´ tq. (12.391)

Utilisant cela et l’inégalité triangulaire,

ϕεpsq ď }fpsq ´ fptq} ` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ εs (12.392a)
ď gpsq ´ gptq ` εs´ εt` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ εs (12.392b)
“ ϕεptq. (12.392c)

Donc nous avons bien ϕεpsq ă ϕεptq avec l’inégalité stricte. Par conséquent pour tout u P sa, br
nous avons ϕεpbq ă ϕεpuq et en prenant la limite uÑ a nous avons

ϕεpbq ď ϕεpaq. (12.393)

Cette inégalité donne immédiatement

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq ` εpb´ aq (12.394)

pour tout ε ą 0 et donc
}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (12.395)

Théorème 12.151 (Théorème des accroissements finis).
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application différentiable
f : U Ñ F . Pour tout segment ra, bs Ă U nous avons

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}dfx}
¸
}b´ a}. (12.396)

Démonstration. Nous prenons les applications

k : r0, 1s Ñ E

t ÞÑ f
`p1´ tqa` tb˘ (12.397)

et
g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ t sup
xPra,bs

}dfx}}b´ a}. (12.398)

Pour tout t nous avons g1ptq “ M}b ´ a} où il n’est besoin de dire ce qu’est M . D’un autre côté
nous avons aussi

k1ptq “ lim
εÑ0

f
`p1´ t´ εqa` pt` εqb˘´ f`p1´ tqa` tb˘

ε

“ d

dε

”
f
`p1´ tqa` tb` εpb´ aq˘

ı
ε“0

“ dfp1´tqa`tbpb´ aq

(12.399)
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où nous avons utilisé l’hypothèse de différentiabilité de f sur ra, bs et donc en p1´ tqa` tb. Nous
avons donc

}k1ptq} ď }b´ a}}dfp1´tqa`tb} ďM}b´ a} “ g1ptq (12.400)

La proposition 12.150 est donc utilisable et

}kp1q ´ kp0q} “ gp1q ´ gp0q, (12.401)

c’est-à-dire
}fpbq ´ fpaq} “M}b´ a} (12.402)

comme il se doit.

Proposition 12.152.
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application f : U Ñ F .
Soient a, b P U tels que ra, bs Ă U . Nous posons u “ pb ´ aq{}b ´ a} et nous supposons que pour
tout x P ra, bs, la dérivée directionnelle

Bf
Bu pxq “

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(12.403)

existe. Nous supposons de plus que Bf
Bupxq est continue en x “ a. Alors

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}BfBu pxq}
¸
}b´ a}. (12.404)

Démonstration. Nous posons évidemment

M “ sup
xPra,bs

}BfBu pxq} (12.405)

et nous considérons les fonctions
kptq “ f

`p1´ tqa` tb˘ (12.406)

et
gptq “ tM}b´ a}. (12.407)

Pour alléger les notations nous posons x “ p1´ tqa` tb et nous calculons avec un petit changement
de variables dans la limite :

k1ptq “ d

dε

”
f
`
x` εpb´ aq˘

ı
ε“0

“ }b´ a} d
dε

”
f
`
x` ε

}b´ a}pb´ aq
˘ı
ε“0

“ }b´ a}BfBu pxq, (12.408)

et donc encore une fois nous avons
}k1ptq} ď g1ptq, (12.409)

ce qui donne
}kp1q ´ kp0q} “ gp1q ´ gp0q, (12.410)

c’est-à-dire
}fpbq ´ fpaq} ď sup

xPra,bs
}BfBu pxq}}b´ a}. (12.411)

Théorème 12.153.
Soient E, V deux espaces vectoriels normés, une application f : E Ñ V , un point a P E tel que
pour tout u P E, la dérivée

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(12.412)
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existe pour tout x P Bpa, rq et est continue (par rapport à x) en x “ a. Nous supposons de plus
que

Bf
Bu paq “ 0 (12.413)

pour tout u P E. Alors f est différentiable en a et

dfa “ 0 (12.414)

Démonstration. Soit ε ą 0. Pourvu que }h} soit assez petit pour que a ` h P Bpa, rq, la proposi-
tion 12.152 nous donne

}fpa` hq ´ fpaq} ď sup
xPra,a`hs

}BfBu pxq}|h| (12.415)

où u “ h{}h}. Par continuité de Bufpxq en x “ a et par le fait que cela vaut 0 en x “ a, il existe
un δ ą 0 tel que si }h} ă δ alors

}BfBu pa` hq} ď ε. (12.416)

Pour de tels h nous avons
}fpa` hq ´ fpaq} ď ε}h}, (12.417)

ce qui prouve que l’application linéaire T puq “ 0 convient parfaitement pour faire fonctionner la
définition 12.133.

12.9.7 Applications multilinéaires

Nous avons déjà parlé d’applications multilinéaires dans la définition 12.51.

Lemme 12.154 (Leibnitz pour les formes bilinéaires[193]).
Si B : E ˆ F Ñ G est bilinéaire et continue, elle est C8 et

dBpx,yqpu, vq “ Bpx, vq `Bpu, yq. (12.418)

Démonstration. D’abord le membre de droite de (12.418) est une application linéaire et continue,
donc c’est un bon candidat à être différentielle. Nous allons prouver que ça l’est, ce qui prouvera la
différentiabilité de B. Avec ce candidat, le numérateur de la définition (12.133) s’écrit dans notre
cas

B
`px, yq ` pu, vq˘´Bpx, yq ´Bpx, vq ´Bpu, yq “ Bpu, vq. (12.419)

Il reste à voir que
lim

pu,vqÑp0,0q
Bpu, vq
}pu, vq} “ 0 (12.420)

Par l’équation (12.106) nous avons

}Bpu, vq}
}pu, vq} ď }B}}u}}v}}u} “ }B}}v} (12.421)

parce que }pu, vq} ě }u}. À partir de là il est maintenant clair que

lim
pu,vqÑp0,0q

}Bpu, vq}
}pu, vq} “ 0, (12.422)

ce qu’il fallait.

Proposition 12.155 (Règle de Leibnitz[193]).
Soient E,F1, F2 des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et des applications de classe Cr
(r ě 1)

f1 : U Ñ F1 (12.423a)
f2 : U Ñ F2 (12.423b)

(12.423c)
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et B P LpF1 ˆ F2, Gq. Alors l’application

ϕ : U Ñ G

x ÞÑ B
`
f1pxq, f2pxq

˘ (12.424)

est de classe Cr et
dϕxpuq “ ϕ

`pdf1qxpuq, f2pxq
˘` ϕ`f1pxq, pdf2qxpuq

˘
. (12.425)

Démonstration. Par hypothèse B est continue (c’est la définition de l’espace L), et donc C8 par
le lemme 12.154. Par ailleurs la fonction f1ˆ f2 est de classe Cr parce que f1 et f2 le sont et parce
que la proposition 12.139 le dit. L’application composée B ˝ pf1ˆ f2q est donc également de classe
Cr par le théorème 12.141.

Il ne nous reste donc qu’à prouver la formule 12.425. En utilisant la différentielle du produit
cartésien 45 nous avons

f
`
B ˝ pf1 ˆ f2q

˘
x
phq “ dBpf1ˆf2qpxq

`pdf1qxphq, pdf2qxphq
˘
. (12.426)

Nous développons cela en utilisant le lemme 12.154 :

d
`
B ˝ pf1 ˆ f2q

˘
x
phq “ dB`

f1pxq,f2pxq
˘`pdf1qxphq, pdf2qxphq

˘
(12.427a)

“ B
`
f1pxq, pdf2qxphq

˘`B`pdf1qxphq, f2pxq
˘
, (12.427b)

comme souhaité.

12.9.8 Différentielle partielle

Définition 12.156 (Différentielle partielle).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés et une fonction f : E ˆ F Ñ G. Nous définissons
sa différentielle partielle sur l’espace E par

d1fpx0,y0q : E Ñ G

u ÞÑ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0

ı
t“0

.
(12.428)

La différentielle d2 se définit de la même façon.

Proposition 12.157 ([193]).
Soient E1, E2 et F des espaces vectoriels normés, soit un ouvert U Ă E1 ˆ E2 et une fonction
f : U Ñ F .
(1) Si f est différentiable alors les différentielles partielles existent et

d1fpx0,y0qpuq “ dfpx0,y0qpu, 0q (12.429a)
d2fpx0,y0qpvq “ dfpx0,y0qp0, vq (12.429b)

où u P E1 et v P E2.
(2) Si f est différentiable alors

dfpx0,y0qpu, vq “ d1fpx,y0qpuq ` d2fpx0,y0qpvq. (12.430)

Démonstration. Nous posons α “ px0, y0q P U et

jp1qα : E1 Ñ E1 ˆ E2

x ÞÑ px, y0q.
(12.431)

45. Proposition 12.139.
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C’est une fonction de classe C8 et

pdjp1qα qx0puq “
d

dt

”
jp1qα px0 ` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
px0 ` tu, y0q

ı
t“0

“ pu, 0q. (12.432)

D’autre part

pd1fqαpuq “ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0q

ı
t“0

(12.433a)

“ d

dt

”
pf ˝ jp1qα qpx0 ` tuq

ı
t“0

(12.433b)

“ `
dpf ˝ jp1qα q

˘
x0
puq. (12.433c)

À ce moment nous utilisons la règle des différentielles composées 12.141 pour dire que

pd1fqαpuq “ df
j
p1q
α px0q ˝ pdj

p1q
α qx0puq “ dfαpu, 0q. (12.434)

Voila qui prouve déjà le point (1).
Pour la suite nous considérons les fonctions

P1px, yq “ x, J1puq “ pu, 0q,
P2px, yq “ y, J2pvq “ p0, vq (12.435)

et nous avons l’égalité évidente
J1 ˝ P1 ` J2 ˝ P2 “ 1 (12.436)

sur E1 ˆ E2. En appliquant dfα à cette dernière égalité, en appliquant à pu, vq et en utilisant la
linéarité de dfα nous trouvons

dfαpu, vq “ dfα
`pJ1 ˝ P1qpu, vq

˘` dfα
`pJ2 ˝ P2qpu, vq

˘
(12.437a)

“ dfαpu, 0q ` dfαp0, vq (12.437b)
“ pd1fqαpuq ` pd2fqαpvq (12.437c)

où nous avons utilisé le point (1) pour la dernière égalité.

12.9.9 L’inverse, sa différentielle

Si E est un espace de Banach, nous sommes intéressés à l’espace GLpEq des endomorphismes
inversibles de E sur E. Cet ensemble est métrique par la formule usuelle

}T } “ sup
}x}“1

}T pxq}E . (12.438)

Proposition 12.158 (Thème 42).
Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé complet). Si A est un endomorphisme de E
satisfaisant }A} ă 1 pour la norme opérateur, alors p1´Aq est inversible et son inverse est donné
par

p1´Aq´1 “
8ÿ

k“0
Ak. (12.439)

Démonstration. Étant donné que la norme opérateur est une norme algébrique (lemme 12.20),
nous avons }Ak} ď }A}k. Par conséquent la série }Ak} est majorée par la série géométrique qui
converge 46. Par conséquent

ř
k A

k est une série absolument convergente et donc convergente par
la proposition 12.62 et le fait que LpEq est complet (proposition 12.65).

46. Voir l’exemple 12.75.
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Montrons à présent que la somme est l’inverse de 1´ A en utilisant le produit terme à terme
autorisé par la proposition 12.40 :

nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1. (12.440)

Par conséquent

}1´
nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} ď }A}n`1 Ñ 0. (12.441)

Théorème 12.159 (Inverse dans GLpEq[194, 193]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés.
(1) L’ensemble GLpEq est ouvert dans EndpEq.
(2) L’application inverse

i : GLpE,F q Ñ GLpF,Eq
u ÞÑ u´1 (12.442)

est de classe C8 et
diu0phq “ ´u´1

0 ˝ h ˝ u´1
0 (12.443)

pour tout h P EndpEq

Démonstration. Nous supposons que GLpE,F q n’est pas vide, sinon ce n’est pas du jeu.
Cas de dimension finie Si la dimension de E et F est finie, elles doivent être égales, sinon il

n’y a pas de fonctions inversibles E Ñ F . L’ensemble GLpE,F q est donc naturellement
GLpn,Rq. Un élément de Mpn,Rq est dans GLpn,Rq si et seulement si son déterminant
est non nul. Le déterminant étant une fonction continue (polynomiale) en les entrées de la
matrice, l’ensemble GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq.
Même idée pour la régularité de la fonction i : GLpn,Rq Ñ GLpn,Rq, X ÞÑ X´1. Les entrées
de X´1 sont les cofacteurs de X divisé par detpXq, et donc des polynômes en les entrées de
X divisés par un polynôme qui ne s’annule pas sur GLpn,Rq, et donc sur un ouvert autour
de X et de X´1. Bref, tout est C8.
Le reste de la preuve parle de la dimension infinie.

Ouvert autour de l’identité Nous commençons par prouver que Bp1, 1q Ă GLpEq. Pour cela il
suffit de remarquer que si }u} ă 1 alors le lemme 12.158 nous donne un inverse de p1` uq en
la personne de

ř8
k“0p´uqk.

Ouvert en général Soit maintenant u0 P GLpEq. Si }u} ă 1
}u´1

0 } alors }u´1
0 u} ă 1, ce qui signifie

que
1` u´1

0 u (12.444)

est inversible. Mais u0 ` u “ u0p1` u´1
0 uq, donc u0 ` u P GLpEq ce qui signifie que

B

ˆ
u0,

1
}u´1

0 }
˙
Ă GLpEq. (12.445)

Différentielle en l’identité Nous commençons par prouver que di1puq “ ´u. Pour cela nous
posons

αphq “
8ÿ

k“2
p´1qkhk (12.446)

et nous calculons

di1puq “ d

dt

”
ip1` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
1´ tu` αptuq

ı
t“0

. (12.447)
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Il suffit de prouver que d
dt

”
αptuq

ı
t“0

“ 0 pour conclure que di1puq “ ´u. Pour cela, nous
remarquons que αp0q “ 0 et donc que

d

dt

”
αptuq

ı
t“0

“ lim
tÑ0

αptuq ´ αp0q
t

(12.448a)

“ lim
tÑ0

8ÿ

k“2
p´1qk ptuq

k

t
(12.448b)

“ ´ lim
tÑ0

u
8ÿ

k“1
p´1qktkuk. (12.448c)

La norme de ce qui est dans la limite est majorée par

}u}
8ÿ

k“1
}tu}k “ }u}

ˆ
1

1´ }tu} ´ 1
˙
, (12.449)

et cela tend vers zéro lorsque tÑ 8. Nous avons utilisé la somme 12.143 de la série géomé-
trique. Nous avons bien prouvé que di1puq “ ´u.

Différentielle en général Soit maintenant u0 P GLpEq et h P EndpEq tel que u0 ` h P GLpEq ;
par le premier point, il suffit de prendre }h} suffisamment petit. Vu que u0`h “ u0p1`u´1

0 hq
nous avons

pu0 ` hq´1 “ p1` u´1
0 hq´1u´1

0 . (12.450)
Nous pouvons donc calculer

pu0 ` hq´1 “ `
1´ u´1

0 h` αpu´1
0 hq˘u´1

0 “ u´1
0 ´ u´1

0 hu´1
0 ` αpu´1

0 hqu´1
0 , (12.451)

et ensuite

diu0phq “
d

dt

”
ipu0 ` thq

ı
t“0

“ d

dt

”
u´1

0 ´ tu´1
0 hu´1

0 ` αptu´1
0 hqu´1

0

ı
t“0

, (12.452)

mais nous avons déjà vu que
d

dt

”
αpthq

ı
t“0

“ 0, (12.453)

donc
diu0phq “ ´u´1

0 hu´1
0 (12.454)

Cela donne la différentielle de l’application inverse.
Continuité de l’inverse L’application i est continue parce que différentiable.
L’inverse est C8 Nous allons écrire la fonction inverse comme une composée. Soient les appli-

cations
B : LpF,Eq ˆ LpF,Eq Ñ L

`
LpE,F q, LpF,Eq˘

Bpψ1, ψ2qpAq “ ´ψ1 ˝A ˝ ψ2
(12.455)

et
∆: LpF,Eq Ñ LpF,Eq ˆ LpF,Eq

ϕ ÞÑ pϕ,ϕq (12.456)

Nous avons alors
di “ B ˝∆ ˝ i. (12.457)

L’application ∆ est de classe C8. Nous devons voir que B l’est aussi. Pour le voir nous
commençons par prouver qu’elle est bornée :

}B} “ sup
}ψ1},}ψ2}“1

}Bpψ1, ψ2q}L`LpE,F q,LpF,Eq˘

“ sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1 ˝A ˝ ψ2}LpF,Eq
ď sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1}}A}}ψ2}

ď 1.

(12.458)



628 CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Donc B est bien bornée et par conséquent continue. Une application bilinéaire continue est
C8 par le lemme 12.154. La décomposition di “ B ˝∆ ˝ i nous donne donc que i P C8 dès
que i est continue, ce que nous avions déjà montré.

12.10 Exponentielle de matrice
Proposition 12.160.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. La série

exppAq “ 1`A` A2

2 ` A3

3 ` . . . “
8ÿ

k“1

Ak

k! . (12.459)

converge normalement dans
`

EndpV q, }.}op
˘
. L’exponentielle de la matrice A est cette matrice.

Démonstration. Vu que la norme opérateur est une norme d’algèbre par le lemme 12.20, nous
avons pour tout k la majoration }Ak} ď }A}k. Nous avons donc

8ÿ

k“0

}Ak}
k! ď

ÿ

k

}A}k
k! . (12.460)

La dernière somme converge en vertu de la convergence de la série exponentielle donnée en
exemple 12.77.

Étant donné que c’est une limite, il y a une question de convergence et donc de topologie. C’est
pour cela que nous ne pouvions pas introduire l’exponentielle de matrice avant d’avoir introduit la
norme des matrices. La convergence de la série pour toute matrice sera prouvée au passage dans
la proposition 12.161.

La fonction exponentielle x ÞÑ ex n’est pas un polynôme en x, mais nous avons le résultat
marrant suivant.

Proposition 12.161.
Si u est un endomorphisme, alors exppuq est un polynôme en u 47.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕu : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P puq (12.461)

Étant donné que l’image de ϕu est un fermé dans EndpEq, il suffit de montrer que la série

8ÿ

k“0

ϕupXqk
k! (12.462)

converge dans EndpEq pour qu’elle converge dans Imagepϕuq. Pour ce faire nous nous rappelons
de la norme opérateur 48 et de la propriété fondamentale }Ak} ď }A}k. En notant A “ ϕupXq,

›››››
mÿ

k“n

Ak

k!

››››› ď
mÿ

k“n

}Ak}
k! ď

mÿ

k“n

}A}k
k! , (12.463)

ce qui est une morceau du développement de e}A}. La limite nÑ8 est donc zéro par la convergence
de l’exponentielle réelle. La suite des sommes partielles de eA est donc de Cauchy. La série converge
donc parce que nous sommes dans un espace vectoriel réel de dimension finie (EndpEq).
47. Nan, mais j’te jure : exp n’est pas un polynôme, mais exppuq est un polynôme de u.
48. Définition 12.10.
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12.162.
Pourquoi exppuq est-il un polynôme d’endomorphisme alors que exp n’est pas un polynôme ?
Lorsque nous disons que la fonction x ÞÑ exppxq n’est pas un polynôme, nous sommes en train de
localiser la fonction exp à l’intérieur de l’espace de toutes les fonctions RÑ R, c’est-à-dire à l’inté-
rieur d’un espace de dimension infinie. Au contraire lorsqu’on parle de exppuq et qu’on le compare
aux endomorphismes P puq, nous sommes en train de repérer exppuq à l’intérieur de l’espace des
matrices qui est de dimension finie. Il n’est donc pas étonnant que l’on parvienne moins à faire la
distinction.

Si par contre nous considérons exp en tant qu’application exp: EndpEq Ñ EndpEq, ce n’est
pas un polynôme.

Si u et v sont des endomorphismes, nous aurons des polynômes P et Q tels que eu “ P puq
et ev “ Qpvq ; mais nous n’aurons en général évidemment pas P “ Q. En cela, exp n’est pas un
polynôme.

12.11 Espace dual
Définition 12.163.
Soit un espace vectoriel normé pV, }.}q sur le corps C ou R (que nous nommons K). Son dual
topologique, noté V 1 est l’ensemble des applications linéaires continues V Ñ K.

12.11.1 Topologies

Il est possible de mettre sur V 1 (au moins) deux topologies distinctes. La première est la
topologie de la norme opérateur ; rien de nouveau pour elle. La seconde est la topologie ˚-faible
dont nous avons déjà un peu parlé dans la définition 9.81.

En termes de notations, nous allons noter les semi-normes de la topologie faible par

pxpϕq “ |ϕpxq| (12.464)

pour x P V et ϕ P V 1. À droite, les barres dénotent soit la valeur absolue (si K “ R), soit le
module (si K “ C).
Lemme 12.164.
Soit ϕ P V 1 et x P V . Alors

pxpϕq ď }ϕ}}x} . (12.465)

Si ϕ0 P V 1, si r ą 0 et si x P V nous avons aussi :

Bpϕ0, rq Ă Bxpϕ0,
r

}x}q. (12.466)

Démonstration. En posant x1 “ x{}x} nous avons

pxpϕq “ |ϕpxq| “ 1
}x} |ϕpx

1q| ď 1
}x}}ϕ}. (12.467)

En ce qui concerne la seconde affirmation, si ϕ P Bpϕ0, rq alors en notant x1 “ x{}x} nous
avons :

pxpϕ0 ´ ϕq “ |ϕ0pxq ´ ϕpxq| “ 1
}x} |ϕ0px1q ´ ϕpx1q| ď 1

}x}}ϕ0 ´ ϕ} ď r

}x} . (12.468)

Donc ϕ P Bx
`
ϕ0,

r
}x}

˘
.

Proposition 12.165.
En ce qui concerne la convergence d’une suite pϕkq dans V 1 mais si elle vérifie

ϕk
}.}ÝÑ ϕ (12.469)
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alors
ϕk Ý̊Ñ ϕ. (12.470)

Démonstration. Soit une suite pϕkq dans V 1, convergente vers ϕ pour la topologie de la norme.
Soit x P V , et x1 “ x{}x}. Nous avons

pxpϕk ´ ϕq “ 1
}x} |ϕkpx

1q ´ ϕpxq| ď 1
}x}}ϕk ´ ϕ} Ñ 0. (12.471)

Lemme 12.166.
La translation dans V 1 est une opération continue pour la topologie de la norme opérateur et pour
celle de la topologie ˚.
Démonstration. Soit une suite ϕk tendant vers 0 ; nous devons prouver que τσpϕkq Ñ τσp0q “ σ.
Et ce, pour chacune des deux topologies.

Norme opérateur L’hypothèse ϕk
}.}ÝÑ 0 signifie que }ϕk} Ñ 0, c’est-à-dire que

sup
}v}“1

|ϕkpvq| Ñ 0. (12.472)

Nous avons alors

}τσpϕkq ´ σ} “ sup
}v}“1

|τσpϕkqv ´ σpvq| “ sup
}v}“1

|ϕkpvq| Ñ 0. (12.473)

Donc d’accord pour τσpϕq Ñ σ.
Topologie ˚ Nous supposons maintenant que ϕk Ý̊Ñ 0. Pour tout v P V nous avons

pv
`
τσpϕkq ´ σ

˘ “ ˇ̌
τσpϕkqv ´ σpvq

ˇ̌ “ |ϕkpvq| “ pvpϕkq. (12.474)

Mais par hypothèse, pvpϕkq Ñ 0.

Pour la suite, nous allons préfixer par N les concepts liés à la topologie de V 1 associée à la
norme opérateur et par ˚, les concepts de la topologie ˚.
Proposition 12.167.
Soit un espace vectoriel normé V . Un ˚-ouvert et toujours un N -ouvert.

Démonstration. Soit un ˚-ouvert O de V 1. Il existe donc x P V et r ą 0 tels que Bxpϕ, rq Ă O.
Nous avons alors, en utilisant le lemme 12.164,

Bpϕ, r}x}q Ă Bxpϕ, rq Ă O. (12.475)

Donc O est un N -ouvert.

Corollaire 12.168.
Soit un espace topologique X. Si f : pV 1, ˚q Ñ X est continue, alors f : pV 1, }.}q Ñ X est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de X. Vu que f est ˚-continue, la partie f´1pOq est un ˚-ouvert
de V 1. Il est onc un N -ouvert de V 1 par la proposition 12.167.
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12.11.2 Réflexivité

Pour la suite nous notons V 2 le dual de pV 1, }.}q. Certes en tant qu’ensembles, pV 1, ˚q et pV 1, }.}q
sont identiques, mais comme ils n’ont pas la même topologie, les duaux ne sont pas les mêmes.

Bref, V 2 est l’ensemble des applications linéaires continues pV 1, }.}q Ñ C. Et lorsque nous
disons C ici, ça peut aussi bien être R selon le contexte.

De plus nous considérons que V 2 la norme opérateur qui dérive de la norme de V 1, laquelle
dérive de la norme vectorielle sur V .

Proposition-définition 12.169.
Soit un espace vectoriel normé V sur R ou C. Nous considérons l’application

J : V Ñ V 2

Jpxqϕ “ ϕpxq. (12.476)

(1) L’application J est bien définie : Jpxq est continue.
(2) L’application J est continue.
(3) Elle est injective.
Lorsque J est bijective, l’espace V est dit réflexif.

Démonstration. Point par point.
(1) Nous commençons par montrer que Jpxq : pV 1, }.}q Ñ C est continue pour chaque x P V . Soit

une suite ϕk
}.}ÝÑ 0. Nous avons :

Jpxqϕk “ ϕkpxq ď }ϕk}}x} Ñ 0 (12.477)

où vous aurez noté l’utilisation du lemme 12.17. Cela prouve que Jpxq est continue et donc
que J est bien à valeurs dans V 2.

(2) Soit une suite xk VÝÑ 0, et étudions }Jpxkq} pour la norme dans V 2. Nous posons x1k “ xk{}xk}
et nous calculons (encore une fois, nous écrivons « C », mais ça pourrait être R)

}Jpxkq} “ sup
}ϕ}“1

|Jpxkqϕ|C “ sup
}ϕ}“1

|ϕpxkq| “ }xk} sup
}ϕ}“1

|ϕpx1kq| ď }xk} Ñ 0. (12.478)

La dernière inégalité pourrait être sans doute une égalité 49, mais nous n’en avons pas besoin
ici.

12.11.3 Module de continuité

Définition 12.170.
Soient deux espaces topologiques normés X et Y , ainsi qu’une application f : X Ñ Y . Le module
de continuité de f est la fonction

ωf : R` Ñ R` Y t8u
h ÞÑ sup

x,yPX
dXpx,yqăh

dY
`
fpxq, fpyq˘. (12.479)

Nous définissons aussi ωf phq “ 0 pour h ď 0.

Notons que le module de continuité est une fonction croissante.

Lemme 12.171.
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et ω son module de continuité. Si λ et h sont strictement positifs avec
λh P r0, 1s alors

φpλhq ď pλ` 1qωphq. (12.480)
49. Écrivez moi si vous en êtes certain.
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Démonstration. La fonction ω est décroissante, et pour h, k ą 0 nous avons ωph`kq ď ωphq`ωpkq.
Par récurrence pour tout k P N nous avons

ωpkhq ď kωphq. (12.481)

En écrivant cela pour k “ rλs, nous avons

ωpλhq ď ωpkhq ď kωphq ď pλ` 1qωphq. (12.482)

Lemme 12.172.
Une fonction est uniformément continue 50 si et seulement si son module de continuité est continu
en zéro 51.

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est uniformément continue. Soit ε ą 0. Par
uniforme continuité, il existe δ ą 0 tel que d

`
fpxq, fpyq˘ ď ε dès que dpx, yq ď δ. Si h P Bp0, δq,

alors
ωf phq ď ωf pδq “ sup

x,yPX
dpx,yqďδ

d
`
fpxq, fpyq˘ ď ε. (12.483)

Cela prouve que limhÑ0 ωf phq “ 0.
Dans l’autre sens, si ε ą 0 est fixé, il suffit de prendre δ tel que ωf phq ď ε pour tout h ď δ pour

faire fonctionner la définition de l’uniforme continuité.

Lemme 12.173 ([195]).
Soient des espaces métriques E et E1 et une suite de fonctions pfiqiě0 qui converge uniformément
vers f . Alors pour chaque δ ą 0 nous avons

lim sup
iÑ8

ωfipδq ď ωf pδq. (12.484)

Démonstration. Soient δ ą 0 ainsi que x, y P E tels que }x´ y} ď δ. Pour chaque i nous avons

|fipxq ´ fipyq| ď |fipxq ´ fpxq| ` |fpxq ´ fpyq| ` |fpyq ´ fipyq| (12.485a)
ď |fpxq ´ fpyq| ` 2}fi ´ f}8 (12.485b)
ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (12.485c)

Nous prenons le supremum de cela sur tx, y P E tel que }x´ y} ď δu pour obtenir :

ωfipδq ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (12.486)

La tentation est grande à ce point de prendre la limite des deux côtés pour iÑ8. Cependant, rien
ne nous permet de dire que la suite i ÞÑ ωfipδq ait une limite. Nous pouvons cependant prendre la
limite supérieures 52 et obtenir

lim sup
iÑ8

ωfipδq ď ωf pδq. (12.487)

50. Définition 9.71.
51. Dans ce lemme, nous avons deux espaces métriques, mais nous allons noter d la distance des deux côtés.
52. Définition 8.26.
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12.12 Mini introduction aux nombres p-adiques

12.12.1 La flèche d’Achille

C’est un grand classique que je donne ici juste comme introduction pour montrer que des séries
infinies peuvent donner des nombres finis de manière tout à fait intuitive.

Achille tire une flèche vers un arbre situé à 10 m de lui. Disons que la flèche avance à une
vitesse constante de 1 m{s. Il est clair que la flèche mettra 10 s pour toucher l’arbre. En 5 s, elle
aura parcouru la moitié de son chemin. On le note :

temps “ 5s` . . .

Reste 5 m à faire. En 2.5 s, elle aura fait la moitié de ce chemin chemin, soit 2.5m “ 10
4 m. On le

note :
temps “ 10

2 s`
10
4 s`

Reste 2.5m à faire. La moitié de ce trajet, soit 10
8 m, est parcouru en 10

8 s ; on le note encore, mais
c’est la dernière fois !

temps “ 10
2 s`

10
4 s`

10
8 s`

En continuant ainsi à regarder la flèche qui parcours des demi-trajets puis des moitiés de demi-
trajets et encore des moitiés de moitiés de demi-trajets, et en sachant que le temps total est 10s,
on trouve :

10
ˆ

1
2 `

1
4 `

1
8 `

1
16 ` . . .

˙
“ 10.

On doit donc croire que la somme jusqu’à l’infini des inverses des puissances de deux vaut 1 :

8ÿ

n“1

1
2n “ 1.

Cela peut être démontré à la loyale.

12.12.2 La tortue et Achille

Maintenant qu’on est convaincu que des sommes infinies peuvent représenter des nombres tout
à fait normaux, passons à un truc plus marrant.

Achille, qui marche peinard à 10 m{h, part avec 1m d’avance sur une tortue qui avance à 1 m{h.
Le temps que la tortue arrive au point de départ d’Achille, Achille aura parcouru 10m, et le temps
que la tortue mettra pour arriver à ce point, eh bien, Achille ne sera déjà plus là : il sera à 100m.
Si la tortue tient bon pendant un temps infini, et si l’on est confiant en le genre de raisonnements
faits à la section 12.12.1, elle rattrapera Achille dans

1m` 10m` 100m` 1000m` . . .

Autant dire que ça ne risque pas d’arriver. Et pourtant, mettons en équations :
"
xAchileptq “ 1` 10t (12.488a)
xtortueptq “ t. (12.488b)

La tortue rejoint Achille au temps t tel que xAchilleptq “ xtortueptq. Un mini calcul donne t “ ´1{9.
Physiquement, c’est une situation logique. Peut-on en déduire une égalité mathématique du style
de

1` 10` 100` 1000` . . . “ ´1
9 ???
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Là où les choses deviennent jolies, c’est quand on cherche à voir ce que peut bien être la valeur
d’un hypothétique x “ 1` 10` 100` 1000` . . .. En effet, logiquement on devrait avoir

x

10 “
1
10 ` 1` 10` 100` . . .

“ 1
10 ` x.

Reste à résoudre l’équation du premier degré : x
10 “ x` 1

10 . Ai-je besoin de donner la solution ?

12.12.3 Dans les nombres p-adiques, c’est vrai

Nous nous proposons d’apprendre sur les nombres p-adiques juste ce qu’il faut pour montrer
que l’égalité

8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 (12.489)

est vraie dans les nombres 5-adiques. Tout ce qu’il faut est sur wikipedia.
Soit a P N et p, un nombre premier. La valuation p-adique de a est l’exposant de p dans la

décomposition de a en nombres premiers. On la note vppaq. Pour un rationnel on définit

vp

´a
b

¯
“ vppaq ´ vppbq (12.490)

La valeur absolue p-adique de r P Q est

|r|p “ p´vpprq. (12.491)

Nous posons |0|p “ 0. De là nous considérons la distance

dppx, yq “ |x´ y|p. (12.492)

Lemme 12.174.
L’espace pQ, dpq est un espace métrique 53.

Nous considérons maintenant p “ 5. Étant donné que a “ 5 · 2 nous avons v5p10q “ 1 et

v5

ˆ
1
9

˙
“ v5p1q ´ v5p9q “ 0. (12.493)

Nous avons
Nÿ

k“0
10k ` 1

9 “
10N`1

9 (12.494)

mais
vp

ˆ
10N`1

9

˙
“ v5p10N`1q ´ v5p9q “ N ` 1. (12.495)

Par conséquent

d5
` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ |10N`1

9 |p “ p´pN`1q. (12.496)

En passant à la limite,

lim
NÑ8 d5

` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ 0, (12.497)

ce qui signifie que 54
8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 . (12.498)

53. Définition 7.87
54. Voir la définition 12.56 de la convergence d’une série dans un espace métrique.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_p-adique


Chapitre 13

Analyse réelle

13.1 Intervalles

Définition 13.1 (Intervalle).
Une partie I de R est un intervalle si pour tout a, b P I nous avons t P I dès que a ď t ď b.

Un intervalle est ouvert s’il est de la forme sa, br avec éventuellement a “ ´8 ou b “ `8.
Un intervalle est fermé s’il est de la forme ra, bs ou s´8, bs ou ra,`8r avec a, b P R.
Remarque 13.2.
L’ensemble R ne contient pas ´8 et ´8. L’intervalle r´8, 5s par exemple, n’est pas une partie
de R.

Exemple 13.3

(1) Les ensembles s3, 7r et s´8, πr sont des intervalles ouverts.
(2) Les ensembles r10, 15s et r´1,`8r sont des intervalles fermés.
(3) L’ensemble s´4,´2r Y s2, 9r n’est pas un intervalle (il y a un « trou » entre ´2 et 2).
(4) L’ensemble R lui-même est un intervalle ; par convention, il est à la fois ouvert et fermé.

Un intervalle peut n’être ni ouvert ni fermé ; par exemple s4, 8s. Cet intervalle est « ouvert en 4 et
fermé en 8 » . 4

Définition 13.4 (Fonction, domaine, image, graphe).
Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f définie sur X et à valeurs dans Y est une cor-
respondence qui associe à chaque élément x dans X au plus un élément y dans Y . On écrit
y “ fpxq.
— La partie de X qui contient tous les x sur lesquels f peut opérer est dite domaine de f . Le

domaine de f est indiqué par Domaine f .
— L’élément de y P Y associé par f à un élément x P Domaine f (c’est-à-dire fpxq “ y) est

appellé image de x par f . L’image de la fonction f est la partie de Y qui contient les images
de tous les éléments de Domaine f . L’image de f est indiquée par =f .

— Le graphe de f est l’ensemble de toutes les couples px, fpxqq pour x P Domaine f . Le graphe
de f est une partie de l’ensemble noté X ˆ Y et il est indiqué par Graph f . Dans ce cours
X “ R et Y “ R, donc le graphe de f est contenu dans le plan cartésien.

Définition 13.5 (Fonction croissante, décroissante et monotone).
Soit f : RÑ R une fonction définie sur un intervalle I Ă R.
(1) Le fonction f est croissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ď fpyq. Elle

est strictement croissante si fpxq ă fpyq dès que x ă y.

635
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(2) Le fonction f est décroissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ě fpyq.
Elle est strictement décroissante si fpxq ą fpyq dès que x ă y.

(3) La fonction f est dite monotone sur I si elle est soit croissante soit décroissante sur I.

Exemple 13.6
La fonction x ÞÑ x2 est décroissante sur l’intervalle s´8, 0s et croissante sur l’intervalle r0,8r. Elle
n’est par contre ni croissante ni décroissante sur l’intervalle r´4, 3s. 4

13.2 Application réciproque

13.2.1 Définitions

Les définitions d’injection, surjection, bijection et d’application réciproque sont les défini-
tions 7.75 et 7.76.

Exemple 13.7

(1) La fonction x ÞÑ x2 n’est pas une bijection de R vers R parce qu’il n’existe aucun x tel que
x2 “ ´1.

(2) La fonction
f : r0,`8r Ñ r0,`8r

x ÞÑ x2 (13.1)

est une bijection. Notez que c’est la même fonction que celle de l’exemple précédent. Seul
l’intervalle sur laquelle nous nous plaçons a changé.

(3) La fonction
f : RÑ r0,8r

x ÞÑ x2 (13.2)

n’est pas une bijections parce qu’il existe plusieurs x pour lesquels fpxq “ 4.
(4) Nous verrons un peu plus tard (13.310) que l’application

f : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ x2 (13.3)

est une bijection.
En conclusion : il est très important de préciser les domaines des fonctions considérées. 4

Remarque 13.8.
Dire que la fonction f : I Ñ J est bijective, c’est dire que l’équation fpxq “ y d’inconnue x peut
être résolue de façon univoque pour tout y P J .
Remarque 13.9.
Toute fonction strictement monotone sur un intervalle I est injective.

Exemple 13.10
Trouvons la fonction réciproque de la fonction affine f : R Ñ R, x ÞÑ 3x ´ 2. Si y P R le nombre
f´1pyq est la valeur de x pour laquelle fpxq “ y. Il s’agit donc de résoudre

3x´ 2 “ y (13.4)

par rapport à x. La solution est x “ y`2
3 et donc nous écrivons

f´1pyq “ y ` 2
3 . (13.5)
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Notons que dans les calculs, il est plus simple d’écrire « y » que « x » la variable de la fonction
réciproque. Il est néanmoins (très) recommandé de nommer « x » la variable dans la réponse finale.
Dans notre cas nous concluons donc

f´1pxq “ x` 2
3 . (13.6)

4

13.2.2 Graphe de la fonction réciproque

Par définition le graphe de la fonction f est l’ensemble des points de la forme px, yq vérifiant
y “ fpxq. Afin de déterminer le graphe de la bijection réciproque nous pouvons faire le raisonnement
suivant.

Le point px0, y0q est sur le graphe de f
ô

La relation fpx0q “ y0 est vérifiée
ô

La relation x0 “ f´1py0q est vérifiée
ô

Le point py0, x0q est sur le graphe de f´1.

À retenir 13.11
Dans un repère orthonormal, le graphe de la bijection réciproque est obtenu à partir du graphe
de f en effectuant une symétrie par rapport à la droite d’équation y “ x.

Le dessin suivant montre le cas de la courbe de la fonction carré comparé à celle de la racine
carrée.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

13.3 Limite de fonctions

13.3.1 Définition

La définition générale de la limite est 7.62. Dans le cas de fonctions RÑ R, elle peut s’écrire de
façon plus efficace. La proposition suivante montre comment fonctionne la limite pour une fonction
définie sur tout R.

Proposition 13.12 (Caractérisation de la limite).
Soit une fonction f : R Ñ R définie sur R et a P R. La fonction f admet la limite ` pour x Ñ a
si et seulement si il existe un réel ` tel que pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă |x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ `| ă ε. (13.7)
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Démonstration. Il s’agit de montrer l’équivalence avec la définition 7.62. Nous allons faire un usage
intensif de la remarque 7.89(3).
Sens direct Soient ε ą 0 et V “ Bp`, εq. Alors il existe un voisinage W de a dans R tel que

f
`
W ztau˘ Ă V. (13.8)

Soit δ tel que Bpa, δq ĂW . Nous avons encore

f
`
Bpa, δqztau˘ Ă V. (13.9)

Soit maintenant x P R tel que 0 ă |x ´ a| ă δ. Cela signifie x P Bpa, δqztau. Pour un tel x
nous avons donc fpxq P Bp`, εq, c’est-à-dire |fpxq ´ `| ă ε.

Dans l’autre sens Soient un voisinage V de ` et ε ą 0 tel que Bp`, εq Ă V . Nous considérons δ
tel que 0 ă |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ `| ă ε.
Avec tout cela nous posons W “ Bpx, δq, et nous avons

f
`
W ztau˘ Ă Bp`, αq Ă V. (13.10)

Si aucun nombre ` ne vérifie la condition de la définition, alors on dit que la fonction n’admet
pas de limite en a. Lorsque f possède la limite ` en a, nous notons

lim
xÑa fpxq “ `. (13.11)

La proposition suivante a déjà été démontrée dans la proposition 7.65. Nous en donnons ici
une démonstration adaptée au cas RÑ R.

Proposition 13.13.
Soit une fonction f : D Ñ R. Si a est un point d’accumulation de D et s’il existe une limite de f
en a, alors il en existe une seule.

Démonstration. Nous prouvons qu’il ne peut pas exister deux nombres ` ‰ `1 vérifiant tout les
deux la condition (13.7).

Soient ` et `1 deux limites de f au point a. Par définition, pour tout ε nous avons des nombres
δ et δ1 tels que

|x´ a| ă δ ñ ˇ̌
fpxq ´ `ˇ̌ ă ε

|x´ a| ă δ1 ñ ˇ̌
fpxq ´ `1 ˇ̌ ă ε

(13.12)

Pour fixer les idées, supposons que δ ă δ1 (le cas δ ě δ1 se traite de la même manière).
Étant donné que a est un point d’accumulation du domaine D de f , il existe un x P D tel que

|x´ a| ă δ. Évidemment, nous avons aussi |x´ a| ă δ1. Les conditions (13.12) signifient alors que
ce x vérifie en même temps

|fpxq ´ `| ă ε, (13.13)

et
|fpxq ´ `1| ă ε. (13.14)

Afin de prouver que ` “ `1, nous allons maintenant calculer |` ´ `1| et montrer que cette distance
est plus petite que tout nombre. Nous avons (voir remarque 13.14)

|`´ `1| “ |`´ fpxq ` fpxq ´ `1| ď |`´ fpxq| ` |fpxq ´ `1| ă ε` ε. (13.15)

En résumé, pour tout ε ą 0 nous avons

|`´ `1| ă 2ε, (13.16)

et donc |`´ `1| “ 0, ce qui signifie que ` “ `1.



13.3. LIMITE DE FONCTIONS 639

Remarque 13.14.
Les inégalités (13.15) utilisent deux techniques très classiques en analyse qu’il convient d’avoir bien
compris. La première est de faire

|A´B| “ |A´ C ` C ´B|. (13.17)

Il s’agit d’ajouter ´C ` C dans la norme. Évidemment, cela ne change rien.
La seconde technique est l’inégalité

|A`B| ď |A| ` |B|. (13.18)

Exemple 13.15
Considérons la fonction fpxq “ 2x, et calculons la limite limxÑ3 fpxq. Vu que fp3q “ 6, nous nous
attendons à avoir ` “ 6. C’est ce que nous allons prouver maintenant. Pour chaque ε ą 0 nous
devons trouver un δ ą 0 tel que |x ´ 3| ă δ implique |fpxq ´ 6| ă ε. En remplaçant fpxq par sa
valeur en fonction de x et avec quelques manipulations nous trouvons :

|fpxq ´ 6| ă ε

|2x´ 6| ă ε

2|x´ 3| ă ε

|x´ 3| ă ε

2

(13.19)

Donc dès que |x´ 3| ă ε
2 , nous avons |fpxq ´ 6| ă ε. Nous posons donc δ “ ε

2 .
Plus généralement, nous avons limxÑa fpxq “ 2a, et cela se prouve en étudiant |fpxq ´ 2a|

exactement de la même manière. 4

13.3.2 Quelque règles de calcul

Proposition 13.16.
La limite est une opération linéaire, c’est-à-dire que si f et g sont des fonctions qui admettent des
limites en a et si λ est un nombre réel,
(1) limxÑapλfqpxq “ λ limxÑa fpxq,
(2) limxÑapf ` gqpxq “ limxÑa fpxq ` limxÑa gpxq.
En combinant les deux propriétés de la proposition 13.16, nous pouvons écrire

lim
xÑapλf ` µgqpxq “ λ lim

xÑa fpxq ` µ lim
xÑa gpxq. (13.20)

pour toutes fonctions f et g admettant une limite en a et pour tout réels λ et µ.
En plus d’être linéaire, la limite possède les deux propriétés suivantes.

Proposition 13.17.
Si f et g sont deux fonctions qui admettent une limite en a, alors

lim
xÑapfgqpxq “ lim

xÑa fpxq· lim
xÑa gpxq. (13.21)

Si de plus limxÑa gpxq ‰ 0, alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “

limxÑa fpxq
limxÑa gpxq . (13.22)

Théorème 13.18.
Si

lim
xÑa fpxq “ b, (13.23)

alors
lim
xÑapλfqpxq “ λb (13.24)

pour n’importe quel λ P R.
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Démonstration. Soit ε ą 0. Afin de prouver la propriété (13.24), il faut trouver un δ tel que pour
tout x dans ra ´ δ, a ` δs, on ait |pλfqpxq ´ λb| ď ε. Cette dernière inégalité est équivalente à
|λ||fpxq ´ b| ď ε. Nous devons donc trouver un δ tel que

|fpxq ´ b| ď ε

|λ| . (13.25)

soit vraie pour tout x dans ra´ δ, a` δs. Mais l’hypothèse (13.23) dit précisément qu’il existe un
δ tel que pour tout x dans ra´ δ, a` δs on ait cette inégalité.

Théorème 13.19.
Si

lim
xÑa fpxq “ b1 (13.26a)

lim
xÑa gpxq “ b2, (13.26b)

alors
lim
xÑapf ` gqpxq “ b1 ` b2. (13.27)

Démonstration. Soit ε ą 0. Par hypothèse, il existe δ1 tel que

|fpxq ´ b1| ď ε

2 (13.28)

dès que |x´ a| ď δ1. Il existe aussi δ2 tel que

|gpxq ´ b2| ď ε

2 . (13.29)

dès que |x ´ a| ď δ2. Tu notes l’astuce de prendre ε{2 dans la définition de limite pour f et g.
Maintenant, ce qu’on voudrait c’est un δ tel que l’on ait |pf`gqpxq´pb1`b2q| ď ε dès que |x´a| ď δ.
Moi je dit que δ “ mintδ1, δ2u fonctionne. En effet, en utilisant l’inégalité |a` b| ď |a| ` |b|, nous
trouvons :

|pf ` gqpxq ´ pb1 ` b2q| “ |pfpxq ´ b1q ` pgpxq ´ b2q| ď |fpxq ´ b1| ` |gpxq ´ b2|. (13.30)

Comme on suppose que |x´a| ď δ, on a évidemment |x´a| ď δ1, et donc l’équation (13.28) tient.
Mais si |x´ a| ď δ, on a aussi |x´ a| ď δ2, et donc l’équation (13.28) tient également. Chacun des
deux termes de (13.30) est donc plus petits que ε{2, et donc le tout est plus petit que ε, ce qu’il
fallait montrer.

Voici une formule qui résume la linéarité de la limite :

lim
xÑarαfpxq ` βgpxqs “ α lim

xÑa fpxq ` β lim
xÑa gpxq. (13.31)

Proposition 13.20 ([173]).
Soient des fonctions f, g : RÑ R telles que limxÑa fpxq “ ` et limxÑa gpxq “ `1 ‰ 0. Alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “

`

`1 . (13.32)

Démonstration. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ “ |`

1fpxq ´ gpxq`|
|gpxq`| . (13.33)
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Soit s, un minorant de |gpxq| sur un voisinage de a ; vu que la limite en a est `1 ‰ 0, nous pouvons
prendre par exemple s “ `1{2 : |gpxq| ą `1{2 sur Bpa, δq dès que δ est assez petit. Nous considérons
x P Bpa, δq. Avec cela nous avons :

ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ “ |`

1fpxq ´ gpxq`|
|gpxq`| (13.34a)

ď 2
|`1 |

ˆ |`1fpxq ´ gpxq`|
|`1|

˙
(13.34b)

ď 2
|`1|2

`|`1fpxq ´ ``1| ` |``1 ´ gpxq`|˘ (13.34c)

“ 2
|`1|2

`|`1||fpxq ´ `| ` |`||`1 ´ gpxq|˘. (13.34d)

Soient ε ą 0 et δ tel que |fpxq´ `| ă ε et |gpxq´ `1| ă ε pour tout x P Bpa, δq. Avec cela nous avons
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

|`1|2`|`1| ` |`|˘ε. (13.35)

D’où la limite attendue.

Lemme 13.21.
Si limxÑa fpxq “ b avec a, b P R, alors il existe un δ ą 0 et un M ą 0 tels que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq| ďM.

Ce que signifie ce lemme, c’est que quand la fonction f admet une limite finie en un point,
alors il est possible de majorer la fonction sur un intervalle autour du point.

Démonstration. Cela va être démontré par l’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de δ ni de M
qui vérifient la condition. Dans ce cas, pour tout δ et pour toutM , il existe un x tel que |x´a| ď δ
et |fpxq| ąM . Cela est valable pour tout M , donc prenons par exemple b` 1000. Donc

@δ ą 0, Dx tel que |x´ a| ď δ et |fpxq| ą b` 1000. (13.36)

Cela signifie qu’aucun δ ne peut convenir dans la définition de limxÑa fpxq “ b, ce qui contredit
les hypothèses.

Dans le même ordre d’idée, on peut prouver que si la limite de la fonction en un point est
positive, alors elle est positive autour ce ce point. Plus précisément, nous avons la

Proposition 13.22.
Si f est une fonction telle que limxÑa fpxq ą 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel f est
positive.

Démonstration. Supposons que limxÑa fpxq “ y0. Par la définition de la limite fait que si pour
tout x dans un voisinage autour de a, on ait |fpxq ´ a| ă ε. Cela est valable pour tout ε, pourvu
que le voisinage soit assez petit. Si je choisis un voisinage pour lequel |fpxq ´ a| ă y0

2 , alors sur ce
voisinage, f est positive.

Théorème 13.23.
Si

lim
xÑa fpxq “ b1 et lim

xÑa gpxq “ b2, (13.37)

alors
lim
xÑapfgqpxq “ b1b2. (13.38)
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Démonstration. Soit ε ą 0, et tentons de trouver un δ tel que |fpxqgpxq ´ b1b2| ď ε dès que
|x´ a| ď δ. Nous avons

|fpxqgpxq ´ b1b2| “ |fpxqgpxq ´ b1b2 ` fpxqb2 ´ fpxqb2|
“ ˇ̌

fpxq`gpxq ´ b2
˘` b2

`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

ď ˇ̌
fpxq`gpxq ´ b2

˘ˇ̌` ˇ̌
b2
`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

“ |fpxq||gpxq ´ b2| ` |b2||fpxq ´ b1|.
(13.39)

À la première ligne se trouve la subtilité de la démonstration : on ajoute et on enlève 1 fpxqb2.
Maintenant nous savons par le lemme 13.21 que pour un certain δ1, la quantité |fpxq| peut être
majoré par un certainM dès que |x´a| ď δ1. Prenons donc un tel δ1 et supposons que |x´a| ď δ1.
Nous savons aussi que pour n’importe quel choix de ε2 et ε3, il existe des nombres δ2 et δ3 tels que
|fpxq ´ b1| ď ε2 et |gpxq ´ b1| ď ε3 dès que |x ´ a| ď δ2 et |x ´ a| ď δ3. Dans ces conditions, la
dernière expression (13.39) se réduit à

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMε2 ` |b2|ε3. (13.40)

Pour terminer la preuve, il suffit de choisir ε2 et ε3 tels que Mε2 ` |b2|ε3 ď ε, et puis prendre
δ “ mintδ1, δ2, δ3u.

Remettons les choses dans l’ordre. L’on se donne ε au départ. La première chose est de trouver
un δ1 qui permet de majorer |fpxq| par M selon le lemme 13.21, et puis choisissons ε2 et ε3 tels
que Mε2 ` |b2|ε3 ď ε. Ensuite nous prenons, en vertu des hypothèses de limites pour f et g, les
nombres δ2 et δ3 tels que |fpxq ´ b1| ď ε2 et |gpxq ´ b2| ď ε3 dès que |x´ a| ď δ2 et |x´ a| ď δ3.

Si avec tout ça on prend δ “ mintδ1, δ2, δ3u, alors la majoration et les deux inégalités sont
valables en même temps et au final

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMε2 ` b2ε3 ď ε,

ce qu’il fallait prouver.

À l’aide de ces petits résultats, nous pouvons déjà calculer pas mal de limites. Nous pouvons
déjà par exemple calculer les limites de tous les polynômes en tous les nombres réels. En effet, nous
savons la limite de la fonction fpxq “ x. La fonction x ÞÑ x2 n’est rien d’autre que le produit de f
par elle-même. Donc

lim
xÑax

2 “ `
lim
xÑax

˘
·
`

lim
xÑax

˘ “ a2.

De la même façon, nous trouvons facilement que

lim
xÑax

n “ an. (13.41)

13.3.3 Limite en l’infini

Non, sur R nous n’allons pas ajouter 8 avec la topologie d’Alexandrov de la définition 7.61.
Nous n’allons pas considérer R̂ “ RY t8u.
Définition 13.24 (Droite réelle achevée[196]).
Nous considérons l’ensemble

R̄ “ RY t`8,´8u (13.42)

où `8 et ´8 ne sont pas des éléments de R.
Nous mettons sur R̄ la relation d’ordre en prenant celle de R à laquelle nous ajoutons les règles

(1) ´8 ă x pour tout x P RY t`8u
(2) `8 ą x pour tout x P RY t´8u.
1. Comme exercice, tu peux essayer de refaire la démonstration en ajoutant et enlevant gpxqb1 à la place.
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Nous mettons une topologie sur R̄ en donnant la base 2 suivante :
— sa, br,
— sa,`8s,
— r´8, br

pour tout réels a et b.

13.25.
En principe, la notation «8 » est réservée à l’infini du compactifié d’Alexandrov, et pour les infinis
de la droite réelle achevée, il faudrait bien écrire «`8 » et «´8 ». Cependant, nous allons souvent
écrire limxÑ8 au lieu de limxÑ`8.

Lemme 13.26.
La topologie sur R induite de celle sur R̄ est la topologie usuelle.

Lemme 13.27.
Si n ě 1 nous avons

lim
xÑ`8x

n “ `8 (13.43)

et
lim

xÑ`8
1
xn
“ 0. (13.44)

Démonstration. Si V est un voisinage de `8, alors nous devons montrer qu’il existe un voisinage
W de `8 tel que xn P V pour tout x PW .

Un ouvert est une union d’éléments de la base de topologie 3 ; en regardant la liste donnée dans
la définition 7.55, nous voyons que V contient au moins une partie de la forme sR,`8s. Nous
supposons que R ą 1.

Si x ą R ą 1, alors nous avons xn ą x et donc

xn ą x ą R, (13.45)

ce qui signifie x P V .
En prenant W “ sR,`8s, nous avons bien Wn Ă V . Cela prouve (13.43).
En ce qui concerne la seconde limite, la démonstration est du même type. Remarquez seulement

que vous n’avez pas formellement le droit d’utiliser la proposition 13.20 en invoquant 1
`8 “ 0.

13.3.4 Limite en des nombres

Nous posons la définition suivante.

Définition 13.28.
Lorsque a P R, on dit que la fonction f tend vers l’infini quand x tend vers a si

@M P R, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ fpxq ěM quand x P dom f.

Cela signifie que l’on demande que dès que x est assez proche de a (c’est-à-dire dès que |x´a| ď
δ), alors fpxq est plus grand que M , et que l’on peut trouver un δ qui fait ça pour n’importe quel
M . Une autre façon de le dire est que pour toute hauteur M , on peut trouver un intervalle de
largeur δ autour de a 4 tel que sur cet intervalle, la fonction f est toujours plus grande que M .

Montrons sur un dessin pourquoi je disais que la fonction xÑ 1{x n’est pas de ce type.
Le problème est qu’il n’existe par exemple aucun intervalle autour de 0 sur lequel f serait

toujours plus grande que 10. En effet n’importe quel intervalle autour de 0 contient au moins un
nombre négatif. Or quand x est négatif, f n’est certainement pas plus grande que 10. Nous y
reviendrons.

2. Base de topologie, définition 7.54.
3. C’est la proposition 7.55.
4. C’est-à-dire un intervalle de la forme ra´ δ, a` δs.
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Pour l’instant, montrons que la fonction fpxq “ 1{x2 est une fonction qui vérifie la défini-
tion 13.28. Avant de prendre n’importe quel M , prenons par exemple 100. Nous avons besoin
d’un intervalle autour de zéro sur lequel f est toujours plus grande que 100. C’est vite vu que
fp0.1q “ fp´0.1q “ 100, donc l’intervalle r´ 1

10 ,
1
10 s est le bon. Partout dans cet intervalle, f est

plus grande que 100. Partout ? Ben non : en x “ 0, la fonction n’est même pas définie, donc c’est un
peu dur de dire qu’elle est plus grande que 100. C’est pour cela que nous avons ajouté la condition
« quand x P dom f » dans la définition de la limite.

Prenons maintenant unM P R arbitraire, et trouvons un intervalle autour de 0 sur lequel f est
toujours plus grande que M . La réponse est évidemment l’intervalle de largeur 1{?M , c’est-à-dire

„
´ 1?

M
,

1?
M


.

13.3.5 Limites quand tout va bien

D’abord définissons ce qu’on entend par la limite d’une fonction en un point quand il n’y a
aucun infini en jeu.

Définition 13.29.
On dit que la fonction f tend vers b quand x tend vers a si

@ε ą 0, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ b| ď ε quand x P dom f.

Dans ce cas, nous notons
lim
xÑa fpxq “ b. (13.46)

Commençons par un exemple très simple : prouvons que limxÑ0 x “ 0. C’est donc a “ b “ 0
dans la définition. Prenons ε ą 0, et trouvons un intervalle autour de zéro tel que partout dans
l’intervalle, x ď ε. Bon ben c’est clair que δ “ ε fonctionne.

Plus compliqué maintenant, mais toujours sans surprises.

Proposition 13.30.

lim
xÑ0

x2 “ 0.

Démonstration. Soit ε ą 0. On veut un intervalle de largeur δ autour de zéro tel que x2 soit plus
petit que ε sur cet intervalle. Cette fois-ci, le δ qui fonctionne est δ “ ?ε. En effet un élément de
l’intervalle r´δ, δs est un r de valeur absolue plus petite ou égale à δ :

|r| ď δ “ ?ε.
En prenant le carré de cette inégalité on a :

r2 ď ε,

ce qu’il fallait prouver.

Calculer et prouver des valeurs de limites, mêmes très simples, devient vite de l’arrachage de
cheveux à essayer de trouver le bon δ en fonction de ε si on n’a pas quelques théorèmes généraux.
Heureusement nous en avons déjà quelque uns : 13.16, 13.17, 13.18, 13.19, 13.20.

Proposition 13.31 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R une application continue dont la variable y varie dans un compact I de R. Alors
la fonction

d : RÑ R

x ÞÑ sup
yPI

fpx, yq (13.47)

est continue.
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Démonstration. Soit x0 fixé. Prouvons que d est continue en x0. Nous notons y0 la valeur de y qui
réalise le maximum (par le théorème 8.35 et le fait que les fonctions projection soient continues,
lemme 7.82). Soit aussi ε ą 0 tellement fixé que même avec un tourne vis hydraulique, il ne
bougerait pas. Nous considérons δ tel que si }px, yq ´ px0, y0q} ď δ alors }fpx, yq ´ fpx0, y0q} ă ε.

Si |x ´ x0| ă δ alors pour y assez proche de y0 nous avons }px, yq ´ px0, y0q} ď δ, et donc
}fpx, yq ´ fpx0, y0q} ď ε. Cela montre qu’il existe δ tel que |x´ x0| ď δ implique dpxq ě dpx0q ´ ε.

Nous devons encore trouver un δ tel que si |x´ x0| ď δ alors dpxq ď dpx0q ` ε. Supposons que
non. Alors pour tout δ il existe un x tel que |x´ x0| ď δ et dpxq ą dpx0q ` ε. Cela nous donne une
suite xi Ñ x0.

Pour chaque xi nous notons yi la valeur de y qui réalise le supremum correspondant. La suite
pyiq étant contenue dans un compact nous supposons prendre une sous-suite de pxiq telle que la
suite pyiq converge. Nous nommons a la limite (et non y0 parce que nous ne savons pas si yi Ñ y0).
Pour chaque i nous avons

fpxi, yiq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ε. (13.48)

En prenant la limite et en utilisant la continuité de f ,

fpx0, aq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ε, (13.49)

ce qui est impossible.

13.3.6 Limites de fonctions

Définition 13.32.
Soit f : D Ă Rm Ñ R une fonction et a un point d’accumulation de D. On dit que f possède une
limite s’il existe un élément ` P R tel que

@ε ą 0, Dδ ą 0 tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ |fpxq ´ `| ă ε. (13.50)

Pour une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn, la définition est la même, sauf que nous remplaçons la
valeur absolue par la norme dans Rn. Nous disons donc que ` est la limite de f lorsque x tend
vers a, et nous notons limxÑa fpxq “ ` lorsque pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă }x´ a}Rm ă δ ñ }fpxq ´ `}Rn ă ε. (13.51)

Remarque 13.33.
Dans l’équation (13.51), nous avons explicitement écrit les normes }.}Rm et }.}Rn . Dans la suite
nous allons le plus souvent noter }.} sans plus de précision. Il est important de faire l’exercice de
bien comprendre à chaque fois de quelle norme nous parlons.

Remarque 13.34.
Il est important de remarquer à quel point les définitions 13.32, et les caractérisations 11.210, 13.12
sont analogues. En réalité, la définition fondamentale est la définition de la limite dans les espaces
vectoriels normés ; les deux autres sont des cas particuliers, adaptés à R et Rm. Il en sera de même
pour les définitions de fonctions continues : il y aura une définition pour la continuité de fonctions
entre espaces vectoriels normés, et ensuite une définition pour les fonctions de Rm dans Rn qui en
sera un cas particulier.

Tentons de comprendre ce que signifie qu’un nombre ` ne soit pas la limite de f lorsque xÑ a.
Il s’agit d’inverser la condition (13.50). Le nombre ` n’est pas une limite de f pour xÑ a lorsque

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx tel que 0 ă }x´ a} ă δ et }fpxq ´ `} ą ε, (13.52)

c’est-à-dire qu’il existe un certain seuil ε tel qu’on a beau s’approcher aussi proche qu’on veut de
a (distance δ), on trouvera toujours un x tel que fpxq n’est pas ε-proche de `.
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Lemme 13.35 (Unicité de la limite).
Si ` et `1 sont deux limites de fpxq lorsque x tend vers a, alors ` “ `1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons δ tel que }fpxq´`} ă ε pour tout x tel que }x´a} ă δ.
De la même manière, nous prenons δ1 tel que }x´ a} ă δ1 implique }fpxq ´ `1} ă ε. Pour les x tels
que }x´ a} est plus petit que δ et δ1 en même temps, nous avons

}`´ `1} “ }`´ fpxq ` fpxq ´ `1} ď }`´ fpxq} ` }fpxq ´ `1} ă 2ε, (13.53)

et donc }`´ `1} “ 0 parce que c’est plus petit que 2ε pour tout ε.

13.3.7 Limite à gauche et à droite

Si a est à l’intérieur du domaine de f , nous savons ce que signifie limxÑa fpxq. Nous donnons
également une définition des limites à gauche et à droite.

Définition 13.36.
Soient D Ă R et une fonction f : D Ñ R. Si a P AdhpDq nous définissons la limite à droite de
f en a par

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa f̃pxq (13.54)

où f̃ est la fonction f restreinte à DX tx tel que x ą au. La limite (13.54) est souvent écrite sous
la forme condensée

lim
xÑa
xąa

fpxq. (13.55)

Pour la limite à gauche c’est un peu la même chose :

lim
xÑa´

fpxq “ lim
xÑa
xăa

fpxq. (13.56)

Proposition 13.37 ([197]).
Soit une fonction f : D Ñ R où D est une partie de R. Si a P AdhpDq alors la limite limxÑa fpxq
existe si et seulement si les limites à gauche et à droite existent et sont égales. Dans ce cas nous
avons égalité :

lim
xÑa fpxq “ lim

xÑa`
fpxq “ lim

xÑa´
fpxq. (13.57)

13.38.
Quelque remarques à propos de la proposition 13.37.
(1) Cette proposition ne se généralise pas du tout aux dimensions supérieures. Dans R2 par

exemple, il ne faudrait pas croire que si les limites suivant toutes les directions existent alors
la limite existe.

(2) Cette proposition est souvent utilisée pour calculer des limites dans lesquelles arrivent des
valeurs absolues. Par exemple durant la démonstration de la proposition 13.273.

13.4 Limite en compactifié d’Alexandrov

Nous considérons l’espace topologique localement compact R, et son compactifié d’Alexandrov
défini en 7.61. Nous avons donc un point supplémentaire noté 8. Ce point n’est ni du côté des
grands nombres positifs, ni du côté des grands nombres négatifs. Il n’est ni `8 ni ´8.

Proposition 13.39.
Dans cet espace topologique R̂ “ RY t8u,

lim
xÑ0

1
x
“ 8. (13.58)
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Démonstration. Soit un voisinage V de8 dans R̂. Il s’écrit V “ KcYt8u pour un certain compact
de R. Le théorème 8.9 nous assure que K est borné. Donc il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Pour x P Bp0, 1{Rq nous avons

|1
x
| ą R, (13.59)

et donc 1{x P Kc. Donc aussi 1
x P V .

De la même façon, dans CY t8u nous avons

lim
zÑ0

1
z
“ 8. (13.60)

13.40.
Je vous laisse deviner la topologie à considérer sur R̄ “ RYt`8,´8u. Dans cet espace topologique
la limite limxÑ0

1
x n’existe pas.

13.5 Continuité
13.41.
Nous allons considérer trois approches différentes de la continuité. La première sera de définir
la continuité de fonctions de R vers R au moyen du critère usuel. Ensuite, nous définiront la
continuité des applications entre n’importe quels espaces métriques, et nous montrerons que les
deux définitions sont équivalentes dans le cas des fonctions sur R à valeurs réelles.

Enfin, un peu plus tard nous verrons que la continuité peut également être vue en termes de
limites. Encore une fois nous verrons que dans le cas de fonctions de R vers R cette troisième
approche est équivalentes aux deux premières.

La définition de fonction continue est la définition 7.66. Dans le cas d’une fonction f : RÑ R,
elle devient ceci.

Proposition 13.42.
La fonction f : RÑ R est continue en a si et seulement si

@ε ą 0, Dδ tel que
`|x´ a| ď δ

˘ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε. (13.61)

Nous allons maintenant étudier quelques conséquences de la continuité sur R.
(1) D’abord on voit que la continuité n’a été définie qu’en un point. On peut dire que la fonction

f est continue en tel point donné, mais nous n’avons pas dit ce qu’est une fonction continue
dans son ensemble.

(2) Le théorème 7.69 nous précise que si I est un intervalle de R, la fonction f est continue sur
I si et seulement si elle est continue en chaque point de I.

(3) Comme la définition de f continue en a fait intervenir fpxq pour tous les x pas trop loin
de a, il faut au moins déjà que f soit définie sur ces x. En d’autres termes, dire que f est
continue en a demande que f existe sur un intervalle autour de a.
Ceci couplé à la définition précédente laisse penser qu’il est surtout intéressant d’étudier les
fonctions qui sont continues sur un intervalle.

(4) L’intuition comme quoi une fonction continue doit pouvoir être tracée sans lever la main
correspond aux fonctions continues sur des intervalles. Au moins sur l’intervalle où elle est
continue, elle est traçable en un morceau.

Exemple 13.43
Il est très possible d’être continue en un seul point. Par exemple la fonction

fpxq “ xp1´ 1Qpxqq (13.62)

où 1Q est la fonction indicatrice de Q dans R. 4
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Proposition 13.44.
Si f : RÑ R est continue au point a P R et si fpaq ‰ 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel
f ne s’annule pas.

Démonstration. Si f s’annulait sur tout voisinage de a (mais pas ne a lui-même), nous aurions,
pour tout n un réel

xn P B
`
a,

1
n

˘ztau (13.63)

tel que fpxnq “ 0. Cela donnerait une suite xn Ñ a avec fpxnq Ñ 0, ce qui contredit la continuité
de f en a en vertu de la proposition 7.749.10 sur la continuité séquentielle en un point.

Notons que ce résultat se généralise beaucoup : si f est continue et pas égale à r en a, alors
elle continue à n’être pas égale à r dans un voisinage de a.

13.5.1 Opération sur la continuité

Nous allons démontrer maintenant une série de petits résultats qui permettent de simplifier la
démonstration de la continuité de fonctions.

Théorème 13.45.
Si la fonction f est continue au point a, alors la fonction λf est également continue en a.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous avons besoin d’un δ ą 0 tel que pour chaque x à moins de δ de
a, la fonction λf soit à moins de ε de pλfqpaq “ λfpaq. Étant donné que la fonction f est continue
en a, on sait déjà qu’il existe un δ1 (nous notons δ1 afin de ne pas confondre ce nombre dont on
est sûr de l’existence avec le δ que nous sommes en train de chercher) tel que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε1.

Hélas, ce δ1 n’est pas celui qu’il faut faut parce que nous travaillons avec λf au lieu de f , ce qui
fait qu’au lieu d’avoir |fpxq ´ fpaq|, nous avons |λfpxq ´ λfpaq| “ |λ|· |fpxq ´ fpaq|. Ce que δ1
fait avec pλfq, c’est

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ε1.
Ce que nous apprend la continuité de f , c’est que pour chaque choix de ε1, on a un δ1 qui fait
cette implication. Comme cela est vrai pour chaque choix de ε1, essayons avec ε1 “ ε{|λ| pour voir
ce que ça donne. Nous avons donc un δ1 qui fait

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ε1 “ ε.

Ce δ1 est celui qu’on cherchait.

Théorème 13.46.
Si f et g sont deux fonctions continues en a, alors la fonction f ` g est également continue en a.

Démonstration. La continuité des fonctions f et g au point a fait en sorte que pour tout choix de
ε1 et ε2, il existe δ1 et δ2 tels que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε1.

et
p|x´ a| ď δ2q ñ |gpxq ´ gpaq| ď ε2.

La quantité que nous souhaitons analyser est |fpxq` gpxq´fpaq´ gpaq|. Tout le jeu de la démons-
tration de la continuité est de triturer cette expression pour en tirer quelque chose en termes de ε1
et ε2. Si nous supposons avoir pris |x´ a| plus petit en même temps que δ1 et que δ2, nous avons

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď |fpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ gpaq| ď ε1 ` ε2
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en utilisant la formule générale |a`b| ď |a|`|b|. Maintenant si on choisit ε1 et ε2 tels que ε1`ε2 ă ε,
et les δ1, δ2 correspondants, on a

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď ε,

pourvu que |x ´ a| soit plus petit que δ1 et δ2. Le bon δ à prendre est donc le minimum de δ1 et
δ2 qui eux-mêmes sont donnés par un choix de ε1 et ε2 tels que ε1 ` ε2 ď ε.

Pour résumer ces deux théorèmes, on dit que si f et g sont continues en a, alors la fonction
αf ` βg est également continue en a pour tout α, β P R.

Parmi les propriétés immédiates de la continuité d’une fonction, nous avons ceci qui est souvent
bien utile.

Corollaire 13.47.
Si la fonction f est continue en a et si fpaq ą 0, alors f est positive sur un intervalle autour de a.

Démonstration. Prenons ε ă fpaq et voyons 5 ce que la continuité de f en a nous offre : il existe
un δ tel que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε ă fpaq.
Nous en retenons que sur un intervalle (de largeur δ), nous avons |fpxq ´ fpaq| ď fpaq. Par
hypothèse, fpaq ą 0, donc si fpxq ă 0, alors la différence fpxq´fpaq donne un nombre encore plus
négatif que ´fpaq, c’est-à-dire que |fpxq ´ fpaq| ą fpaq, ce qui est contraire à ce que nous venons
de démontrer. D’où la conclusion que fpxq ą 0.

13.5.2 La fonction la moins continue du monde

Parmi les exemples un peu sales de fonctions non continues, il y a celle-ci :

χQpxq “
#

1 si x P Q
0 sinon.

Par exemple, χQp0q “ 1, et 6 χQpπq “ χQp
?

2q “ 0. Malgré que χQp0q “ 1, il n’existe aucun
voisinage de 1 sur lequel la fonction reste proche de 1, parce que tout voisinage va contenir au
moins un irrationnel. À chaque millimètre, cette fonction fait une infinité de bonds !

Cette fonction n’est donc continue nulle part.
À partir de là, nous pouvons construire la fonction suivante qui n’est continue qu’en un point :

fpxq “ xχQpxq “
#
x si x P Q
0 sinon.

Cette fonction est continue en zéro. En effet, prenons δ ą 0 ; il nous faut un ε tel que |x| ď ε
implique fpxq ď δ parce que fp0q “ 0. Bon ben prendre simplement ε “ δ nous contente. Cette
fonction est donc très facilement continue en zéro.

Et pourtant, dès que l’on s’écarte un tant soit peu de zéro, elle fait des bons une infinité de
fois par millionième de millimètre ! Cette fonction est donc la plus discontinue du monde en tous
les points saut un (zéro) où elle est une fonction continue !

13.5.3 Approche topologique

Nous avons vu que sur tout ensemble métrique, nous pouvons définir ce qu’est un ouvert : c’est
un ensemble qui contient une boule ouverte autour de chacun de ses points. Quand on est dans un
ensemble ouvert, on peut toujours un peu se déplacer sans sortir de l’ensemble.

Le théorème suivant est une très importante caractérisation des fonctions continues (de R dans
R) en termes de topologie, c’est-à-dire en termes d’ouverts.

5. ici, nous insistons sur le fait que nous prenons ε strictement plus petit que fpaq.
6. Pour prouver que

?
2 n’est pas rationnel, c’est pas trop compliqué, mais pour prouver que π ne l’est pas non

plus, il faudra encore manger de la soupe.
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Théorème 13.48.
Si I est un intervalle ouvert contenu dans dom f , alors f est continue sur I si et seulement si pour
tout ouvert O dans R, l’image inverse f |´1

I pOq est ouvert.
Par abus de langage, nous exprimons souvent cette condition par « une fonction est continue

si et seulement si l’image inverse de tout ouvert est un ouvert ».

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons transformer le critère de continuité en termes
de boules ouvertes, et ensuite, nous passerons à la démonstration proprement dite. Le critère de
continuité de f au point x dit que

@δ ą 0, D ε ą 0 tel que
`|x´ a| ă ε

˘ñ |fpxq ´ fpaq| ă δ. (13.64)

Cette condition peut être exprimée sous la forme suivante :

@δ ą 0, Dε tel que a P Bpx, εq ñ fpaq P B`fpxq, δ˘,
ou encore

@δ ą 0, Dε tel que f`Bpx, εq˘ Ă B
`
fpxq, δ˘. (13.65)

Jusque ici, nous n’avons fait que du jeu de notations. Nous avons exprimé en termes de topologie
des inégalités analytiques. La condition (13.65) est le plus souvent utilisée comme définition de la
continuité d’une fonction en x, lorsque le contexte ne demande pas de définitions plus générales.
Si tel est le choix, il faut pouvoir retrouver (13.64) à partir de (13.65).

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du théorème.
D’abord, supposons que f est continue sur I, et prenons O, un ouvert quelconque. Le but est

de prouver que f |´1
I pOq est ouvert. Pour cela, nous prenons un point x0 P f |´1

I pOq et nous allons
trouver un ouvert autour ce point contenu dans f |´1

I pOq. Nous écrivons y0 “ fpx0q. évidemment,
y0 P O, donc on a une boule autour de y0 qui est contenue dans O, soit donc δ ą 0 tel que

Bpy0, δq Ă O.

Par hypothèse, f est continue en x0, et nous pouvons donc y appliquer le critère (13.65). Il existe
donc ε ą 0 tel que

f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘ Ă O.
Cela prouve que Bpx0, εq Ă f |´1

I pOq.
Dans l’autre sens, maintenant. Nous prenons x0 P I et nous voulons prouver que f est continue

en x0, c’est-à-dire que pour tout δ nous cherchons un ε tel que f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
. Oui,

mais B
`
fpx0q, δ

˘
est ouverte, donc par hypothèse, f |´1

I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
est ouvert, inclus dans I et

contient x0. Donc il existe un ε tel que

Bpx0, εq Ă f |´1
I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
,

et donc tel que
f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
,

ce qu’il fallait prouver.

Lemme 13.49.
L’image d’un ensemble connexe par une fonction continue est connexe.

Démonstration. Nous allons encore faire la contraposée. Soit A une partie de R telle que fpAq ne
soit pas connexe. Nous allons prouver que A elle-même n’est pas connexe. Dire que fpAq n’est pas
connexe, c’est dire qu’il existe O1 et O2, deux ouverts disjoints qui recouvrent fpAq. Je prétends
que f´1pO1q et f´1pO2q sont ouverts, disjoints et qu’ils recouvrent A.
— Ces deux ensembles sont ouverts parce qu’ils sont images inverses d’ouverts par une fonction

continue (théorème 13.48).
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— Si x P f´1pO1qX f´1pO2q, alors fpxq P O1XO2, ce qui contredirait le fait que O1 et O2 sont
disjoints. Il n’y a donc pas d’éléments dans l’intersection de f´1pO1q et de f´1pO2q.

— Si f´1pO1q et f´1pO2q ne recouvrent pas A, il existe un x dans A qui n’est dans aucun des
deux. Dans ce cas, fpxq est dans fpAq, mais n’est ni dans O1, ni dans O2, ce qui contredirait
le fait que ces deux derniers recouvrent fpAq.

Nous déduisons que A n’est pas connexe. Et donc le lemme.

Théorème 13.50 (Théorème des valeurs intermédiaires).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs, et supposons que fpaq ă fpbq. Alors pour tout y tel que
fpaq ď y ď fpbq, il existe un x P ra, bs tel que fpxq “ y.

Démonstration. Nous savons que ra, bs est connexe parce que c’est un intervalle (proposition 8.34).
Donc f

`ra, bs˘ est connexe (lemme 13.49) et donc est un intervalle (à nouveau la proposition 8.34).
Étant donné que f

`ra, bs˘ est un intervalle, il contient toutes les valeurs intermédiaires entre n’im-
porte quels deux de ses éléments. En particulier toutes les valeurs intermédiaires entre fpaq et
fpbq.
Corollaire 13.51.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Soient I un intervalle, α ă β P fpIq et γ P sα, βr. Nous considérons a, b P I tels
que α “ fpaq et β “ fpbq. Par le théorème des valeurs intermédiaires 13.50, il existe t P sa, br tel
que fptq “ γ. Par conséquent γ P fpIq.
Corollaire-définition 13.52 (Existence de la racine carrée).
Si x ě 0 alors il existe un unique y ě 0 tel que y2 “ x. Ce nombre est noté

?
x et est nommé

racine carrée de x.

Démonstration. La fonction f : t ÞÑ t2 est continue et strictement croissante. Nous avons fp0q “ 0
et 7 fpx ` 1q ą x. Donc le théorème des valeurs intermédiaires 13.50 nous assure qu’il existe un
unique y P r0, x` 1s tel que fpyq “ x.

13.5.4 Continuité de la racine carrée, invitation à la topologie induite

Pourquoi nous intéresser particulièrement à cette fonction ? Parce qu’elle a une sale condition
d’existence : son domaine de définition n’est pas ouvert. Or dans tous les théorèmes de continuité
d’approche topologique que nous avons vus, nous avons donné des conditions pour tout ouvert.
Nous nous attendons donc a avoir des difficultés avec la continuité de

?
x en zéro.

Prenons I, n’importe quel intervalle ouvert dans R`, et voyons que la fonction

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x

(13.66)

est continue sur I. Remarque déjà que si I est un ouvert dans R`, il ne peut pas contenir zéro.
Avant de nous lancer dans notre propos, nous prouvons un lemme qui fera tout le travail 8.

Lemme 13.53.
Soit O, un ouvert dans R`. Alors O2 “ tx2 tel que x P Ou est également ouvert .

Démonstration. Un élément de O2 s’écrit sous la forme x2 pour un certain x P O. Le but est de
trouver un ouvert autour de x2 qui soit contenu dans O2. Étant donné que O est ouvert, on a une
boule centrée en x contenue dans O. Nous appelons δ le rayon de cette boule :

Bpx, δq Ă O.
7. Faites deux cas suivant x ě 1 ou non si vous le voulez, moi je prends x` 1.
8. C’est toujours ingrat d’être un lemme : on fait tout le travail et c’est toujours le théorème qui est nommé.
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Étant donné que cet ensemble est connexe, nous savons par le lemme 13.49 que Bpx, δq2 est
également connexe (parce que la fonction x ÞÑ x2 est continue). Son plus grand élément est
px` δq2 “ x2 ` δ2 ` 2xδ ą x2 ` δ2, et son plus petit élément est px´ δq2 “ x2 ` δ2 ´ 2xδ.

Ce qui serait pas mal, c’est que ces deux bornes entourent x2 ; de cette façon elles définiraient
un ouvert autour de x2 qui soit dans O2. Hélas, c’est pas gagné que x2 ` δ2 ´ 2xδ soit plus petit
que x2.

Heureusement, en fait c’est vrai parce que d’une part, du fait que O Ă R`, on a x ą 0, et
d’autre part, pour que O soit positif, il faut que δ ă x. Donc on a évidemment que δ ă 2x, et donc
que

x2 ` δ2 ´ 2xδ “ x2 ` δ pδ ´ 2xqlooomooon
ă0

ă x2.

Donc nous avons fini : l’ensemble

Bpx, δq2 “sx2 ` δ2 ´ 2xδ, x2 ` δ2 ` 2xδrĂ O2

est un intervalle qui contient x2, et donc qui contient une boule ouverte centrée en x2.

Maintenant nous pouvons nous attaquer à la continuité de la racine carrée sur tout ouvert
positif en utilisant le théorème 13.48. Soit O n’importe quel ouvert de R, et prouvons que f |´1

I pOq
est ouvert. Par définition,

f |´1
I pOq “ tx P I tel que

?
x P Ou. (13.67)

Maintenant c’est un tout petit effort que de remarquer que f |´1
I pOq “ O2 X I. De là, on a gagné

parce que O2 et I sont des ouverts. Or l’intersection de deux ouverts est ouvert.
Nous n’en avons pas fini avec la fonction

?
x. Nous avons la continuité de la racine carrée pour

tous les réels strictement positifs. Il reste à pouvoir dire que la fonction est continue en zéro malgré
qu’elle ne soit pas définie sur un ouvert autour de zéro.

Il est possible de dire que la racine carrée est continue en 0, malgré qu’elle ne soit pas définie
sur un ouvert autour de 0. . . en tout cas pas un ouvert au sens que tu as en tête. Nous allons
rentabiliser un bon coup notre travail sur les espaces métriques.

Nous pouvons définir la notion de boule ouverte sur n’importe quel espace métrique A en disant
que

Bpx, rq “ ty P A tel que dpx, yq ă ru.
Définition 13.54.
Soit f : AÑ B, une application entre deux espaces métriques. Nous disons que f est continue au
point a P A si @δ ą 0, Dε ą 0 tel que

f
`
Bpa, εq˘ Ă B

`
fpaq, δ˘. (13.68)

Tu reconnais évidemment la condition (13.65). Nous l’avons juste recopiée. Tu remarqueras
cependant que cette définition généralise immensément la continuité que l’on avait travaillé à
propos des fonctions de R vers R. Maintenant tu peux prendre n’importe quel espace métrique et
c’est bon.

Nous n’allons pas faire un tour complet des conséquences et exemples de cette définition. Au
lieu de cela, nous allons juste montrer en quoi cette définition règle le problème de la continuité
de la racine carrée en zéro.

La fonction que nous regardons est

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x.

(13.69)

Mais cette fois, nous ne la voyons pas comme étant une fonction dont le domaine est une partie
de R, mais comme fonction dont le domaine est R` vu comme un espace métrique en soi. Quelles
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sont les boules ouvertes dans R` autour de zéro ? Réponse : la boule ouverte de rayon r autour de
zéro dans R` est :

Bp0, rqR` “ tx P R` tel que dpx, 0q ă ru “ r0, rr.
Cet intervalle est un ouvert. Aussi incroyable que cela puisse paraitre !

Testons la continuité de la racine carrée en zéro dans ce contexte. Il s’agit de prendre A “ R`,
B “ R` et a “ 0 dans la définition 13.54. Nous avons que Bp?0, δq “ Bp0, δq “ r0, δr pour la
topologie de R`.

Il s’agit maintenant de trouver un ε tel que f
`
Bp0, εq˘ Ă r0, δr. Par définition, nous avons que

f
`
Bp0, εq˘ “ r0,?εr,

le problème revient dont à trouver ε tel que
?
ε ď δ. Prendre ε ă δ2 fait l’affaire.

Donc voilà. Au sens de la topologie propre à R`, nous pouvons dire que la fonction racine
carrée est partout continue.

13.5.5 Prolongement par continuité

13.5.5.1 Discussion avec mon ordinateur

Voici un extrait de ce peut donner Sage. Nous lui donnons la fonction

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 . (13.70)

Cette fonction est faite exprès pour que le dénominateur s’annule en ´4. En fait 3x2 ` 10x´ 8 “
px` 4qp3x´ 2q, et la fraction peut se simplifier en

fpxq “ 1
3x´ 2 . (13.71)

Et avec cela nous écririons fp´4q “ ´ 1
14 . Voyons comment cela passe dans Sage.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.2, Release Date: 2012-07-25 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=(x+4)/(3*x**2+10*x-8)
sage: f(-4)
---------------------------------------------------------------------------
ValueError Traceback (most recent call last)
ValueError: power::eval(): division by zero

Il produit donc une erreur de division par zéro. Cela n’est pas étonnant. Pourtant si on lui demande,
il est capable de simplifier. En effet :
sage: f.simplify_full()
x |--> 1/(3*x - 2)
sage: f.simplify_full()(-4)
-1/14

Nous considérons la question suivante : étant donné une fonction f définie sur Iztx0u, est-il
possible de définir f en x0 de telles façon à ce qu’elle soit continue ?

Exemple 13.55
La fonction

f : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x

(13.72)

n’est pas définie pour x “ 0 et il n’y a pas moyen de définir fp0q de telle sorte que f soit continue
parce que limxÑ0

1
x n’existe pas. 4

http://fr.wikipedia.org/wiki/Topologie_induite
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13.5.5.2 Limite et prolongement

Reprenons l’exemple de la fonction (13.70) que mon ordinateur refusait de calculer en zéro :

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 “

x` 4
px` 4q `x´ 2

3
˘ . (13.73)

Cette fonction a une condition d’existence en x “ ´4. Et pourtant, tant que x ‰ 4, cela a un sens
de simplifier les px` 4q et d’écrire

fpxq “ 1
x´ 2

3
“ 3

3x´ 2 .

Étant donné que pour toute valeur de x différente de ´4, la fonction f s’exprime de cette façon,
nous avons que

lim
xÑ´4

fpxq “ lim
xÑ´4

ˆ
3

3x´ 2

˙
.

Oui, mais la fonction 9 gpxq “ 3{p3x´ 2q est continue en ´4 et donc sa limite vaut sa valeur. Nous
en déduisons que

lim
xÑ´4

fpxq “ ´ 3
14 .

Que dire maintenant de la fonction ainsi définie ?

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ ´4
´3{14 si x “ ´4.

(13.74)

Cette fonction est continue en ´4 parce qu’elle y est égale à sa limite. Les étapes suivies pour
obtenir ce résultat sont :

— Repérer un point où la fonction n’existe pas,

— calculer la limite de la fonction en ce point, et en particulier vérifier que cette limite existe,
ce qui n’est pas toujours le cas,

— définir une nouvelle fonction qui vaut partout la même chose que la fonction originale, sauf
au point considéré où l’on met la valeur de la limite.

C’est ce qu’on appelle prolonger la fonction par continuité parce que la fonction résultante
est continue. La prolongation de f par continuité est donc en général définie par

f̃pxq “
#
fpxq si fpxq
limyÑx fpyq si fpxq (13.75)

Dans le cas que nous regardions,

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 ,

le prolongement par continuité est donné par

f̃ “ 3
3x´ 2 . (13.76)

Remarquons que cette fonction n’est toujours pas définie en x “ 2{3.
9. Cette fonction g n’est pas f parce que g a en plus l’avantage d’être définie en ´4.
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13.5.6 Prolongement par continuité

Proposition-définition 13.56 (Prolongement par continuité).
Soit f : Iztx0u Ñ R telle que limxÑx0 fpxq “ ` P R. La fonction

f̃ : I Ñ R

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ x0

` si x “ x0

(13.77)

est une fonction continue sur I et est appelée le prolongement par continuité de f en x0.

Vous noterez que dans cet énoncé nous demandons ` P R. Les cas ` “ ˘8 sont donc exclus.

13.57.
Le lemme 13.71 donnera un autre gros morceau de prolongement par continuité. Là, ce ne sera pas
juste une valeur qui manquera, mais carrément la majorité des valeurs ; mais par contre, ce ne sera
pas vraiment de la prolongation par continuité, mais de la prolongation par Cauchy-continuité.

Exemple 13.58
La fonction

f : Rzt´3, 2u Ñ R

x ÞÑ x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q

(13.78)

admet pour limite limxÑ´3 fpxq “ 4
5 . Son prolongement par continuité en x “ ´3 est donné par

f̃pxq “ x´ 1
x´ 2 . (13.79)

Notons que les fonctions f et f̃ ne sont pas identiques : l’une est définie pour x “ ´3 et l’autre
pas. Lorsqu’on fait le calcul

x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q “

px´ 1qpx` 3q
px` 3qpx´ 2q “

x´ 1
x´ 2 , (13.80)

la simplification n’est pas du tout un acte anodin. Le dernier signe « “ » est discutable parce que
les deux dernières expressions ne sont pas égales pour tout x ; elles ne sont égales « que » pour les
x pour lesquels les deux expressions existent. 4

Les fonctions trigonométriques donneront quelques exemples intéressants de prolongements par
continuité. Voir l’exemple 19.202. Et une avec la fonction logarithme dans l’exemple 16.82.

13.5.7 Théorème de la bijection

Proposition 13.59.
Une fonction monotone et surjective d’un intervalle I sur un autre intervalle J est continue sur
I.

Proposition 13.60.
Soient f : I Ñ J une bijection et f´1 : J Ñ I sa réciproque. Alors pour tout x0 P I nous avons

f´1`fpx0q
˘ “ x0 (13.81)

et pour tout y0 P J nous avons
f
`
f´1py0q

˘ “ y0. (13.82)
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Démonstration. Nous prouvons la relation (13.81) et nous laissons (13.82) comme exercice au
lecteur.

Soit x0 P I. Posons y0 “ fpx0q. La définition de l’application réciproque est que pour y P J ,
f´1pyq est l’unique élément x de I tel que fpxq “ y. Donc f´1py0q est l’unique élément de I dont
l’image est y0. C’est donc x0 et nous avons f´1py0q “ x0, c’est-à-dire

f´1`fpx0q
˘ “ x0. (13.83)

Théorème 13.61 (Théorème de la bijection).
Soit I un intervalle et f une fonction continue et strictement monotone de I dans R. Nous avons
alors :
(1) fpIq est un intervalle de R ;
(2) La fonction f : I Ñ fpIq est bijective
(3) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est strictement monotone de même sens que f ;
(4) La fonction f : I Ñ fpIq est un homéomorphisme, c’est-à-dire que f´1 : fpIq Ñ I est conti-

nue.

Démonstration. Prouvons les choses point par point.

(1) Supposons pour fixer les idées que f est monotone croissante 10.
Soient a ă b dans fpIq. Par définition il existe x1, x2 P I tels que a “ fpx1q et b “ fpx2q.
La fonction f est continue sur l’intervalle rx1, x2s et vérifie fpx1q ă fpx2q. Donc le théorème
des valeurs intermédiaires 13.50 nous dit que pour tout t dans rfpx2q, fpx2qs, il existe un
x0 P rx1, x2s tel que fpx0q “ t. Cela montre que toutes les valeurs intermédiaires entre a et
b sont atteintes par f et donc que fpIq est un intervalle.

(2) Nous prouvons maintenant que f est bijective en prouvant séparément qu’elle est surjective
et injective.

f est surjective Une fonction est toujours surjective depuis un intervalle I vers l’ensemble
=f .

f est injective Soit x ‰ y dans I ; pour fixer les idées nous supposons que x ă y. La
stricte monotonie de f implique que fpxq ă fpyq ou que fpxq ą fpyq. Dans tous les cas
fpxq ‰ fpyq.

La fonction f est donc bijective.
(3) Comme d’accoutumée nous supposons que f est croissante. Soient y1 ă y2 dans fpIq ; nous

devons prouver que f´1py1q ď f´1py2q. Pour cela nous considérons les nombres x1, x2 P I
tels que fpx1q “ y1 et fpx2q “ y2. Nous allons en prouver la contraposée en supposant que
f´1py1q ą f´1py2q. En appliquant f (qui est croissante) à cette dernière inégalité il vient

f
`
f´1py1q

˘ ě f
`
f´1py2q

˘
, (13.84)

ce qui signifie
y1 ě y2 (13.85)

par l’équation (13.82).
(4) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est une fonction monotone et surjective, donc continue par la

proposition 13.59.

10. Traitez en tant qu’exercice le cas où f est décroissante.



13.6. LIMITE ET CONTINUITÉ 657

Exemple 13.62
La fonction

f : r2, 3s Ñ r4, 9s
x ÞÑ x2 (13.86)

est une bijection. Sa réciproque est la fonction

f´1 : r4, 9s Ñ r2, 3s
x ÞÑ ?

x.
(13.87)

4

13.6 Limite et continuité

Voir les remarques dans l’index thématique 16 pour comprendre la place et la portée de ce qui
va venir à propos de limite et de continuité.

Théorème 13.63 (Limite et continuité).
La fonction f est continue au point a si et seulement si limxÑa fpxq “ fpaq.
Démonstration. Nous commençons par supposer que f est continue en a, et nous prouvons que
limxÑa fpxq “ a. Soit ε ą 0 ; ce qu’il nous faut c’est un δ tel que |x´a| ď δ implique |fpxq´fpaq| ď
ε. La caractérisation 13.42 de la continuité donne l’existence d’un δ comme il nous faut.

Dans l’autre sens, c’est-à-dire prouver que f est continue au point a sous l’hypothèse que
limxÑa fpxq “ fpaq, la preuve se fait de la même façon.

Nous en déduisons que si nous voulons gagner quelque chose à parler de limites, il faut prendre
des fonctions non continues. En effet, si une fonction est continue en un point, la limite ne donne
aucune nouvelle information que la valeur de la fonction elle-même en ce point.

Prenons une fonction qui fait un saut. Pour se fixer les idées, prenons celle-ci :

fpxq “
#

2x si x Ps8, 2r
x{2 si x P r2,8r (13.88)

Essayons de trouver la limite de cette fonction lorsque x tend vers 2. Étant donné que f n’est pas
continue en 2, nous savons déjà que limxÑ2 fpxq ‰ fp2q. Donc ce n’est pas 1. Cette limite ne peut
pas valoir 4 non plus parce que si je prends n’importe quel ε, la valeur de fp2` εq est très proche
de 2, et donc ne peut pas s’approcher de 4. En fait, tu peux facilement vérifier que aucun nombre
ne vérifie la condition de limite pour f en 2. Nous disons que la limite n’existe pas.

Il ne faudrait pas en déduire trop vite que si une fonction n’est pas continue en a, alors la limite
x Ñ a n’existe pas. Ce que dit le théorème 13.63 est que si une fonction n’est pas continue en a,
alors sa limite (si elle existe) ne vaut pas fpaq.
Exemple 13.64(Un exemple de continuité Thème 16)
Soit la fonction

fpxq “
#
x si x ‰ 0
4 si x “ 0.

(13.89)

Cette fonction n’est pas continue en x “ 0, et pourtant la limite existe : limxÑ0 fpxq “ 0. Faisons
cela en détail pour nous assurer de ce qu’il se passe.

Considérons l’ouvert s3, 5r. L’image réciproque de cet ouvert par f est la partie s3, 5r Y t0u qui
n’est pas ouvert. Donc la fonction f n’est pas continue comme fonction RÑ R.

Considérons pour comprendre la restriction f : r´1, 1s Ñ R. L’image inverse de s3, 5r par cette
fonction est t0u qui n’est pas un ouvert.
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Plus généralement tant qu’on considère des restrictions de f sur des parties contenant un
voisinage de 0, la fonction ne peut pas être continue 11.

Voyons ce qui en est de la continuité ponctuelle de f en x “ 0. La définition 7.66 est celle de
la continuité en un point ; elle dit que f sera continue en 0 si fp0q “ 4 est une limite de f . Nous
voila parti vers la définition 7.62.

Soit le voisinage V “ s3, 5r de fp0q. Quel que soit le voisinage W de 0 dans R, il existe un
ε ą 0 tel que W Ă Bp0, εq. Nous avons alors

f
`
W ztau˘ Ă f

`
Bp0, εqzt0u˘. (13.90)

Mais le nombre ε{2 fait partie de f
`
Bp0, εqzt0u˘ et n’est pas dans V . Donc fp0q n’est pas une

limite de f en zéro. Cette fonction n’est donc pas continue en zéro. 4

Exemple 13.65(Même exemple, limite)
Nous avons vu que, pour la fonction (13.89), le nombre 4 n’est pas une limite de f en zéro. Nous
montrons à présent que 0 est une limite (et même la seule par la proposition 7.65 que nous ne
rappelleront plus à chaque fois) de f .

Montrons que 0 est une limite de f en zéro, c’est-à-dire que limxÑ0 fpxq “ 0.
Nous suivant la définition 7.62. Soit un voisinage V de 0 dans R. Il existe δ tel que Bp0, δq Ă V .

En posant ε “ δ et en définissant W “ Bp0, εq nous avons
f
`
Bp0, εqzt0u˘ “ Bp0, εqzt0u Ă Bp0, δq Ă V. (13.91)

Donc 0 est une limite de f en zéro. 4

Nous avons déjà vu par le corollaire 8.37 qu’une suite croissante et bornée était convergente.
Il en va de même pour les fonctions.

Proposition 13.66 ([1]).
Si la fonction réelle f : I “ ra, brÑ R est croissante et bornée, alors la limite

lim
xÑb fpxq (13.92)

existe et est finie.

Démonstration. Commençons par prouver que si pxnq est une suite dans I convergent vers b, alors
fpxnq est une suite convergente. Dans un second temps nous allons prouver que si pxnq et px1nq
sont deux suites qui convergent vers b, alors les suites convergentes fpxnq et fpx1nq convergent vers
la même limite. Alors le critère séquentiel de la limite d’une fonction conclura (proposition 9.9).

Nous pouvons extraire de xn une sous-suite croissante pxαpnqq. Alors la suite f
`
xαpnq

˘
est une

suite croissante et majorée, donc convergente par le corollaire 8.37 12. Nommons ` la limite et
montrons qu’elle est aussi limite de f sur la suite originale.

Pour tout ε ą 0, il existe K tel que si n ą K alors
ˇ̌
f
`
xαpnq

˘´ `ˇ̌ ă ε. Soit K 1 tel que pour tout
n ą K 1 nous ayons xn ą xαpK1q. Cela est possible parce que la suite est bornée par b et converge
vers b : il suffit de prendre K 1 de telle sorte que |xn ´ b| ď |xαpnq ´ b|. Si n ą K 1 alors xn ą xαpKq
et

fpxnq ě fpxαpnqq ě `´ ε; (13.93)
en résumé si n ą K alors |fpxnq ´ `| ă ε. Cela prouve que fpxnq Ñ `.

Soit maintenant une autre suite px1nq qui converge également vers b. Comme nous venons de
le voir la suite fpx1nq est convergente et nous nommons `1 la limite. Si nous considérons px2nq la
suite « alternée » (x1, x11, x2, x12, ¨ ¨ ¨) alors nous avons encore une suite qui converge vers b et donc
fpx2nq Ñ `1.

Mais étant donné que fpxnq et fpx1nq sont des sous-suites, elles doivent converger vers la même
valeur. Donc ` “ `1 “ `2.
11. Les plus acharnés se demanderont ce qu’il se passe pour la restriction de f à la partie t0u munie de la topologie

induite de R.
12. En gros nous sommes en train de dire que toute la théorie des fonctions convexes est un vulgaire corollaire de

Bolzano-Weierstrass.
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13.6.1 Règles simples de calcul

Les opérations simples passent à la limite, sauf la division pour laquelle il faut faire attention
au dénominateur.

Proposition 13.67.
Soient f et g deux fonctions telles que limxÑa fpxq “ α et limxÑa gpxq “ β. Alors
(1) limxÑa fpxq ` gpxq “ α` β,
(2) limxÑa fpxqgpxq “ αβ,
(3) s’il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas, alors limxÑa fpxqgpxq “ α

β .

Le résultat suivant est pratique pour le calcul des limites.

Proposition 13.68.
Quand la limite existe, nous avons

lim
xÑa fpxq “ lim

εÑ0
fpa` εq,

ce qui correspond à un « changement de variables » dans la limite.

Démonstration. Si A “ limxÑa fpxq, par définition,
@ε1 ą 0, Dδ tel que |x´ a| ď δ ñ |fpxq ´A| ď ε1. (13.94)

La seule subtilité de la démonstration est de remarquer que si |x´ a| ď δ, alors x peut être écrit
sous la forme x “ a` ε pour un certain |ε| ď δ. En remplaçant x par a` ε dans la condition 13.94,
nous trouvons

@ε1 ą 0, Dδ tel que |ε| ď δ ñ |fpx` εq ´A| ď ε1, (13.95)
ce qui signifie exactement que limεÑ0 fpx` εq “ A.

Il y a une petite différence de point de vue entre limxÑa fpxq et limεÑ0 fpa`εq. Dans le premier
cas, on considère fpxq, et on regarde ce qu’il se passe quand x se rapproche de a, tandis que dans
le second, on considère fpaq, et on regarde ce qu’il se passe quand on s’éloigne un tout petit peu
de a. Dans un cas, on s’approche très près de a, et dans l’autre on s’en éloigne un tout petit peu.
Le contenu de la proposition 13.68 est de dire que ces deux points de vue sont équivalents.

13.6.2 Prolongement des rationnels vers les réels

Si f : QÑ R est une fonction continue pour la topologie induite, est-ce qu’on peut la prolonger
en une fonction continue sur R ? La réponse est hélas non.

Exemple 13.69([198])
Vu que

?
2 est irrationnel 13, ceci définit bien une fonction sur Q :

f : QÑ R

q ÞÑ
#

0 si q ă ?2
1 si q ą ?2.

(13.96)

Cela est une fonction continue sur Q. En effet, soient q P Q et ε ą 0. Nous prenons δ ą 0 tel que?
2 ne soit pas dans Bpq, δq. Alors si p P BQpq, δq nous avons fpqq “ fppq et donc

|fppq ´ fpqq| ă ε. (13.97)

Il n’est cependant pas possible de la prolonger en une fonction continue sur R. 4

Pour qu’une fonction sur Q puisse être prolongée en une fonction continue sur R, il faut
un peu plus que la continuité. Il fait la Cauchy-continuité que nous définissons pas plus tard
qu’immédiatement.
13. Proposition 1.87. Le fait que

?
2 existe dans R est la proposition 1.130.
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Définition 13.70 ([198]).
Soient X et Y deux espaces métriques. Une application f : X Ñ Y est dite Cauchy-continue si
pour toute suite de Cauchy pxnq dans X, la suite

`
fpxnq

˘
est de Cauchy dans Y .

En terme de prolongement continue, nous avons ce lemme qui demande à une fonction d’être
Cauchy continue. Vous pouvez comparer avec le principe de prolongement analytique 18.126 qui
donne un énoncé similaire pour un prolongement analytique.

Lemme 13.71 ([1, 199, 200]).
Soit une fonction Cauchy continue 14 f : QÑ R.
(1) La limite limqÑx fpqq existe pour tout x P R.
(2) Il existe un unique prolongement continu f̃ : RÑ R.
(3) Ce prolongement est donné par

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(13.98)

Démonstration. Imprégniez vous bien de la la définition 7.62 de la limite avant de commencer.
Unicité Prouvons rapidement l’unicité avant l’existence parce que c’est facile.

L’unicité du prolongement est la proposition 9.15 à propos de fonctions continues égales sur
une partie denses. La densité de Q dans R, si vous la cherchez est la proposition 8.3.

Candidat limite Soit x P R. Vu que x P Q̄, nous pouvons chercher à savoir si limqÑx fpqq existe.
Si elle existe, elle sera unique.
Soit une suite pqiq d’éléments de Q qui converge vers x dans R (i.e. pour la topologie de R).
Les nombres réels fpqiq forment une suite dans R. La suite pqiq étant convergente, elle est de
Cauchy 15.
Vu que f est supposée Cauchy-continue, la suite

`
fpqiq

˘
est de Cauchy dans R, et elle est

donc convergente.
C’est bien la limite Nous prouvons à présent que le nombre réel limiÑ8 fpqiq (dont l’existence

vient d’être prouvée) vérifie bien la définition de la limite limqÑx fpqq.
Soit un voisinage V de lim fpqiq dans R. Nous devons trouver un voisinage W de x dans R
tel que

f
`
W XQztxu˘ Ă V. (13.99)

Pour cela nous considérons ε ą 0 tel que B
`

lim fpqiq, ε
˘ Ă V . Vu que f est continue sur Q,

il existe δ tel que
|p´ q| ă 2δ ñ |fppq ´ fpqq| ă ε. (13.100)

Nous posons W “ Bpx, δq.
Soit q P W XQztxu. Nous nous proposons de majorer la quantité |fpqq ´ lim fpqiq| par un
multiple de ε.
Pour cela nous considérons k suffisamment grand pour que |fpqkq´ lim fpqiq| ă ε. Et de plus,
vu que qi Ñ x nous considérons k suffisamment grand pour que |qk ´ x| ă δ. L’indice k est
choisi pour vérifier les deux conditions en même temps.
Nous écrivons alors la majoration suivante :

|fpqq ´ lim fpqiq| ď |fpqq ´ fpqkq| ` |fpqkq ` lim fpqiq|. (13.101)

Le second terme est majoré par ε. Pour le premier terme, q P Bpx, δq et qk P Bpx, δq, donc
|q ´ qk| ď 2δ, ce qui implique |fpqq ´ fpqkq| ă ε.
Au final, |fpqq ´ lim fpqiq| ď 2ε. En reprenant tout le travail avec ε{2 au lieu de ε nous
trouvons fpqq P B` lim fpqiq, ε

˘ Ă V .

14. Définition 13.70 ; nous en avons discuté dans l’exemple 13.69.
15. Théorème 9.39(2).
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Intermède Jusqu’à présent, nous avons prouvé que

lim
qÑx fpqq (13.102)

existe et vaut
lim fpqiq (13.103)

lorsque pqiq est une suite quelconque de rationnels qui converge vers x. Nous l’écrivons pour
la référentier plus tard :

lim
qÑx fpqq “ lim fpqiq. (13.104)

La limite (13.102) est une limit de fonction définie sur Q Ă R en un pour adhérent à
l’ensemble de définition de f . La limite (13.103) est une limite usuelle d’une suite dans R.

Le prolongement Nous posons

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(13.105)

et nous allons prouver que f̃ est une fonction continue sur R.
Continuité Soit a P R ; nous allons montrer la continuité de f̃ en a. Nous fixonx bien entendu

ε ą 0, et nous nous acharnons à majorer la quantité |f̃pxq ´ f̃paq|.
Vu que f est continue sur Q nous considérons δ1 tel que (dans Q) 0 ă |q ´ q1| ă δ1 implique
|fpqq ´ fpq1q| ă ε.

a P Q, x P Q Alors f̃pxq “ fpxq et f̃paq “ fpaq. Par la continuité de f sur Q, il existe un δ
tel que 0 ă |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ fpaq| ă ε.

a P Q, x irrationnel Nous considérons une suite de rationnels qk Ñ x (vous penserez à
l’utilisation du lemme 1.115). Nous avons la majoration

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ fpaq| ď | limqÑx fpqq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ fpaq|. (13.106)

Nous considérons δ ă δ1 et k suffisament grand pour que |qk ´ x| ă δ1 ´ δ. Avec ces
choix,

|qk ´ a| ď |qk ´ x| ` |x´ a| ď δ1. (13.107)

Enfin nous prenons également k suffisament grand pour avoir | limqÑx fpqq´fpqkq| ď ε.
Les inégalités (13.106) peuvent alors être prolongées pour avoir

|f̃pxq ´ f̃paq| ď 2ε. (13.108)

a irrationnel, x P Q Nous faisons encore la majoration

|f̃pxq ´ f̃paq| “ |fpxq ´ lim
qÑa fpqq| ď |fpxq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ lim

qÑa fpaq|. (13.109)

Nous prenons δ ă δ1{2 et nous choisissons k assez grand pour que |qk ´ a| ă δ1{2. De
ces choix il ressort que

|qk ´ x| ď |qk ´ a| ` |a´ x| ď δ1

2 `
δ1

2 ď δ1. (13.110)

Donc |fpxq ´ fpqkq| ă ε. De plus, pour k assez grand, |fpqkq ´ limqÑa fpqq| ď ε.
a et x irrationnels Nous avons

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ lim

rÑa fprq|, (13.111)
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et nous considérons des suites de rationnels qk Ñ x et ri Ñ a. De plus nous considérons
δ ă δ1{4, et k, i suffisament grands pour avoir |qk ´ x| ď δ1{4 et |ri ´ a| ă δ1{4. Avec
tout cela nous avons

|qk ´ ri| ď |qk ´ x| ` |x´ a| ` |a´ ri| ď 3δ1{4 ă δ1. (13.112)

Enfin, en choisissant i et k de telle sorte à avoir | limqÑx fpqq ´ fpqkq| ď ε et |fpriq ´
limrÑa fprq| ă ε nous avons les majorations

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ lim

rÑa fprq| (13.113a)

ď | lim
qÑx fpxq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ fpriq| ` |fpriq ´ lim

rÑq fprq| (13.113b)

ď 3ε. (13.113c)

Proposition 13.72.
Soient des fonctions continues d, g : R Ñ R. Si f et g sont égales sur Q, alors elles sont égales
sur R.

Démonstration. Sinon nous pouvons utiliser les propriétés fondamentales des réels et de la conti-
nuité. Soit x P R ; nous voulons montrer que fpxq “ gpxq. En prenant par exemple le lemme 1.115,
il existe une suite qi de rationnels telle que qi RÝÑ x.

Par ailleurs, f et g sont continues sur R et donc en chaque point de R (théorème 7.69). Par la
caractérisation séquentielle 7.74 de la continuité, nous avons

fpxq “ lim
iÑ8 fpqiq “ lim

iÑ8 gpqiq “ gpxq. (13.114)

Proposition 13.73 ([1]).
Soit une fonction strictement croissante f : QÑ R. Alors la prolongation continue f̃ : RÑ R est
également strictement croissante.

Démonstration. Soient x, y P R avec x ă y. Notons d “ y ´ x. Nous considérons des suites de
rationnels xk Ñ x et yl Ñ y telles que pour tout k, xk P Bpx, d{3q et yk P Bpy, d{3q. En particulier,
xk ă yl pour tout k et l.

Soient des rationnels q et q1 tels que pour tout k,

xk ă q ă q1 ă yk. (13.115)

Pour trouver de tels rationnels, il suffit de les chercher dans sx` d
3 , y ´ d

3 r. Cet intervalle étant de
longueur d{3, il contient des rationnels.

Vue la croissance de f sur Q, nous avons, pour tout k :

fpxkq ă fpqq ă fpq1q ă fpykq, (13.116)

et à la limite :
f̃pxq ď fpqq ă fpq1q ď f̃pyq. (13.117)

Notez que les inégalités strictes se changent en inégalités larges au passage à la limite. D’où l’utilisé
de prendre deux rationnels entre xk et yk pour maintenir une inégalité stricte entre f̃pxq et f̃pyq.
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13.7 Espace des fonctions continues

Définition 13.74.
Soit I, un intervalle de R. L’oscillation sur I est le nombre

ωf pIq “ sup
xPI

fpxq ´ inf
xPI fpxq. (13.118)

Pour chaque x fixé, la fonction
x ÞÑ ωf

`
Bpx, δq˘ (13.119)

est une fonction positive, croissante et a donc une limite (pour δ Ñ 0). Nous notons ωf pxq cette
limite qui est l’oscillation de f en ce point. Une propriété immédiate est que f est continue en
x0 si et seulement si ωf px0q “ 0.

Lemme 13.75.
L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f : RÑ R est une réunion dénombrable de
fermés.

Démonstration. Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f . Nous avons

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (13.120)

Il nous suffit donc de montrer que pour tout ε, l’ensemble

tx tel que ωf pxq ă εu (13.121)

est ouvert. Soit en effet x0 dans cet ensemble. Il existe δ tel que ωf
`
Bpx0, δq

˘ ă ε. Si x P Bpx0, δq,
alors si on choisit δ1 tel que Bpx, δ1q Ă Bpx0, δq, nous avons ωf

`
Bpx, δ1q˘ ă ε, ce qui justifie que

ωf pxq ă ε et donc que x est également dans l’ensemble considéré.

Théorème 13.76.
L’ensemble des points de discontinuité d’une limite simple de fonctions continues est de première
catégorie.

Démonstration. Soit pfnq une suite de fonctions qui converge simplement vers f . Nous devons
écrire l’ensemble des points de discontinuité de f comme une union dénombrable d’ensembles tels
que sur tout intervalle I, aucun de ces ensembles n’est dense. Nous savons déjà par le lemme 13.75
que l’ensemble des points de discontinuité de f est donné par

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (13.122)

Nous essayons donc de prouver que pour tout ε, l’ensemble

F “ tx tel que ωf pxq ě εu (13.123)

est nulle part dense. Soit

En “
č

i,jąn
tx tel que |fipxq ´ fjpxq| ă εu. (13.124)

Nous montrons que cet ensemble est fermé en étudiant le complémentaire. Soit x R En ; alors il
existe un couple pi, jq tel que

|fipxq ´ fjpxq| ą ε. (13.125)

Par continuité, cette inégalité reste valide dans un voisinage de x. Donc il existe un voisinage de x
contenu dans AEn et En est donc fermé.
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De plus nous avons En Ă En`1 et
Ť
nEn “ R. Ce dernier point est dû au fait que pour tout x,

il existe N tel que i, j ą N implique |fipxq ´ fjpxq| ď ε. Cela est l’expression du fait que la suite`
fnpxq

˘
nPN est de Cauchy.

Soit I, un intervalle fermé de R. Nous voulons trouver un intervalle J Ă I sur lequel f est
continue. Nous écrivons I sous la forme

I “
8ď

n“1
pEn X Iq. (13.126)

Tous les ensembles Jn “ En X I ne peuvent être nulle part dense en même temps (à cause du
théorème de Baire 9.73). Il existe donc un n tel que Jn contienne un ouvert J . Le but est de montrer
que f est continue sur J . Pour ce faire, nous n’allons pas simplement majorer |fpxq ´ fpx0q| par
ε lorsque |x´ x0| est petit. Nous allons majorer l’oscillation de f sur Bpx0, δq lorsque δ est petit.
Pour cela nous prenons x0 et x dans J et nous écrivons

|fpxq ´ fpx0q| ď |fpxq ´ fnpxq| ` |fnpxq ´ fnpx0q|. (13.127)

À ce niveau nous rappelons que n est fixé par le choix de J , dans lequel ε est déjà inclus. Nous
choisissons évidemment |x ´ x0| ď δ de telle sorte que le second terme soit plus petit que ε en
vertu de la continuité de fn. Pour le premier terme, pour tout i, j ě n nous avons

|fipxq ´ fjpxq| ă ε. (13.128)

Si nous posons j “ n et iÑ8, en tenant compte du fait que fi Ñ f simplement,

|fpxq ´ fnpxq| ď ε. (13.129)

Nous avons donc obtenu |fpxq´fnpx0q| ď 2ε. Cela signifie que dans un voisinage de rayon δ autour
de x0, les valeurs extrêmes prises par fpxq sont fnpx0q˘4ε. Nous avons donc prouvé que pour tout
ε, il existe δ tel que

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ ď 4ε. (13.130)

De là nous concluons que
lim
δÑ0

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ “ 0, (13.131)

ce qui signifie que f est continue en x0.

Exemple 13.77
Une fonction discontinue sur Q et continue ailleurs. La fonction

fpxq “
#

0 si x R Q
1
q si x “ p{q (13.132)

où par « x “ p{q » nous entendons que p{q est la fraction irréductible.
Cette fonction est discontinue sur Q parce que si q P Q alors fpqq ‰ 0 alors que dans tous

voisinage de q il existe un irrationnel sur qui la fonction vaudra zéro.
Montrons que f est continue sur les irrationnels. Si x0 R Q alors fpx0q “ 0. Mais si on prend un

voisinage suffisamment petit de x0, nous pouvons nous arranger pour que tous les rationnels aient
un dénominateur arbitrairement grand. En effet si nous nous fixons un premier rayon r0 ą 0 alors
il existe un nombre fini de fractions de la forme 1, k2 ,

k
3 ,. . . ,

k
N dans Bpx0, r0q. Il suffit maintenant

de choisir 0 ă r ď r0 tel que ces fractions soient toutes hors de Bpx0, rq. Dans cette boule nous
avons f ă 1

N . Du coup f est continue en x0. 4

Définition 13.78 (Point périodique[201]).
Soit f : I Ñ I une application d’un ensemble I dans lui-même. Si x P I vérifie fnpxq “ x et
fkpxq ‰ x pour k “ 1, . . . , n´ 1 alors on dit que x est un point n-périodique.
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Lemme 13.79.
Soit I un segment 16 de R et une fonction continue f : I Ñ I. Si K est un segment fermé avec
K Ă fpIq alors il existe un segment fermé L Ă I tel que K “ fpLq.
Démonstration. Mentionnons immédiatement que f est continue sur I qui est compact 17. Par
conséquent tous les nombres dont nous allons parler sont finis parce que f est bornée par le
théorème 8.35.

Soit K “ rα, βs. Si α “ β alors le segment L “ tau convient. Nous supposons donc que α ‰ β
et nous considérons a, b P I tels que α “ fpaq et β “ fpbq. Vu que a ‰ b nous supposons a ă b (le
cas a ą b se traite de façon similaire).

Nous posons
A “ tx P ra, bs tel que fpxq “ αu. (13.133)

C’est un ensemble borné par a et b. De plus il est fermé ; ce dernier point n’est pas tout à fait
évident parce que f n’est pas définit sur R mais sur I qui est fermé, le corollaire 13.47 n’est donc
pas immédiatement utilisable. Prouvons donc que Z “ tx P R tel que fpxq “ αu est fermé. Si x0
est hors de Z alors soit x0 est dans I soit il est hors de I. Dans ce second cas, le complémentaire de
I étant ouvert, on a un voisinage de x0 hors de I et par conséquent hors de Z. Si au contraire x0 P I
alors il y a (encore) deux cas : soit x0 P IntpIq soit x0 est sur le bord de I. Dans le premier cas, le
théorème des valeurs intermédiaires 18 fonctionne. Pour le second cas, nous supposons x0 “ maxpIq
(le cas x0 “ minpIq est similaire). Le théorème des valeurs intermédiaires dit que sur rx0 ´ ε, x0s,
f ‰ α et en même temps, sur sx0, x0` εs, nous sommes en dehors du domaine. Au final tfpxq “ αu
est fermé et A est alors fermé en tant que intersection de deux fermés.

L’ensemble A étant non vide (a P A), il possède donc un maximum que nous nommons u :

u “ maxpAq. (13.134)

Nous posons aussi
B “ tx P ru, bs tel que fpxq “ βu (13.135)

qui est encore fermé, borné et non vide. Nous pouvons donc définir

v “ minpBq. (13.136)

Nous prouvons maintenant que f
`ru, vs˘ “ rα, βs. D’abord f

`ru, vs˘ est un intervalle compact 19
contenant fpuq “ α et fpvq “ β. Par conséquent rα, βs Ă f

`ru, vs˘. Pour l’inclusion inverse
supposons t P ru, vs tel que fptq ą β. Vu que fpaq “ α et α ă β le théorème des valeurs
intermédiaires il existe t0 P ra, ts tel que fpt0q “ β. Cela donne t0 ă v et donc contredit la
minimalité de v dans B. Nous en déduisons que f

`ru, vs˘ ne contient aucun élément plus grand
que β. Même jeu pour montrer que ça ne contient aucun élément plus petit que α.

En définitive, le segment L “ ru, vs fonctionne.

Lorsque I2 Ă fpI1q nous notons I1 Ñ I2 ou, si une ambiguïté est à craindre, I1
fÝÑ I2. Cette

flèche se lit « recouvre ».

Lemme 13.80 ([168, 201]).
Soient les segments I0, . . . , In´1 tels que nous ayons le cycle

I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (13.137)

Alors fn admet un point fixe x0 P I0 tel que fkpx0q P Ik pour tout k “ 0, . . . , n´ 1.

Démonstration. Nous prouvons les cas n “ 1 et n “ 2 séparément.

16. définition 8.33. Un segment est un intervalle fermé borné.
17. Par le lemme 8.7.
18. Théorème 13.50.
19. Corollaire 13.51 et théorème 7.86.
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n “ 1 Nous avons I0 Ñ I0, c’est-à-dire que I0 Ă fpI0q. Si I0 “ ra, bs alors nous posons a “ fpαq
et b “ fpβq pour certains α, β P I0. Nous posons ensuite gpxq “ fpxq ´ x.
Dans un premier temps, gpαq “ a ´ α ď 0 parce que a “P pI0q et α P I0. Pour la même
raison, gpβq “ b´ β ě 0. Le théorème des valeurs intermédiaires donne alors t0 P rα, βs Ă I0
tel que gpt0q “ 0. Nous avons donc fpt0q “ t0.

n “ 2 Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Vu que I1 Ă fpI0q, le lemme 13.79 donne un segment J1 Ă I0 tel
que fpJ1q “ I1. Mézalors

J1 Ă I0 Ă fpI1q “ f2pJ1q. (13.138)

Nous avons donc J1
f2ÝÑ J1 et par le cas n “ 1 traité plus haut, la fonction f2 a un point

fixe x0 dans J1. De plus
fpx0q P fpJ1q “ I1, (13.139)

le point x0 est donc bien celui que nous cherchions.
Cas général. Nous avons

I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (13.140)

Vu que I1 Ă fpI0q, il existe J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mais

I2 Ă fpI1q “ f2pJ1q, (13.141)

donc il existe J2 Ă J1 tel que I2 “ f2pJ2q. En procédant encore longtemps ainsi nous
construisons les ensembles J1, . . . , Jn´1 tels que

Jn´1 Ă Jn´2 Ă . . . Ă J1 Ă J0 (13.142)

tels que Ik “ fkpJkq pour tout k “ 1, . . . , n ´ 1. La dernière de ces inclusions est In´1 “
fn´1pJn´1q, mais In´1 Ñ I0, c’est-à-dire que

I0 Ă fpIn´1q “ fnpJn´1q, (13.143)

et il existe Jn Ă Jn´1 tel que I0 Ă fnpJnq. Mais comme Jn Ă J0 nous avons en particulier
Jn Ă fnpJnq.
Cela donne un point fixe x0 P Jn pour fn. Par construction nous avons Jn Ă Jn´1 Ă . . . Ă
J1 Ă J0 et donc x0 P Jk pour tout k. En particulier

fkpx0q P fkpJkq “ Ik (13.144)

pour tout k.

Théorème 13.81 (Théorème de Sarkowski[168, 201]).
Soit I, un segment de R et une application continue f : I Ñ I. Si f admet un point 3-périodique,
alors f admet des points n-périodiques pour tout n ě 1.

Démonstration. Soit a P I un point 3-périodique pour f et notons b “ fpaq, c “ fpbq. Les points
b et c sont également des points 3-périodiques. Quitte à renommer, nous pouvons supposer que a
est le plus petit des trois. Il reste deux possibilités : a ă b ă c et a ă c ă b. Nous traitons d’abord
le premier cas.

Supposons a ă b ă c. Nous posons I0 “ ra, bs et I1 “ rb, cs. Nous avons immédiatement
I1 Ă fpI0q et comme fpbq “ c et fpcq “ a, fpI1q recouvre ra, cs et donc recouvre en même temps
I1 et I2. Nous avons donc I0 Ñ I1, I1 Ñ I0 et I1 Ñ I1.
Un point 1-périodique Nous avons I1 Ñ I1 qui prouve que f a un point fixe dans I1. C’est le

cas n “ 1 du lemme 13.80. Voilà un point 1-périodique.
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Un point 2-périodique Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Par conséquent, le lemme 13.80 dit que f2 a
un point fixe x0 P I0 tel que fpx0q P I1. Montrons que fpx0q ‰ x0. Pour avoir x0 “ fpx0q, il
faudrait x0 P I0 X I1 “ tbu. Mais b est un point 3-périodique, donc ne vérifiant certainement
pas f2pbq “ b. Nous en déduisons que fpx0q ‰ x0 et donc que x0 est 2-périodique.

Un point 3-périodique On en a par hypothèse.
Un point n-périodique pour n ě 4 Nous avons le cyle

I0 Ñ I1 Ñ I1 Ñ . . .Ñ I1looooooooooomooooooooooon
n-1fois

Ñ I0. (13.145)

Le lemme donne alors un point fixe x P I0 pour fn tel que fkpxq P I1 pour k “ 1, . . . , n´ 1.
Est-ce possible que x “ b ? Non parce que f2pbq “ a P I0 alors que f2pxq P I1. Mais
I0 X I1 “ tbu.
Par conséquent la relation fkpxq P I1 exclu d’avoir fkpxq “ x, et le point x est bien n-
périodique.

Passons au cas a ă c ă b. Alors nous posons I0 “ ra, cs et I1 “ rc, bs. Encore une fois fpI0q
contient a et b, donc I0 Ñ I0 et I0 Ñ I1. Mais en même temps fpI1q contient a et c, donc I1 Ñ I0.

Nous pouvons donc refaire comme dans le premier cas, en inversant les rôles de I0 et I1. En
particulier nous pouvons considérer le cycle

I1 Ñ I0 Ñ I0 Ñ . . .Ñ I0 Ñ I1. (13.146)

13.8 Uniforme continuité
Définition 13.82.
Une partie A Ă Rm est dite bornée s’il existe un M ą 0 tel que A Ă Bp0,Mq. Le diamètre de
la partie A est le nombre

DiampAq “ sup
x,yPA

}x´ y} P r0,8s. (13.147)

Lorsque A est borné, il existe un M tel que }x} ďM pour tout x P A.
Lemme 13.83.
Si A est une partie non vide de Rm, alors DiampAq “ DiampĀq.

Nous n’allons pas donner de démonstrations de ce lemme.
Si pxnq est une suite et I est un sous-ensemble infini de N, nous désignons par xI la suite des

éléments xn tels que n P I. Par exemple la suite xN est la suite elle-même, la suite x2N est la suite
obtenue en ne prenant que les éléments d’indice pair.

Les suites xI ainsi construites sont dites des sous-suites de la suite pxnq.
Pour une fonction f : D Ă Rm Ñ R, la continuité au point a signifie que pour tout ε ą 0,

Dδ ą 0 tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε. (13.148)

Le δ qu’il faut choisir dépend évidemment de ε, mais il dépend en général aussi du point a où l’on
veut tester la continuité. C’est-à-dire que, étant donné un ε ą 0, nous pouvons trouver un δ qui
fonctionne pour certains points, mais qui ne fonctionne pas pour d’autres points.

Il peut cependant également arriver qu’un même δ fonctionne pour tous les points du domaine.
Dans ce cas, nous disons que la fonction est uniformément continue sur le domaine.

Définition 13.84.
Une fonction f : D Ă Rm Ñ R est dite uniformément continue sur D si

@ε ą 0, Dδ ą 0 tel que @x, y P D, }x´ y} ď δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε. (13.149)
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Il est intéressant de voir ce que signifie le fait de ne pas être uniformément continue sur un
domaine D. Il s’agit essentiellement de retourner tous les quantificateurs de la condition (13.149) :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P D tel que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (13.150)

Dans cette condition, les points x et y peuvent être fonction du δ. L’important est que pour tout
δ, on puisse trouver deux points δ-proches dont les images par f ne soient pas ε-proches.

Exemple 13.85
Prenons la fonction fpxq “ 1

x , et demandons nous pour quel δ nous sommes sûr d’avoir

|fpa` δq ´ fpaq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
a` δ ´

1
a

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (13.151)

Pour simplifier, nous supposons que a ą 0. Nous calculons

1
a
´ 1
a` δ ă ε

δ

apa` δq ă ε

δ ă εa2 ` εaδ
δp1´ εaq ă εa2

δ ă εa2

1´ εa.

(13.152)

Notons que, à ε fixé, plus a est petit, plus il faut choisir δ petit. La fonction x ÞÑ 1
x n’est donc pas

uniformément continue. Cela correspond au fait que, proche de zéro, la fonction monte très vite.
Une fonction uniformément continue sera une fonction qui ne montera jamais très vite. 4

Proposition 13.86.
Quelques propriétés des fonctions uniformément continues.
(1) Toute application uniformément continue est continue ;
(2) la composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément continue ;

Nous verrons qu’une application lipschitzienne est uniformément continue (proposition 13.259).
Une fonction peut être uniformément continue sur un domaine et pas sur un autre. Le théorème

suivant donne une importante indication à ce sujet.

Théorème 13.87 (Heine).
Soit K un compact de Rn. Une fonction continue f : Rn Ñ Rm est uniformément continue sur K.

La démonstration qui suit est valable pour une fonction f : Rn Ñ Rm et utilise le fait que le
produit cartésien de compacts est compact. Dans le cas de fonctions sur R, nous pouvons modifier
la démonstration pour ne pas utiliser ce résultat ; voir plus bas.

Démonstration. Nous allons prouver ce théorème par l’absurde. Nous commençons par écrire la
condition (13.150) qui exprime que f n’est pas uniformément continue sur le compact K :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P K tels que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (13.153)

En particulier (en prenant δ “ 1
n pour tout n), pour chaque n nous pouvons trouver xn et yn dans

K qui vérifient simultanément les deux conditions suivantes :
$
&
%
}xn ´ yn} ă 1

n
(13.154a)

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ ą ε. (13.154b)
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Nous insistons que c’est le même ε pour chaque n. L’ensemble K étant compact, l’ensemble KˆK
est compact (théorème 9.66) et nous pouvons trouver une sous-suite convergente du couple pxn, ynq
dans K ˆ K. Quitte à passer à ces sous-suites, nous nous supposons que pxn, ynq converge dans
KˆK et en particulier que les suites pxnq et pynq sont convergentes. Étant donné que pour chaque
n elles vérifient }xn ´ yn} ă 1

n , les limites sont égales :

lim xn “ lim yn “ x. (13.155)

L’ensemble K étant fermé, la limite x est dans K. Par continuité de f , nous avons finalement

lim fpxnq “ lim fpynq “ fpxq, (13.156)

mais alors
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ “ 0, (13.157)

ce qui est en contradiction avec le choix (13.154b).
Tout ceci prouve que fpKq est bornée supérieurement et que f atteint son supremum (qui

est donc un maximum). Le fait que fpKq soit borné inférieurement se prouve en considérant la
fonction ´f au lieu de f .

Remarque 13.88.
Nous pouvons ne pas utiliser le fait que le produit de compacts est compact. Cela est particuliè-
rement commode lorsqu’on considère des fonctions de R dans R parce que dans ce cadre nous ne
pouvons pas supposer connue la notion de produit d’espace topologiques.

Pour choisir les sous-suites pxnq et pynq, il suffit de prendre une sous-suite convergente de pxnq
et d’invoquer le fait que }xn ´ yn} ď 1

n . Les suites pxnq et pynq étant adjacentes 20, la convergence
de pxnq implique la convergence de pynq vers la même limite.

Il est donc un peu superflus de parler de la convergence du couple pxn, ynq.
Proposition 13.89 (Heine[202]).
Toute application continue d’un espace métrique compact dans un espace métrique quelconque est
uniformément continue.

13.9 Fonctions sur un compact
Par le théorème des valeurs intermédiaires 13.50, l’image d’un intervalle par une fonction conti-

nue est un intervalle, et nous avons l’importante propriété suivante des fonctions continues sur un
compact.

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 8.35.

Théorème 13.90.
Si f est une fonction continue sur l’intervalle compact ra, bs. Alors f est bornée sur ra, bs et elle
atteint ses bornes.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, son image est également un inter-
valle compact, et donc est de la forme rm,M s. Ceci découle du théorème 7.86 et le corollaire 13.51.
Le maximum de f sur ra, bs est la borneM qui est bien dans l’image (parce que rm,M s est fermé).
Idem pour le minimum m.

13.10 Polynômes
L’algèbre des polynômes sur un anneau est définie en 3.145. Si P P ArXs et si α P A nous

avons également défini l’évaluation de P en α ; c’est la définition 3.147. Dans le cadre de l’analyse,
lorsque nous considérons des polynômes, nous allons complètement confondre le polynôme avec la
fonction qu’il définit.
20. Définition 8.23.
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13.10.1 Polynômes sur les réels

Proposition 13.91.
Tout polynôme à coefficients réels de degré impair possède une racine réelle.

Démonstration. Nous mettons le plus haut degré en facteur :

P pxq “
nÿ

k“0
akx

k “ xn
nÿ

k“0

ak
xn´k . (13.158)

Le terme k “ 0 vaut anxn tandis que les autres sont de la forme (à coefficient près) 1
xl

pour un
l ě 1. Lorsque xÑ8, chacun de ces termes s’annule (lemme 13.27). Nous avons donc

lim
xÑ8P pxq “ `8, (13.159)

et de même, n étant impair, limxÑ´8 P pxq “ ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 13.50
nous donne alors l’existence d’un réel sur lequel P s’annule.

13.10.2 Polynômes sur les complexes

Nous allons parler de comportement asymptotique de polynômes définis sur C. La topologique
que nous considérons est celle de la compactification en un point décrite en 7.61.

Le lemme suivant donne une caractérisation de la limite en l’infini dans le compactifié Ĉ. Dans
beaucoup de cas, cette caractérisation est prise comme la définition de la limite. Hélas, dans le
Frido nous sommes des extrémistes et nous ne parvenons pas à dire le mot « limite » si il n’y a pas
une topologie.

Lemme 13.92 ([1]).
Nous considérons la compatification en un point d’Alexandrov 21. Soit une fonction f : C Ñ C.
Nous avons limzÑ8 fpzq “ 8 si et seulement si pour tout M ą 0, il existe R ą 0 tel que |z| ą R
implique |fpzq| ąM .

Démonstration. Souvenons-nous que, en général 22, nous avons

lim
xÑa fpxq “ b (13.160)

si pour tout voisinage V de b, il existe un voisinage W de a tel que z PW ztau implique fpzq P V .
Précisons encore un point de notation. Si K est une partie de C, nous notons Kc son complé-

mentaire dans C, pas dans Ĉ.
Ceci étant dit, nous passons à la preuve.

Sens direct Nous supposons que limzÑ8 fpzq “ 8. Soit M ą 0 ; nous considérons le voisinage
V “ Bp0,Mqc Y t8u. Par définition de la limite, il existe un voisinage W de 8 tel que
z P W ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc. Ce voisinage est de la forme Kc Y t8u. Vu que K est
compact, il est borné et il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Avec tout cela nous avons la chaîne suivante d’implications :

|z| ą Rñ z P Kc ñ z PW ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc ñ |fpzq| ąM. (13.161)

C’est bien la propriété que nous voulions.
Sens réciproque Soit un voisinage V de 8. Nous avons V “ Kc Y t8u où K est compact dans

C. Il existe M ą 0 tel que K Ă Bp0,Mq.
Par hypothèse, il existe R tel que |z| ą R ñ |fpzq| ą M . Soit W “ Bp0, Rqc Y t8u. Nous
avons la chaîne

z PW ñ |z| ą Rñ |fpzq| ąM ñ fpzq P Kc ñ fpzq P V. (13.162)
21. Définition 7.61.
22. Définition 7.62.
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Proposition 13.93 ([1]).
Soit le polynôme

P : CÑ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i (13.163)

où nous sous-entendons que an ‰ 0. La fonction z ÞÑ |P pzq| est équivalente 23 en l’infini à la
fonction

w : CÑ R`

z ÞÑ |anzn|. (13.164)

Démonstration. Nous voudrions prouver qu’il existe une fonction α : CÑ R telle que limzÑ8 αpzq “
0 et

|
nÿ

i“0
aiz

i| “ `
1` αpzq˘|anzn|. (13.165)

Nous trouvons une telle fonction en isolant simplement αpzq de cette égalité. Nous trouvons

αpzq “ ˇ̌ nÿ

i“0

ai
an
zi´n

ˇ̌´ 1. (13.166)

Elle vérifie immédiatement (13.165). Le point qui fait intervenir la topologie de est de vérifier que
limzÑ8 αpzq “ 0. Le terme i “ 0 de la somme vaut 1. Il suffit donc de montrer que pour i ‰ 0
nous avons

lim
zÑ8

1
zn´i “ 0. (13.167)

Soit ε ą 0. Nous devons prouver qu’il existe un voisinage V de 8 dans Ĉ tel que

| 1
zn´i ´ 0| ď ε (13.168)

pour tout z P V .
En utilisant la proposition 1.131 nous avons déjà

| 1
zn´i | “

1
|zn´i| “

1
|z|n´i . (13.169)

Soit R ą 0 tel que 1
R ă ε. Nous considérons le voisinage t|z| ą Ru Y t8u de 8. Dans ce voisinage,

nous avons
1

|z|n´i ď
1
|z| ď

1
R
ă ε. (13.170)

Et voila.

Le lemme suivant parle de polynôme sur C. Vous pouvez l’adapter à R̂ et R̄.

Lemme 13.94.
Si P : CÑ C est un polynôme, alors |P | atteint une borne inférieure globale.

Démonstration. Nous savons, par l’équivalence prouvée dans la proposition 13.93 que limzÑ8 P pzq “
8. Soit a ą 0 dans R. Par le lemme 13.92 il existe un R ą a tel que |z| ą Rñ |fpzq| ą |fpaq|.

La fonction |P | est continue sur le compact Bp0, Rq. Soit z0 le point de minimum 24 de |P | sur
Bp0, Rq.
23. Définition 7.36.
24. Théorème de Weierstrass 7.99.
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Nous devons prouver que z0 donne même un minimum global. Vu que a P Bp0, Rq nous avons

|fpz0q| ď |fpaq|. (13.171)

Si z P Bp0, Rqc, nous avons
|fpzq| ą |fpaq| ě |fpz0q|. (13.172)

Donc ce z0 est un minimum sur Bp0, Rq et sur Bp0, Rqc. Bref, un minimum global.

Lemme 13.95.
Soit le polynôme

P : CÑ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i.
(13.173)

La fonction P est équivalente à a0 ` a1z en z “ 0.

Démonstration. En posant gpzq “ a0 ` a1z, nous devons trouver une fonction α telle que

P pzq “ `
1` αpzq˘gpzq. (13.174)

Si a0 ‰ 0, il existe un voisinage de z “ 0 sur lequel la fonction

αpzq “ z2 řn
i“2 aiz

i´2

a0 ` a1z
(13.175)

existe. Il n’y a aucun problème à ce que αpzq Ñ 0 pour z Ñ 0 25, et un simple calcul 26 donne
(13.175).

Si par contre a0 “ 0, nous faisons le calcul intermédiaire suivant :

αpzqgpzq “ P pzq ´ gpzq “ z2
nÿ

i“2
aiz

i´2, (13.176)

et donc, en isolant αpzq et en simplifiant par z, nous voyons que la fonction α définie par

αpzq “ z

a1

nÿ

i“2
aiz

i´2 (13.177)

fonctionne.

Proposition 13.96 ([203, 1]).
Soient a, b P R.
(1) L’équation z2 “ a` bi a une solution dans C.
(2) Pour tout l, l’équation z2l “ a` bi a une solution dans C.

Nous ne disons pas que ces solutions sont uniques 27.

Démonstration. Pour prouver (1), l’équation z2 “ a` bi a pour solution ˘ξ où

ξ “
c

1
2a`

1
2
a
a2 ` b2 ` i sgnpbq

c
´1

2a`
1
2
a
a2 ` b2. (13.178)

Nous n’avons en fait pas besoin de montrer que ˘ξ sont toutes deux des solutions, ni que ce sont
les seules. Un calcul direct montre que ξ2 “ a` bi et nous sommes content.

25. En remarquant toutefois que c’est une limite à deux dimensions. Sachez la définir.
26. En fait, la formule (13.175) est obtenue en isolant αpzq dans (13.174).
27. Comme vous en conviendrez en pensant à z2

“ 1 qui a déjà les solutions 1 et ´1.
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Pour (2), nous faisons une récurrence sur l. Nous savons que

z2k`1 “ pz2kq2. (13.179)

Soit ξ P C tel que ξ2k “ a` bi ; un tel ξ existe par hypothèse de récurrence. Alors si z est tel que
z2 “ ξ, nous avons

z2k`1 “ a` bi. (13.180)

Le théorème de d’Alembert possède de nombreuses démonstrations. En voici une qui à ma
connaissance est celle demandant le moins d’analyse ; une démonstration à base de théorie de
Galois peut être trouvée dans [40, 204]. Si vous lisez ces lignes pour savoir qu’un polynôme de
degré n possède au maximum n racines, ce n’est pas ici qu’il faut regarder, mais le corollaire 3.178.

Théorème 13.97 (d’Alembert[203]).
Tout polynôme non constant à coefficients complexes admet au moins une racine complexe.

Démonstration. Nous effectuons une preuve tout à la fois par l’absurde et par récurrence en sup-
posant que le polynôme

f : CÑ C

z ÞÑ zn ` a1z
n´1 ` . . .` an

(13.181)

n’a pas de racines dans C, et que n soit le plus petit entier pour lequel un tel polynôme existe.
Nous notons

n “ 2km (13.182)

où m est impair.
Le lemme 13.94 donne un point z0 qui réalise le minimum global de |f | sur C. Nous posons

gpzq “ fpz0 ` zq et nous définissons ses coefficients Ai par

gpzq “
nÿ

i“0
Aiz

i. (13.183)

Nous avons An “ 1 et |A0| “ |fpz0q|. Soit Ar le premier à être non nul parmi les A1, A2, . . . .
Si r ă n Par hypothèse de récurrence, il existe ξ P C tel que ξr “ ´A1{Ar. Nous avons

gptξq “ A0 ` ´Art
rA0

Ar
` tr`1

nÿ

i“r`1
Aiξ

iti´r´1. (13.184)

En notant P ptq le dernier polynôme, nous pouvons écrire cela sous forme compacte :

gptξq “ A0 ´ trA0 ` tr`1P ptq. (13.185)

Vu que

lim
tÑ0

tr`1P ptq
tr|A0| “ lim

tÑ0
tP ptq “ 0, (13.186)

il existe t0 ą 0 tel que
|tr`1

0 P pt0q| ă |A0t0r|. (13.187)

Nous choisissons de plus t0 ă 1, de telle sorte que 1´ tr ą 0. Avec cela nous avons

|gptξq| ď |A0|p1´ trq ` |tr`1P ptq| “ |A0| ´tr|A0| ` |tr`1P ptq|loooooooooooomoooooooooooon
ă0

ă |A0|. (13.188)

Or |A0| était un minimum global de |g|. Contradiction.
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Si r “ n Dans ce cas,
gpzq “ fpz0 ` zq “ A0 ` zn, (13.189)

et nous rappelons que n “ 2km où m est impair. Nous allons trouver une contradiction dans
les quatre cas ReA0 ą 0, RepA0q ă 0, ImpA0q ą 0 et ImpA0q ă 0. Bien entendu ces cas se
recouvrent largement, mais en toute généralité, nous avons besoin des quatre.
Si RepA0q ą 0 La proposition 13.96 nous permet de considérer v P C tel que v2k “ ´1. Nous

avons alors

gptvq “ A0 ` ptvqn “ A0 ` tnpv2kqm “ A0 ` tnp´1qm “ A0 ´ tn (13.190)

parce que m est impair. Nous avons Im
`
gptvq˘ “ ImpA0q. Si t est assez petit pour que

tn ă |RepA0q| nous avons aussi |Re
`
gptvq˘| ă |RepA0q|. Donc

|gptvq|2 “ |Re
`
gptvq˘|2 ` |Re

`
gptvq˘|2 ă |RepA0q|2 ` | ImpA0q|2 “ |A0|2. (13.191)

Donc |gptvq| ă |A0|. Contradiction.
Si RepA0q ă 0 Nous prenons v “ 1, et même histoire.
Si ImpA0q ă 0 Nous prenons w P C tel que

w2k “ ip´1q 1
2 pm´1q. (13.192)

Là, il y a un peu d’arrachage de cheveux pour bien voir les cas. La difficulté est que les
puissances de i alternent entre 1, ´1, i et ´i. Vu que m est impair, nous avons un l tel
que m “ 2l ` 1. Nous subdivisons les cas l pair et l impair.
Si l est pair Alors d’une part 1

2pm´ 1q “ l est pair et donc

p´1q 1
2 pm´1q “ 1. (13.193)

Et d’autre part, i2l`1 “ p´1qli “ i. En tout,

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (13.194)

Si l est impair Alors 1
2pm´1q “ l et p´1q 1

2 pm´1q “ ´1. Mais en même temps, i2l`1 “
´i, ce qui donne encore une fois

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (13.195)

Bref, que l soit pair ou impair, nous avons imp´1q 1
2 pm´1q “ i.

Nous avons donc Re
`
gptwq˘ “ RepA0q et Im

`
gptwq˘ ă ImpA0q. Encore contradiction.

Si ImpA0q “ 0 Même chose que ce que nous venons de faire, mais avec

w2k “ ´ip´1q 1
2 pm´1q. (13.196)

Corollaire 13.98.
Le corps C est algébriquement clos.

Corollaire 13.99 ([1]).
Tout polynôme de degré 3 à coefficients réels possède au moins une racine réelle.
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Démonstration. Soient les racines λ1, λ2 et λ3 du polynôme en question. Toutes trois sont dans
C. Supposons que λ1 ne soit pas réelle. Alors λ2 ou λ3 doit être égale à λ̄1. Disons λ2. Nous avons
donc les racines λ1, λ̄1 et λ3. Le polynôme se factorise alors en

apX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ λ3q. (13.197)

Le coefficient a doit être réel parce qu’il est le coefficient du terme en X3 (réel par hypothèse). Si
λ3 n’est pas réel, alors ce polynôme ne peut pas avoir des coefficients réels. Entre autres parce que
terme indépendant est a|λ1|2λ3, qui est réel si et seulement si λ3 est réel 28.

Tant que vous y êtes, vous pouvez voir que le polynôme (13.197) est à coefficient réels si et
seulement si a P R et λ3 P R.

Exemple 13.100
Toute application linéaire R3 Ñ R3 a un vecteur propre. En effet si R : R3 Ñ R3 est linéaire,
son polynôme caractéristique χR est de degré 3. Le corollaire 13.99 indique qu’un tel polynôme
possède au moins une racine réelle. Une telle racine est une valeur propre de R par le théorème
11.150. 4

Définition 13.101.
Si λ P K est une racine de χu, l’ordre de l’annulation est la multiplicité algébrique de la valeur
propre λ de u. À ne pas confondre avec la multiplicité géométrique qui sera la dimension de
l’espace propre.

Proposition 13.102.
Un polynôme irréductible à coefficients réels est soit de degré un soit de degré 2 avec un discriminant
négatif.

Démonstration. Soit un polynôme P à coefficients réels de degré plus grand que 1. Alors le théorème
de d’Alembert-Gauss (théorème 13.97) implique l’existence d’une racine α P C. Si α est un réel,
P est réductible. Si α n’est pas réel, alors conjugué complexe ᾱ est également une racine. Par
conséquent les polynômes pX ´ αq et pX ´ ᾱq divisent P dans CrXs..

Ces deux polynômes sont premiers entre eux parce que

apX ´ αq ` bpX ´ ᾱq “ 0 (13.198)

implique a “ b “ 0. Par conséquent le produit

X2 ´ pα` ᾱqX ` αᾱ (13.199)

divise également P . Ce dernier est un polynôme à coefficients réels de degré 2. Donc tout polynôme
de degré 3 ou plus est réductible.

Proposition 13.103.
Si E est un espace vectoriel sur C, tout endomorphisme possède au moins une valeur propre.

Démonstration. Soit un endomorphisme u sur E. Le théorème 11.150 dit que λ P C est une valeur
propre si et seulement si λ est une racine du polynôme caractéristique χu. Or ce polynôme possède
au moins une racine dans C par le théorème de d’Alembert 13.97.

13.11 Dérivée : exemples introductifs

13.11.1 La vitesse

Lorsqu’un mobile se déplace à une vitesse variable, nous obtenons la vitesse instantanée en
calculant une vitesse moyenne sur des intervalles de plus en plus petits. Si le mobile a un mouvement

28. Notez l’utilisation du lemme 1.133.
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donné par xptq, la vitesse moyenne entre t “ 2 et t “ 5 sera

vmoyp2 Ñ 5q “ xp5q ´ xp2q
5´ 2 .

Plus généralement, la vitesse moyenne entre 2 et 2`∆t est donnée par

vmoyp2 Ñ 2`∆tq “ xp2`∆tq ´ xp2q
∆t .

Cela est une fonction de ∆t. Oui, mais je te rappelle qu’on a dans l’idée de calculer une vitesse
instantanée, c’est-à-dire de voir ce que vaut la vitesse moyenne sur un intervalle très très très très
petit. La notion de limite semble toute indiquée pour décrire mathématiquement l’idée physique de
vitesse instantanée.

Nous allons dire que la vitesse instantanée d’un mobile est la limite quand ∆t tend vers zéro
de sa vitesse moyenne sur l’intervalle de temps ∆t, ou en formule :

vpt0q “ lim
∆tÑ0

xpt0q ´ xpt0 `∆tq
∆t . (13.200)

13.11.2 La tangente à une courbe

Passons maintenant à tout autre chose, mais toujours dans l’utilisation de la notion de limite
pour résoudre des problèmes intéressants. Comment trouver l’équation de la tangente à la courbe
y “ fpxq au point px0, fpx0qq ?

Essayons de trouver la tangente au point P donné de la courbe donnée à la figure 13.1.

‚P

Figure 13.1 – Comment trouver la tangente à la courbe au point P ?

La tangente est la droite qui touche la courbe en un seul point sans la traverser. Afin de la
construire, nous allons dessiner des droites qui touchent la courbe en P et un autre point Q, et
nous allons voir ce qu’il se passe quand Q est très proche de P . Cela donnera une droite qui,
certes, touchera la courbe en deux points, mais en deux points tellement proches que c’est comme
si c’étaient les mêmes. Tu sens que la notion de limite va encore venir.

Nous avons placé le point, sur la figure 13.2, le point P en a et le point Q un peu plus loin x.
En d’autres termes leurs coordonnées sont

P “ `
a, fpaq˘ Q “ `

x, fpxq˘. (13.201)

Comme tu devrais le savoir sans même regarder la figure 13.2, le coefficient directeur de la droite
qui passe par ces deux points est donné par

fpxq ´ fpaq
x´ a , (13.202)

et bang ! Encore le même rapport que celui qu’on avait trouvé à l’équation (13.200) en parlant de
vitesses. Si tu regardes la figure 13.3, tu verras que réellement en faisant tendre x vers a on obtient
la tangente.
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‚P

‚
a

‚fpaq

‚
Q

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 13.2 – Traçons d’abord une corde entre le point P et un point Q un peu plus loin.

13.11.3 L’aire en dessous d’une courbe

Encore un exemple. Nous voudrions bien pouvoir calculer l’aire en dessous d’une courbe. Nous
notons Sf pxq l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la
figure 13.4.

Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x
et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px`∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (13.203)

c’est-à-dire
fpxq “ lim

∆xÑ0

Sf px`∆xq ´ Sf pxq
∆x . (13.204)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire en dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

Nous avons déjà vu que calculer la dérivée d’une fonction n’est pas très compliqué. Aussi
étonnant que cela puisse paraitre, il se fait que le processus inverse est très compliqué : il est en
général extrêmement difficile (et même souvent impossible) de trouver une fonction dont la dérivée
est une fonction donnée.

Une fonction dont la dérivée est la fonction f s’appelle une primitive de f , et la fonction qui
donne l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x est notée

Sf pxq “
ż x

0
fptqdt. (13.205)

Nous pouvons nous demander si, pour une fonction f donnée, il existe une ou plusieurs primitives,
c’est-à-dire s’il existe une ou plusieurs fonctions F telles que F 1 “ f . La réponse viendra. . .

13.12 Dérivation de fonctions réelles
On considère dans la suite une fonction f : A Ñ R, où a P A Ă R ; cependant, les notions

de continuité et de dérivabilité se généralisent immédiatement au cas de fonctions à valeurs vec-
torielles ; la notion de continuité se généralise au cas des fonctions à plusieurs variables (la notion
de dérivabilité est remplacée par celle de différentiabilité dans ce cadre).

Définition 13.104.
La fonction f est dérivable en a si a P intA et si

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a
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‚
Q0‚P

(a) Pas très bon . . .

‚
Q1‚P

(b) . . . de mieux en mieux . . .

‚
Q2‚P

(c) . . . de mieux en mieux . . .

‚
Q3‚P

(d) . . . presque parfait

Figure 13.3 – Recherche de la tangente par approximations successives.

‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 13.4 – L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime l’aug-
mentation de l’aire lorsqu’on passe de x à x`∆x.

existe. On note alors cette quantité f 1paq, c’est le nombre dérivé de f en a. La fonction dérivée
de f est

f 1 : A1 Ñ R

a ÞÑ fpaq (13.206)

définie sur l’ensemble noté A1 des points a où f est dérivable.

Exemple 13.105
Montrons que la fonction f : R Ñ R : x ÞÑ x est continue et dérivable. Exceptionnellement (bien
qu’on sache que la dérivabilité implique la continuité), montrons ces deux assertions séparément.
Continuité Pour prouver la continuité au point a P R nous devons montrer que

lim
xÑax “ a (13.207)

c’est-à-dire
@ε ą 0, Dδ ą 0 : @x P R |x´ a| ă δ ñ |x´ a| ă ε (13.208)

ce qui est clair en prenant δ “ ε.
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Dérivabilité Soit a P R. Calculons la limite du quotient différentiel

lim
xÑa
x‰a

x´ a
x´ a “ lim

xÑa
x‰a

1 “ 1 (13.209)

ce qui prouve que f est dérivable et que sa dérivée vaut 1 en tout point a de R.
On a donc montré que la fonction x ÞÑ x est continue, dérivable, et que sa dérivée vaut 1 en

tout point a de son domaine.

4

Proposition 13.106.
Une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Démonstration. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est dérivable, et soit x0 P I. Nous
allons prouver la continuité de f en x0. Le fait que la limite

f 1px0q “ lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q
h

(13.210)

existe implique a fortiori que
lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q “ 0. (13.211)

Cela signifie la continuité de f en vertu du critère 13.63.

Théorème 13.107.
Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Démonstration. Soient f : RÑ R et a P R. Nous supposons que f n’est pas continue en a et nous
allons en déduire qu’elle n’est pas non plus dérivable en a. Pour cela nous considérons le lien entre
limite et continuité donné dans le théorème 13.63. Nier que f est continue en a revient à dire qu’il
existe un voisinage V de fpaq tel que

@r ą 0, Dε ă r tel que fpa` εq R V. (13.212)

Si B
`
fpaq, R˘ Ă V 29, et si r “ 1{n, nous construisons une suite εn Ñ 0 telle que

|fpa` εnq ´ fpaq| ą R. (13.213)

Avec cela nous avons
|fpa` εnq ´ fpaq|

εn
ą R

εn
Ñ8. (13.214)

Donc la fonction f ne peut pas être dérivable en a.

Remarque 13.108.
La réciproque du théorème précédent n’est pas vraie : il existent bien des fonctions qui sont
continues à un point x0 mais qui ne sont pas dérivables en x0. La fonction valeur absolue, x ÞÑ |x|,
par exemple est continue sur tout R mais elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est une fonction dérivable, il peut arriver que la fonction dérivée f 1 soit elle-même dérivable.
Dans ce cas nous notons f2 ou f p2q la dérivée de la fonction f 1. Cette fonction f2 est la dérivée
seconde de f . Elle peut encore être dérivable ; dans ce cas nous notons f p3q sa dérivée, et ainsi de
suite. Nous définissons f pnq “ pf pn´1qq1 la dérivée nede f . Nous posons évidemment f p0q “ f .

29. Existence par la définition de la topologie métrique 7.88.
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13.12.1 Exemples

Exemple 13.109
Commençons par la fonction fpxq “ x. Dans ce cas nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x´ a

x´ a “ 1. (13.215)

La dérivée est donc 1. 4

Proposition 13.110.
La dérivé de la fonction x ÞÑ x vaut 1, en notations compactes : pxq1 “ 1.

Démonstration. D’après la définition de la dérivée, si fpxq “ x, nous avons

fpxq “ lim
εÑ0

px` εq ´ x
ε

“ lim
εÑ0

ε

ε
“ 1, (13.216)

et c’est déjà fini.

13.12.1.1 La fonction carré

Prenons ensuite fpxq “ x2. En utilisant le produit remarquable px2´a2q “ px´aqpx`aq nous
trouvons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x` a. (13.217)

Lorsque xÑ a, cela devient 2a. Nous avons par conséquent

f 1pxq “ 2x. (13.218)

Lemme 13.111.
Si fpxq “ x2, alors f 1pxq “ 2x.

Démonstration. Utilisons la définition, et remplaçons f par sa valeur :

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

(13.219a)

“ lim
εÑ0

px` εq2 ´ x2

ε
(13.219b)

“ lim
εÑ0

x2 ` 2xε` ε2 ´ x2

ε
(13.219c)

“ lim
εÑ0

εp2x` εq
ε

(13.219d)

“ lim
εÑ0
p2x` εq (13.219e)

“ 2x, (13.219f)

ce qu’il fallait prouver.

13.12.1.2 La fonction racine carré

Considérons maintenant la fonction fpxq “ ?x. Nous avons
fpxq ´ fpaq

x´ a “
?
x´?a
x´ a

“ p
?
x´?aqp?x`?xq
px´ aqp?x`?xq

“ 1?
x`?x.

(13.220)
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Lorsque xÑ 0, nous obtenons
f 1paq “ 1

2
?
a
. (13.221)

Notons que la dérivée de fpxq “ ?
x n’existe pas en x “ 0. En effet elle serait donnée par le

quotient

f 1p0q “ lim
xÑ0

?
x´?0
x

“ lim
xÑ0

?
x

x
“ lim

xÑ0

1?
x
. (13.222)

Mais si x devient très petit, la dernière fraction tend vers l’infini.

13.12.2 Interprétation géométrique de la dérivée : tangente

Considérons le graphe de la fonction f sur I, c’est-à-dire l’ensemble
 `
x, fpxq˘ tel que x P I(. (13.223)

Le nombre
fpxq ´ fpaq

x´ a (13.224)

est la pente de la droite qui joint les points
`
x, fpxq˘ et

`
a, fpaq˘, voir la figure 13.5.

‚

‚
a

‚fpaq

‚

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 13.5 – Le coefficient directeur de la corde entre a et x.

Étant donné que f 1paq est le coefficient directeur de la tangente au point
`
a, fpaq˘, l’équation

de la tangente est
y ´ fpaq “ f 1paqpx´ aq. (13.225)

13.12.3 Interprétation géométrique de la dérivée : approximation affine

Le fait que la fonction f soit dérivable au point a P I signifie que

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ ` (13.226)

pour un certain nombre `. Cela peut être récrit sous la forme

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a ´ ` “ 0, (13.227)
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ou encore
lim
xÑa

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq
x´ a “ 0. (13.228)

Introduisons la fonction
αptq “ fpa` tq ´ fpaq ´ t`

t
. (13.229)

Cette fonction est faite exprès pour que

αpx´ aq “ fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq
x´ a ; (13.230)

par conséquent limxÑa αpx´ aq “ 0. Nous récrivons l’équation (13.230) sous la forme

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq “ px´ aqαpx´ aq. (13.231)

Le second membre tend vers zéro lorsque x tend vers a avec une « vitesse au carré » : c’est le
produit de deux facteurs tous deux tendant vers zéro. Si x n’est pas très loin de a, il n’est donc
pas une mauvaise approximation de dire

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq » 0, (13.232)

c’est-à-dire
fpxq » fpaq ` f 1paqpx´ aq. (13.233)

Nous avons retrouvé l’équation (13.225). La manipulation que nous venons de faire revient donc à
dire que la fonction f , au voisinage de a, est bien approximée par sa tangente.

L’équation (13.233) peut être aussi écrite sous la forme

fpx`∆xq » fpxq ` f 1pxq∆x (13.234)

qui est une approximation d’autant meilleure que ∆x est petit.

13.12.4 Développement limité au premier ordre

Si une fonction est dérivable en a alors elle peut être approximée « au premier ordre » par une
formule simple qui sera généralisé pour des dérivées d’ordre supérieurs avec les séries de Taylor,
théorème 13.359.

Proposition 13.112 (Développement limité au premier ordre).
Si f : RÑ R est une fonction dérivable, alors is existe une fonction α : RÑ R telle que

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (13.235)

et
lim
hÑ0

αphq
h

“ 0. (13.236)

Démonstration. La fonction f étant dérivable en a nous avons l’existence de la limite suivante :

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

, (13.237)

ce qui revient à dire qu’en définissant la fonction β par

f 1paq “ fpa` hq ´ fpaq
h

` βphq (13.238)

alors βphq Ñ 0 lorsque h Ñ 0. En multipliant par h et en nommant αphq “ hβphq nous trouvons
le résultat :

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (13.239)
avec

lim
hÑ0

αphq
h

“ lim
hÑ0

βphq “ 0. (13.240)
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13.13 Règles de calcul
D’abord une dérivée facile, qui sera utile pour démontrer la formule de dérivation d’un quotient.

Lemme 13.113.
Nous avons : ˆ

1
x

˙1
“ ´ 1

x2 . (13.241)

Démonstration. En posant fpxq “ 1{x, nous avons le calcul

fpx` εq ´ fpxq
ε

“
1
x`ε ´ 1

x

ε
“ x´ px` εq

εxpx` εq “ ´1
xpx` εq . (13.242)

Nous trouvons le résultat en passant à la limite et en tenant compte de la proposition 13.20 sur la
limite d’un quotient.

Proposition 13.114 ([205, 206, 207]).
Nous avons les règles suivantes.
(1) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors f ` g est dérivable en a et

pf ` gq1paq “ f 1paq ` g1paq. (13.243)

(2) Si f : RÑ R est dérivable en a P R et si λ P R, alors pλfq est dérivable en a et

pλfq1paq “ λf 1paq. (13.244)

(3) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors fg est dérivable en a et

pfgq1paq “ f 1paqgpaq ` fpaqg1paq. (13.245)

Cette formule est appelée règle de Leibnitz.
(4) Soient deux intervalles I, J dans R. Soient des fonctions f : I Ñ J et g : J Ñ R. Soit encore

a P I. SI f est dérivable en a et si g est dérivable en fpaq, alors g ˝ f est dérivable en a et

pg ˝ fq1paq “ g1
`
fpaq˘f 1paq. (13.246)

(5) Soient f, g : I Ñ R des fonction sur un intervalle ouvert I. Soit a P I ; supposons que
gpaq ‰ 0. Alors la fonction f

g est dérivable en a et
ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 . (13.247)

En particulier, la dérivation est une opération linéaire sur l’espace des fonctions infiniement déri-
vables.

Démonstration. Point par point.
Pour (1)
Pour (2) Écrivons la définition de la dérivée avec pλfq au lieu de f , et calculons un petit peu :

pλfq1pxq “ lim
εÑ0

pλfqpx` εq ´ pλfqpxq
ε

(13.248a)

“ lim
εÑ0

λ
`
fpx` εq˘´ λfpxq

ε
(13.248b)

“ lim
εÑ0

λ
fpx` εq ´ fpxq

ε
(13.248c)

“ λ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

(13.248d)

“ λf 1pxq. (13.248e)
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Pour (3), règle de Leibnitz La définition de la dérivée dit que

pfgq1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εqgpx` εq ´ fpxqgpxq
ε

. (13.249)

La subtilité est d’ajouter au numérateur la quantité ´fpxqgpx` εq ` fpxqgpx` εq, ce qui est
permis parce que cette quantité est nulle 30. Le numérateur de (13.249) devient donc

fpx` εqgpx` εq ´ fpxqgpx` εq ` fpxqgpx` εq ´ fpxqgpxq
“ gpx` εq`fpx` εq ´ fpxq˘` fpxq`gpx` εq ´ gpxq˘, (13.250)

où nous avons effectué deux mises en évidence. Étant donné que nous avons deux termes,
nous pouvons couper la limite en deux :

pfgq1pxq “ lim
εÑ0

gpx` εqfpx` εq ´ fpxq
ε

` lim
εÑ0

fpxqgpx` εq ´ gpxq
ε

“ lim
εÑ0

gpx` εq lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

`fpxq lim
εÑ0

gpx` εq ´ gpxq
ε

,

(13.251)

où nous avons utilisé le théorème 13.23 pour scinder la première limite en deux, ainsi que la
propriété (13.24) pour sortir le fpxq de la limite dans le second terme. Maintenant, dans le
premier terme, nous avons évidemment 31 limεÑ0 gpx` εq “ gpxq. Les limites qui restent sont
les définitions classiques des dérivées de f et g au point x :

pfgq1pxq “ gpxqf 1pxq ´ fpxqg1pxq, (13.252)

ce qu’il fallait démontrer.
Pour (4) Nous posons b “ fpaq et nous considérons la fonction suivante :

u : J Ñ R

y ÞÑ upyq “
#
gpyq´gpbq
y´b si y ‰ b

g1pbq si y “ b.

(13.253)

Vu que g est dérivable en b, la seconde ligne existe et u est continue en y “ b “ fpaq. C’est
la définition de la dérivée.
Mais f est continue en a, donc u ˝ f est également continue en a, et nous avons

lim
xÑapu ˝ fqpxq “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (13.254)

En récrivant la définition de u en fpxq, l’expression suivante est une fonction continue de x :

u
`
fpxq˘ “

$
&
%
g
`
fpxq

˘
´gpbq

fpxq´b si fpxq ‰ b

g1pbq si y “ b.
(13.255)

Si fpxq ‰ b nous avons :

g
`
fpxq˘´ gpbq “ u

`
fpxq˘`fpxq ´ b˘. (13.256)

Si par contre fpxq “ b, en réalité, l’égalité (13.256) est encore valable parce qu’elle se résume
à 0 “ 0. Nous divisons par x´ a et nous avons l’égalité

g
`
fpxq˘´ f`fpaq˘

x´ a “ u
`
fpxq˘fpxq ´ fpaq

x´ a (13.257)

30. Nous avons déjà faut le coup d’ajouter et enlever la même chose durant la démonstration du théorème 13.23.
C’est une technique assez courante en analyse.
31. Pas tout à fait évidemment : selon le théorème 13.63, limite et continuité, il faut que g soit continue.



13.13. RÈGLES DE CALCUL 685

qui est valable sur Iztau.
Il ne s’agit pas maintenant de prendre la limite x Ñ a des deux côtés, parce que la limite
du membre de gauche est précisément ce que ce théorème s’efforce de prouver exister. Nous
montrons que la limite du membre de gauche existe en montrant que celle de droite existe.
D’une part, u ˝ f est continue et

lim
xÑau

`
fpxq˘ “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (13.258)

D’autre par, f est dérivable en a, donc

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ f 1paq. (13.259)

Tout cela pour dire qu’à droite, la limite existe et vaut g1pbqf 1paq. Donc nous avons l’existence
de la limite que nous définissant pg ˝ fq1paq, et la valeur

lim
xÑa

g
`
fpxq˘´ f`fpaq˘

x´ a “ g1
`
fpaq˘f 1paq. (13.260)

Le résultat est prouvé.
Pour (5) Nous considérons la fonction

i : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x
.

(13.261)

La fonction g est dérivable en a, la fonction i est dérivable en gpaq. Donc par le théorème de
dérivation des fonctions composées 32, la fonction i ˝ f est dérivable en a et

pi ˝ gq1paq “ i1
`
gpaq˘g1paq “ ´ g

1paq
gpaq2 . (13.262)

Pour le quotient, nous utilisons la formule de la dérivée du produit sur f
g pxq “ fpxq 1

gpxq pour
dire que f{g est dérivable en a et

ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paq 1

gpaq ` fpaq
ˆ

1
g

˙1
paq “ f 1paq

gpaq ´
fpaqg1paq
gpaq2 “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 ,

(13.263)
ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 13.115.
Nous ne pouvons pas dire que la dérivée est une opération linéaire sur l’espace des fonctions déri-
vables. Certes la proposition 13.114 implique entre autres que l’ensemble des fonctions dérivables
est un espace vectoriel. Mais la dérivée d’une fonction dérivable n’est pas spécialement dérivable.

Remarque 13.116.
La formule p1{uq1 “ ´u1{u2 ne peut pas être vue comme un cas particulier de puαq1 “ αuα´1

(proposition 13.349) parce que cette formule est utilisée dans la démonstration de la formule
générale.

Pour les fonctions à valeurs dant Rn, nous posons la définition suivante.

Définition 13.117.
Soit une fonction f : R Ñ Rn dont les composantes fi : R Ñ R sont dérivables. Nous définissons
la fonction f 1 par

f 1pxq “
ÿ

i

f 1ipxqei, (13.264)

c’est-à-dire une dérivation composante par composante.
32. Proposition 13.114(4).
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Cette définition est celle pour une fonction R Ñ Rn, et elles est facile. Très différente est la
situation d’une fonction Rn Ñ R dans laquelle il faudra introduire la notion de différentielle 33.

Par rapport à la dérivation, les produits scalaire et vectoriel vérifient une règle de Leibnitz.

Proposition 13.118.
Soit I un intervalle de R. Si u et u sont dans C1pI,R3q, alors

d

dt

`
uptq· vptq˘ “ `

u1ptq· vptq˘` `
uptq· v1ptq˘

d

dt

`
uptq ˆ vptq˘ “ `

u1ptq ˆ vptq˘` `
uptq ˆ v1ptq˘.

(13.265)

Nous faisons la preuve pour le produit scalaire ; sans doute que le produit vectoriel sera la
même chose.

Démonstration. Nous considérons des fonctions dérivables f, g : R Ñ R3, et nous posons ϕptq “
fptq· gptq. En ce qui concerne la dérivée de la fonction f · g : R Ñ R, nous devons étudier la
limite

lim
εÑ0

ϕpt` εq ´ ϕptq
ε

“ lim
εÑ0

fpt` εq· gpt` εq ´ fptq· gptq
ε

. (13.266)

La fonction f étant dérivable, la proposition 13.112 nous donne une fonction α : RÑ R3 telle que

fpt` εq “ fptq ` εf 1ptq ` εαpεq (13.267)

et limεÑ0 αpεq “ 0. En substituant cela dans le numérateur de (13.266) nous calculons un peu :

fpt` εq· gpt` εq ´ fptq· gptq “ `
fptq ` εf 1ptq ` εαpεq˘·

`
gptq ` εg1ptq ` εβpεq˘ (13.268a)

´ fptq· gptq (13.268b)
“ εfptq· g1ptq ` ε2f 1ptq·βpεq (13.268c)
` εαpεq· gptq ` αpεqε2 · g1ptq ` ε2αpεq·βpεq. (13.268d)

En divisant cela par ε et en prenant la limite εÑ 0, et nous reste

fptq· g1ptq ` f 1ptq· gptq. (13.269)

13.13.1 Dérivée de la réciproque

Proposition 13.119 ([208]).
Soit f : I Ñ J “ fpIq une fonction bijective, continue et dérivable 34. Soient x0 P I et y0 “ fpx0q.
Si f 1px0q ‰ 0 alors la fonction réciproque f´1 est dérivable en y0 et sa dérivée est donnée par

pf´1q1py0q “ 1
f 1px0q . (13.270)

Démonstration. Pour rappel, une fonction dérivable est toujours continue (proposition 13.106).
Prouvons que f´1 est dérivable au point b “ fpaq P J . Étant donné que f est dérivable en a,

nous avons
f 1paq “ lim

xÑa
fpxq ´ fpaq

x´ a . (13.271)

Par ailleurs, étant donnée la continuité de f´1 donnée par la proposition 13.61(4), nous avons

lim
εÑ0

f´1pb` εq “ f´1pbq “ a. (13.272)

33. Ce sera pour la définition 12.133.
34. Définition 13.104.
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Nous pouvons donc remplacer dans (13.271) tous les x par f´1pb ` εq et prendre la limite ε Ñ 0
au lieu de xÑ a :

f 1paq “ lim
εÑ0

f
`
f´1pb` εq˘´ fpaq
f´1pb` εq ´ a

“ lim
εÑ0

b` ε´ fpaq
f´1pb` εq ´ f´1pbq

“ lim
εÑ0

ε

f´1pb` εq ´ f´1pbq
“ 1

limεÑ0
f´1pb`εq´f´1pbq

ε

“ 1
pf´1q1pbq .

(13.273)

Nous avons utilisé le fait que fpaq “ b et a “ f´1pbq.
Proposition 13.120 ([209]).
Soit f une fonction dérivable et strictement monotone de l’intervalle I sur l’intervalle J (f est
alors une bijection de I vers J). Si f 1 ne s’annule par sur I alors
(1) la fonction f est une bijection de I vers J ,
(2) la fonction f´1 est dérivable sur J ,
(3) et nous avons la formule

pf´1q1 “ 1
f 1 ˝ f´1 . (13.274)

13.121.
Très souvent on préfère retenir la formule

pf´1q1py0q “ 1
f 1 ppf´1qpy0qq (13.275)

Elle est très simple à retrouver : il suffit d’écrire

f´1`fpxq˘ “ x (13.276)

puis de dériver les deux côtés par rapport à x en utilisant la règle de dérivation des fonctions
composées :

pf´1q1`fpxq˘f 1pxq “ 1. (13.277)

Exemple 13.122(difféomorphisme entre R et un ouvert borné)
Nous cherchons à construire une application dérivable et d’inverse dérivable entre R (en entier) et
un ouvert borné de R. Il serait tentant de prendre l’application arc tangente

arctan : RÑ
ı
´π2 ,

π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
, (13.278)

mais elle ne sera définie que dans le théorème 19.43.
Nous posons

fpxq “
#

2` 1
x´2 si x ď 1

1
x si x ą 1.

(13.279)

Cela est continue en x “ 1 : il suffit de calculer les deux valeurs. En ce qui concerne la dérivabilité
en x “ 1, nous devons faire

lim
εÑ0

fp1` εq ´ fp1q
ε

. (13.280)

La limite à gauche est égale à la dérivée de x ÞÑ 2` 1
x´2 en x “ 1 et la limite à droite est égale à

la dérivée de x ÞÑ 1{x en x “ 1. Dans les deux cas nous trouvons ´1.
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´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

1

2

Nous voyons vite que cette fonction est strictement décroissante ; et un calcul de limite nous
dit qu’il s’agit d’une bijection dérivable

f : RÑ s0, 2r. (13.281)

La proposition 13.119 s’applique et la bijection réciproque est également dérivable (donc continue
aussi). 4

Problèmes et choses à faire

Si vous connaissez un autre exemple, plus simple, de difféomorphisme f : R Ñ sa, br, faites-le moi savoir. Ne pas utiliser d’exponentielle (vous

pensiez à bricoler quelque chose à partir de la primitive de x ÞÑ e´x2
?) ni de fonctions trigonométriques.

Exemple 13.123
Nous aimerions donner le logarithme comme exemple, mais l’exponentielle ne sera définie que dans
longtemps à partir des séries entières. Allez voir l’exemple 16.64 pour le logarithme comme inverse
de l’exponentielle. 4

13.14 Dérivation et croissance
Supposons une fonction dont la dérivée est positive. Étant donné que la courbe est « collée »

à ses tangentes, tant que les tangentes montent, la fonction monte. Or, une tangente qui monte
correspond à une dérivée positive, parce que la dérivée est le coefficient directeur de la tangente.

Ce résultat très intuitif peut être prouvé rigoureusement. C’est la tache à laquelle nous allons
nous atteler maintenant.

Proposition 13.124.
Si f et f 1 sont des fonctions continues sur l’intervalle ra, bs et si f 1 est strictement positive sur
ra, bs, alors f est croissante sur ra, bs.

De la même manière, si f 1 est strictement négative sur ra, bs, alors f est décroissante sur ra, bs.
Démonstration. Nous n’allons prouver que la première partie. La seconde partie se prouve en
considérant ´f et en invoquant alors la première 35. Prenons x1 et x2 dans ra, bs tels que x1 ă x2.
Par hypothèse, pour tout x dans rx1, x2s, nous avons

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

ą 0. (13.282)

Maintenant, la proposition 13.22 dit que quand une limite est positive, alors la fonction dans la
limite est positive sur un voisinage. En appliquant cette proposition à la fonction

rpεq “ fpx` εq ´ fpxq
ε

, (13.283)

dont la limite en zéro est positive, nous trouvons que rpεq ą 0 pour tout ε pas trop éloigné de zéro.
En particulier, il existe un δ ą 0 tel que ε ă δ implique rpεq ą 0 ; pour un tel ε, nous avons donc

rpεq “ fpx` εq ´ fpxq
ε

ą 0. (13.284)

35. Méditer cela.
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Étant donné que ε ą 0, nous avons que fpx ` εq ´ fpxq ą 0, c’est-à-dire que f est strictement
croissante entre x et x` ε.

Jusqu’ici, nous avons prouvé que la fonction f était strictement croissante dans un voisinage
autour de chaque point de ra, bs. Cela n’est cependant pas encore tout à fait suffisant pour conclure.
Ce que nous voudrions faire, c’est de dire, c’est prendre un voisinage sa,m1r autour de a sur lequel
f est croissante. Donc, fpm1q ą fpaq. Ensuite, on prend un voisinage sm1,m2r de m1 sur lequel f
est croissante. De ce fait, fpm2q ą fpm1q ą fpaq. Et ainsi de suite, nous voulons construire des m3,
m4,. . . jusqu’à arriver en b. Hélas, rien ne dit que ce processus va fonctionner. Il faut trouver une
subtilité. Le problème est que les voisinages sur lesquels la fonction est croissante sont peut-être
de plus en plus petits, de telle sorte à ce qu’il faille une infinité d’étapes avant d’arriver à bon port
(en b).

Heureusement, nous pouvons drastiquement réduire le nombre d’étapes en nous souvenant
du théorème de Borel-Lebesgue 8.6. Nous notons par Ox, un ouvert autour de x tel que f soit
strictement croissante sur Ox. Un tel voisinage existe. Cela fait une infinité d’ouverts tels que

ra, bs Ď
ď

xPra,bs
Ox. (13.285)

Ce que le théorème dit, c’est qu’on peut en choisir un nombre fini qui recouvre encore ra, bs. Soient
tOx1 , . . . ,Oxnu, les heureux élus, que nous supposons pris dans l’ordre : x1 ă x2 ă . . . ă xn. Nous
avons

ra, bs Ď
nď

i“1
Oi. (13.286)

Quitte à les rajouter à la collection, nous supposons que x1 “ a et que xn “ b. Maintenant nous
allons choisir encore un sous-ensemble de cette collection d’ouverts. On pose A1 “ Ox1 . Nous
savons que A1 intersecte au moins un des autres Oxi . Cette affirmation vient du fait que ra, bs est
connexe (proposition 8.34), et que si Ox1 n’intersectait personne, alors

Ox1 et
nď

i“2
Oxi (13.287)

forment une partition de ra, bs en deux ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible parce que ra, bs
est connexe. Nous nommons A2, un des ouverts Oxi qui intersecte A1. Disons que c’est Ok. Notons
que A1 Y A2 est un intervalle sur lequel f est strictement croissante. En effet, si y12 est dans
l’intersection, fpaq ă fpy12q parce que f est strictement croissante sur A1, et pour tout x ą y12
dans A2, fpxq ą fpy12q parce que f est strictement croissante dans A2.

Maintenant, nous éliminons de la liste des Oxi tous ceux qui sont inclus dans A1YA2. Dans ce
qu’il reste, il y en a automatiquement un qui intersecte A1YA2, pour la même raison de connexité
que celle invoquée plus haut. Nous appelons cet ouvert A3, et pour la même raison qu’avant, f est
strictement croissante sur A1 YA2 YA3.

En recommençant suffisamment de fois, nous finissons par devoir prendre un des Oxi qui
contient b, parce qu’au moins un des Oxi contient b. À ce moment, nous avons fini la démons-
tration.

Il est intéressant de noter que ce théorème concerne la croissance d’une fonction sous l’hypo-
thèse que la dérivée est positive. Il nous a fallu très peu de temps, en utilisant la positivité de la
dérivée, pour conclure qu’autour de tout point, la fonction était strictement croissante. À partir
de là, c’était pour ainsi dire gagné. Mais il a fallu un réel travail de topologie très fine 36 pour
conclure. Étonnant qu’une telle quantité de topologie soit nécessaire pour démontrer un résultat
essentiellement analytique dont l’hypothèse est qu’une limite est positive, n’est-ce pas ?

Une petite facile, maintenant.

36. et je te rappelle que nous avons utilisé la proposition 8.34, qui elle même était déjà un très gros boulot !
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Proposition 13.125.
Si f est croissante sur un intervalle, alors f 1 ě 0 à l’intérieur de cet intervalle, et si f est
décroissante sur l’intervalle, alors f 1 ď 0 à l’intérieur de l’intervalle.

Note qu’ici, nous demandons juste la croissance de f , et non sa stricte croissance.

Démonstration. Soit f , une fonction croissante sur l’intervalle I, et x un point intérieur de I. La
dérivée de f en x vaut

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

, (13.288)

mais, comme f est croissante sur I, nous avons toujours que fpx` εq ´ fpxq ě 0 quand ε ą 0, et
fpx` εq ´ fpxq ď 0 quand ε ă 0, donc cette limite est une limite de nombres positifs ou nuls, qui
est donc positive ou nulle. Cela prouve que f 1pxq ě 0.

13.14.1 Théorèmes de Rolle et des accroissements finis

Théorème 13.126 (Théorème de Rolle[210, 211]).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. Si fpaq “ fpbq, alors il existe un
point c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, l’image de ra, bs par f est un
intervalle compact, soit rm,M s (théorème 7.86). Si m “ M , alors le théorème est évident : c’est
que la fonction est constante, et la dérivée est par conséquent nulle. Supposons que M ą fpaq (il
se peut que M “ fpaq, mais alors si f n’est pas constante, il faut avoir m ă fpaq et le reste de la
preuve peut être adaptée).

Comme M est dans l’image de ra, bs par f , il existe c Psa, br tel que fpcq “ M . Considérons
maintenant la fonction

τpxq “ fpc` xq ´ fpcq
x

. (13.289)

Par définition, limxÑ0 τpxq “ f 1pcq. Par hypothèse, si u ă c,

τpu´ cq “ fpuq ´ fpcq
u´ c ą 0 (13.290)

parce que u´ c ă 0 et fpuq ´ fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ě 0. Nous avons aussi, pour
v ą c,

τpv ´ cq “ fpvq ´ fpcq
v ´ c ă 0 (13.291)

parce que v´c ą 0 et fpvq´fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ď 0. Mettant les deux ensemble,
nous avons f 1pcq “ limxÑ0 τpxq “ 0, et c est le point que nous cherchions.

Voici une généralisation du théorème de Rolle, dans le cas où nous n’aurions pas deux points
sur lesquels la fonction est identique, mais deux points en lesquels la limite de la fonction est
identique. Typiquement, lorsque les points en question sont ˘8.

Théorème 13.127 (Généralisation de Rolle[210]).
Soient ´8 ď a ă b ď `8. Soit une fonction dérivable f : sa, br Ñ R telle que

lim
xÑa fpxq “ lim

xÑb fpxq “ ` (13.292)

avec ` P R̄. Alors il existe x P sa, br tel que f 1pxq “ 0.

Démonstration. Soit un difféomorphisme 37 strictement croissant ϕ : R Ñ sα, βr. Pour cela vous
pouvez bricoler à partir de l’exemple 13.122. Mais n’utilisez pas la fonction arc tangente, parce
qu’elle n’est définie qu’au théorème 19.43.

37. Définition 12.1.



13.14. DÉRIVATION ET CROISSANCE 691

Nous posons a1 “ ϕpaq, b1 “ ϕpbq et
g “ ϕ ˝ f ˝ ϕ´1 : sa1, b1r Ñ sα, βr. (13.293)

Cela est une fonction dérivable et continue sur ra1, b1s en posant gpa1q “ gpb1q “ ϕp`q.
Donc il existe c1 P sa1, b1r tel que g1pc1q “ 0. En posant c “ ϕ´1pc1q nous avons c P sa, br et, en

utilisant de nombreuses fois la règle de dérivation des fonctions composées 13.114(4),

f 1pcq “ f 1
`
ϕ´1pc1q˘ (13.294a)

“ pϕ´1q1
´
pg ˝ ϕq`ϕ´1pc1q˘

¯
pg ˝ ϕq1`ϕ´1pc1q˘ (13.294b)

“ pϕ´1q1`gpc1q˘ g1pc1qloomoon
“0

ϕ1
`
ϕ´1pc1q˘ (13.294c)

“ 0. (13.294d)

Une autre généralisation de Rolle, avec des dérivées d’ordre supérieur.

Proposition 13.128 ([212]).
Soit un intervalle ouvert I Ă R contenant a, b (a ‰ b). Soit une fonction f P Ck`1pI,Rq. Si
fpaq “ fpbq et si f pjqpaq “ 0 pour j “ 1, . . . , n, alors il existe x P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Démonstration. Le théorème de Rolle 13.126 nous dit qu’il existe c1 P sa, br tel que f 1pc1q “ 0.
Mais alors f 1paq “ f 1px1q “ 0, et le théorème de Rolls appliqué à f 1 donne c2 P sa, c1r tel que
f2pc2q “ 0. Continuant ainsi n fois, il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Le théorème suivant est le théorème des accroissements finis.

Théorème 13.129 (Accroissements finis).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.
(1) Il existe au moins un réel c Psa, br tel que

fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq. (13.295)

Autrement dit, la tangente en c est parallèle à la corde entre a et b.
(2) Nous avons la majoration

ˇ̌
fpbq ´ fpaqˇ̌ ď sup

xPra,bs
|f 1pxq||b´ a|. (13.296)

Démonstration. Considérons la fonction

τpxq “ fpxq ´ `fpbq ´ fpaq
b´ a x` fpaq ´ afpbq ´ fpaq

b´ a
˘
, (13.297)

c’est-à-dire la fonction qui donne la distance entre f et le segment de droite qui lie pa, fpaqq à
pb, fpbqq. Par construction, τpaq ´ τpbq “ 0, donc le théorème de Rolle s’applique à τ pour laquelle
il existe donc un c Psa, br tel que τ 1pcq “ 0.

En utilisant les règles de dérivation, nous trouvons que la dérivée de τ vaut

τ 1pxq “ f 1pxq ´ fpbq ´ fpaq
b´ a , (13.298)

donc dire que τ 1pcq “ 0 revient à dire que fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq, ce qu’il fallait démontrer.
La majoration est une conséquence immédiate, parce que le supremum de |f 1pxq| est forcément

plus grand que |f 1pcq|.
Une généralisation pour une fonction sur un intervalle sa, br où a et b peuvent être infinis.
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Théorème 13.130 (Généralisation des accroissements finis).
Soient ´8 ď a ă b ď `8 et f, g des fonctions continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br.

Si a “ ´8 :
— Nous demandons la continuité sur s´8, bs et la dérivabilité sur s´8, br.
— Nous notons fpaq la limite limxÑ´8 fpxq, et nous supposons qu’elle est finie.
Mêmes conventions si b “ `8.
Alors il existe c P sa, br tel que

`
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (13.299)

Démonstration. Nous posons

hptq “ `
gpbq ´ gpaq˘fptq ´ `

fpbq ´ fpaq˘gptq. (13.300)

Nous avons limtÑa hptq “ limtÑb hptq, de telle sorte que le théorème de Rolle généralisé 13.127
s’applique et il existe c P sa, br tel que h1pcq “ 0. Pour ce c nous avons

0 “ h1pcq “ `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq ´ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq, (13.301)

et donc `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (13.302)

13.14.2 Règle de l’Hospital

Proposition 13.131 (Règle de l’Hospital pour 0
0 [213]).

Soient des fonctions f, g dérivables sur sa, br et dont la limite en a est nulle. Si g1 ne s’annule pas
sur sa, br et si

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ` (13.303)

alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `. (13.304)

Ici ` P R̄, et les hypothèses garantissent l’existence de la limite (13.304).

Démonstration. Soit x P sa, br. Les fonctions f et g sont dérivables sur sa, xr et continues sur ra, xs,
de telle sorte que le théorème 13.130 s’applique et nous avons cx P sa, xr tel que

`
fpxq ´ fpaq˘g1pcxq “

`
gpxq ´ gpaq˘f 1pcxq. (13.305)

Nous nous souvenons de ce que signifient les notations dans le théorème : les notations fpaq, fpxq,
gpaq et gpxq désignent en réalité les limites. Donc dans (13.305), nous avons fpaq “ gpaq “ 0.

D’autre part nous avons gpxq ‰ gpaq, sinon le théorème de Rolle 13.127 annulerait g1 quelque
part dans sa, xr. Nous pouvons donc récrire (13.305) sous la forme

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq . (13.306)

Mais limxÑa` cx “ a parce que cx P sa, xr. Donc la limite du membre de droite de (13.306) lorsque
xÑ a` existe et vaut `. La même limite à gauche doit alors exister et valoir la même valeur.

Proposition 13.132 (L’Hospital pur 88).
Soit f et g deux fonctions
(1) dérivables sur sa, br,
(2) dont les limites en a sont toutes deux 8,
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(3) g1 ‰ 0 sur sa, br.
(4)

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ` P R̄. (13.307)

Alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `. (13.308)

Cette dernière égalité signifie « la limite existe et vaut ` ».

Démonstration. Soit un intervalle sx, yr strictement inclus dans sa, br avec x, y P R. Par le théorème
des accroissements finis généralisés 13.130 il existe c P sx, yr tel que

fpxq ´ fpyq
gpxq ´ gpyq “

f 1pcq
g1pcq . (13.309)

Notons que le dénominateur à gauche n’est pas nul à cause de Rolle et de l’hypothèse que g1 ne
s’annule pas sur rx, ys. Nous isolons fpxq :

fpxq “ f 1pcq
g1pcq

´
gpxq ´ gpyq

¯
` fpyq. (13.310)

Avant de diviser par gpxq nous devons prendre quelques précautions. Soit V , un voisinage de ` 38.
Vu la limite (13.307), il existe y P sa, br tel que

f 1ptq
g1ptq P V (13.311)

pour tout t P sa, yr. Nous utilisons ici avec subtilité le fait que ces intervalles sont une base de
la topologie autour de 8. Maintenant fpyq et gpyq sont fixés et sont des nombres réels. Vu que
limxÑa gpxq “ 0 nous pouvons choisir r ă y tel que nous ayons simultanément
(1) gpxq ‰ 0 sur sa, rr,
(2)

|gpyq
gpxq | ď ε (13.312)

et
|fpyq
gpxq | ď ε (13.313)

pour tout x P sa, rr.
Nous sommes maintenant armés de y et r satisfaisant tout cela et nous pouvons traiter avec la
formule (13.310) en ne la considérant que pour x P sa, rr. Soit x P sa, rr ; il existe cx P sa, xr tel que

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
` fpyq
gpxq . (13.314)

Nous avons :
(1) limxÑa` cx “ a,
(2)

lim
xÑa`

f 1pcxq
g1pcxq “ lim

xÑa`
f 1pxq
g1pxq “ `, (13.315)

(3)

lim
xÑa`

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
“ 1, (13.316)

38. Vous savez ce que signifie un « voisinage de 8 » ? Allez voir la sous-section 8.1.12.
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(4) limxÑa`
fpyq
gpxq “ 0.

Donc chaque partie du membre de droite de (13.314) a une limite bien déterminée pour x Ñ a`.
Les règles de calcul s’appliquent et nous avons

lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `ˆ 1` 0 “ `. (13.317)

13.14.3 Dérivée et primitive

Corollaire 13.133.
Soit f une fonction dérivable sur ra, bs telle que f 1pxq “ 0 pour tout x P ra, bs. Alors f est constante
sur ra, bs.
Démonstration. Si f n’était pas constante sur ra, bs, il existerait un x1 Psa, br tel que fpaq ‰ fpx1q,
et dans ce cas, il existerait, par le théorème des accroissements finis 13.129, un c Psa, x1r tel que

f 1pcq “ fpx1q ´ fpaq
x1 ´ a ‰ 0, (13.318)

ce qui contredirait les hypothèses.

Corollaire 13.134.
Soient f et g, deux fonctions dérivables sur ra, bs telles que

f 1pxq “ g1pxq (13.319)

pour tout x P ra, bs. Alors existe un réel C tel que fpxq “ gpxq ` C pour tout x P ra, bs.
Démonstration. Considérons la fonction hpxq “ fpxq ´ gpxq, dont la dérivée est, par hypothèse,
nulle. L’annulation de la dérivée entraine par le corollaire 13.134 que h est constante. Si hpxq “ C,
alors fpxq “ gpxq ` C, ce qu’il fallait prouver.

Définition 13.135.
Soit I un intervalle ouvert de R et une fonction f : I Ñ R. La fonction F : I Ñ R est une
primitive de f si F est dérivable sur I et si F 1pxq “ fpxq pour tout x dans I.

Exprimé en termes des primitives, le corollaire 13.134 signifie que

Corollaire 13.136.
Si F et G sont deux primitives de la même fonction f sur un intervalle, alors il existe une constante
C pour laquelle F pxq “ Gpxq ` C.

Cela signifie qu’il n’y a, en réalité, pas des milliards de primitives différentes à une fonction. Il
y en a essentiellement une seule, et puis les autres, ce sont juste les mêmes, mais décalées d’une
constante.

Remarque 13.137.
L’hypothèse de se limiter à un intervalle est importante parce que si on considère la fonction sur
deux intervalles disjoints, nous pouvons choisir la constante indépendamment dans l’un et dans
l’autre. Par exemple la fonction

F pxq “
#

lnpxq ` 1 si x ą 0
lnpxq ´ 7 si x ă 0

(13.320)

est une primitive de 1
x sur l’ensemble Rzt0u.

Certains ne s’en privent pas. Le logiciel Sage par exemple fait ceci :

https://www.sagemath.org
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sage: f(x)=1/x
sage: F=f.integrate(x)
sage: A=F(x)-F(-x)
sage: A.full_simplify()
I*pi

En réalité lorsque x ą 0, Sage définit lnp´xq “ lnpxq ` iπ. Cela a une certaine logique parce que
lnp´1q “ iπ (du fait que eiπ “ ´1), mais si on ne le sait pas, ça peut étonner.

13.138.
Il existe plusieurs primitives à une fonction donnée. En physique, la constante arbitraire est souvent
fixée par une condition initiale, comme nous le verrons dans la section 43.1.

13.15 Fonctions de plusieurs variables

La physique, et les sciences en général, regorgent de fonctions à plusieurs variables.
Accélération centripète 39 Si une masse m tourne sur un cercle, elle subira une accélération

dirigée vers l’intérieur égale à

F pv, rq “ mv2

r
(13.321)

où r est le rayon du cercle et v est la vitesse.
Pression dans un gaz Si on a n moles de gaz dans un volume V a une température T , alors la

pression sera donnée par la fonction de trois variables

p “ nRT

V
(13.322)

où R est la constante des gaz parfaits.
En mathématique, on peut inventer de nombreuses fonctions de plusieurs variables. La fonction

fpx, yq “ x2 ` xy cospx2 ` y3q (13.323)

est définie sur R2. La fonction

fpx, y, zq “ x` y ´ 2z
1´ x2 ´ y2 ´ z2 (13.324)

est définie sur R3 moins la sphère unité tx2 ` y2 ` z2 “ 1u.
La plus grande partie de ce cours est consacrée à l’étude des fonctions de plusieurs variables.

Nous allons maintenant donner quelques indications sur comment «dessiner» une telle fonction.
Vous connaissez déjà la définition de graphe pour une fonction f d’une seule variable à valeurs
dans R : c’est l’ensemble des points du plan de la forme px, fpxqq. Vous voyez que cet ensemble
n’est pas vraiment un gros morceau de R2 parce que son intérieur est vide : il y a une seule valeur
de f qui correspond au point x, donc une boule de R2 centrée en px, fpxqq de n’importe quel rayon
contient toujours des points qui ne font pas partie du graphe de f .

Nous voulons donner une définition assez générale pour le graphe d’une fonction

Définition 13.139.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le graphe de f est la partie de Rm ˆRn de la forme

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆRn | y “ fpxqu. (13.325)

39. Appelez la « centrifuge » si vous voulez ; ça ne me fait ni chaud ni froid.



696 CHAPITRE 13. ANALYSE RÉELLE

Cette définition se spécialise de la façon suivante dans les cas communs. Soit f une fonction de
Rm dans R. Le graphe de f est la partie de Rm ˆR donné par

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆR | y “ fpxqu. (13.326)

Et pour les fonctions R2 Ñ R :

Graph f “ tpx, y, zq P R2 tel que z “ fpx, yqu. (13.327)

C’est cette définition qu’il faut garder à l’esprit lorsqu’on travaille sur des dessins en trois dimen-
sions.

Si f est une fonction de deux variables indépendantes x et y à valeurs dans R, alors un point
dans le graphe de f est un point px, y, zq P R3 tel que

z “ fpx, yq, (13.328)

ou encore, un point de la forme `
x, y, fpx, yq˘. (13.329)

Nous avons parfois besoin de donner des représentations graphiques d’une fonction. Nous pou-
vons, par exemple, penser à la fonction que associe à un point de la Terre son altitude. Lorsqu’on
part pour une promenade en montagne on a envie de connaitre le graphe de cette fonction qui
correspond en fait à la surface de la montagne. Bien sur nous ne voulons pas amener avec nous un
modèle en 3D de la montagne donc il nous faut une méthode efficace pour projeter le graphe de
f sur le plan x-y tout en gardant les informations fondamentales. Pour cela nous avons besoin de
deux définitions (à ne pas confondre !)

Définition 13.140.
Soit f une fonction de R2 dans R et soit c dans R. La z-section de Graph f à la hauteur c est
donné par

Szc “ tpx, y, cq P R3 | fpx, yq “ cu.
Définition 13.141.
Soit f une fonction de Rn dans R et soit c dans R. La courbe de niveau de f à la hauteur c est
l’ensemble

Nc “ tpx1, . . . , xnq P Rn | fpx1, . . . , xnq “ cu. (13.330)

On peut représenter la fonction f d’une façon très précise en traçant quelques-unes de ses
courbes de niveau. Dans la suite on pourra considérer aussi les x-sections et les y-sections du
graphe d’une fonction de deux variables. La x-section de Graph f à la hauteur a est

Sxa “ tpa, y, zq P R3 | fpa, yq “ zu.
Comme vous avez peut être déjà compris, Sxa est le graphe de la fonction de y qu’on obtient de f
en fixant x “ a. Cette fonction est appelée x-section de f pour x “ a.

Certaines surfaces dans R3 sont le graphe d’une fonction.

Exemple 13.142
Quelques graphes importants.
Un plan non vertical Tout plan dans R3 peut être décrit par une équation de la forme

apx´ x0q ` bpy ´ y0q ` cpz ´ z0q “ r,

où, px0, y0, z0q est vecteur dans R3, et a, b, c et r sont des nombres réels. Si c ‰ 0 alors le
plan n’est pas vertical et on peut dire que il est le graphe de la fonction

P px, yq “ r ` cz0 ´ apx´ x0q ´ bpy ´ y0q
c

,

quitte à choisir des nouvelles constantes s, t, q,

P px, yq “ sx` ty ` q.
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Un paraboloïde elliptique Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PE1px, yq “ x2

α2 `
y2

β2

ou de la fonction
PE2px, yq “ ´x

2

α2 ´
y2

β2

sont des paraboloïdes elliptiques. Le premier est contenu dans le demi-espace z ě 0, l’autre
dans z ď 0. Le nom de cette surface vient de la forme de ses sections. En fait toutes sections
Szc sont des ellipses, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Un paraboloïde hyperbolique (selle) Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PH1px, yq “ x2

α2 ´
y2

β2

ou de la fonction
PH2px, yq “ ´x

2

α2 `
y2

β2

sont des paraboloïdes hyperboliques. Remarquez que les sections Szc de ce graphe sont des
hyperboles, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Une demi-sphère La fonction S` “ a
R2 ´ x2 ´ y2 a pour graphe la demi-sphère supérieure

centrée en l’origine et de rayon R. Le dernier de ces exemples nous signale une chose très
importante : une sphère entière n’est pas le graphe d’une fonction de x et y. Par contre, une
demi-sphère est bien le graphe de la fonction fpx, yq “a

1´ x2 ´ y2.
L’équation que nous utilisons pour d’écrire une sphère de rayon R centrée en l’origine est

x2 ` y2 ` z2 “ R2

Donc, à chaque point px, yq dans le disque x2 ` y2 ď R2 (notez que ce disque est contenu
dans la section Sz0), on peut associer deux valeurs de z : z1 “

a
R2 ´ x2 ´ y2 et z2 “

´aR2 ´ x2 ´ y2. Par définition, une fonction n’associe qu’un seul valeur à chaque point de
son domaine, d’où l’impossibilité de décrire cette sphère comme le graphe d’une fonction de
x et y.

4

Considérons la fonction Sp : R3 Ñ R qui associe à px, y, zq la valeur x2 ` y2 ` z2. La sphère
de rayon R centrée en l’origine est l’ensemble de niveau NR2 de Sp. L’ensemble de niveau N0 de
Sp est l’origine, et tous les ensembles de niveau de hauteur négative sont vides. La même chose
est vraie pour les ellipsoïdes centrées en l’origine avec les axes x, y et z comme axes principaux et
comme longueurs de demi-axes a, b et c. Voici la fonction dont il sont les ensembles de niveau

Elpx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2
` z2

c2 .

Exemple 13.143

Des ensembles de niveau importants.
Tout graphe Le graphe de toute fonction f de R2 dans R peut être considéré comme l’ensemble

de niveau zéro de la fonction F px, y, zq “ z ´ fpx, yq.
Hyperboloïdes Les hyperboloïdes, comme les ellipsoïdes, sont une famille d’ensemble de niveau.

En particulier, nous considérons des hyperboloïdes dont l’axe de symétrie est l’axe des z et
qui sont symétriques par rapport un plan x-y. Une fois que les paramètres a, b et c sont fixés
la fonction que nous intéresse est

Hyppx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2
´ z2

c2 .
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Les ensembles de niveau Nd pour d ą 0 sont connexes, on les appelle hyperboloïdes à une
feuille. L’ensemble de niveau N0 est cône (elliptique), les deux moitiés du cône se touchent
en l’origine. Enfin, les ensembles de niveau Nd pour d ă 0 ne sont pas connexes et pour cette
raison on les appelle hyperboloïdes à deux feuilles.

4

13.15.1 Graphes de fonctions à plusieurs variables

Le graphe d’une fonction de deux variables f : D Ă R2 Ñ R est l’ensemble
!`
x, y, fpx, yq˘ tel que px, yq P D

)
Ă R3. (13.331)

Ce graphe est une surface dans R3.

Exemple 13.144

Tracer le graphe de la fonction
px, yq ÞÑ x2 ` y2. (13.332)

Le plus simple est de demander à Sage de nous fournir une représentation 3D

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2+y**2
sage: plot3d(f,(x,-3,3),(y,-3,3))

Voici ce que cela donne 40 : (à regarder avec des lunettes bleues et rouges) :

À part que l’ordinateur l’a dit, est-ce qu’on peut comprendre pourquoi le graphe de la fonction
x2 ` y2 ressemble à un bol ? En coordonnées cylindriques, le graphe s’écrit

z “ r2. (13.333)

40. En vrai, ce que Sage donne est un objet qu’on peut même faire bouger.
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Donc il se fait que plus on s’éloigne du point p0, 0q dans le plan XY , plus le graphe va monter. Et
il monte à quelle vitesse ? Il monte à la vitesse r2. Il s’agit donc de dessiner la fonction z “ r2 dans
le plan et de la « faire tourner ».

4

13.15.2 Courbes de niveau

Une technique utile pour se faire une idée de la forme d’une fonction en trois dimensions est
de tracer les courbes de niveau. La courbe de niveau de hauteur h est la courbe dans le plan
donnée par l’équation

fpx, yq “ h. (13.334)

Exemple 13.145

Dessinons par exemple les courbes de niveau de la fonction

fpx, yq “ x` y ` 2. (13.335)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x` y ` 2 “ h, c’est-à-dire

ypxq “ ´x` h´ 2. (13.336)

Par conséquent la courbe de niveau de hauteur 0 est y “ ´x´2, celle de hauteur 5 est y “ ´x`3,
etc.

Nous pouvons également nous aider de Sage pour ce faire :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x+y+2
sage: var(’h’)
h
sage: niveau(h,x)=solve(f(x,y)==h,y)[0].rhs()
sage: g1(x)=niveau(1,x)
sage: g1
x |--> -x - 1

Ici la fonction g1 est la courbe de niveau 1.
Si on veut faire tracer une courbe de niveau, Sage peut le faire :

sage: implicit_plot(f(x,y)==1,(x,-3,3),(y,-4,4))

Cela tracera la courbe de niveau h “ 1 dans la partie du plan x P r´3, 3s et y P r´4, 4, s.

4

Il est bien entendu possible de créer automatiquement 50 courbes de niveau et de demander
de les tracer toutes sur le même graphe.

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3
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4 from sage. all import *
5

6 var( ’x , y ’)
7 f=x**2+y**2
8 G=Graphics ()
9 a=3

10 for i in range (0,5):
11 G=G+implicit_plot(f==i,(x,-a,a) ,(y,-a,a))
12 show(G)

tex/frido/courbeNiveau.py

Le résultat est :

Notez que les courbes sont censées être des cercles : les axes X et Y n’ont pas la même échelle.

Exemple 13.146
Un exemple plus riche en enseignements est celui de la fonction

fpx, yq “ x2 ´ y2. (13.337)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x2 ´ y2 “ h.
Commençons par h “ 0. Dans ce cas nous avons px ` yqpx ´ yq “ 0 et par conséquent les

courbes de niveau de hauteur zéro sont les deux droites x` y “ 0 et x´ y “ 0.
Voyons ensuite la courbe de niveau h “ 1. Cela est l’équation x2 ´ y2 “ 1, c’est-à-dire

ypxq “ ˘
a
x2 ´ 1. (13.338)

C’est une fonction qui n’est définie que pour |x| ě 1. Avec x “ 1 nous avons y “ 1. Ensuite, lorsque
x grandit, y grandit également, mais la courbe ne peut pas croiser la courbe de niveau h “ 0. Donc,
suivant les notations de la figure 13.6, la courbe de niveau « part » de P et doit monter sans croiser
les diagonales.

En ce qui concerne la courbe de niveau h “ ´1, elle correspond à la courbe y “ ˘?1` x2

qui est définie pour tous les x P R. Le même raisonnement que précédemment nous amène à la
figure 13.7.

4

Une autre façon de voir les courbes de niveau est de dire que la courbe de niveau de hauteur
h est la projection dans le plan XY de la section du graphe de f par le plan z “ h.

On peut également définir le graphe de fonctions de trois (ou plus) variables. Le graphe de la
fonction f : D Ă R3 Ñ R est l’ensemble

 `
x, y, z, fpx, y, zq˘ tel que px, y, zq P D( Ă R4. (13.339)
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Figure 13.6 – La courbe de niveau h “ 1 de x2 ´ y2. Notez qu’elle est en deux morceaux.
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Figure 13.7 – La courbe de niveau x2 ´ y2 “ ´1.

De tels graphes ne peuvent pas être représentés sur une feuille de papier. Il est toutefois possible
de définir les ensembles de niveaux :

Eh “
 px, y, zq P D tel que fpx, y, zq “ h

(
. (13.340)

Ce sont des surfaces dans R3 que l’on peut dessiner.

Exemple 13.147
Les surfaces de niveau de la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 sont des sphères. Il n’y a pas de
surfaces de niveau pour les « hauteurs » négatives. 4

Exemple 13.148
Considérons la fonction fpx, y, zq “ x2`y2´z2. En coordonnées cylindriques, cette fonction s’écrit

fpr, θ, zq “ r2 ´ z2. (13.341)

La surface de niveau 0 est donnée par l’équation r “ |z|. Cela fait un cercle à chaque hauteur, dont
le rayon grandit linéairement avec la hauteur ; le tout est donc un cône. C’est d’ailleurs le cône
obtenu par rotation de la courbe de niveau h “ 0 que nous avions obtenu pour la fonction x2´ y2.
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En ce qui concerne les ensembles de niveau positifs, ils sont donnés par

z “ ˘
a
x2 ` y2 ´ h. (13.342)

Notez qu’ils ne sont pas définis pour r ě h. Cela pose un petit problème quand on veut le tracer
à l’ordinateur :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: F+G

Le résultat est 41 :

On voit qu’il y a un grand trou au centre correspondant aux z proches de zéro. Or d’après l’équation,
il n’en est rien : en z “ 0 il y a bel et bien tout un cercle. Afin d’obtenir une meilleur image, il
faut demander de tracer avec un maillage plus fin :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: F+G

Le temps de calcul est un peu plus long, mais le résultat est meilleur :

41. Encore une fois : ça donne mieux à l’écran, et vous pouvez le faire bouger ; je vous encourage à le faire !
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4

13.16 Limites à plusieurs variables
Prenons une fonction f : Rn Ñ R. Nous disons que

lim
xÑx0

fpxq “ l P R (13.343)

lorsque @ε ą 0, Dδ tel que }x´ x0} ď δ implique |fpxq ´ l| ď ε.
Remarquez qu’ici, x P Rn, et sachez distinguer }.}, la norme dans Rn de |.| qui est la valeur

absolue dans R. Une autre façon d’exprimer cette définition est que l’ensemble des valeurs atteintes
par f dans une boule de rayon δ autour de x0 n’est pas très loin de l. Nous définissons donc

Eδ “ tfpxq tel que x P Bpx0, δqu. (13.344)

Notez que si f n’est pas définie en x0, il n’y a pas de valeurs correspondantes au centre de la boule
dans Eδ. Ceci est évidemment la situation générique lorsqu’il y a une indétermination à lever dans
le calcul de la limite. Nous avons alors que

lim
xÑx0

fpxq “ l (13.345)

lorsque @ε ą 0, Dδ tel que
supt|v ´ l| tel que v P Eδu ď ε. (13.346)

Une façon classique de montrer qu’une limite n’existe pas, est de prouver que, pour tout δ, l’en-
semble Eδ contient deux valeurs constantes. Si par exemple 0 P Eδ et 1 P Eδ pour tout δ, alors
aucune valeur de l (même pas l “ ˘8) ne peut satisfaire à la condition (13.346) pour toute valeur
de ε.

Nous laissons à la sagacité de l’étudiant le soin d’adapter tout ceci pour le cas limxÑx0 fpxq “
˘8.

La proposition suivante semble évidente, mais nous sera tellement utile qu’il est préférable de
l’expliciter :

Proposition 13.149.
Soient f : D Ñ R une fonction de domaine D, a P AdhpDq et un voisinage V de a. Nous supposons
que V XD s’écrive comme une intersection finie :

V XD “
kď

i“1
Ai

telle que a P AdhAi pour tout i ď k. Alors, la limite

lim
xÑa fpxq (13.347)
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existe et vaut b P R si et seulement si chacune des limites

lim
xÑa
xPAi

fpxq (13.348)

existe et vaut b.

Démonstration. On sait déjà que si la limite de f : D Ñ R existe, alors toute restriction à Ai
admet la même limite 42. Il suffit donc de prouver la réciproque.

Fixons provisoirement un entier i entre 1 et k ainsi que ε ą 0. Vu que limxÑa
xPAi

fpxq “ b, il existe
δi ą 0 tel que si x P Ai et si 0 ă |x´ a| ă δi, alors

|fpxq ´ fpaq| ă ε. (13.349)

Quitte à prendre δi un peu plus petit, nous supposons que V Ă Bpa, δiq.
Nous posons δ “ mintδiui“1,...,k, et nous considérons x P D tel que 0 ă |x´ a| ă δ. Nous avons

alors
(1) x P V XD,
(2) il existe i tel que x P Ai.

Ce x est donc un élément de Ai vérifiant 0 ă |x´a| ă δ ď δi. Il vérifie donc (13.349) : |fpxq´fpaq| ă
ε.

Cela prouve la limite (13.347).

Exemple 13.150

(1) Pour qu’une fonction f : R Ñ R admette une limite en a P R, il faut et il suffit qu’elle y
admette une limite à droite et une limite à gauche qui soient égales.
Cela est une application de la proposition 13.149 avec R “ s´8, ar Y sa,8r.

(2) Une suite pxkq admet une limite si et seulement si les sous-suites px2kq et px2k`1q convergent
vers la même limite. Ceci n’est pas une application directe de la proposition, mais la teneur
est la même.

4

Lemme 13.151 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Soit une fonction f : RÑ F telle que limtÑ0 fptq “ y P F .
Nous posons

ϕ : E Ñ F

h ÞÑ fp}h}q. (13.350)

Alors ϕ admet une limite pour hÑ 0 et elle est donnée par

lim
hÑ0

ϕphq “ lim
tÑ0

fptq. (13.351)

Démonstration. Soit ε ą 0. Il existe δ tel que si t ă δ alors }fptq ´ y}F ă ε. Si }h} ă δ nous avons

}ϕphq ´ y} “ }fp}h}q ´ y} ă ε. (13.352)

Donc c’est bon.

Voici, dans le même ordre d’idée, un autre résultat qui permet de réduire le nombre de variables
dans une limite lorsque la fonction ne dépend pas de certaines variables.

42. C’est une conséquence de la caractérisation séquentielle de la continuité 7.73.
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Lemme 13.152 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R telle qu’il existe une fonction g : RÑ R vérifiant
(1) fpx, yq “ gpxq,
(2) limtÑa gptq “ `.

Alors
lim

px,yqÑpa,bq
x‰a

fpx, yq “ `. (13.353)

Démonstration. Soit ε ą 0. Par hypothèse sur la limite de g en a, il existe δ ą 0 tel que 0 ă
|t´ a| ă δ implique |gptq ´ `| ă ε.

Attention : passage subtil 43. Si 0 ă }px, yq ´ pa, bq} ă δ, alors nous avons évidemment aussi
|x´ a| ă δ, mais pas spécialement 0 ă |x´ a| ă δ comme le requis pour utiliser la limite de g.

Dans le calcul de la limite restreinte à x ‰ a, les points qui interviennent sont les valeurs de
px, yq dans B`pa, bq, δ˘ztx “ au. Or pour celles-là nous avons bien 0 ă |x´a| ă δ. Le calcul suivant
fonctionne donc :

|fpx, yq ´ `| “ |gpxq ´ `| ă ε. (13.354)

Exemple 13.153
Pourquoi prendre la limite px, yq Ñ pa, bq avec x ‰ a dans l’énoncé du lemme 13.152 ? Imaginons
la fonction

gpxq “
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(13.355)

Dans ce cas, le graphe de la fonction fpx, yq “ gpxq est tout plat sauf la ligne x “ 0 qui est en
hauteur. Nous avons donc fp0, tq “ 1 pour tout t et donc nous n’avons pas limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0 :
tout voisinage de p0, 0q contient des points px, yq tels que fpx, yq “ 1 et des points px, yq tels que
fpx, yq “ 0. 4 <++>

Il existe de nombreuses façons de calculer des limites à plusieurs variables. Plus nous connaîtrons
de mathématiques, plus nous aurons de techniques à notre disposition. Nous allons tout de suite
voir quelques méthodes. Voir le thème 72 pour plus de techniques et d’exemples.

13.16.1 Caractérisation de la limite par les suites

Exemple 13.154
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 , (13.356)

et remarquons que, quelle que soit la valeur de y, cette fonction est nulle lorsque x “ 0. De la
même manière, nous voyons que si x “ y, alors la fonction vaut 44 1

2 .
Il est impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q parce qu’on ne peut pas trouver un `

dont on s’approche à la fois en suivant la ligne x “ 0 et la ligne x “ y.
Deux autres chemins avec encore deux autres valeurs sont dessinés sur la figure 13.8.
Cet exemple pourra être formalisé en utilisant le théorème 13.155. Voir l’exemple 13.156. 4

Théorème 13.155 (Caractérisation de la limite par les suites).
Une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn admet une limite ` en un point d’accumulation a de D si
et seulement si pour toute suite pxnq dans Dztau convergente vers a, la suite

`
fpxnq

˘
dans Rn

converge vers `.
43. Je rejette déjà en bloc et d’un revers de main toute tentative de dire « la limite épointée, c’est mieux ». Voir

aussi l’exemple 13.153.
44. En fait ce que nous sommes en train de faire est de poser θ “ π{2 et θ “ π{4 dans (19.712).
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Démonstration. Supposons d’abord que la fonction ait une limite ` lorsque xÑ a, et considérons
une suite pxnq dans Dztau convergente vers a. Nous devons montrer que la suite yn “ fpxnq
converge vers `, c’est-à-dire que si nous choisissons ε ą 0 nous devons montrer qu’il existe un N
tel que n ą N implique }yn ´ `} “ }fpxnq ´ `} ă ε.

Nous avons deux hypothèses. La première est la convergence de la fonction et la seconde est la
convergence de la suite pxnq. L’hypothèse de convergence de la fonction nous dit que (le ε a déjà
été choisi dans le paragraphe précédent)

Dδ tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ }fpxq ´ `} ă ε. (13.357)

Une fois choisi ce δ qui « va avec » le ε qui a été choisi précédemment, la définition de la convergence
de la suite nous enseigne que

DN tel que n ą N ñ }xn ´ a} ă δ. (13.358)

Récapitulons ce que nous avons fait. Nous avons choisi un ε, et puis nous avons construit un
N . Lorsque n ą N , nous avons }xn ´ a} ă δ. Mais alors, par construction de ce δ, nous avons
}fpxnq ´ `} ă ε. Au final, n ą N implique bien }yn ´ `} ă ε, ce qu’il nous fallait.

Nous supposons maintenant que la fonction f ne converge pas vers `, et nous allons construire
une suite d’éléments xn qui converge vers a sans que pynq “ fpxnq ne converge vers `. La fonction
f vérifie la condition (13.52). Nous prenons donc un ε tel que @δ, il existe un x qui vérifie en même
temps les deux conditions

" 0 ă }x´ a} ă δ (13.359a)
}fpxq ´ `} ą ε. (13.359b)

Un tel x existe pour tout choix de δ. Choisissons un n arbitraire et δ “ 1
n . Nous nommons xn le x

correspondant à ce choix de n. La suite pxnq ainsi construite converge vers a parce que

}xn ´ a} ă δn “ 1
n
, (13.360)

donc dès que n est grand, }xn´ a} est petit. Mais la suite yn “ fpxnq ne converge pas vers ` parce
que

}fpxnq ´ `} ą ε (13.361)

pour tout n. La suite yn ne s’approche donc jamais à moins d’une distance ε de `.

Exemple 13.156
Reprenons l’exemple 13.154. Considérons les deux suites xn “ p0, 1

nq et yn “ p 1
n ,

1
nq. Ce sont deux

suites dans R2 qui tendent vers p0, 0q. Si la fonction f convergeait vers `, alors nous aurions au
moins

lim fpxnq “ ` (13.362a)
lim fpynq “ `, (13.362b)

mais nous savons que pour tout n, fpxnq “ fp0, 1
nq “ 0 et fpynq “ fp 1

n ,
1
nq “ 1

2 . Il n’y a donc
aucun nombre ` qui vérifie les deux équations (13.362) parce que lim fpxnq “ 0 et lim fpynq “ 1

2 .
4

13.16.2 Règle de l’étau

Une première façon de calculer la limite d’une fonction est de la « coincer » entre deux fonctions
dont nous connaissons la limite.
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Théorème 13.157 (Règle de l’étau[214]).
Soit O, un ouvert de Rm contenant le point a. Soient f , g et h, trois fonctions définies sur O
(éventuellement pas en a lui-même). Supposons que pour tout x P O (à part éventuellement a),
nous ayons les inégalités

gpxq ď fpxq ď hpxq. (13.363)
Supposons de plus que

lim
xÑa gpxq “ lim

xÑahpxq “ `. (13.364)

Alors la limite limxÑa fpxq existe et vaut `.

Nous insistons sur le fait que les deux fonctions entre lesquelles nous coinçons f doivent tendre
vers la même valeur.

Cette méthode est très pratique lorsqu’on a des fonctions trigonométriques qui se factorisent
parce qu’elles sont toujours majorables par 1 ; voir l’exemple 19.67.

Exemple 13.158
Prouver la continuité en p0, 0q de la fonction

fpx, yq “
$
&
%

x|y|?
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.
(13.365)

Considérons une suite pxn, ynq P R2 qui tend vers p0, 0q. Étant donné que |y|?
x2`y2 ă 1 pour tout x

et y, nous avons

0 ď |fpxn, ynq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
xn|yn|a
x2
n ` y2

n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď |xn| Ñ 0. (13.366)

Donc nous avons
lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0 “ fp0, 0q, (13.367)

ce qui prouve que la fonction est continue en p0, 0q par la proposition 7.74. Nous avons utilisé la
règle de l’étau (théorème 13.157). 4

13.159.
Nous notons f „ g pour xÑ a lorsque limxÑa fpxqgpxq “ 1.

Cela signifie que f et g tendent vers la même limite, à la même vitesse.

13.16.3 Méthode des chemins

Lorsque la limite n’existe pas, il y a une façon en général assez simple de le savoir, c’est la
méthode des chemins.

y “ ´x

y “ x{2

Figure 13.8 – Sur toute la droite y “ ´x, la fonction vaut ´1{2, tandis que sur toute la droite
y “ x{2, elle vaut 2

5 . Il est donc impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q, parce que dans
toute boule autour de zéro, il y aura toujours un point de chacune de ces deux droites.

C’est la proposition suivante qui va faire une grosse partie du travail.
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Proposition 13.160 ([1]).
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’adhérence de D. Alors nous avons

lim
xÑa fpxq “ ` (13.368)

si et seulement si pour toute fonction γ : RÑ Rm telle que limtÑ0 γptq “ a, nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γqptq “ `. (13.369)

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Soit une fonction γ : R Ñ Rm telles que limtÑ0 γptq “ a. Par le théorème 13.155, il

suffit de montrer que pf ˝ γqptnq Ñ ` pour toute suite tn Ñ 0 dans R.
Nous savons que la suite n ÞÑ γptnq est une suite qui converge vers a. Mais l’hypothèse
limxÑa fpxq “ ` implique que pour toute suite xn Ñ a nous avons fpxnq Ñ `. Cela est en
particulier vrai pour la suite n ÞÑ γptnq. Donc :

lim
nÑ8 f

`
γptnq

˘ “ `, (13.370)

ce qu’il fallait prouver.
Réciproque Pour les mêmes raisons de caractérisation séquentielle que précédemment, il faut

prouver que limnÑ8 fpxnq “ ` pour tout suite xn Ñ a.

Un chemin Soit la fonction γ : RÑ Rm affine par morceaux et telle que

γ

ˆ
1
n

˙
“ xn. (13.371)

Nous prolongeons γ par γptq “ a pour t ď 0.
γptq Ñ a Nous montrons que limtÑ0 γptq “ a. Soient ε ą 0 et N tel que xn P Bpa, εq pour

tout n ě N . Si t ă 1
N alors t P r 1

k`1 ,
1
k s pour un certain k ą N . Donc

γptq P rγp 1
k ` 1q, γp

1
k
qs (13.372)

et donc γptq P rxk`1, xks parce que γ est formé de ces segments de droites. Mais comme
Bpa, εq est convexe 45, nous avons

γptq P rxk`1, xks Ă Bpa, εq. (13.373)

Nous avons donc bien limtÑ0 γptq “ a.
Conclusion L’hypothèse nous donne alors limtÑ0pf ˝ γqptq “ `. En particulier le critère de

la caractérisation séquentielle de la limite dit que

lim
nÑ8 f

`
γp 1
n
q˘ “ `, (13.374)

ce qui signifie limnÑ8 fpxnq “ `.

Corollaire 13.161.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si nous avons deux fonctions
γ1, γ2 : RÑ Rm telles que

lim
tÑ0

γ1ptq “ lim
tÑ0

γ2ptq “ a (13.375)

tandis que
lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq ‰ lim

tÑ0
pf ˝ γ2qptq, (13.376)

ou bien que l’une des deux limites n’existe pas, alors la limite de fpxq lorsque xÑ a n’existe pas.
45. C’est l’exemple 10.25.
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Corollaire 13.162.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si il existe une fonction γ : RÑ Rm

avec γp0q “ a telle que la limite limtÑ0pf ˝ γqptq n’existe pas, alors la limite limxÑa fpxq n’existe
pas.

En ce qui concerne le calcul de limites, la méthode des chemins peut être utilisé de trois façons :
(1) Dès que l’on trouve une fonction γ : RÑ Rm telle que limtÑ0pf ˝γqptq “ `, alors nous savons

que si la limite limxÑa fpxq existe, alors cette limite vaut `.
(2) Dès que l’on a trouvé deux fonctions γi qui tendent vers a, mais dont les limites de limtÑ0pf ˝

γiqptq sont différentes, alors la limite limxÑa fpxq n’existe pas.
(3) Dès qu’on trouve une chemin le long duquel il n’y a pas de limite, alors la limite n’existe pas

(corollaire 13.162).
La méthode des chemins ne permet donc pas de de calculer une limite quand elle existe. Elle
permet uniquement de la « deviner », ou bien de prouver que la limite n’existe pas.

Exemple 13.163
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y
x` y . (13.377)

Si nous prenons le chemin γ1ptq “ pt, tq, nous avons bien limtÑ0 γ1ptq “ p0, 0q, et nous avons
lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq “ lim

tÑ0

t´ t
t` t “ 0. (13.378)

Donc si la limite (13.377) existait, elle vaudrait obligatoirement 0. Mais si nous considérons γ2ptq “
p0, tq, nous avons

pf ˝ γ2qptq “ ´t
t
“ ´1, (13.379)

donc si la limite existe, elle doit obligatoirement valoir ´1. Ne pouvant être égale à 0 et à ´1 en
même temps, la limite (13.377) n’existe pas. 4

13.17 Dérivée directionnelle
Nous sommes capables de dériver une fonction de deux variables fpx, yq par rapport à x et par

rapport à y. C’est-à-dire que nous sommes capables de donner la variation de la fonction lorsqu’on
bouge le long des axes horizontal et vertical. Il est évidemment souhaitable de parler de la variation
de la fonction lorsqu’on se déplace le long d’autre droites.

Soit donc u “
ˆ
u1
u2

˙
un vecteur unitaire (c’est-à-dire u2

1 ` u2
2 “ 1), et considérons la fonction

de une variable
ϕ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q. (13.380)

La fonction ϕ n’est rien d’autre que la fonction f vue le long de la droite de direction donnée par
le vecteur u. Nous pouvons aussi l’écrire ϕptq “ fpp` tuq.

Soit f : R2 Ñ R une fonction de deux variables et soit pa, bq P R2. La façon la plus naturelle
de définir une dérivée à deux variables est de considérer les dérivées partielles définies par

Bf
Bx pa, bq “ lim

xÑa
fpx, bq ´ fpa, bq

x´ a
Bf
By pa, bq “ lim

yÑb
fpa, yq ´ fpa, bq

y ´ b .

(13.381)

Ces nombres représentent la façon dont le nombre fpx, yq varie lorsque soit seul x varie soit seul y
varie. Les dérivées partielles se calculent de la même façon que les dérivées normales. Pour calculer
Bxf , on fait « comme si » y était une constante, et pour calculer Byf , on fait comme si x était une
constante.
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13.17.1 Dérivée partielle et directionnelles

Soit une fonction f : A Ă Rn Ñ Rm. Si n ‰ 1, la notion de dérivée de la fonction f n’a plus
de sens puisqu’on ne peut plus parler de pente de la tangente au graphe de f en un point. On
introduit alors quelques notions qui feront, en dimension quelconque, le même travail que la dérivée
en dimension un : les dérivées directionnelles et la différentielle. Nous allons voir qu’en dimension
un, la différentielle coïncide avec la dérivée.

Définition 13.164.
Soit f une application de U Ă Rm dans R, a un point dans U et v un vecteur de Rm. On dit que
f admet une dérivée suivant le vecteur v au point a si la fonction t ÞÑ fpa` tvq admet une
dérivée en t “ 0. La dérivée de f suivant le vecteur v au point a est alors cette dérivée, et f est
dite dérivable suivant v en a,

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tvq ´ fpaq
t

.

Définition 13.165.
La fonction f : U Ă Rm Ñ Rn de composantes pf1, . . . , fnq, est dite dérivable suivant v au
point a si toute ses composantes fi, i “ 1, . . . , n sont dérivables suivant v au point a. Dans ce cas,
nous écrivons

Bvfpaq “ pBvf1paq, . . . , Bvfnpaqq . (13.382)

Géométriquement, il s’agit du taux de variation instantané de f en a dans la direction du
vecteur u, c’est-à-dire de la pente de la tangente dans la direction du vecteur u au graphe de f au
point pa, fpaqq.
Remarque 13.166.
De nombreuses sources parlent de de dérivée dans la directionu vecteur v en définissant (avec
une certaine raison) une direction dans Rm comme étant un vecteur de norme 1.

Ces personnes ne définissent alors Buf que pour }u} “ 1. Pourquoi ? Le but de la dérivée
directionnelle dans la direction u est de savoir à quelle vitesse la fonction monte lorsque l’on se
déplace en suivant la direction u. Cette information n’aura un caractère « objectif » que si l’on
avance à une vitesse donnée. En effet, si on se déplace deux fois plus vite, la fonction montera deux
fois plus vite. Par convention, on demande alors d’avancer à vitesse 1.

Ici, pour être plus souple en termes de notations et de manipulations, nous définissons Buf
pour tout u (non nul). Nous devons cependant garder en tête que le nombre pBvfqpaq ne peut pas
être interprété comme étant une « vitesse de croissance de f en a » de façon trop sérieuse.

Cas particulier où n “ 2 :

a “ pa1, a2q, u “ pu1, u2q et
Bf
Bu pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` tu1, a2 ` tu2q ´ fpa1, a2q
t

Un cas particulier des dérivées directionnelles est la dérivée partielle. Si nous considérons la
base canonique ei de Rn, nous notons

Bf
Bxi “

Bf
Bei . (13.383)

Dans le cas d’une fonction à deux variables, nous avons donc les deux dérivées partielles

Bf
Bx paq et Bf

By paq (13.384)

qui correspondent aux dérivées directionnelles dans les directions des axes. Ces deux nombres
représentent de combien la fonction f monte lorsqu’on part de a en se déplaçant dans le sens des
axes X et Y .
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13.17.1.1 Quelques propriétés et notations

(1) @α P R, si v “ αu, alors BfBv paq “ α Bf
Bupaq.

(2) Si on prend u “ ej le jème vecteur de la base canonique de Rn, alors

Bf
Bej paq “

Bf
Bxj paq

c’est-à-dire que la dérivée de f au point a dans la direction ej est la dérivée partielle de f
par rapport à sa jème variable.

(3) Une fonction peut être dérivable dans certaines directions mais pas dans d’autres (rappelez
vous que si la limite à droite est différente de la limite à gauche, la limite n’existe pas).

(4) Même si une fonction est dérivable en un point dans toutes les directions, on n’est pas sûr
qu’elle soit continue en ce point. La dérivabilité directionnelle n’est donc pas une notion suf-
fisante pour assurer la continuité. C’est pourquoi on introduit le concept de différentiabilité.

Proposition 13.167.
Soit u un vecteur de norme 1 dans Rm et soit v “ λu, avec λ dans R. La fonction f est dérivable
suivant v au point a si et seulement si f est dérivable suivant u au point a, en outre

Bvfpaq “ λBufpaq.
Démonstration.

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tvq ´ fpaq
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tλuq ´ fpaq
t

“

“ λ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tλuq ´ fpaq
λt

“ λBufpaq.
(13.385)

Définition 13.168.
Soit f une application de U Ă Rm dans R. On appelle dérivées partielles de f au point a les
dérivées de f suivant les vecteurs de base e1, . . . , em au point a, si elles existent.

Si m “ 2, 3 on peut utiliser la notation fx, Bx ou B1 pour la dérivée partielle suivant e1, fy, By
ou B2 pour la dérivée partielle suivant e2 et fz, Bz ou B3 pour la dérivée partielle suivant e3. En
général, nous écrivons Bi pour noter la la dérivée partielle suivant ei.

Des exemples faisons intervenir les fonctions trigonométriques, exponentielles et logarithme
sont les exemples 19.212, 16.65.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant les p ´ 1 variables
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée
xi-ème section de f en x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp. L’i-ème dérivée partielle de f au point a “
px1, . . . , xmq est la dérivée de l’i-ème section de f au point xi. En pratique, pour calculer les dérivées
partielles d’une fonction on fait une dérivation par rapport à la variable choisie en considérant les
autres variables comme des constantes.

Exemple 13.169
Considérons la fonction fpx, yq “ 2xy2. Lorsque nous calculons Bxfpx, yq, nous faisons comme si
y était constant. Nous avons donc Bxfpx, yq “ 2y2. Par contre lors du calcul de Byfpx, yq, nous
prenons x comme une constante. La dérivée de y2 par rapport à y est évidemment 2y, et par
conséquent, Byfpx, yq “ 4xy. 4

Définition 13.170.
Soit f une application de U Ă Rm dans R et u un vecteur de Rm. La fonction f est dérivable
sur U suivant le vecteur u, si f est dérivable suivant le vecteur u en tout point de U .
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Pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité en un point a implique la continuité en
a. Cela n’est pas vrai pour les fonctions de plusieurs variables : il existe des fonctions f qui sont
dérivables suivant tout vecteur au point a sans pour autant être continue en a.

Exemple 13.171
Considérons la fonction f : R2 Ñ R

fpx, yq “
#

x2y
x4`y2 si px, yq ‰ p0, 0q,
0 sinon.

(13.386)

Pour voir que f n’est pas continue en p0, 0q il suffit de calculer la limite de f restreinte à la parabole
y “ x2

lim
xÑ0

fpx, x2q “ 1
2 ‰ 0.

Pourtant la fonction f est dérivable en p0, 0q dans toutes les directions. En effet, soit v “ pv1, v2q.
Si v2 ‰ 0, alors

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

t3v2
1v

2

t5v4
1 ` t3v2

2
“ v2

1
v2
,

tandis que si v2 “ 0, alors la valeur de fptv1, 0q est 0 pour tout t et v1, donc la dérivée partielle de
f par rapport à x en l’origine existe et est nulle. 4

Exemple 13.172
Pour une fonction réelle à variable réelle, la dérivabilité entraine la continuité. Il n’en va pas de
même pour les fonctions à plusieurs variables, comme le montre l’exemple suivant :

fpx, yq “
#

0 si x “ 0
y
x

a
x2 ` y2 sinon.

(13.387)

Nous avons tout de suite Bf
By p0, 0q “ 0. (13.388)

De plus si ux ‰ 0 nous avons
Bf
Bu p0, 0q “

uy
ux
}u}. (13.389)

Donc toutes les dérivées directionnelles de f en p0, 0q existent alors que la fonction n’y est mani-
festement pas continue. En effet sous forme polaire,

fpr, θq “ r sinpθq
cospθq , (13.390)

et quelle que soit la valeur de r, en prenant θ suffisamment proche de π{2, la fraction peut être
arbitrairement grande.

Nous verrons par la proposition 13.193 que la différentiabilité d’une fonction implique sa conti-
nuité. 4

Théorème 13.173 (Accroissement finis pour les dérivées suivant un vecteur).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction. Soient a et b deux points distincts
dans U , tels que le segment 46 ra, bs soit contenu dans U . Soit u le vecteur

u “ b´ a
}b´ a}m .

Si Bufpxq existe pour tout x dans ra, bs on a

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}Bufpxq}n}b´ a}m.
46. Définition 8.33.



13.17. DÉRIVÉE DIRECTIONNELLE 713

Démonstration. Nous considérons la fonction gptq “ f
`p1´ tqa´ tb˘. Elle décrit la droite entre a

et b parce que gp0q “ a et gp1q “ b. En ce qui concerne la dérivée,

g1ptq “ lim
hÑ0

gpt` hq ´ gptq
h

“ lim
hÑ0

f
`p1´ t´ hqa´ pt` hqb˘

h

“ lim
hÑ0

f
`
a` pt` hqpb´ aq˘´ f`a` tpb´ aq˘

h

“ BfBu
`
a` tpb´ aq˘}b´ a}.

(13.391)

Le dernier facteur }b ´ a} apparaît pour la normalisation du vecteur u. En effet dans la limite, il
apparaît hpb´ aq, ce qui donnerait la dérivée le long de b´ a, tandis que u vaut pb´ aq{}b´ a}.

Par le théorème des accroissements finis pour g, il existe t0 P s0, 1r tel que
gp1q “ gp0q ` g1pt0qp1´ 0q. (13.392)

Donc
}gp1q ´ gp0q} ď sup

t0
}g1pt0q} “

ÿ

t0Ps0,1r

››››
Bf
Bu pa` t0pb´ aqq

›››› }b´ a}. (13.393)

Mais lorsque t0 parcours s0, 1r, le point a` t0pb´aq parcours le segment sa, br, d’où le résultat.

Corollaire 13.174.
Dans les mêmes hypothèses, si n “ 1, alors il existe x̄ dans sa, br tel que

fpbq ´ fpaq “ Bufpx̄q}b´ a}m.
Définition 13.175.
Le nombre

lim
tÑ0

f
`
a` tu1, b` tu2

˘´ fpa, bq
t

(13.394)

est la dérivée directionnelle de f dans la direction de u au point pa, bq. Il sera noté

Bf
Bu pa, bq, (13.395)

ou plus simplement Bufpa, bq.
Lorsque f est différentiable, la dérivée directionnelle est donnée par

Bf
Bu ppq “ ∇fppq·u. (13.396)

13.17.2 Gradient : direction de plus grande pente

Étant donné que u est de norme 1, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

ˇ̌
∇fpa, bq·

ˆ
u1
u2

˙ ˇ̌ ď }∇fpa, bq}. (13.397)

Donc
´ }∇fppq} ď ∇fppq·u ď }∇fppq}. (13.398)

La norme de la dérivée directionnelle (qui est la valeur absolue du nombre au centre) est donc
« coincée » entre ´}∇fppq} et }∇fppq}. Prenons par exemple

u “ ∇fppq
}∇fppq} . (13.399)
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Dans ce cas, nous avons exactement

∇fppq·u “ }∇fppq}, (13.400)

qui est la valeur maximale que la dérivée directionnelle peut prendre.
La direction du gradient est donc la direction suivant laquelle la dérivée directionnelle est la

plus grande. Pour la même raison, la dérivée directionnelle est la plus petite dans le sens opposé
au gradient.

En termes bien clairs : lorsqu’on veut aller le plus vite possible au ski, on prend la direction
du gradient de la piste de ski. C’est dans cette direction que ça descend le plus vite. Dans quelle
direction vont les débutants ? Ils vont perpendiculairement à la pente (ce qui ennuie tout le monde,
mais c’est un autre problème). Les débutants vont donc dans la direction perpendiculaire au
gradient. Prenons donc u K ∇fppq et calculons la dérivée directionnelle de f dans la direction u
en utilisant la formule 13.396 : Bf

Bu ppq “ ∇fppq·u “ 0 (13.401)

parce que nous avons choisi u K ∇fppq. Nous voyons donc que les débutants en ski ont eu la bonne
intuition que la direction dans laquelle la piste ne descend pas, c’est la direction perpendiculaire
au gradient.

C’est aussi pour cela que l’on a tendance à faire du zig-zag à vélo lorsqu’on monte une pente très
forte et qu’on est fatigué. C’est toujours pour cela que les routes de montagne font de longs lacets.
La montée est moins rude en suivant une direction proche d’être perpendiculaire au gradient !

Théorème 13.176.
Le gradient des fonctions suit à peu près les mêmes règles que les dérivées. Soient f et g deux
fonctions différentiables. Nous avons entre autres
(1) ∇pf ` gq “ ∇f `∇g ;
(2) ∇pfgqpa, bq “ gpa, bq∇fpa, bq ` fpa, bq∇gpa, bq ;
(3) Dès que gpa, bq ‰ 0, nous avons

∇f

g
“ gpa, bq∇fpa, bq ´ fpa, bq∇gpa, bq

gpa, bq2 . (13.402)

13.17.3 Gradient : orthogonal au plan tangent

Vu que le gradient d’une fonction est la direction de plus grande pente et que le plan tangent
est le plan de plus petite pente, quoi de plus naturel que de penser que le gradient est orthogonal
au plan tangent ?

Lemme 13.177.
Soit φ : Rn Ñ R une fonction de classe C1 et la partie

Γ “ tx P Rn tel que φpxq “ Cu (13.403)

pour une certaine constante C.
Soit x0 P Γ. Le gradient de φ en x0 est orthogonal au plan tangent à Γ en x0.

Démonstration. Un vecteur tangent à Γ en x0 est de la forme γ1p0q où γ : RÑ Γ vérifie γp0q “ x0.
Vu que φ est constante sur Γ nous avons

d

ds

”
φ
`
γpsq˘

ı
s“0

“ 0, (13.404)

ce qui donne ÿ

i

Bφ
Bxi

`
γp0q˘γ1ip0q “ 0, (13.405)

ce qui signifie exactement xp∇φqpx0q, γ1p0qy “ 0. Le vecteur p∇φqpx0q est donc perpendiculaire à
tout vecteur tangent de Γ en x0.
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13.18 Dérivée directionnelle de fonctions composées
Nous savons déjà comment dériver les fonctions composées de R dans R. Si nous avons deux

fonctions f : R Ñ R et u : R Ñ R, nous formons la composée ϕ “ f ˝ u : R Ñ R dont la dérivée
vaut

ϕ1paq “ f 1
`
upaq˘u1paq. (13.406)

Considérons maintenant le cas un peu plus compliqué des fonctions f : RÑ R et u : R2 Ñ R,
et de la composée

ϕ : R2 Ñ R

ϕpx, yq “ f
`
upx, yq˘. (13.407)

Afin de calculer la dérivée partielle de ϕ par rapport à x, nous admettons que pour tout a, b et t,
il existe c P ra, a` ts tel que

upa` t, bq “ upa, bq ` tBuBxpc, bq. (13.408)

Cela est une généralisation immédiate du théorème 13.129. Nous devons calculer

Bϕ
Bx pa, bq “ lim

tÑ0

ϕpa` t, bq ´ ϕpa, bq
t

“ lim
tÑ0

f
`
upa` t, bq˘´ g`upa, bq˘

t
. (13.409)

Étant donné l’hypothèse que nous avons faite sur u, nous avons

f
`
upa` t, bq˘ “ f

`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘
. (13.410)

En utilisant le théorème des accroissements finis pour f , nous avons un point d entre upa, bq et
upa, bq ` tBuBxpc, bq tel que

f
`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘ “ f
`
upa, bq˘` tBuBxpc, bqf

1pdq. (13.411)

Le numérateur de (13.409) devient donc

t
Bu
Bxpc, bqf

1pdq. (13.412)

Certes les points c et d sont inconnus, mais nous savons que c est entre a et a ` t ainsi que d se
situe entre upa, bq et upa, bq ` tBuBxpc, bq. Lorsque nous prenons la limite t Ñ 0, nous avons donc
limtÑ0 c “ a et limtÑ0 d “ upa, bq. Nous avons alors

lim
tÑ0

tBuBxpc, bqf 1pdq
t

“ BuBxpa, bqf
1`upa, bq˘. (13.413)

La formule que nous avons obtenue (de façon pas très rigoureuse) est

B
Bxf

`
upx, yq˘ “ BuBxpx, yqf

1`upx, yq˘. (13.414)

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué où nous voudrions savoir les dérivées par-
tielles de la fonction ϕ donnée par

ϕpx, y, zq “ f
`
upx, yq, vpx, y, zq˘ (13.415)

où f : R2 Ñ R, u : R2 Ñ R et v : R3 Ñ R.
Commençons par la dérivée partielle par rapport à z. Étant donné que ϕ ne dépend de z que

via la seconde entrée de f , il est normal que seule la dérivée partielle de f par rapport à sa seconde
entrée arrive dans la formule :

Bϕ
Bz px, y, zq “

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBz px, y, zq. (13.416)
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La dérivée partielle par rapport à y demande de tenir compte en même temps de la façon dont f
varie avec sa première entrée et la façon dont elle varie avec sa seconde entrée ; cela nous fait deux
termes :

Bϕ
By px, y, zq “

Bf
Bu

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BuBy px, yq `

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBy px, y, zq. (13.417)

Cette formule a une interprétation simple. Lançons un caillou du sommet d’une falaise. Son
mouvement est une chute libre avec une vitesse initiale horizontale :

$
&
%
xptq “ v0t (13.418a)

yptq “ h0 ´ gt2

2 (13.418b)

où v0 est la vitesse initiale horizontale et h0 est la hauteur de la falaise. Si nous sommes intéressés
à la distance entre le caillou et le bas de la falaise (point p0, 0q), le théorème de Pythagore nous
dit que

dptq “a
x2ptq, y2ptq. (13.419)

Pour trouver la variation de la distance par rapport au temps il faut savoir de combien la distance
varie lorsque x varie et multiplier par la variation de x par rapport à t, et puis faire la même chose
avec y.

Théorème 13.178.
Soit g : Rm Ñ Rn une fonction différentiable 47 en a, et f : Rn Ñ Rp une fonction différentiable
en gpaq. Si nous définissons ϕpxq “ pf ˝ gqpxq, alors pour tout i “ 1, . . . ,m, nous avons

Bϕ
Bxi paq “

nÿ

k“1

Bf
Byk

`
gpaq˘ BgBxi (13.420)

où Bf
Byk dénote la dérivée partielle de f par rapport à sa k-ième variable.

Donnons un exemple d’utilisation de cette formule. Si

g : R2 Ñ R3

f : R3 Ñ R,
(13.421)

nous avons ϕ : R2 Ñ R. Les dérivées partielles de ϕ sont données par les formules

Bϕ
Bx px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

Bx px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

Bx px, yq (13.422)

et

Bϕ
By px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

By px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

By px, yq (13.423)

Notez que les dérivées de ϕ et des composantes de g sont calculées en px, yq, tandis que celles de
f sont calculées en gpx, yq.

13.19 Formes différentielles

Nous parlerons de formes différentielles exactes et fermées dans la section 21.82.

47. Je ne suis pas certain que l’hypothèse de différentiabilité soit obligatoire.
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13.19.1 Décomposition dans la base duale

Définition 13.179.
Soit U , un ouvert dans Rn. Une 1-forme différentielle ω sur U est une application

ω : U Ñ pRnq˚
x ÞÑ ωx.

(13.424)

Remarque 13.180.
L’ensemble des 1-formes différentielles forment un espace vectoriel avec les définitions

pλωqxpvq “ λωxpvq
pω ` µqxpvq “ ωxpvq ` µxpvq. (13.425)

Nous connaissons la de pRnq˚ définie en 4.113. Nous allons noter ces formes par dxi :

e1̊ “ dx1 : v ÞÑ v1
...

en̊ “ dxn : v ÞÑ vn

(13.426)

Toute forme différentielle s’écrit
ωx “

nÿ

i“0
aipxqdxi (13.427)

où a1, . . . , an sont les composantes de ω dans la base usuelle, et sont des fonctions à valeurs réelles.

Lemme 13.181.
Une 1-forme différentielle est continue si les fonctions ai sont continues. La forme sera Ck quand
les ai seront Ck.

Pour un vecteur v “ pv1, . . . , vnq on a donc par définition de dxi

ωxpvq “
nÿ

i“0
aipxqvi. (13.428)

Ces fonctions ai peuvent être trouvées en appliquant ω aux éléments de la base canonique de Rn :

ajpxq “ ωxpejq (13.429)

parce que ωxpejq “ ř
i aipxqdxipeiq “

ř
i aipxqδij “ ajpxq.

13.19.2 L’isomorphisme musical

Si G est un champ de vecteur sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons définissons

G5x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (13.430)

Pour chaque x, l’application G5x est une forme sur Rn, c’est-à-dire une application linéaire de
Rn vers R. Nous écrivons que

G5x P
`
Rn

˘˚
. (13.431)

Nous pouvons ainsi déterminer le développement de G5 dans la base des dxi en faisant le calcul

G5xpeiq “ xGpxq, eiy “ Gipxq, (13.432)

donc les composantes de G5 dans la base dxi sont exactement les composantes de G dans la base
ei :

G5x “ G1pxqdx1 ` ¨ ¨ ¨ `Gnpxqdxn. (13.433)
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La construction inverse existe également. Si ω est une 1-forme différentielle, nous pouvons
définir le champ de vecteur ω7 par la formule (implicite)

ωxpvq “ xω7pxq, vy (13.434)

pour tout v P Rn. Par définition, pω7q5 “ ω.

Lemme 13.182.
En composantes nous avons :

ω7pxq “ `
a1pxq, . . . , anpxq

˘
. (13.435)

Si G est un champ de vecteurs, alors pG5q7 “ G.

13.20 Différentielle

Nous avons déjà donné une définition abstraite de la différentielle dans la définition 12.133.
Nous en voyons maintenant quelque motivations dans le cas de fonctions sur R2 ou Rn.

13.20.1 Exemples introductifs

La notion de dérivée est associée à la recherche de la droite tangente à une courbe. Reprenons
rapidement le cheminement. La dérivée de f : RÑ R au point a est un nombre f 1paq, qui définit
donc une application linéaire dont le coefficients angulaire est f 1paq, et que nous notons dfa :

dfa : RÑ R

u ÞÑ f 1paqu. (13.436)

La droite donnée par l’équation
ypa` uq “ f 1paqu (13.437)

est parallèle à la tangente en a. Pour trouver la tangente, il suffit de la décaler de la hauteur qu’il
faut. L’équation de la droite tangente au graphe de f au point

`
a, fpaq˘ devient

ypxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq “ fpaq ` dfapx´ aq. (13.438)

Nous nous proposons de généraliser cette formule au cas de la recherche du plan tangent à une
surface.

Exemple 13.183
Considérons fpx, yq “ x2y ` y2ex. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ 2xy ` y2ex

Bf
By “ x2 ` 2yex.

(13.439)

4

Cet exemple était l’exemple facile où tout se passe bien.

Exemple 13.184
Les choses sont moins simples lorsqu’on considère la fonction suivante :

fpx, yq “
#

xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q. (13.440)
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On voit que pour tout x et tout y, nous avons fpx, 0q “ fp0, yq “ 0. Donc cette fonction est nulle
sur les axes horizontaux et verticaux. Nous avons en particulier

Bf
Bx p0, 0q “ 0
Bf
By p0, 0q “ 0.

(13.441)

Donc ces dérivées partielles existe.
Il n’est par contre pas question de dire que cette fonction « va bien » autour du point p0, 0q.

En effet si nous regardons sa valeur sur la droite diagonale y “ x, nous avons

fpx, xq “ x2

2x2 “
1
2 . (13.442)

Par conséquent si nous suivons la fonction le long de la droite y “ x, la hauteur vaut 1
2 en

permanence, sauf juste en p0, 0q où la fonction fait un grand plongeon !

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=(x*y)/(x**2+y**2)
sage: plot3d(f,(x,-2,2),y(-2,2))

D’ailleurs elle fait un plongeon le long de toutes les droites (sauf verticale et horizontale). En
effet si nous regardons la fonction le long de la droite y “ mx, nous avons

fpx,mxq “ mx2

x2 `m2x2 “
m

1`m2 . (13.443)

La fonction est donc constante sur chacune de ces droites. Il n’est donc pas question de dire que
cette fonction est « dérivable » en p0, 0q, vu qu’elle fait des grands sauts dans presque toutes les
directions. 4

Nous devons donc trouver mieux que les dérivées partielles pour étudier le comportement des
fonctions un peu problématiques.

13.20.2 Différentielle

Nous nous souvenons de l’équation (13.231) qui nous dit que pour une fonction d’une variable
la dérivabilité signifiait qu’il existait un nombre ` et une fonction α tels que

fpxq “ fpaq ` `px´ aq ` px´ aqαpx´ aq (13.444)

et limtÑ0 αptq “ 0.
En nous inspirant de cela, nous comprenons peut-être un peu le pourquoi de la définition 12.133.

13.185.
L’objet dfa est en soi une application dfa : Rm Ñ Rn. Nous notons dfapuq la valeur de dfa sur le
vecteur u P Rm. En particulier, l’application df est une forme différentielle au sens de la défini-
tion 13.179.

13.186.
Les propositions 13.196 et 13.199 vont montrer qu’en étudiant bien les dérivées partielles, nous
pouvons conclure à la différentiabilité d’une fonction. Attention cependant, nous verrons dans
l’exemple 13.205 que l’existence des dérivées directionnelles partielles ne permettait pas de conclure
à la différentiabilité.
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13.20.3 Matrice de la différentielle

La différentielle est une application linéaire. Elle possède donc une matrice lorsque des bases
sont fixées.

Proposition 13.187.
Soient une application différentiable f : Rm Ñ Rn et a P Rm. Dans les bases canoniques de Rm et
Rn, la matrice de dfa est

pdfaqij “ Bfi
Bxj paq. (13.445)

Démonstration. Le lien entre matrice et application linéaire est fait dans la proposition 4.63. Dans
le cas des bases canoniques de Rm et Rn nous savons qu’extraire une composante revient à prendre
le produit scalaire. Nous avons donc

pdfaqij “
`
dfapejq

˘
i
“ dfapejq· ei. (13.446)

La linéarité de la dérivation donne alors

pdfaqij “ dfapejq· ei “ d

dt

”
fpa` tejq

ı
t“0

· ei “ d

dt

”
fipa` tejq

ı
t“0

“ Bfi
Bxj paq. (13.447)

13.20.4 Quelques propriétés

Lemme 13.188.
La différentielle d’une application linéaire est l’application elle-même. Plus précisément : soit une
application linéaire f : E Ñ F . Alors nous avons, pour tout a P E et u P E :

dfapuq “ fpuq. (13.448)

Démonstration. Pour rappel, toujours bon à avoir en tête : df : E Ñ LpE,F q. En posant T puq “
fpuq nous avons :

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}F
}h}E “ 0 (13.449)

parce que le numérateur est nul pour tout h.

Lemme 13.189 ([1]).
Soit une fonction g : RÑ R de classe C8. Nous posons

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq. (13.450)

Alors f est de classe C8 sur R2.

Démonstration. Le problème lorsqu’il faut démontrer qu’une fonction est de classe C8, c’est que
dkf sera une application de R2 vers un espace qui est un terrible emboîtement de LpR2, . . .q.
Pour traiter cette difficulté, nous considérons les espaces suivants : V0 “ R et par récurrence
Vk`1 “ LpR2, Vkq.

Et nous considérons également les éléments

α1 : R2 Ñ R

pu, vq ÞÑ u
(13.451)

et plus généralement αk P Vk donné par

αk : R2 Ñ Vk´1

pu, vq ÞÑ uαk´1.
(13.452)
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Notons que dans l’expression uαk´1, il s’agit d’un produit entre un scalaire u P R et un vecteur
αk`1 P Vk´1.

Nous prouvons maintenant par récurrence que dkfpa,bq “ gpkqpaqαk, en utilisant directement la
définition.

Initialisation Pour k “ 1, nous calculons

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

}h} (13.453)

Notre but est de calculer la limite de cela lorsque h R2ÝÑ 0 avec h ‰ 0. L’hypothèse sur la
dérivabilité de g nous indique que si 0 ă |t| ă δ, alors

|gpa` tq ´ gpaq ´ tg1paq|
|t| ă ε. (13.454)

Nous considérons donc la boule épointée de R2 de rayon δ : B “ B
`p0, 0q, δ˘ztp0, 0qu, et nous

considérons h P B. Deux cas sont à distinguer : h1 “ 0 et h1 ‰ 0.
Si h1 “ 0, alors

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} “ 0. (13.455)

Sinon nous avons 0 ă h1 ď }h} ă δ et donc

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} ď |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

|h1| ă ε (13.456)

par la relation (13.454). Nous avons donc bien

lim
hÑ0

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ 0. (13.457)

Récurrence Nous supposons que dkfa,b “ gpkqpaqαk, et nous devons prouver que dkf est différen-
tiable et que dk`1fpa,bq “ gpk`1qpaqαk`1. Pour cela nous introduisons tout dans la définition
de la différentielle pour voir ce qui arrive.
Nous avons :

dkfpa`h1,b`h2q ´ dkfpa,bq ´ gpk`1qpaqαk`1ph1, h2q
}h} “ gpkqpa` h1qαk ´ gpkqpaqαk ´ gpk`1qpaqh1αk

}h} .

(13.458)
Cela est, pour chaque h ‰ 0, un élément Vk, mais le coefficient αk se factorise de telle sorte
que nous devons seulement calculer la limite (si elle existe)

lim
hÑ0

gpkqpa` h1q ´ gpkqpaq ´ h1gpk`1qpaq
}h} . (13.459)

Le même jeu de séparation entre h1 “ 0 et h1 ‰ 0 que dans le cas k “ 1 nous permet de
déduire que cette limite existe et vaut zéro, grace à la définition de gpk`1q.

Nous avons donc prouvé que f est différentiable autant que fois que souhaité. Elle est donc de
classe C8 comme annoncé.

13.20.5 Différentielle, dual et forme différentielle

13.20.5.1 Dans la base duale

Nous avons déjà parlé en (13.426) de la base tdxiui“1,...,n des formes différentielles sur Rn.
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Proposition 13.190.
La forme de base dxi est la différentielle de la fonction de projection

proji : Rn Ñ R

v ÞÑ vi.
(13.460)

Autrement dit nous avons
dpprojiqa “ dxi (13.461)

pour tout i et pour tout a.

Démonstration. Le quotient

projipa` hq ´ projipaq ´ dxiphq
}h} (13.462)

est toujours nul. La limite est a fortiori nulle.

Nous avons donc pd projiqa “ dxi pour tout a. Notons que les fonctions dxi et proji sont les
mêmes. Cela justifie la notation « dxi » pour les formes différentielles de base, parce que ce sont
les différentielles des fonctions « coordonnées » que nous pouvons noter xi.

Étant donné une fonction f , il est légitime de nous demander comment (si elle existe) la
différentielle se décompose en chaque point dans la base duale. C’est-à-dire fixer les fonctions ai
en termes des dérivées de f pour avoir

dfa “
nÿ

i“1

Bf
Bxi paqdxi. (13.463)

C’est ce que nous allons faire dans le corollaire 13.194.

Exemple 13.191
Si F : R2 Ñ R est une fonction C2, sa différentielle est la forme

dF “ BFBx dx`
BF
By dy. (13.464)

Si nous nommons f et g les fonctions BxF et ByF , nous avons donc
Df “ fdx` gdy, (13.465)

qui vérifie
Byf “ Bxg, (13.466)

parce que Bf
By “ B2F

BxBy “ B2F
ByBx “ Bg

Bx . Ce que nous avons donc prouvé, c’est que 4

Lemme 13.192.
Si fdx` gdy est la différentielle d’une fonction de classe C2 sur R2, alors Byf “ Bxg.

13.20.6 Ce n’est pas la différentielle extérieure

Il existe une notion de différentielle extérieure, mais ce n’est pas celle-là que nous utilisons la
majorité du temps. En particulier si E et F sont des espaces vectoriels normés, lorsque f : E Ñ F
est une fonction, df est une application

df : E Ñ LpE,F q (13.467)

et la différentielle seconde est la différentielle de cette application-là. Chose faisable parce que
LpE,F q est un espace vectoriel on ne peut plus respectable.
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SoitD Ă Rn. Par définition de la différentielle extérieure d’une 1-forme, nous avons une formule
de Leibnitz

dpfωq “ df ^ ω ` fdω. (13.468)

En particulier,
dpfdxq “ df ^ dx` f dpdxqloomoon

“0

“ BfBxdx dx^ dxlooomooon
“0

`BfBy dy ^ dx. (13.469)

Attention : la différentielle extérieure n’est pas la différentielle usuelle. Certes dans le cas d’une
0-forme (c’est-à-dire d’une fonction), les deux notions coïncident, mais ça ne va pas plus loin. La
différentielle extérieure vérifie d2ω “ 0 pour tout ω, y compris pour les fonctions : si ω “ df alors
dω “ 0.

Nous mentionnerons la différentielle extérieure dans le cas de
(1) Théorème de Stockes 21.73.

13.20.7 Fonctions composées

Cette façon de voir la différentielle nous permet de jeter un nouveau regard sur la formule de
différentiation des fonctions composées. Soient

f : Rp Ñ Rn

g : Rn Ñ R,
(13.470)

et h : Rp Ñ R définie par
hpuq “ h

`
fpuq˘ “ pg ˝ fqpuq. (13.471)

Nous allons noter x les coordonnées de Rp, a un point de Rp et u, un vecteur de Rp accroché au
point a. Pour Rn, les notations seront que les coordonnées sont y, b est un point de Rn et v est
un vecteur « accroché » au point b.

Nous avons
dgbpvq “

nÿ

i“1

Bg
Byi pbqdyipvq. (13.472)

Ici dyipvq signifie la ième composante de v. C’est simplement vi. Cette formule étant valable pour
tout point b P Rn et pour tout vecteur v, nous pouvons l’écrire en particulier pour

"
b “ fpaq (13.473a)
v “ dfapuq. (13.473b)

Cela donne
dgfpaq

`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘dyi

`
dfapuq

˘
. (13.474)

Mais

dfapuq “
pÿ

j“1

Bf
Bxj paqdxjpuq, (13.475)

donc la ième composante de ce vecteur est

`
dfapuq

˘
i
“

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (13.476)

En remplaçant dyi
`
dfapuq

˘
par cela dans l’expression (13.474), nous trouvons

dgfpaq
`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (13.477)
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Nous pouvons vérifier que cela est la différentielle de g ˝ f au point a appliquée au vecteur u. En
effet

dpg ˝ fqapuq “
pÿ

j“1

Bpg ˝ fq
Bxj paqdxjpuq, (13.478)

tandis que, par la dérivation de fonctions composées,

Bpg ˝ fq
Bxj paq “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘ BfiBxj paq. (13.479)

Au final, ce que nous avons prouvé est que

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq

˘
. (13.480)

13.20.8 Continuité, dérivabilité et différentiabilité

Le théorème suivant reprend les principales propriétés d’une fonction différentiable. Il est à ne
pas confondre avec la proposition 13.223 qui dira que si les dérivées partielles sont continues sur
un voisinage de a, alors f est différentiable en a.

Proposition 13.193.
Si f est différentiable au point a P Rn alors
(1) elle est continue en a,
(2) elle admet une dérivée dans toutes les directions de Rm,
(3) toutes les dérivées directionnelles Bufpaq existent et nous avons l’égalité

dfa : Rn Ñ Rm

u ÞÑ dfapuq “ BfBu paq “
ÿ

i

Bf
Bxi paqui,

(13.481)

si les ui sont les composantes de u dans la base canonique de Rn.

La dernière égalité sera de temps en temps utilisée sous la forme

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

. (13.482)

Démonstration. La limite

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n
}h}m “ 0,

implique que
lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n “ 0.

Comme T est dans LpRm,Rnq, on a limhÑ0 T phq “ 0, d’où la continuité de f au point a.
Si u est un vecteur non nul, la différentiabilité de f au point a implique

lim
tÑ0

}fpa` tuq ´ fpaq ´ T ptuq}n
}tu}m “ 0,

par la linéarité de T et par l’égalité }tu}m “ |t|}u}m on obtient

lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq
|t| “ T puq.

Donc f est dérivable suivant le vecteur u et Bufpaq “ T puq “ dfapuq.
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Corollaire 13.194.
Si f est différentiable, alors la forme différentielle dfa se décompose en

dfaf “
ÿ

i

pBifqpaqdxi. (13.483)

Démonstration. Vue la définition des formes dxi nous pouvons remplacer ui par dxipuq dans l’éga-
lité (13.481) et écrire

dfapuq “
ÿ

i

pBifqpaqdxipuq (13.484)

et donc écrire l’égalité demandée.

Le lemme suivant regroupe quelques égalités avec lesquelles nous allons souvent travailler. Il
explique comment sont liés les dérivées directionnelles, les dérivées partielles et la différentielle.

Lemme 13.195.
Si f : Rm Ñ Rn est une fonction différentiable, alors

dfapuq “ BfBu paq “
d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq “ ∇fpaq·u (13.485)

pour tout vecteur u P Rm

Démonstration. La première égalité est la proposition 13.193, et la seconde est seulement la défi-
nition de la dérivée directionnelle avec des notations un peu plus snob. En particulier nous avons

dfapeiq “ Bf
Bxi paq. (13.486)

Pour le reste c’est la linéarité de la différentielle qui joue : le vecteur u peut être écrit de façon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de base

u “
mÿ

i“1
uiei, ui P R, @i P t1, . . . ,mu.

Alors, la linéarité de dfa nous donne

dfapuq “ dfa

˜
mÿ

i“1
uiei

¸
“

mÿ

i“1
ui pdfaeiq “

mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq. (13.487)

Le lien avec le gradient est la définition du produit scalaire (11.289).

La formule dfapuq “ d
dt

”
fpa ` tuq

ı
t“0

est bien utile pour calculer des différentielles, mais
elle ne permet pas de prouver que f est différentiable. Autrement dit, même si le calcul de la
dérivée d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

donne un résultat pour tout u, nous ne pouvons pas en déduire que f est
différentiable au point a.

Proposition 13.196.
Soient f une fonction de x et y et un point pa, bq P R2. Si les nombres Bxfpa, bq et Byfpa, bq existent
et s’il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq

` }px, yq ´ pa, bq}α
´
}px, yq ´ pa, bq}

¯ (13.488)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0, (13.489)

alors f est différentiable en pa, bq.
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13.197.
Dans cet énoncé nous avons écrit d

`px, yq, pa, bq˘ la distance entre px, yq et pa, bq, c’est-à-dire le
nombre

apx´ aq2 ` py ´ bq2. Afin d’écrire l’équation (13.488) sous forme plus compacte, nous
introduisons le vecteur

∇fpa, bq “
˜ Bf
Bx pa, bqBf
By pa, bq.

¸
(13.490)

L’équation (13.488) devient alors

fpXq “ fpP q `∇fpa, bq· pX ´ P q ` }X ´ P }α`}X ´ P }˘. (13.491)

Le vecteur p∇fqpa, bq est appelé le gradient de f au point pa, bq.
Remarque 13.198.
Nous avons introduit la notation ∇f pour le gradient d’une fonction f . Nous allons par la suite
introduire ∇ ·F pour la divergence du champ de vecteurs F et ∇ˆ F pour son rotationnel.

Toutes les formules pour ∇f , ∇ ·F et ∇ˆ F peuvent facilement être mémorisées en pensant
à ∇ comme étant le vecteur

∇ “
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚. (13.492)

Nous allons ici cependant seulement penser à (13.492) comme un moyen mnémotechnique ; nous
ne donnons pas de définitions à « ∇ » tout seul.

Proposition 13.199.
Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles Bxfpx, yq et Byfpx, yq qui
sont elles-mêmes des fonctions continues de x et y. Alors la fonction f est différentiable partout.

Proposition 13.200.
Si f est différentiable en pa, bq alors pour tout vecteur u, la fonction

ϕ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q (13.493)

est dérivable en 0 et on a
ϕ1p0q “ ∇fppq·u (13.494)

où nous avons noté p “ pa, bq.
Démonstration. Récrivons la formule (13.491) sous la forme

fpxq “ fppq `∇fppq· px´ pq ` }x´ p}αp}x´ p}q. (13.495)

Cela étant vrai pour tout x, nous l’écrivons en particulier pour x “ p` tu où t est un réel et u est
le vecteur unitaire choisi. Nous avons donc

fpp` tuq “ fppq ` t∇fppq·u` }tu}αp}tu}q. (13.496)

En utilisant le fait que u est unitaire, }tu} “ |t|}u} “ |t|. La dérivée de ϕ en 0 est alors donnée par

lim
tÑ0

fpp` tuq ´ fppq
t

“ lim
tÑ0

∇fppq·u` αp|t|q. (13.497)

Lorsque nous prenons la limite, le membre de gauche devient ϕ1p0q tandis que dans le membre de
droite, le second terme disparaît. Nous avons finalement

ϕ1p0q “ ∇fppq·u (13.498)
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13.20.9 Calcul de valeurs approchées

Si nous remplaçons les accroissements x ´ a et y ´ b par h et k, le critère de différentiabilité
s’écrit

fpa` h, b` kq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqh`
Bf
By pa, bqk

`
a
h2 ` k2α

`a
h2 ` k2

˘
.

(13.499)

Le dernier terme du membre de droite tend vers zéro à une vitesse double lorsque h et k tendent
vers zéro : d’une part parce que

?
h2 ` k2 tend vers zéro et d’autre part parce que α

`?
h2 ` k2

˘

tend vers zéro. Nous avons donc la « bonne » approximation

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq. (13.500)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cette expression est évidemment une généralisation
immédiate de l’équation (13.234). Elle exprime que l’on peut obtenir des informations sur la valeur
d’une fonction en px, yq si on peut calculer la fonction et ses dérivées en un point pa, bq non loin
de px, yq.

Cette formule peut aussi être vue sous la forme suivante, plus pratique dans certains calculs :

fpa`∆x, b`∆yq » fpa, bq `∆xBfBx pa, bq `∆yBfBy pa, bq. (13.501)

Exemple 13.201
Prenons la fonction fpx, yq “ cospxq sinpyq et calculons une approximation de

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘
. (13.502)

D’abord les dérivées partielles sont

Bf
Bx px, yq “ ´ sinpxq sinpyq
Bf
By px, yq “ cospxq cospyq.

(13.503)

Nous allons utiliser l’approximation

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » f

`π
3 ,
π

2
˘` 0.01BfBx

`π
3 ,
π

2
˘` 0.03BfBy

`π
3 ,
π

2
˘
. (13.504)

Nous avons
Bf
Bx

`π
3 ,
π

2
˘ “ ´ sin π3 sin π2 “ ´

?
3

2
Bf
By

`π
3 ,
π

2
˘ “ cos π3 cos π2 “ 0.

(13.505)

Par conséquent

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » 1

2 ´ 0.01
?

3
2 “ 1

2 ´
?

3
200 . (13.506)

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=cos(x)*sin(y)
sage: a=f(pi/3+0.01,pi/2+0.03)
sage: numerical_approx(a)
0.491093815387986
sage: b=1/2-sqrt(3)/200
sage: numerical_approx(b)
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0.491339745962156
sage: numerical_approx(a-b)
-0.000245930574169814

Cela fait une erreur de l’ordre du dix millième.

4

Remarque 13.202.
Les esprits les plus critiques diront que cette vérification pas Sage n’en est pas une parce que Sage
a certainement utilisé un algorithme d’approximation qui se base sur la même idée que ce que nous
venons de faire, et que par conséquent le fait qu’il obtienne le même résultat que nous est un peu
tautologique.

Ils n’auront pas tort. Cependant, le code source de Sage est disponible publiquement 48 ; vous
pouvez aller le lire et vérifier qu’il y a effectivement une preuve que le résultat fourni par Sage
possède une bonne dizaine de décimales correctes.

Cette disponibilité publique du code source est une des nombreuses différences fondamentales
entre Sage et votre calculatrice 49. Dois-je vous rappeler qu’un des principes fondamentaux de
l’éthique scientifique est que les résultats et les méthodes utilisés doivent être absolument ouverts
à la vérification et à la critique de tous ?

dfppuq “ ∇fppq·u. (13.507)

13.20.10 Différentielle et tangente

La notion de dérivée partielle (ou de dérivée suivant un vecteur) pour une fonction de plusieurs
variables n’est pas une généralisation de la notion de dérivée en une variable d’espace. En fait, du
point de vue géométrique, la dérivée de la fonction g : R Ñ R au point a est la pente de la ligne
droite tangente au graphe de g au point pa, gpaqq. Cette ligne, d’équation rpxq “ g1paqx` gpaq, est
la meilleure approximation affine du graphe de g au point a, comme à la figure 13.9.

‚

‚

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6 7

´3

´2

´1

1

2

Figure 13.9 – Tangentes au graphe d’une fonction d’une variable

Le graphe d’une fonction f de R2 dans R est une surface de deux paramètres dans R3. Si l’ap-
proximation affine d’une telle surface au point px, y, fpx, yqq existe, alors elle est un plan tangent.
En dimension plus haute, le graphe de la fonction f : Rm Ñ R est une surface de m paramètres
dans Rm`1 et son approximation affine (si elle existe) est un hyperplan de Rm.

48. Voir http://www.sagemath.org
49. et les autres logiciels de type fenêtre, pomme ou feuille d’érable.

http://www.sagemath.org
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Nous allons voir que si f prend ses valeurs dans Rn l’approximation affine de f au point a est
l’élément de fpaq ` LpRm,Rnq qui ressemble le plus à f au voisinage de a. Plus précisément, on
utilise les définitions suivantes.

Définition 13.203.
Soient f et g deux applications d’un ouvert U de Rm dans Rn. On dit que g est tangente à f au
point a P U si fpaq “ gpaq et

lim
xÑa
x‰a

}fpxq ´ gpxq}n
}x´ a}m “ 0.

La relation de tangence est une relation d’équivalence. Nous sommes particulièrement intéressés
par le cas où f admet une application affine tangente au point a.

εphq
T phq

h

‚
fpaq

‚

‚
fpxq

‚

‚
a

‚
x

Figure 13.10 – Interprétation géométrique de la différentielle.

En ce qui concerne l’interprétation géométrique, si nous regardons la figure 13.10, et d’ailleurs
aussi en voyant la définition 12.300, la fonction est différentiable et la différentielle est T s’il existe
une fonction α telle que

fpa` uq ´ fpaq ´ T puq “ αpuq (13.508)
où la fonction α satisfait

lim
uÑ0

}αpuq}
}u} “ 0 (13.509)

C’est cela qui fait écrire fpa`uq´ fpaq´ dfapuq “ op}u}q à ceux qui n’ont pas peur de la notation
o.

La différentielle dfa est donc la partie linéaire de l’application affine qui approxime au mieux
la fonction f autour du point a. La notion de différentielle est la vraie généralisation du concept
de dérivée pour fonctions de plusieurs variables, en outre elle nous permet d’expliciter la relation
qui associe au vecteur u la dérivée Bufpaq, pour f et a fixés.

Remarque 13.204.
Si on remplace les normes }· }m et }· }n par d’autres normes, l’existence et la valeur de la
différentielle de f au point a ne sont pas remises en cause. En effet, soient }· }M une norme sur
Rm et }· }N une norme sur Rn. Par le théorème 12.6, ces normes sont équivalentes à }.}m et }.}n
respectivement ; il existe donc des constantes k, K, l, L ą 0 telles que pour tout vecteur u de Rm

et tout vecteur v de Rn

k}u}M ď }u}m ď K}u}M ,
l}v}N ď }v}n ď L}v}N .

Les éléments de LpRm,Rnq sont les mêmes et on a
l

K

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M ď }fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n}h}m ď

ď L

k

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M .

(13.510)
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Il est donc possible, pour démontrer la différentiabilité ou pour calculer la différentielle, d’utiliser
le critère (12.300) avec une norme au choix. Parfois c’est utile.

13.20.11 Prouver qu’une fonction n’est pas différentiable

Chacun des points du théorème 13.193 est en soi un critère pour montrer qu’une fonction n’est
pas différentiable en un point.

13.20.11.1 Continuité

Le premier critère à vérifier est donc la continuité. Si une fonction n’est pas continue en un
point, alors elle n’y sera pas différentiable. Pour rappel, la continuité en a se teste en vérifiant si
limxÑa fpxq “ fpaq.

13.20.11.2 Linéarité

Un second test est la linéarité de la dérivée directionnelle par rapport à la direction : l’appli-
cation u ÞÑ Bf

Bupaq doit être linéaire, sinon dfa n’existe pas.

Exemple 13.205
Examinons la fonction

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ
#

xy2

x2`y4 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(13.511)

Prenons u “ pu1, u2q et calculons la dérivée de f dans la direction de u au point p0, 0q :
Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

1
t

ˆ
tu1t2u2

t2u2
1 ` t4u4

2

˙

“ lim
tÑ0

ˆ
u1u2

2
u2

1 ` t2u4
2

˙

“
#
u2

2
u1

si u1 ‰ 0
0 si u1 “ 0.

(13.512)

Cette application n’est pas linéaire par rapport à u. En effet, notons

A : Rn Ñ R

u ÞÑ Bf
Bu p0, 0q,

(13.513)

et vérifions que pour tout u et v dans Rn et λ P R, nous ayons Apλuq “ λApuq et Apu ` vq “
Apuq `Apvq. Le premier fonctionne parce que

Apλuq “ Apλu1, λu2q “ λ2u2
2

λu1
“ λ

u2
2
u1
“ λApuq. (13.514)

Mais nous avons par exemple

A
`p0, 1q ` p2, 3q˘ “ Ap2, 4q “ 16

2 “ 8, (13.515)

tandis que
Ap0, 1q `Ap2, 3q “ 0` 9

2 ‰ 8. (13.516)
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La fonction f n’est donc pas différentiable en p0, 0q, parce que la candidate différentielle, dfp0,0qpuq “
Bf
Bup0, 0q, n’est même pas linéaire.

4

Voici une autre façon de traiter la fonction de l’exemple 13.205.

Exemple 13.206
La figure 13.11 représente le domaine d’une fonction f : R2 Ñ R, et sur chacune des parties, elle
est définie différemment.

xy x ´ y

x2y x ` y

Figure 13.11 – La fonction de l’exemple 13.206.

L’expression de f est ici

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ă 0 et y ą 0
x´ y si x ě 0 et y ě 0
x2y si x ą 0 et y ă 0
x` y sinon.

(13.517)

On note que les deux axes forment une zone à problèmes. La zone hors des axes est un ouvert
sur lequel f est différentiable car composée de polynômes. Analysons chacun des points de la forme
pa, bq dans la zone à problèmes (c’est-à-dire si ab “ 0).

Si a “ 0 et b ą 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié supérieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

x´ y “ 0´ b “ ´b

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yą0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xă0

xy “ 0b “ 0

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ą 0.
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Si a “ 0 et b ă 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié inférieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

x2y “ 02b “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yă0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xă0

x` y “ 0` b “ b

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ă 0.

Si a ą 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié droite. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

x´ y “ a´ 0 “ a

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xą0
yă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yă0

x2y “ a20 “ 0

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ą 0.

Si a ă 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié gauche. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

xy “ a0 “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xă0
yď0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yď0

x` y “ a` 0 “ a

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ă 0.

Si a “ 0 et b “ 0 Le cas du point p0, 0q est particulier, puisque il est adhérent aux quatre
composantes du domaine où la fonction est définie différemment. Pour étudier la continuité, il faut
donc étudier quatre limites. Ces limites ont déjà été étudiées ci-dessus et valent toutes 0, ce qui
prouve la continuité de f en p0, 0q.

En ce qui concerne la différentiabilité, on sait qu’il est nécessaire que toutes les dérivées direc-
tionnelles existent. Calculons la dérivée dans la direction p0, 1q (au point p0, 0q) :

lim
tÑ0
t‰0

fpp0, 0q ` tp0, 1qq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“ . . .
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qu’on sépare en deux cas, car fp0, tq possède une formule différente si t ă 0 ou si t ě 0 :

lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“
$
&
%

limtÑ0
tă0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tă0
0`t
t “ 1

limtÑ0
tě0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tě0
0´t
t “ ´1

ce qui prouve que la limite n’existe pas, donc que la dérivée directionnelle n’existe pas, et finalement
que la fonction n’est pas différentiable.

Conclusion : La fonction donnée est continue hors des axes et au point p0, 0q, mais discontinue
partout ailleurs sur les axes. Elle est différentiable hors des axes, mais ne l’est pas sur les axes.

4

13.20.11.3 Cohérence des dérivées partielles et directionnelle

Dans la pratique, nous pouvons calculer Bufpaq pour une direction u générale, et puis en déduire
Bxf et Byf comme cas particuliers en posant u “ p1, 0q et u “ p0, 1q. Une chose incroyable, mais
pourtant possible est qu’il peut arriver que

Bf
Bu paq ‰

ÿ

i

Bf
Bxi paqu

i. (13.518)

Ceci se produit lorsque f n’est pas différentiable en a. En voici un exemple.

13.20.11.4 Un candidat dans la définition (marche toujours)

Lorsqu’une fonction est donné, un candidat différentielle au point pa1, a2q est souvent assez
simple à trouver en un point :

T pu1, u2q “ BfBx pa1, a2qu1 ` BfBy pa1, a2qu2. (13.519)

L’application T est la candidate différentielle en ce sens que si la différentielle existe, alors elle est
égale à T . Ensuite, il faut vérifier si

lim
px,yqÑpa1,a2q

fpx, yq ´ fpa1, a2q ´ T
`px, yq ´ pa1, a2q

˘

}px, yq ´ pa1, a2q} “ 0 (13.520)

ou non. Si oui, alors la différentielle existe et dfpa,bqpuq “ T puq, sinon 50, la différentielle n’existe
pas.

Attention : dans la ZAP, les dérivées partielles Bxf et Byf ne peuvent en général pas être
calculées en utilisant les règles de calcul (c’est bien pour ça que la ZAP est une zone à problèmes).
Il faut d’office utiliser la définition

Bf
Bx pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` t, a2q ´ fpa1, a2q
t

, (13.521)

et la définition correspondante pour Byf .

Conclusion

Soient f : A Ă Rn Ñ Rm, et a P intA. Si f est différentiable en a,

pdfapejqqi “ dpfiqapejq “ Bfi
Bxj paq “ rJacpfq|asij

et la matrice de l’application linéaire dfa est la matrice jacobienne mˆn de f en a notée Jacpfq|a.
50. y compris si la limite (13.520) n’existe même pas.
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Proposition 13.207 (Règles de calculs).
Soient f et g des fonctions différentiables en gpaq et a respectivement, alors la composée f ˝ g est
différentiable en a et

dpf ˝ gqa “ dfgpaq ˝ dga
et de plus les jacobiennes correspondantes vérifient

Jf˝gpaq “ Jf
`
gpaq˘Jgpaq

où le membre de droite est le produit (non-commutatif !) des deux matrices.

Corollaire 13.208 (Chain rule).
Si f : Rp Ñ R et g : RÑ Rp, alors

pf ˝ gq1ptq “
pÿ

i“1

Bf
Bxi pgptqqg

1
iptq.

Remarque 13.209.
Quelque remarques à propos de la règle de dérivation en chaîne.
(1) Si p “ 1, on retrouve la règle usuelle de dérivation de fonctions composées.
(2) Si g est à plusieurs variables, cette règle permet de déterminer les dérivées partielles de f ˝ g,

puisqu’une dérivée partielle peut être vue comme dérivée usuelle par rapport à une seule
variable (voir 13.226).

(3) Si f est à valeurs vectorielles, cette formule permet de retrouver la jacobienne de f˝g puisqu’il
suffit de traiter chaque composante de f séparément.

13.20.12 Gradient

Définition 13.210.
Soit f une fonction différentiable de Rm dans R. On appelle gradient de f la fonction ∇f :
Rm Ñ Rm de composantes

B1f, . . . , Bmf.
Soit f une fonction de Rm dans Rn, fpaq “ pf1paq, . . . , fnpaqqT . On appelle matrice jacobienne
de f la fonction Jpfq : Rm Ñ Rm ˆRn définie par

a ÞÑ

¨
˚̋
B1f1paq . . . Bmf1paq

... . . . ...
B1fnpaq . . . Bmfnpaq

˛
‹‚ (13.522)

13.20.13 Linéarité

La proposition suivante signifie que différentiation est une opération linéaire sur l’ensemble des
fonctions différentiables.

Proposition 13.211.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U , et soit λ dans R.
Alors les fonctions f ` g et λf sont différentiables au point a et on a

dpf ` gqpaq “ dfpaq ` dgpaq,
dpλfqpaq “ λdfpaq, (13.523)

Démonstration.

lim
hÑ0m

}pfpa` hq ` gpa` hqq ´ pfpaq ` gpaqq ´ dfpaq.h´ dgpaq.h}n
}h}m ď

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h}n
}h}m ` lim

hÑ0m

}gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h}n
}h}m “ 0.

(13.524)

De même on démontre la propriété dpλfqpaq “ λdfpaq.
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13.21 Produit
Soient f et g deux fonctions de Rm dans Rn. Nous notons f · g la fonction de Rn dans R

donnée par le produit scalaire point par point, c’est-à-dire

pf · gqpxq “ fpxq· gpxq (13.525)

pour tout x P Rm. Le point dans le membre de droite est le produit scalaire dans Rn. Le cas
particulier n “ 1 revient au produit usuel de fonctions :

pfgqpxq “ fpxqgpxq. (13.526)

Lemme 13.212.
Si f et g sont des fonctions différentiables sur Rm à valeurs dans R, alors la fonction produit fg
est également différentiable et

pdfgqa “ gpaqfda ` fpaqdga (13.527)

au sens où pour chaque u dans Rm,

pdfgqapuq “ gpaqdfapuq ` fpaqdgapuq. (13.528)

Démonstration. Ce que nous devons faire pour vérifier la formule 13.527, c’est de vérifier le critère
(12.300) en remplaçant f par fg et T phq par gpaqdfpaq.h` fpaqdgpaq.h.

Ce que nous avons au numérateur est

♣ “ pfgqpa` hq ´ pfgqpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h
“ fpa` hqgpa` hq ´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h. (13.529)

Maintenant, nous allons faire apparaitre
`
fpa`hq´fpaq´dfpaq˘gpa`hq en ajoutant et soustrayant

ce qu’il faut pour conserver ♣ :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaqgpa` hq ` gpa` hqdfpaq.h
´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h.

(13.530)

Nous mettons maintenant fpaq et fdpaq.h en évidence là où c’est possible :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaq`gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

` `
gpa` hq ´ gpaq˘dfpaq.h.

(13.531)

Nous devons maintenant considérer la limite

lim
hÑ0

}♣}
}h} . (13.532)

Étant donné que f et g sont différentiables, les deux premiers termes sont nuls :

lim
hÑ0

`
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘

}h} gpa` hq “ 0

lim
hÑ0

fpaq
`
gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

}h} “ 0.
(13.533)

En ce qui concerne le troisième terme, en utilisant la norme d’une application linéaire, nous avons

lim
hÑ0

}dfpaq.h}
}h} ď sup

hPRm
}dfpaq.h}
}h} “ }dfpaq}, (13.534)
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et par conséquent
0 ď lim

hÑ0
}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq.h}}h}}h}

ď lim
hÑ0

}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq} “ 0
(13.535)

parce que g est continue (la limite du premier facteur est nulle tandis que la norme de dfpaq est
un nombre constant). Nous avons donc bien prouvé que la formule (13.527) est la différentielle de
fg au point a.

Ce résultat se généralise pour des fonctions f et g de Rm dans Rn dans la proposition suivante
qui généralise tout en même temps la proposition 13.118.

Proposition 13.213.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U . Alors la fonction
f · g est différentiable au point a et on a

dpf · gqpaq “ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq (13.536)

au sens où
dpf · gqapuq “ gpaq·

`
dfapuq

˘` fpaq·
`
dgapuq

˘
(13.537)

pour tout u P Rm.

Démonstration. La preuve du cas n “ 1 est déjà faite ; c’est la formule (13.527). Pour le cas général
n ě 2, nous passons au composantes en nous rappelant que

pf · gqpaq “
nÿ

i“1
fipaqgipaq “

nÿ

i“1
pfigiqpaq. (13.538)

En utilisant la linéarité de la différentiation, nous nous réduisons donc au cas des produits figi qui
sont des fonctions de Rm dans R :

dpf · gqpaq “ d

˜
nÿ

i“1
figi

¸
paq

“
nÿ

i“1

`
dfipaqgipaq ` fipaqdgipaq

˘

“ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq.

(13.539)

Ceci termine la preuve.

13.21.1 Difficulté d’ordre supérieur

13.214.
Il serait tentant de faire une récurrence sur le lemme 13.212 pour dire que si f et g sont de classe
Cp, alors le produit fg est également de classe Cp, parce que la formule de dpfgq contient des
produits de fonctions de classe Cp et Cp´1.

Le problème est que le lemme 13.212 est énoncé et prouvé pour des fonctions à valeurs dans
R, alors que déjà la formule

dpfgq “ gdf ` fdg (13.540)

contient le produit de g : E Ñ R par df : E Ñ LpE,Rq. Lorsque nous montons dans les diffé-
rentielles, la situation empire, et les produits dont sont composés les formules sont réellement à
définir. . .

Oublions un instant les questions de régularité, et calculons sans ménagement, pour voir ce
qu’il se passe. Nous considérons un espace vectoriel E ainsi que des des fonctions f : E Ñ R et
g : E Ñ V où V est un autre espace vectoriel.
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Nous avons
dpfgqapuq “ dfapuqgpaq ` fpaqdgapuq. (13.541)

Les deux termes sont des produits Rˆ V Ñ R. Montons un coup :

dpgdfqapuq “ d

dt

”
pgdfqpa`tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
gpa`tuqdfa`tu

ı
t“0

“ dgapuqdfa`gpaqpd2fqapuq. (13.542)
Un autre pour voir comment ça se passe plus haut :

dpdfdgqapuq “ d

dt

”
pdfdgqpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
dfa`tudga`tu

ı
t“0

“ pd2fqapyqdga ` dfapd2gqapuq.
(13.543)

Là déjà vous noterez que nous sommes passés par le produit

dfa`tudfa`tu (13.544)

qui pour chaque t est un produit LpE,Rq ˆ LpE, V q que nous n’avons pas réellement défini.
En continuant le calcul ainsi nous trouvons par exemple

pd3fgqapuq “ d3fapuqgpaq ` d2fadgapuq
` d2fapuqdga ` dfad2gapuq
` d2fapuqdga ` dfapd2gqapuq
` dfapuqd2ga ` fpaqpd3gqapuq.

(13.545)

Vous noterez que cette formule contient trois termes que nous aurions eu envie de noter d2fdg. Or
ces trois termes ne sont pas identiques : deux sont d2fapuqdga et un est pd2fqadgapuq.

13.21.2 Solution : produit tensoriel

Afin de donner un sens à tous les produits, nous allons passer par les produits tensoriel. Nous
avons déjà le théorème 12.149 qui fait pratiquement tout.

Proposition 13.215 ([1]).
Soient des fonctions f : Rn Ñ R et g : Rn Ñ R de classe Cp. Alors fg est de classe Cp.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : RbRÑ R

1b 1 ÞÑ 1
(13.546)

dont nous avons déjà parlé dans le lemme 12.131. En utilisant la notation b̃ de la définition 12.145,
nous avons

fg “ ϕ ˝ pfb̃gq. (13.547)
La proposition 12.149 nous dit que fb̃g : Rn Ñ R b R est de classe Cp. Vu que ϕ est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels, la proposition 12.142 nous dit que ϕ ˝ pfb̃gq est encore de classe
Cp.

Et voila.

13.21.3 Formes bilinéaires

Nous avons aussi une formule importante pour la différentielle des formes bilinéaires.

Lemme 13.216.
Toute application bilinéaire

B : Rm ˆRn Ñ Rp

Bpa1, a2q “ a1 ‹ a2
(13.548)

est différentiable en tout point pa1, a2q de Rm ˆRn, et on a

dBpa1, a2q.ph1, h2q “ h1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2.
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Démonstration.

}Bpa1 ` h1, a2 ` h2q ´Bpa1, a2q ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “

“ }pa1 ` h1q ‹ pa2 ` h2q ´ a1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “ ♠

(13.549)

on rajoute et on enlève la quantité pa1 ` h1q ‹ a2 dans le numérateur, et on obtient

♠ “ }pa1 ` h1q ‹ h2 ` h1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “

“ }h1 ‹ h2}p
}ph1, h2q}RmˆRn ď C

}h1}m}h2}n
}ph1, h2q}RmˆRn ď

ď C
}ph1, h2q}2RmˆRn
}ph1, h2q}RmˆRn “ C}ph1, h2q}RmˆRn .

(13.550)

Si on prend la limite de cette expression pour ph1, h2q Ñ p0m, 0nq on obtient 0, donc la preuve
est complète. À noter, que dans l’avant-dernier passage on a utilisé la continuité des applications
linéaires projm : Rm ˆ Rn Ñ Rm et projn : Rm ˆ Rn Ñ Rn qui à chaque point pa1, a2q de
Rm ˆRn associent a1 et a2 respectivement.

Proposition 13.217.
Soit V etW deux espaces vectoriels et ϕ : V ÑW un isomorphisme. Soit f : CÑ V une application
telle que ϕ ˝ f : CÑW soit différentiable.

Alors f est différentiable et df “ ϕ´1 ˝ dpϕ ˝ fq.
Démonstration. Si T est la différentielle de ϕ ˝ f au point z nous avons

lim
hÑ0
hPC

pϕ ˝ fqpz ` hq ´ pϕ ˝ fqpzq ` T phq
h

“ 0. (13.551)

En appliquant ϕ aux deux membres, et en permutant avec la limite (parce que ϕ est continue),

ϕ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq ` ϕ´1T phq
h

“ 0, (13.552)

ce qui signifie que f est différentiable et que df “ ϕ´1 ˝ T “ ϕ´1 ˝ dpϕ ˝ fq.

13.22 Différentielle de fonction composée

Une importante règles de différentiation est la règle de différentiation d’une fonction composée
(chain rule dans les livres anglais et américains). Cette règle généralise la règle de dérivation pour
fonctions de R dans R.

Cette règle a déjà été donnée dans le théorème 12.140, mais si vous avez seulement envie
d’entendre parler de Rn, vous pouvez lire le lemme 13.218 suivit de la proposition 13.220.

Le lemme suivant est essentiellement une reformulation du lemme 12.136.

Lemme 13.218.
Soit U un ouvert de Rm. La fonction f : U Ñ Rn est différentiable au point a dans U , si et
seulement s’il existe une fonction σf : U ˆ U Ñ Rn telle que

σf pa, aq “ lim
xÑaσf pa, xq “ 0 (13.553a)

fpxq “ fpaq ` T px´ aq ` σf pa, xq}x´ a}m, (13.553b)

pour une certaine application linéaire T P LpRm,Rnq.
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Démonstration. Si les conditions (13.553) sont satisfaites alors T est la différentielle de f en a. En
effet, dans ce cas nous avons

fpa` hq “ fpaq ` T phq ` σf pa, a` hq}h}, (13.554)

et la condition (12.300) devient

lim
hÑ0

}σf pa, a` hq}}h}
}h} “ lim

hÑ0
}σf pa, a` hq} “ 0 (13.555)

Si f est différentiable au point a il suffit de prendre T “ dfpaq et

σf pa, xq “ fpxq ´ fpaq ´ dfpaq.px´ aq
}x´ a}m .

Remarque 13.219.
La fonction σf pa, xq}x´ a}m est ce qui avait été appelle εphq sur la figure 13.10.

Proposition 13.220.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V et g : V Ñ Rp deux fonctions
différentiables respectivement au point a dans U et b “ fpaq dans V . Alors la fonction composée
g ˝ f : U Ñ Rp est différentiable au point a et

dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (13.556)

Démonstration. En tenant compte du lemme 13.218 on peut écrire

fpa` hq ´ fpaq “ dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m, @h P U ´ a, (13.557a)
gpb` kq ´ gpbq “ dgbpkq ` σgpb, b` kq}k}n, @k P V ´ b. (13.557b)

On sait que fpaq “ b et que fpa ` hq est un élément de V et fpa ` hq “ fpaq ` k pour k “
dfpaq.h` σf pa, a` hq}h}m. Par substitution dans la deuxième équation on obtient

g
`
fpa` hq˘´ g`fpaq˘

“ dgfpaq
´
dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m

¯

` σg pfpaq, fpa` hqq }dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m}n
“ g ˝ fpa` hq ´ g ˝ fpaq
“ dgfpaq ˝ dfaphq
` }h}m

”
dgfpaqσf pa, a` hq

` σg pfpaq, fpa` hqq
››dfa

h

}h}m ` σf pa, a` hq
››
n

ı
,

(13.558)

donc
pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq “ dgf paq ˝ dfaphq ` Spa, a` hq}h}m (13.559)

où S représente le contenu du dernier grand crochet. Il ne reste plus qu’à prouver que Spa, a` hq
est op}h}mq. En tenant compte du fait que σf pa, a` hq et σg pfpaq, fpa` hqq sont op}h}mq,

lim
hÑ0m

Spa, a` hq
}h}m “ lim

hÑ0m

dgfpaqσf pa, a` hq
}h}m `

` lim
hÑ0m

σg pfpaq, fpa` hqq
›››dfa h

}h}m ` σf pa, a` hq
›››
n

}h}m “ 0.

(13.560)
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Remarque 13.221.
Note : la formule (13.556) est à comprendre de la façon suivante. Si u P Rm, alors

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaqloomoon
PLpRn,Rpq

´
dfapuqloomoon
PRn

¯
P Rp. (13.561)

Le lemme suivant sert à prouver les théorèmes 16.6 et 21.74. Il est fondamentalement la raison
de la formule définissant l’intégrale d’une forme sur un chemin (définition 21.47).

Lemme 13.222 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé F de dimension finie, ainsi que E, un espace vectoriel normé.
Nous considérons un chemin de classe C1

γ : ra, bs Ñ E (13.562)

et une application de classe C1

f : E Ñ F. (13.563)
Si g “ f ˝ γ, alors

g1ptq “ pdfqγptq
`
γ1ptq˘ (13.564)

pour tout t P ra, bs.
Démonstration. Nous écrivons la dérivée de g de la façon suivante :

g1ptq “ d

ds

”
gpt` sq

ı
s“0

(13.565a)

“ d

ds

”
pf ˝ γqpt` sq

ı
s“0

(13.565b)

“ dpf ˝ γqtp1q (13.565c)
“ pdfqγptq

`
dγtp1q

˘
(13.565d)
(13.565e)

Justifications :
— Pour (13.565c) : les formules (13.195). Notez que le 1 à qui s’applique la différentielle de f ˝γ

est le vecteur de R qui est multiplié par s dans l’expression pf ˝ γqpt` sq.
— Pour (13.565d) : la différentiation de fonction composées de la proposition 13.220.

Mais
dγtp1q “ d

ds

”
γpt` sq

ı
s“0

“ γ1ptq. (13.566)

En remettant au bout de (13.565), nous obtenons le résultat.

13.23 Autres trucs sur la différentielle

13.23.1 Différentielle et dérivées partielles

Proposition 13.223.
Soit U un ouvert dans Rm et a un point dans U . Soit f une application de U dans Rn. Si toutes
les dérivées partielles de f existent sur U et sont continues au point a alors f est différentiable au
point a.

Démonstration. On se limite au cas m “ 2. Pour rendre les calculs plus simples on utilise ici la
norme }· }8 dans l’espace R2, mais comme on a vu plus en haut, cela ne peut pas avoir des
conséquences sur la différentiabilité de f . Si la différentielle de f au point a existe alors elle est
définie par la formule

dfapvq “ BfBx paqv1 ` BfBy paqv2



13.23. AUTRES TRUCS SUR LA DIFFÉRENTIELLE 741

pour tout v dans Rm.
On commence par prouver le résultat en supposant que les dérivées partielles de f au point a

sont nulles. La différentiabilité de f signifie que pour toute constante ε ą 0 il y a une constante
δ ą 0 telle que si }v}8 ď δ alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n
}v}8 ď ε.

On écrit alors
}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n “
“ }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q ` fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď
ď }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ` }fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n.

(13.567)

Comme la dérivée partielle Bxf est nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il y a
une constante δ1 ą 0 telle que si |v1| ď δ1 alors

}fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1|.
Pour l’autre terme on a, par la proposition 13.173,

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ď
ď supt}Byfpxq}n |x P Su|v2|. (13.568)

où S est le segment d’extrémités pa1 ` v1, a2q et pa1 ` v1, a2 ` v2q. Comme la dérivée partielle Byf
est continue et nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il existe une constante
δ2 ą 0 telle que si }pu1, u2q}8 ď δ2 alors }Byfpa1`u1, a2`u2q}n ď ε. Si on choisit δ “ mintδ1, δ2u
le segment S est contenu dans la boule de rayon δ centrée au point a et on obtient

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1| ` ε|v2| ď 2ε}v}8.
Cela prouve que f est différentiable en pa1, a2q et que la différentielle est nulle :

dfpa1,a2q “ 0. (13.569)

Dans le cas général, où les dérivées partielles de f au point a ne sont pas spécialement nulles,
on peut considérer la fonction 51

gpx, yq “ fpx, yq ´ B1fpaqx´ B2fpaqy, (13.570)

qui a dérivées partielles nulles au point a. La fonction g est donc différentiables. La fonction f est
maintenant la somme de g et de la fonction linéaire et continue px, yq ÞÑ B1fpaqx ´ B2fpaqy. On
verra dans la prochaine section que la somme de deux fonctions différentiables est une fonction
différentiable. Par conséquent, la fonction f est différentiable.

Remarque 13.224.
En dimension infinie, il n’est pas vrai que l’existence et la continuité de toutes les dérivées partielles
en un point implique la différentiabilité en ce point. Pour donner un exemple, nous allons continuer
l’exemple 12.34 avec la fonction 26.131 sur un espace de Hilbert.

En dimension infinie nous aurons le théorème 12.153 qui donnera quelque chose de moins fort.

Étant donné que pour tout vecteur u dans Rm on a Bufpaq “ ∇fpaq·u, le gradient de f nous
donne la direction dans laquelle la croissance de f est maximale. Soit C une colline et soit f la
fonction que a chaque point px, yq de la Terre associe son altitude. Si nous voulons monter la colline
le plus vite possible nous n’avons qu’a suivre la direction ∇f à chaque point. Elle est la projection
sur le plan x-y de la direction de pente maximale. Au contraire, la direction ´∇f est la direction
de croissance minimale.

La matrice jacobienne calculé au point a est la matrice associée canoniquement à l’application
linéaire dfa : Rm Ñ Rn.
51. Vous verrez dans la discussion à propos de la fonction (26.131) pourquoi cette fonction ne fonctionne pas dans

le cas de la dimension infinie.
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13.23.2 Plan tangent

On a dit au début de cette section que si f est une fonction de R2 dans R alors le graphe de
f est une surface à deux paramètres et que l’application affine tangente au graphe de f au point
pa, fpaqq est un plan. Maintenant on sait que ce plan est celui d’équation

Tapx, yq “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2qpx´ a1q ` BfBy pa1, a2qpy ´ a2q. (13.571)

Le plan tangent au graphe de f au point a est le graphe de cette fonction Ta.

Remarque 13.225.
Il existe cependant des fonctions différentiables dont les dérivées partielles ne sont pas continues. La
construction d’un tel exemple est cependant délicate, et nous le ferons pas ici. Retenez cependant
que si dans un exercice vous obtenez que les dérivées partielles ne sont pas continues, vous ne
pouvez pas immédiatement en conclure que la fonction ne sera pas différentiable.

13.23.3 Calcul de différentielles

13.226.
En pratique, ayant une formule pour la fonction f , nous la dérivons par rapport à la variable xi
en utilisant les règles usuelle de dérivation en considérant que les autres (xj avec j ‰ i) sont des
constantes.

Exemple 13.227
Pour fpx, yq “ xy ` x2, les dérivées partielles s’écrivent

Bf
Bx “ y ` 2x et Bf

By “ x

4

Des règles de calcul sont d’application. En particulier, quand ces opérations existent, les
sommes, différences, produits, quotients et compositions d’applications différentiables sont dif-
férentiables.

Toute application linéaire est différentiable, et sa différentielle en tout point est égale à l’appli-
cation elle-même 52. En particulier, les projections canoniques, c’est-à-dire les applications du type
px, y, zq ÞÑ y, sont linéaires donc différentiables.

Exemple 13.228
Les cas suivants sont faciles :
(1) En combinant les projections canoniques avec les règles de calculs, on obtient que toute

fonction polynomiale à n variables est différentiable comme application de Rn dans R.

(2) Toute fonction rationnelle, du type fpxq def“ P pxq
Qpxq où P et Q sont des polynômes, est différen-

tiable en tout point a tel que Qpaq ‰ 0.
(3) Pour une fonction d’une variable f : D Ă R Ñ R, le caractère différentiable et le caractère

dérivable coïncident. De plus, on a

dfapuq “ f 1paqu.

4

52. Lemme 13.188.
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13.23.4 Notes idéologiques quant au concept de plan tangent

Notons G, le graphe d’une fonction f , c’est-à-dire

G “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (13.572)

Première affirmation : si γ : RÑ G est une courbe telle que γp0q “ `
a, fpaq˘, alors γ1p0q P Rn est

dans le plan tangent à G au point
`
a, fpaq˘.

Plus fort : tous les éléments du plan tangent sont de cette forme.
Le plan tangent à G en un point x P G est donc constitué des vecteurs vitesse de tous les

chemins qui passent par x.
Prenons maintenant S, une courbe de niveau de G, c’est-à-dire

S “ tpx, yq P R2 tel que fpx, yq “ Cu. (13.573)

Si nous prenons un chemin dans G qui est, de plus, contraint à S, c’est-à-dire tel que γptq P S,
alors γ1p0q sera tangent à G (ça, on le savait déjà), mais en plus, γ1p0q sera tangent à S, ce qui est
logique.

La morale est que si vous prenez un chemin qui se ballade dans n’importe quoi, alors la dérivée
du chemin sera un vecteur tangent à ce n’importe quoi.

En outre, si γptq P S et γp0q “ a, alors

x∇fpaq, γ1p0qy “ 0, (13.574)

c’est-à-dire que le vecteur tangent à la courbe de niveau est perpendiculaire au gradient. Cela est
intuitivement logique parce que la tangente à la courbe de niveau correspond à la direction de
moins grande pente.

13.23.5 Gradient et recherche du plan tangent

Nous avons maintenant en main les concepts utiles pour trouver l’équation du plan tangent à
une surface.

De la même manière que la tangente à une courbe était la droite de coefficient directeur donné
par la dérivée, maintenant, le plan tangent à une surface est le plan dont les vecteurs directeurs
sont les dérivées partielles :

La généralisation de l’équation (13.438) est

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aq

i (13.575)

Nous introduisons aussi souvent l’opérateur différentiel abstrait nabla, noté ∇ et qui est donné
par le vecteur

∇ “
ˆ B
Bx1

, . . . ,
B
Bxn

˙
. (13.576)

Les égalités suivantes sont juste des notations, sommes toutes logiques, liées à ∇ :

∇f “
ˆ Bf
Bx1

, . . . ,
Bf
Bxn

˙
, (13.577)

et
∇fpaq “

ˆ Bf
Bx1

paq, BfBx2
paq, . . . , BfBxn paq

˙
. (13.578)

Ce dernier est un élément de Rn : chaque entrée est un nombre réel.

Définition 13.229.
Le vecteur gradient de f au point a est le vecteur donné par la formule (13.578).
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La notation ∇ permet d’écrire la différentielle sous forme un peu plus compacte. En effet, la
formule (13.481) peut être notée

dfapuq “ x∇fpaq, uy. (13.579)

En utilisant ce produit scalaire, l’équation (13.575) peut se récrire

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aq

i “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ay. (13.580)

Afin d’éviter les confusions, il est parfois souhaitable de bien mettre les parenthèses et noter
p∇fqpaq au lieu de ∇fpaq.
Proposition 13.230.
∇fpaqKSa

z “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bf paqpx´ aq

i. (13.581)

Cas particulier où n “ 2 :

Le plan Ta avec a “ pa1, a2q a pour équation dans R3 :

z “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2q px´ a1q ` BfBy pa1, a2q py ´ a2q. (13.582)

Définition 13.231.
Soit f : Rn Ñ R une fonction différentiable en un point a. Le plan tangent au graphe de f en
pa, fpaqq est l’ensemble des points

Taf “ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` dfapx´ aqu
“ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ayu

Nous avons vu que, de la même façon qu’en deux dimensions nous avions l’approximation
(13.233) d’une fonction par sa tangente, en trois dimensions nous avons l’approximation suivante
d’une fonction de deux variables :

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (13.583)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cela signifie que le graphe de f ressemble au graphe de
la fonction Tpa,bq donnée par

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpx´ aq. (13.584)

En notations compactes :
Tppxq “ fppq `∇fppq· px´ pq. (13.585)

Le graphe de la fonction Tp sera le plan tangent au graphe de f au point p. L’équation du plan
tangent sera donc

z ´ fppq “ ∇fppq· px´ pq. (13.586)

Remarque 13.232.
Lorsque nous utilisons la notation vectorielle, la lettre « x » désigne le vecteur px, yq. Il faut être
attentif. Dans un cas x est un vecteur dans l’autre c’est une composante d’un vecteur.
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13.23.6 Projection orthogonale

Le théorème suivant n’est pas indispensablissime parce qu’il est le même que le théorème de la
projection sur les espaces de Hilbert 53. Cependant la partie existence est plus simple en se limitant
au cas de dimension finie.

Théorème 13.233 (Théorème de la projection).
Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, x P E, et C un sous-ensemble
fermé convexe de E.
(1) Les deux conditions suivantes sur y P E sont équivalentes :

(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.

(2) Il existe un unique y P E, noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.
Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.
Existence Soit z0 P C et r “ }x´z0}. La boule fermée Bpx, rq est compacte 54 et intersecte C. Vu

que C est fermé, l’ensemble C 1 “ C X Bpx, rq est compacte. Tous les points qui minimisent
la distance entre x et C sont dans C 1 ; la fonction

C 1 Ñ R

z ÞÑ dpx, zq (13.587)

est continue sur un compact et donc a un minimum qu’elle atteint 55. Un point P réalisant
ce minimum prouve l’existence d’un point vérifiant la première condition.

Unicité Soient y1 et y2, deux éléments de C minimisant la distance avec x, et soit d ce minimum.
Nous avons par l’identité du parallélogramme (11.15) que

}y1 ´ y2}2 “ ´4
››››
y1 ` y2 ´ x

2

››››
2
` 2}y1 ´ x}2 ` 2}y2 ´ x}2 ď ´4d` 2d` 2d “ 0. (13.588)

Par conséquent y1 “ y2.
(1a)ñ (1b) Soit z P C et t P s0, 1r ; nous notons P “ projC x. Par convexité le point z “

ty ` p1´ tqP est dans C, et par conséquent,

}x´ P }2 ď }x´ tz ´ p1´ tqP }2 “ }px´ P q ´ tpz ´ P q}2. (13.589)

Nous sommes dans un cas }a}2 ď |a´ b|2, qui implique 2 Rexa, by ď }b}2. Dans notre cas,

2 Rexx´ P, tpz ´ P qy ď t2}z ´ P }2. (13.590)

En divisant par t et en faisant tÑ 0 nous trouvons l’inégalité demandée :

2 Rexx´ P, z ´ P y ď 0. (13.591)

(1b)ñ (1a) Soit un point P P C vérifiant

Rexx´ P, z ´ P y ď 0 (13.592)

pour tout z P C. Alors en notant a “ x´ P et b “ P ´ z,
}x´ z}2 “ }x´ P ` P ´ z}2 “ }a` b}2

“ }a}2 ` }b}2 ` 2 Rexa, by
“ }a}2 ` }b}2 ´ 2 Rexx´ P, z ´ P y
ě }b}2,

(13.593)

ce qu’il fallait.

53. Théorème 26.5
54. C’est ceci qui ne marche plus en dimension infinie.
55. Théorème 8.35.
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13.24 Jacobienne

13.24.1 Rappels et définitions

Dans cette section nous considérons des fonctions f : D Ñ Rm où D Ă Rn, et un point
a P IntD où f est différentiable.

Remarque 13.234.
La définition de continuité (resp. différentiabilité) pour une fonction à valeurs vectorielles est celle
introduite précédemment, et on remarque que pour avoir la continuité (resp. différentiabilité) de
f en un point, il faut et il suffit de chacune des composantes de f “ pf1, . . . , fmq, vues séparément
comme fonctions à n variables et à valeurs réelles, soit continue (resp. différentiable) en ce point.

Définition 13.235.
La jacobienne de f en a est la matrice de l’application linéaire donnée par la différentielle. Elle
a de nombreuses notations

Jf paq “ Bpf1, . . . , fmq
Bx1, . . . , xm

“

¨
˚̋
Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn paq...
...

Bfm
Bx1
paq . . . Bfm

Bxn paq

˛
‹‚ (13.594)

Autrement dit, c’est la matrice composée de l’ensemble des dérivées partielles de f . Le jacobien
de f au point a est le déterminant de cette matrice.

Si m “ 1, cette matrice ne contient qu’une ligne ; c’est donc un vecteur appelé le gradient de
f au point a et noté ∇fpaq.
Remarque 13.236. (1) Si la fonction est supposée différentiable, calculer la jacobienne revient

à connaitre la différentielle. En effet, par linéarité de la différentielle et par définition des
dérivées partielles, nous avons

dfapuq “

¨
˚̋
Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn paq...
...

Bfm
Bx1
paq . . . Bfm

Bxn paq

˛
‹‚

¨
˚̋
u1
...
un

˛
‹‚

où u “ pu1, . . . , unq et où le membre de droite est un produit matriciel
(2) Remarquons que la jacobienne peut exister en un point donné sans que la fonction soit

différentiable en ce point !

13.237.
Le théorème de différentiation de fonctions composées 13.220 peut également se lire au niveau des
matrices jacobiennes. La matrice jacobienne de g˝f au point a est le produit matriciel des matrices
jacobiennes de f et de f . Plus précisément, nous avons

Jg˝f paq “ Jg
`
fpaq˘Jf paq. (13.595)

Remarquez que nous considérons la matrice jacobienne de g au point fpaq.
Dans la cas particulier où m “ 1 et f est une fonction d’un intervalle I dans Rn, dérivable au

point a, on a que la fonction composée g ˝ f est dérivable au point a si g est différentiable et alors

pg ˝ fq1paq “ dg pfpaqq .f 1paq.

En fait, pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité coïncide avec la différentiabilité.

<++>
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13.25 Fonctions de classe C1

Soit f une fonction différentiable de U , ouvert de Rm, dans Rn. L’application différentielle de
f est une application de Rm dans LpRm,Rnq

df : Rm Ñ LpRm,Rnq
a ÞÑ dfa

(13.596)

Nous savons que LpRm,Rnq est un espace vectoriel normé avec la définition 4.25. Si T est un
élément dans LpRm,Rnq alors la norme de T est définie par

}T }LpRm,Rnq “ sup
xPRm

}T pxq}n
}x}m “ sup

xPRm}x}mď1

}T pxq}n.

Lorsqu’il existe un M ą 0 tel que }dfpaq}LpRm,Rnq ă M pour tout a dans U , nous disons que
la différentielle de f est bornée sur U .

Définition 13.238.
La fonction f est dite de classe C1 de U Ă Rm dans Rn si son application différentielle df est
continue de Rm dans LpRm,Rnq. Nous écrivons f P C1pU,Rnq.
Proposition 13.239.
Une fonction f : U Ñ Rn où U est ouvert dans Rm est de classe C1 si et seulement si les dérivées
partielles de f existent et sont continues.

Démonstration. Supposons que les dérivées partielles de f existent et sont continues. Nous savons
alors déjà par la proposition 13.223 que la fonction f est différentiable et qu’elle s’exprime sous la
forme

dfaphq “
mÿ

i“1
Bifpaqhi, @a P U, @h P Rm.

Pour montrer que df est continue, nous devons montrer que la quantité }dfpxq ´ dfpaq}LpRm,Rnq
peut être rendue arbitrairement petite si }x´ a}m est rendu petit. Nous avons

}dfx ´ dfa}L “ sup
}h}“1

}dfxphq ´ dfaphq}

“ sup
}h}m“1

›››››
mÿ

i“1
pBifpxq ´ Bifpaqqhi

›››››
n

ď

ď sup
}h}m“1

mÿ

i“1
}pBifpxq ´ Bifpaqq}n |hi| ď

ď sup
}h}m“1

}h}8
mÿ

i“1
}pBifpxq ´ Bifpaqq}n

ď
mÿ

i“1
}Bifpxq ´ Bifpaq}.

(13.597)

Dans ce calcul, nous avons utilisé le fait que si }h}m ď 1, alors }h}8 ď 1. Étant donné la continuité
de Bif , la dernière ligne peut être rendue arbitrairement petite lorsque x est proche e a.

Supposons maintenant que f soit dans C1pU,Rnq. Alors
}Bifpxq ´ Bifpaq}n “ }dfpxq.ei ´ dfpaq.ei}n ď }dfpxq ´ dfpaq}LpRm,Rnq ,

la continuité de df implique donc celle de Bif pour tout i dans t1, . . . ,mu.
Proposition 13.240.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V dans C1pU, V q et g : V Ñ Rp

dans C1pV,Rnq. Alors la fonction composée g ˝ f : U Ñ Rp est dans C1pU,Rpq.
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Démonstration. On fixe a dans U
››dpg ˝ fqpxq ´ dpg ˝ fqpaq››LpRm,Rpq

“ }dgpfpxqq ˝ dfpxq ´ dgpfpaqq ˝ dfpaq}LpRm,Rpq ď
ď }pdgpfpxqq ´ dgpfpaqqq ˝ dfpxq}LpRm,Rpq`
` }dgpfpaqq ˝ pdfpxq ´ dfpaqq}LpRm,Rpq ď

ď }dgpfpxqq ´ dgpfpaqq}LpRn,Rpq }dfpxq}LpRm,Rnq`
` }dgpfpaqq}LpRn,Rpq }dfpxq ´ dfpaq}LpRn,Rpq .

(13.598)

On peut conclure en passant à la limite xÑ a parce que les fonctions f , g, df et dg sont continues,
de telle sorte que

lim
xÑa dg

`
fpxq˘ “ dg

`
fpaq˘

lim
xÑa dfpxq “ dfpaq. (13.599)

Remarque 13.241.
On peut prouver le même résultat en utilisant la continuité de l’application bilinéaire

˝ : C1pU, V q ˆ C1pV,Rpq Ñ LpU,Rpq
pT, Sq ÞÑ T ˝ S. (13.600)

13.26 Différentielle et dérivée complexe

13.242.
Nous commençons par donner quelques éléments à propos de dérivée et de différentielle pour des
fonctions C Ñ C parce que les séries entières vont souvent être des fonctions complexes. Le gros
du chapitre sur les fonctions holomorphes est le chapitre 27.

Nous identifions R2 à C par l’application

ϕ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy. (13.601)

Dans cette partie, nous désignons par Ω un ouvert de C.

Définition 13.243.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable si la limite

lim
hÑ0
hPC

fpa` hq ´ fpaq
h

(13.602)

existe. Dans ce cas, cette limite est la dérivée de f et est notée f 1.

Définition 13.244.
Soit Ω un ouvert dans C. Une fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si elle est C-dérivable sur Ω.

Définition 13.245.
Une matrice de la forme ˆ

α β
´β α

˙
(13.603)

avec α, β P R est une similitude.
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Lemme 13.246.
En tant qu’application linéaire CÑ C, l’opération de multiplication par α` βi est la matrice

ˆ
α ´β
β α

˙
. (13.604)

Démonstration. Cela est vite remarqué en calculant explicitement pα` βiqpu1 ` iu2q.
Lemme 13.247.
Une application A : CÑ C est C-linéaire si et seulement si elle est une similitude en tant qu’ap-
plication R2 Ñ R2.

Dans ce cas, il existe z0 P C tel que Apzq “ z0z pour tout z P C.
Démonstration. Commençons par considérer l’application A sur R2. Elle est en particulier une

application R-linéaire et par conséquent il existe une matrice
ˆ
α β
γ δ

˙
telle que

A

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
α β
γ δ

˙ˆ
x
y

˙
. (13.605)

Nous voulons maintenant imposer la C-linéarité, c’est-à-dire que nous voulons

A
`pa` biqpx` iyq˘ “ pa` biqApx` iyq (13.606)

pour tout a, b, x, y P R. À gauche nous avons

A
`
ax´ by ` ipbx` ayq˘ (13.607)

et à droite nous avons
pa` biq`αx` βy ` ipγx` δyq˘. (13.608)

En égalant les deux expressions nous obtenons les équations
$
’’’&
’’’%

βb “ ´bγ (13.609a)
´αb` βa “ aβ ´ bδ (13.609b)
δb “ bα (13.609c)
´γb` δa “ bβ ` aδ, (13.609d)

dont nous tirons immédiatement que γ “ ´bβ et δ “ α. La matrice de A est donc de la forme
demandée.

Inversement nous devons prouver que la fonction

fpx` iyq “ αx` βy ` ip´βx` αyq (13.610)

est C-linéaire, c’est-à-dire qu’elle vérifie fpz0zq “ z0fpzq pour tout z0, z P C. Cela est un simple
calcul que nous confions à Sage : le code suivant affiche « 0 ».

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 def f(z):
7 var( ’ alpha , beta ’)
8 x=z.real_part ()
9 y=z.imag_part ()

10 return alpha*x+beta*y+I*( -beta*x+alpha*y )
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11

12

13 var( ’a ,b ,x , y ’)
14

15 A=a+b*I
16 Z=x+y*I
17

18 z1=f( A*Z )
19 z2=A*f( Z )
20

21 rep=z1 -z2
22 print (rep.full_simplify ())

tex/frido/code_sage3.py

Pour conclure, notons que la fonction (13.610) est la fonction de multiplication par α´ iβ.

13.248.
Soient une fonction f : CÑ C et l’isomorphisme canonique ϕ : CÑ R2. La fonction f définit une
la fonction

F “ ϕ´1 ˝ f ˝ ϕ : R2 Ñ R2. (13.611)

Cela est la fonction R2 Ñ R2 associée à f . Il serait tentant de croire que tout ce qui est vrai pour
F est également vrai pour f . Eh bien non.

Par exemple, F peut être différentiable sans que f le soit. La proposition suivant donne une
condition sur dF pour que f soit différentiable.

Proposition 13.249.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable en a P Ω si et seulement si elle est différentiable en a et
si dfa est une similitude.

Plus précisément avec les notations de 13.248, la fonction f est C-dérivable (donc holomorphe)
au point z0 “ x0` iy0 si et seulement si la fonction F est différentiable en px0, y0q et si la matrice
de dF est de la forme

dF “
ˆ
α β
´β α

˙
, (13.612)

c’est-à-dire si dFpx0,y0q fournit une application C-linéaire.
Dans ce cas, le lien entre C-dérivée et différentielle est donné par

pdfz0qpzq “ f 1pz0qz. (13.613)

Démonstration. Nous décomposons f en parties réelles et imaginaires :

fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq (13.614)

où P et Q sont des fonctions réelles. La jacobienne de F est la matrice
˜ BP
Bx

BP
ByBQ

Bx
BQ
By

¸
, (13.615)

et la condition dont nous parlons s’écrit comme le système
$
’’&
’’%

BP
Bx “

BQ
By (13.616a)

BP
By “ ´

BQ
Bx . (13.616b)
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Si F est différentiable en px0, y0q alors nous avons

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘ “ F px0, y0q ` dFpx0,y0q
ˆ
h
k

˙
` sp|h| ` |k|q (13.617)

où s est une fonction vérifiant limtÑ0
sptq
t “ 0. Soit

dFpx0,y0q “
ˆ
α β
´β α

˙
. (13.618)

Si nous posons σ “ α´ iβ et w “ h` ik, l’équation (13.617) s’écrit dans C sous la forme

fpz0 ` wq “ fpz0q ` σw ` sp|w|q, (13.619)

ce qui implique que f est C-dérivable en z0.
Supposons maintenant que f soit C-dérivable en z0. Alors nous avons

f 1pz0q “ lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q
w

“ σ P C, (13.620)

ce qui se récrit sous la forme

lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q ´ σw
w

“ 0. (13.621)

Si nous posons z0 “ x0 ` iy0, w “ h` ik et σ “ α´ iβ nous avons

lim
ph,kqÑp0,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘´ F px0, y0q ´
ˆ
α β
´β α

˙ˆ
h
k

˙

|w|

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
“ 0, (13.622)

ce qui signifie que F est différentiable et que sa différentielle est la matrice
ˆ
α β
´β α

˙
. (13.623)

La matrice (13.623) est, vue dans R2, la matrice de multiplication dans C par α´ iβ “ f 1pz0q.
En d’autre termes, dans C nous avons

dfz0pzq “ f 1pz0qz, (13.624)

et en particulier la différentielle est donnée par

dfz0 “ f 1pz0qdz. (13.625)

Exemple 13.250(Une application C8 mais pas C-dérivable)
Nous considérons la fonction

f : CÑ C

x` iy ÞÑ x.
(13.626)

Vu que c’est une application linéaire, elle est différentiable une infinité de fois et sa différentielle
est elle-même. C’est donc une application C8.

Elle n’est cependant pas C-dérivable. En effet le quotient différentiel est, pour ε P C :
fpx` iy ` εx ` iεyq ´ fpx` iyq

ε
“ εx

ε
. (13.627)

Cela n’a pas de limite lorsque ε Ñ 0. Pour voir cela nous invoquons la méthode des chemins du
corollaire 13.161 avec les chemins ε1ptq “ t et ε2ptq “ it. Dans le premier cas, le quotient différentiel
vaut 1 pour tout t, tandis que dans le second il vaut zéro pour tout t. 4
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13.26.1 Quelques règles de calcul

Lemme 13.251.
Si f et g sont deux fonctions holomorphes sur un ouvert Ω Ă C et si g ne s’annule pas sur Ω,
alors f{g est holomorphe sur Ω.

13.27 Théorèmes des accroissements finis

Nous avons déjà démontré (lemme 13.195) que si f est différentiable au point x alors dfxpuq “
Bufpxq. Une importante conséquence est le théorème des accroissements finis

Théorème 13.252 (Accroissements finis, inégalité de la moyenne).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. Soient a et b deux points
dans U , a ‰ b, tels que le segment ra, bs soit contenu dans U . Alors

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (13.628)

Démonstration. On utilise le théorème 13.173 et le fait que

}Bufpxq}n ď }dfpxq}LpRm,Rnq}u}m,

pour tout u dans Rm.

La proposition suivante est une application fondamentale du théorème des accroissements fi-
nis 13.252.

Proposition 13.253.
Soit U un ouvert connexe par arcs de Rm et une fonction f : U Ñ Rn. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) f est constante ;
(2) f est différentiable et dfpaq “ 0 pour tout a P U ;
(3) les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont nulles sur U .

Démonstration. Nous allons démonter les équivalences en plusieurs étapes. D’abord (1) ñ (2),
puis (2) ñ (3), ensuite (3) ñ (2) et enfin (2) ñ (1).

Commençons par montrer que la condition (1) implique la condition (2). Si fpxq est constante,
alors la condition (12.300) est vite vérifiée en posant T phq “ 0.

Afin de voir que la condition (2) implique la condition (3), remarquons d’abord que la différen-
tiabilité de f implique que les dérivées partielles existent (proposition 13.193) et que nous avons
l’égalité dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq pour tout u P Rm (lemme 13.195). L’annulation de
ř
i uiBifpaq

pour tout u implique l’annulation des Bifpaq pour tout i.
Prouvons maintenant que la propriété (3) implique la propriété (2). D’abord, par la proposi-

tion 13.223, l’existence et la continuité des dérivées partielles Bifpaq implique la différentiabilité de
f . Ensuite, la formule dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq implique que dfpaq “ 0.
Il reste à montrer que (2) implique la condition (1), c’est-à-dire que l’annulation de la diffé-

rentielle implique la constance de la fonction. C’est ici que nous allons utiliser le théorème des
accroissements finis. En effet, si a et b sont des points de U , le théorème 13.252 nous dit que

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (13.629)

Mais }dfpxq} “ 0 pour tout x P U , donc ce supremum est nul et fpbq “ fpaq, ce qui signifie la
constance de la fonction.
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13.28 Fonctions Lipschitziennes
Définition 13.254.
Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques 56, f : E Ñ F une application et un réel k stric-
tement positif. Nous disons que f est Lipschitzienne de constante k sur E si pour tout x, y P E,

dF
`
fpxq ´ fpyq˘ ď kdEpx, yq. (13.630)

Soit f une fonction k-Lipschitzienne. Si y P Bpx, δq alors }x´y} ď δ et donc
››fpxq´fpyq›› ď kδ.

Cela signifie que la condition Lipschitz pour s’énoncer en termes de boules fermées par

f
`
Bpx, δq˘ Ă B

`
fpxq, kδ˘ (13.631)

tant que Bpx, δq est contenue dans le domaine sur lequel f est Lipschitz.

Proposition 13.255.
Soit U un ouvert convexe de Rm, et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. La fonction f
est Lipschitzienne sur U si et seulement si df est bornée sur U .

Démonstration. Le fait que l’application différentielle df soit bornée signifie qu’il existe un M ą 0
dans R tel que }dfa}LpRm,Rnq ďM , pour tout a dans U . Si cela est le cas, alors le théorème 13.252
et la convexité 57 de U impliquent évidemment que f est de Lipschitz de constante plus petite ou
égale à M .

Inversement, si f est Lipschitz de constante k, alors pour tout a dans U et u dans Rm on a
››››
fpa` tuq ´ fpaq

t

››››
n

ď k}u}m,

En passant à la limite pour tÑ 0 on a

}Bufpaq}n “ }dfapuq}n ď k}u}m,
donc la norme de dfa est majorée par k pour tout a dans U .

Notez cependant qu’une fonction peut être Lipschitzienne sans être différentiable.

Proposition 13.256.
Une fonction Lipschitzienne f : RÑ R est continue.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la continuité donnée par le théorème 7.69.
Prouvons donc la continuité en a P R. Pour tout x nous avons

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k|x´ a|. (13.632)

Si ε ą 0 est donné, il suffit de prendre δ ă ε
k pour avoir

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k

ε

k
“ ε. (13.633)

Donc f est continue en a.

Définition 13.257.
Une fonction

f : Rn ˆRm Ñ Rp

pt, yq ÞÑ fpt, yq (13.634)

56. Pour rappel, les espaces métriques sont définis par la définition 7.87 et le théorème 7.88 ; je précise que nous
ne supposons pas que E soit vectoriel ; en particulier il peut être un ouvert de Rn.
57. La convexité de U sert à assurer que la droite reliant a à b est contenue dans U ; c’est ce que nous utilisons

dans la démonstration du théorème 13.252.
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est localement Lipschitz en y au point pt0, y0q s’il existe des voisinages V de t0 et W de y0 et
un nombre k ą 0 tels que pour tout pt, yq P V ˆW on ait

››fpt0, y0q ´ fpt, yq
›› ď k}y ´ y0}. (13.635)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U de Rn ˆRm si elle est localement Lipschitz
en chaque point de U .

13.258.
Autrement dit, une fonction est localement Lipschitzienne en sa deuxième variable lorsque tout
point admet un voisinage sur lequel elle est Lipschitzienne.

Proposition 13.259.
Une application Lipschitz 58 est uniformément continue.

Proposition 13.260.
Si f et g sont deux fonctions localement Lipschitz alors f ` g l’est.

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul avec une majoration standard :

}pf ` gqpt0, y0q ´ pf ` gqpt, yq} ď }fpt0, y0q ´ fpt, yq} ` }gpt0, y0q ´ gpt, yq} (13.636a)
ď kf }y ´ y0} ` kg}y ´ y0} (13.636b)
“ pkf ` kgq}y ´ y0}. (13.636c)

Lemme 13.261.
La fonction donné par

fpt, px, yqq “ xy (13.637)

est localement Lipschitz en tout point.

Démonstration. Nous avons la majoration classique

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| “ |x0y0 ´ xy| ď |x0y0 ´ x0y| ` |x0y ´ xy| ď |x0||y0 ´ y| ` |y||x0 ´ x|.

(13.638)
Vu que nous parlons de fonction localement Lipschitzienne, nous pouvons majorer |y| et |x0| par
un même nombre k dans un voisinage de px0, y0q. Cela donne

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| ď k

`|y0 ´ y| ` |x0 ´ x|
˘ ď ?2k}

ˆ
x0 ´ x
y0 ´ y

˙
}. (13.639)

Nous avons utilisé l’équivalence de norme de la proposition 12.5(1).

13.29 Différentielles d’ordre supérieur

Définition 13.262.
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction. La fonction f est dite deux fois
différentiable au point a dans U , si f est différentiable dans un voisinage de a, et sa différentielle
df est différentiable au point a en tant que application de U dans LpRm,Rnq.

La fonction f sera dite deux fois différentiable sur l’ensemble U si elle est deux fois différentiable
en chaque point de U .

58. Définition 13.254.
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13.29.1 Identification des espaces d’applications multilinéaires

La différentielle de la différentielle de f est notée

dpdfqpaq “ d2fpaq,
et est une application de U dans LpRm,LpRm,Rnqq. Comme on a vu dans la proposition 12.55,
l’espace LpRm,LpRm,Rnqq est isométriquement isomorphe à l’espace LpRmˆRm,Rnq. On verra
comment cette propriété est utilisé dans l’exemple 13.265.

Soient V et W deux espaces vectoriel normés de dimension finie et O un ouvert autour de
x P V . D’une part l’espace des applications linéaires LpV,W q est lui-même un espace vectoriel
normé de dimension finie, et on peut identifier L

`
V,LpkqpV,W q˘ avec Lpk`1qpV,W q, ce qui nous

permet de dire que la ke différentielle est une application

dkf : O Ñ LpkqpV,W q. (13.640)

Plus précisément, l’identification se fait de la façon suivante : si ω P L
`
V,LpkqpV,W q˘, alors ω vu

dans Lpk`1qpV,W q est définie par

ωpu1, . . . , uk`1q “ ωpu1qpu2, . . . , uk`1q. (13.641)

Cela étant posé nous pouvons donner les définitions.

13.29.2 Fonctions différentiables plusieurs fois

Définition 13.263 ([215]).
La fonction f : O Ă V ÑW est
(1) de classe C0 si elle est continue,
(2) de classe C1 si df : O Ñ LpV,W q est continue,
(3) de classe Ck si dkf : O Ñ LpkqpV,W q est continue,
(4) de classe C8 si f est dans

Ş8
k“0C

kpV,W q.

Définition 13.264.
Un Ck-difféomorphisme est une application inversible de classe Ck dont l’inverse est également
de classe Ck.

Exemple 13.265
Soit B : Rm ˆRm Ñ Rn une application bilinéaire. On définit f : Rm Ñ Rn par fpxq “ Bpx, xq.
Le lemme 13.216 nous dit que B est différentiable. Cela implique la différentiabilité de f . Pour
trouver la différentielle de la fonction f , nous écrivons f “ B ˝ s où s : Rm Ñ Rm ˆ Rm est
l’application spxq “ px, xq. En utilisant la règle de différentiation de fonctions composées,

dfpaq “ dB
`
spaq˘ ˝ dspaq. (13.642)

Mais dspaq.u “ pu, uq parce que spa` hq ´ spaq ´ ph, hq “ 0. Par conséquent,

dfpaq.u “ dB
`
spaq˘pu, uq “ Bpu, aq `Bpa, uq (13.643)

où nous avons utilisé la formule du lemme 13.216. La formule (13.643) peut être écrite sous la
forme compacte

dfpaq “ Bp· , aq `Bpa, · q (13.644)
La fonction dfpaq ainsi écrite est linéaire par rapport à a, donc différentiable. En outre elle coïncide
avec sa différentielle, comme on a vu dans le lemme 13.188, au sens que la différentielle de df au
point a sera l’application que à chaque x dans Rm associe l’application linéaire Bpx, · q`Bp· , xq.
On voit bien que d2f au point a est une application de Rm vers l’espace des applications linéaires
LpRm,Rnq. On peut utiliser d’autre part l’isomorphisme des espaces LpRm,LpRm,Rnqq et LpRmˆ
Rm,Rnq et dire que, une fois que a est fixé, l’application d2fpaq est une application bilinéaire sur
Rm ˆRm. On écrit alors d2fpaqpx, yq “ Bpx, yq `Bpy, xq. 4
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13.29.3 Différentielle seconde, fonction de classe C2

Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de la différentielle seconde est la suivante

Proposition 13.266.
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction. La fonction f est deux fois diffé-
rentiable au point a si et seulement si les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf sont différentiables en
a.

Cela veut dire, en particulier, que f est deux fois différentiable si et seulement si ses dérivées
partielles secondes, BiBjf , pour tout couple d’indices i, j dans t1, . . . ,mu, existent et sont continues.
Pour les différentielles d’ordre supérieur on a la proposition suivante.

La différentielle seconde dans l’exemple 13.265 est symétrique, c’est-à-dire que d2fpaqpx1, x2q “
d2fpaqpx2, x1q. En fait toute différentielle seconde est symétrique.

Théorème 13.267 (Schwarz).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction de classe C2. Alors, pour tout couple
i, j d’indices dans t1, . . . ,mu et pour tout point a dans U , on a

B2f

BxiBxj paq “
B2f

BxjBxi paq.

Démonstration. Pour simplifier nous nous limitons ici au cas m “ 2. Soit ph, gq un vecteur fixé
dans R2. Pour tout v “ px, yq dans R2 on note

∆hfpvq “ fpv ` he1q ´ fpvq “ fpx` h, yq ´ fpx, yq,
∆gfpvq “ fpv ` ge2q ´ fpvq “ fpx, y ` gq ´ fpx, yq, (13.645)

Nous avons

∆g∆hfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx, y ` gqq ´ pfpx` h, yq ´ fpx, yqq ,
∆h∆gfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx` h, yqq ´ pfpx, y ` gq ´ fpx, yqq , (13.646)

donc,
1
g

∆g

ˆ
1
h

∆hfpvq
˙
“ 1
h

∆h

ˆ
1
g

∆gfpvq
˙
. (13.647)

On utilise alors le théorème des accroissements finis 13.129

1
h

∆hfpvq “ 1
h

`
fpx` h, yq ´ fpx, yq˘ “ 1

h
B1fpx` t1h, yqh “ B1fpx` t1h, yq, (13.648)

pour un certain t1 dans s0, 1r. De même on obtient

1
g

∆gfpvq “ B2fpx, y ` t2gq,

pour un certain t2 dans s0, 1r. Alors
1
g

∆g

`B1fpx` t1h, yq
˘ “ 1

h
∆h

`B2fpx, y ` t2gq
˘
. (13.649)

En appliquant encore une fois le théorème des accroissements finis on a

B2B1fpx` t1h, y ` s1gq “ B1B2fpx` s2h, y ` t2gq. (13.650)

Il suffit maintenant de passer à la limite pour ph, gq Ñ p0, 0q et de se souvenir du fait que f est C2

seulement si ses dérivées partielles secondes sont continues pour avoir B2B1fpvq “ B1B2fpvq.
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Si f est deux fois différentiable d2fpaq est l’application bilinéaire associée avec la matrice
symétrique

Hf paq “

¨
˚̋
B2

1fpaq . . . B1Bmfpaq
... . . . ...

B1Bmfpaq . . . B2
1fpaq,

˛
‹‚ (13.651)

Cette matrice est dite la matrice hessienne de f .

Exemple 13.268
Montrons qu’il n’existe pas de fonctions f de classe C2 telles que

" Bxfpx, yq “ 5 sin x (13.652a)
Bypx, yq “ 6x` y. (13.652b)

Ceci est vite fait en appliquant le théorème de Schwarz, 13.267 ; ce que nous trouvons est

BypBxfq “ 0 ‰ BxpByfq “ 6.

Donc, l’existence d’une fonction f de classe C2 telle que Bxpx, yq “ 5 sin x et Byfpx, yq “ 6x ` y
serait en contradiction avec le théorème. 4

Soit une fonction de classe C2 f : V Ñ R où V est un espace vectoriel de dimension n ă 8.
Nous avons

f : V Ñ R (13.653a)
df : V Ñ LpV,Rq (13.653b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,Rq

¯
, (13.653c)

avec, en suivant les différentes formules du lemme 13.195,

dfapuq “ d

dt

”
fpv ` tuq

ı
t“0

(13.654)

et
pd2fqapuq “ d

dt

”
dfv`tu

ı
t“0

(13.655)

pour tout a, u P V . Notons que dans le deuxième cas, il s’agit d’une limite dans LpV,Rq. Si
dimpV q “ n, alors dim LpV,Rq “ n et avec un choix de base, nous pouvons trouver une matrice
nˆ n pour pd2fqa.

Soit une base teiu de V et la base duale tei̊ u de LpV,Rq. Nous allons chercher la matrice de
pd2fqa pour ces bases. L’élément de matrice

“pd2fqa
‰
ij

(13.656)

est la composante ej̊ de pd2fqa appliqué à ei. Trouver cette composante ej̊ revient à appliquer
l’élément pd2fqaei de LpV,Rq à ej . Le calcul est donc :

“pd2fqa
‰
ij
“ `pd2fqaei

˘pejq (13.657a)

“ d

dt

”
dfa`teipejq

ı
t“0

(13.657b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tei ` sejq

ı
s“0

ı
t“0

(13.657c)

“ B2f

BxiBxj paq. (13.657d)

Attention : le passage à (13.657b) n’est pas une trivialité. Le fait est que si t ÞÑ Aptq est une
application continue RÑ LpV,Rq alors

lim
tÑ0

`
Aptqv˘ “ `

lim
tÑ0

Aptq˘v. (13.658)

Donc la matrice de d2f est la matrice des dérivées secondes. Il s’agit d’une matrice symétrique
par le théorème de Schwarz 13.267.
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13.269.
Si a P v, nous pouvons aussi voir pd2fqa comme une forme bilinéaire sur V grâce à la proposi-
tion 12.55. Si u, v P V nous notons

pd2fqapu, vq “ pd2fqapuqv. (13.659)

À droite, il s’agit de la définition réelle de d2f sans abus de notations, et à gauche, il s’agit d’une
notation. Cette application bilinéaire pd2fqa P Lp2qpV,Rq a pour matrice symétrique la matrice des
dérivées secondes calculées en a.

Exemple 13.270
Voyons comment la différentielle seconde fonctionne entre deux espaces vectoriels. Soient deux
espaces vectoriels de dimension finie V et W . Pour que les choses soient claires, nous avons :

f : V ÑW (13.660a)
df : V Ñ LpV,W q (13.660b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,W q

¯
. (13.660c)

Si a P V , alors pd2fqa est une application V Ñ LpV,W q. Il faut donc l’appliquer à u P V et ensuite
à v P V pour obtenir un élément de W :

pd2fqapuqv “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

v (13.661a)

“ d

dt

”
dfa`tupvq

ı
t“0

(13.661b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tu` svq

ı
s“0

ı
t“0

(13.661c)

“ B2f

BuBv paq. (13.661d)

Par conséquent nous voyons
d2f : V Ñ Lp2qpV,W q

d2fapu, vq “ B2f

BuBv paq.
(13.662)

Dans le cas d’une fonction f : RÑ R, nous avons une seule direction et par linéarité de (13.662)
par rapport à u et v, nous avons

d2fapu, vq “ f2paquv (13.663)
où les produits sont des produits usuels dans R et f2 est la dérivée seconde usuelle. 4

Tout ceci est un peu résumé dans la proposition suivante.

Proposition 13.271.
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe C2. Alors en désignant par Haf sa matrice hessienne au
point a nous avons

pd2fqapu, vq “ B2f

BuBv paq “ xpHafqu, vy (13.664)

pour tout u, v P Rn.

Démonstration. La première égalité est l’équation (13.663) déjà faite. Pour la seconde, il faut se
rappeler du lien entre dérivée partielle et dérivée directionnelle, donné en le lemme 13.195. En
particulier ici nous avons

B2f

BuBv “
ÿ

kl

B2f

BxkBxl paqukvl “ xpHafqu, vy. (13.665)
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En particulier, la matrice hessienne Haf est symétrique et donc diagonalisable (théorème spec-
tral 11.189). Si ei est un vecteur propre unitaire pour la valeur propre λi nous avons

pd2fqapei, eiq “ xpHafqei, eiy “ λixei, eiy “ λ. (13.666)

Enfin pour celles qui aiment les notations matricielles de tout poil, il y a cette façon-ci d’écrire :

pd2fqapα, βq “
`
α β

˘ˆ B2
xfpaq B2

xyfpaq
B2
xyfpaq B2

yfpaq
˙ˆ

α
β

˙
. (13.667)

13.29.4 Ordre supérieur

Intuitivement, une fonction est de classe Cp si elle est p fois continûment différentiable. Nous
posons la définition suivante.

Définition 13.272.
Une fonction f : E Ñ F est de classe C0 si elle est continue.

Nous disons que la fonction f : E Ñ F est de classe Cp si elle est différentiable et si sa
différentielle df : E Ñ LpE,F q est continue.

Ce qui est terrible avec les différentielles d’ordre supérieurs, c’est l’emboîtement des espaces.
Pour une fonction f : E Ñ F , nous allons souvent poser

V0 “ F (13.668a)
Vk`1 “ LpE, Vkq, (13.668b)

de telle sorte à avoir
df : E Ñ LpE,F q “ V1 (13.669)

et
d2f : E Ñ LpE, V1q “ V2, (13.670)

ce qui donne en général
dkf : E Ñ LpE, vk´1q “ Vk. (13.671)

La proposition suivante lie une bonne fois pour toute dérivée et différentielle dans le cadre de
fonctions RÑ R.

Proposition 13.273 ([1]).
Une fonction f : RÑ R est de classe Cp si et seulement si elle est p fois continûment dérivable.

Démonstration. Nous commençons par poser un certain nombre de notations. Comme souvent
nous posons V0 “ R et

Vk`1 “ LpR, Vkq. (13.672)

De plus nous considérons M1 P LpR,Rq donnée par M1ptq “ t. Et par récurrence

Mk`1ptq “ tMk. (13.673)

Nous avons M1 P V1 et Mk : RÑ Vk´1, c’est-à-dire Mk P Vk.
Les formules que nous allons prouver sont que d’une part,

dfa “ f 1paqM1. (13.674)

et que d’autre part, plus généralement,

pdkfqa “ f pkqpaqMk. (13.675)

En plusieurs parties et par récurrence.
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Si f est continûment dérivable, alors f est C1 Le candidat différentielle serait dfaphq “ hf 1paq.
Vérifions cela directement dans la définition :

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ fpa` hq ´ fpaq

}h} ´ 11hfpaq. (13.676)

où nous avons noté 1h le vecteur unité dans la direction de h, c’est-à-dire 1h “ h{}h}. Vu
que h P R, c’est simplement

1h “
#

1 si h ą 0
´1 si h ă 0

(13.677)

et nous ne définissons pas 1h si h “ 0.
C’est le moment de prendre la limite de (13.676) pour h Ñ 0` et h Ñ 0´ séparément.
Lorsque h Ñ 0`, nous avons }h} “ h et 1h “ h. Vu que f est supposée dérivable, la limite
du quotient existe et vaut f 1paq. Donc le tout a une limite nulle :

lim
hÑ0`

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ lim

hÑ0`
fpa` hq ´ fpaq

h
´1 fpaq “ 0. (13.678)

En ce qui concerne la limite h Ñ 0´, nous avons }h} “ ´h et 1h “ ´1, et à nouveau
une limite nulle. La proposition 13.37 nous permet alors de conclure que la limite existe et
est nulle. Les limites à gauche et à droite étant nulles, la limite existe et est nulle par la
proposition 13.37.

Si f ppq est continue alors dpf aussi Nous passons à la récurrence de notre preuve. Sous l’hy-
pothèse que f ppq existe et est continue, nous allons montrer que dpf existe, est continue et
vaut

pdpfqa “ f ppqpaqMp. (13.679)
Soit k ă p tel que ce soit bon (pour k “ 1 c’est déjà fait). Nous avons pdkfqa “ f pkqpaqMk,
et pour prouver que pdk`1fqa “ f pk`1qpaqMk`1 nous l’y mettons dans la définition de la
différentielle. Nous avons :
pdkfqa`h ´ pdkfqa ´ f pk`1qpaqMk`1phq

}h} “ f pkqpa` hqMk ´ f pkqpaqMk ´ hf pk`1qpaqMk

}h} .

(13.680)
La limite hÑ 0 est une limite dans Vk, et elle se traite comme précédemment. Elle vaut zéro
parce que f pk`1q est la dérivée de f pkq. Cela justifie les faits que dkf est différentiable en a
et que la différentielle est donné par la formule voulue.
Par hypothèse, k ` 1 ď p, donc f pk`1q est continue. Par conséquent l’application a ÞÑ
f pk`1qpaqMk`1 est continue.

Si f est de classe C1 alors f 1 existe et est continue Dire que f est de classe C1 revient à
dire que la différentielle df : R Ñ LpR,Rq existe et est continue. Soyons conscient que
dfapεq “ εdfap1q et calculons

fpa` εq ´ fpaq ´ dfapεq
ε

“ fpa` εq ´ fpaq
ε

´ dfap1q. (13.681)

La définition de la différentielle est que la limite de cela pour εÑ 0 soit nulle. Cela implique
que la limite suivante existe et vaut

lim
εÑ0

fpa` εq ´ fpaq
ε

“ dfap1q. (13.682)

Nous avons prouvé que f 1paq “ dfap1q.
La fonction a ÞÑ dfa est continue. Pouvons-nous en déduire que f 1 est continue ? Nous avons

f 1 “ ev1 ˝ df (13.683)

où ev1 est l’application d’évaluation dont le lemme 12.18 a déjà donné la continuité. Donc f 1
est continue comme composée d’applications continues.
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f est Cp. Récurrence Nous supposons que f est de classe Cp, et nous allons montrer par récur-
rence que f pkq existe et est continue pour tout k ď p. Posons exactement l’énoncé de notre
récurrence.
Pour k “ 1 c’est fait. Nous supposons que la formule soit correcte pour un certain k ď p et
nous y allons pour k ` 1. Nous avons

pdkfqpa` hq ´ pdkfqpaq ´ f pk`1qpaqMk`1phq
}h} “

“
f pkqpa` hq ´ fkpaq ´ hf pk`1qpaq‰Mk

}h}
(13.684a)

“ “f pkqpa` hq ´ f pkqpaq
}h} ´ 1hf pk`1qpaq‰Mk.

(13.684b)

où nous avons aussi tenu compte que Mk`1phq “ hMk.
C’est le moment de calculer séparément les limites h Ñ 0` et h Ñ 0´. Cela fonctionne
comme toutes les autres fois.

Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. L’application

dlf : Rn Ñ L
´
Rn,L

`
Rn,Lp. . . ˘

¯
(13.685)

au point x appliquée à vp1q appliquée au point vp2q, . . . , appliquée à vplq est notée

pdlfqxpvp1q, . . . , vplqq P R. (13.686)

Proposition 13.274.
Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. Avec la notation (13.686) nous avons

pdlfqxpvp1q, . . . vplqq “
ÿ

k1,...,kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

Blf
Bxk1 . . . Bxkl

pxq. (13.687)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l, en sachant que la formule est déjà vraie
pour l “ 1 et l “ 2. Si la formule est valable pour l, nous avons

pdl`1fqxpvp1q, . . . , vpl`1qq “ d

dt

”
pdlqx`tvpl`1qpvp1q, . . . , vplqq

ı
t“0

(13.688a)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

d

dt

” Blf
Bx1 . . . Bxl px` tv

l`1q
ı
t“0

(13.688b)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

ÿ

i

B
Bxi

Blf
Bxk1 . . . Bxk

pxq. (13.688c)

Cela donne le résultat attendu.

13.275.
La formule de la proposition 13.274 nous permet d’écrire de jolies formules comme

pd3fqxph, h, hq “
ÿ

ijk

hihjhkpB3
ijkfqpxq. (13.689)

Proposition 13.276 (Dérivées partielles et fonctions Ck).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn. La fonction f est de classe Ck si et seulement si
les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont de classe Ck.
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Proposition 13.277 ([1]).
Soient des espaces vectoriels E, V et W de dimension fine, et une fonction f : E Ñ V de classe
Cp. Si ϕ : V ÑW est linéaire, alors

ϕ ˝ f : E ÑW (13.690)

est de classe Cp.

Démonstration. En utilisant le théorème de différentiation de fonctions composées 12.140,

fpϕ ˝ fqapuq “ dϕfpaqdfapuq, (13.691)

et donc, parce que ϕ est linéaire,
dpϕ ˝ fqa “ ϕ ˝ dfa. (13.692)

Nous pouvons exprimer cela de façon un peu différente en posant ϕ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q,
ϕ1pαqpaq “ pϕ ˝ αqpaq. (13.693)

Cela nous permet d’écrire ϕ ˝ dfa “ pϕ1 ˝ dfqpaq et donc
dpϕ ˝ fq “ ϕ1 ˝ df (13.694)

où ϕ1 est encore une application linéaire. Une récurrence semble possible. Nous posons V0 “ V et
W0 “W puis

Vk`1 “ LpE, Vkq (13.695a)
Wk`1 “ LpE,Wkq (13.695b)

et
ϕk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

g ÞÑ ϕk´1 ˝ g.
(13.696)

Avec tout cela, nous prétendons que dkpϕ ˝ fq “ ϕk ˝ dkf avec ϕk linéaire.
ϕk est linéaire Soient α1, α2 P LpE, Vk´1q, ainsi que λ, µ P K. Nous avons, en utilisant la linéarité

de ϕk´1 :

ϕkpλα1 ` µα2qpaq “ ϕk´1
`pλα1 ` µα2qpaq

˘
(13.697a)

“ ϕk´1
`
λα1paq

˘` µϕk´1
`
α2paq

˘
(13.697b)

“ λϕkpα1qa` µϕkpα2qpaq. (13.697c)

Donc ϕk est linéaire pour tout k.
La relation La relation

dkpϕ ˝ fq “ ϕk ˝ dkf (13.698)

se démontre par récurrence, chaque pas étant justifié de la même manière que (13.694).

13.30 Suites et séries : généralités

13.30.1 Convergence uniforme

13.30.1.1 Critère de Cauchy uniforme

Définition 13.278 ([173]).
Soient un espace (dont la nature n’est pas très importante) Ω, une partie A de Ω et un espace
normé V . Lorsque g est une fonction g : Ω Ñ V , nous notons

}g}A “ sup
xPA

}gpxq} (13.699)
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C’est la norme supremum limitée à la partie A.
Nous disons qu’une suite de fonctions pfnq définies sur un ensemble A converge uniformé-

ment sur A vers la fonction f si
lim
nÑ8 }fn ´ f}A “ 0. (13.700)

Proposition 13.279 (Critère de Cauchy uniforme[216]).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace topologique complet. La suite de fonctions fn : X Ñ
Y converge uniformément sur A si et seulement si pour tout ε ą 0 il existe N P N tel que si k, l ą N
alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (13.701)
pour tout x P X.

Grosso modo, cela dit que si qu’une suite de Cauchy pour la norme uniforme est une suite
uniformément convergente. Le fait que la suite converge fait partie du résultat et n’est pas une
hypothèse. Ce critère sera utilisé pour montrer que

`
CpKq, }.}8

˘
est complet, proposition 13.282.

Démonstration. Si fn
unifÝÑ f alors le critère est satisfait ; c’est dans l’autre sens que la preuve est

intéressante.
Soit donc une suite de fonctions satisfaisant au critère et montrons qu’elle converge uniformé-

ment. Pour tout x P X la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans l’espace complet Y ; nous avons
donc convergence ponctuelle fn Ñ f . Nous devons prouver que cette convergence est uniforme.
Soit ε ą 0 et N P N tel que si k, l ą N alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (13.702)

pour tout x P X. Si nous nous fixons un tel k et un x P A nous considérons l’inégalité

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (13.703)

qui est vraie pour tout l. En passant à la limite l Ñ 8 (limite qui commute avec la fonction
distance par définition de la topologie) nous avons

d
`
fkpxq, fpxq

˘ ď ε. (13.704)

Cette inégalité étant valable pour tout x P X, cela signifie que fn
unifÝÑ f .

Théorème 13.280 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit A, un ensemble mesuré et fn : A Ñ Rn, une suite de fonctions continues convergeant uni-
formément vers f . Si les fonctions fn sont toutes continues en x0 P A, alors f est continue en
x0.

Démonstration. Soit ε ą 0. Si x P A nous avons, pour tout n, la majoration

}fpxq ´ fpx0q} ď }fpxq ´ fnpxq} ` }fnpxq ´ fnpx0q} ` }fnpx0q ´ fpx0q} (13.705a)
ď }fnpxq ´ fnpx0q} ` 2}fn ´ f}8. (13.705b)

Grâce à l’uniforme convergence, nous considérons N P N tel que }fn ´ f} ď ε pour tout n ě N .
Pour de tels n, nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 2ε` }fnpxq ´ fnpx0q}. (13.706)

La continuité de fn nous fournit un δ ą 0 tel que }fnpx0q ´ fnpxq} ă ε dès que }x´ x0} ă δ. Pour
ce δ, nous avons alors }fpxq ´ fpx0q} ă ε.

Donc lorsque }x´ x0} ă δ et n ě N nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 3ε, (13.707)

où vous remarquerez qu’il n’y a plus de dépendance en n. Cela prouve la continuité de f en x0.
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13.30.1.2 Complétude avec la norme uniforme

Proposition 13.281 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace métrique. Si une suite de fonctions fn : X Ñ Y
continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue 59.

Démonstration. Soit a P X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous
considérons une suite xn Ñ a dans X. Nous savons que fpxnq YÝÑ fpxq. Pour tout k P N, tout
n P N et tout x P X nous avons la majoration

››fpxnq ´ fpxq
›› ď ››fpxnq ´ fkpxnq

››` ››fkpxnq ´ fkpxq
››` ››fkpxq ´ fpxq

›› (13.708a)
ď 2}f ´ fk}8 `

››fkpxnq ´ fkpxq
››. (13.708b)

Soit ε ą 0. Si nous choisissons k suffisamment grand la premier terme est plus petit que ε. Et par
continuité de fk, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus petit que ε.

Proposition 13.282.
Soit X un espace topologique métrique pY, dq un espace espace métrique complet. Alors les espaces
(1)

`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions continues et bornées X Ñ Y ,

(2)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘
des fonctions continues et s’annulant à l’infini

(3)
`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions de classe Ck et s’annulant à l’infini

sont complets.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans CpX,Y q, c’est-à-dire que pour tout ε ą 0 il
existe N P N tel que si k, l ą N nous avons }fk ´ fl}8 ď ε. Cette suite vérifie le critère de Cauchy
uniforme 13.279 et donc converge uniformément vers une fonction f : X Ñ Y . La continuité (ou
l’aspect Ck) de la fonction f découle de la convergence uniforme et de la proposition 13.281 (c’est
pour avoir l’équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité normale que nous avons
pris l’hypothèse d’espace métrique).

Si les fonctions fk sont bornées ou s’annulent à l’infini, la convergence uniforme implique que
la limite le sera également.

Notons que si X est compact, les fonctions continues sont bornées par le théorème 7.86 et nous
pouvons simplement dire que C0pX,Y q est complet, sans préciser que nous parlons des fonctions
bornées.

Lemme 13.283.
Soient un espace topologique compact A et un espace complet B. L’ensemble des fonctions continues
de A vers B muni de la norme uniforme est complet.

Dit de façon courte :
`
CpA,Bq, }.}8

˘
est complet.

Démonstration. Soit pfkq une suite de Cauchy de fonctions dans CpA,Bq. Pour chaque x P A nous
avons

}fkpxq ´ flpxq}B ď }fk ´ fl}8, (13.709)
de telle sorte que la suite pfkpxqq est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément de
B. La suite de Cauchy pfkq converge donc ponctuellement vers une fonction f : A Ñ B. Nous
devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera l’uniformité de la norme qui donnera
la continuité. En effet soit xn Ñ x une suite dans A qui converge vers x P A. Pour chaque k P N
nous avons

}fpxnq ´ fpxq} ď }fpxnq ´ fkpxnq} ` }fkpxnq ´ fkpxq} ` }fkpxq ´ fpxq}. (13.710)

En prenant k et n assez grands, cette expression peut être rendue aussi petite que l’on veut ; le
premier et le troisième terme par convergence ponctuelle fk Ñ f , le second terme par continuité
de fk. La suite fpxnq est donc convergente vers fpxq et la fonction f est continue.

59. Si X est métrique, alors c’est la continuité usuelle par la proposition 7.74.
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Problèmes et choses à faire

Il serait sans doute bon de revoir cette preuve à la lumière du critère de Cauchy uniforme 13.279.

13.284 ([217]).
Le théorème de Stone-Weierstrass indique que les polynômes sont denses pour la topologie uniforme
dans les fonctions continues. Donc il existe des limites uniformes de fonctions C8 qui ne sont même
pas dérivables. Les espaces de type Cp munis de }.}8 ne sont donc pas complets sans quelques
hypothèses. Voir la proposition 13.282 et le thème 24.

Théorème 13.285 (Théorème de Dini[218]).
Soient un espace métrique complet D et une suite de fonctions fn P CpD,Rq telle que
(1) fn Ñ g ponctuellement,
(2) g P CpD,Rq,
(3) la suite pfnq est croissante, c’est-à-dire que pour tout x P D et pour tout n ě 0 nous avons

fn`1pxq ě fnpxq.
Alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Soit x P D et ε ą 0. Il existe Npxq P N tel que

gpxq ´ ε ď fNpxq ď gpxq. (13.711)

De plus g et fNpxq sont des fonctions continues, donc il existe ηpxq tel que si y P B`x, ηpxq˘ alors

gpyq P B`gpxq, ε˘ (13.712a)
fNpxqpyq P B

`
fNpxqpxq, ε

˘
. (13.712b)

Si n ě Npxq et si y P Bpx, ηpxqq alors nous avons les majorations

gpyq ě fnpyq ě fNpxqpyq ě fNpxqpxq ´ ε ě gpxq ´ 2ε ě gpyq ´ 3ε. (13.713)

Justifications :

(1) Les deux premières inégalités sont la crois-
sance de la suite.

(2) La suivante est (13.712b).

(3) Ensuite il y a le choix de Npxq.

(4) Et enfin il y a (13.712a).

Nous retenons que si x P D et si n ě Npxq alors
gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ε (13.714)

pour tout y P Bpx, ηpxqq.
Nous utilisons maintenant la compacité de D. Pour chaque x P D nous pouvons considérer la

boule ouverte B
`
x, ηpxq˘ ; ces boules recouvrent D. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini,

c’est-à-dire un ensemble fini d’éléments x1,. . . , xK tels que

D “
Kď

k“1
B
`
xk, ηpxkq

˘
. (13.715)

Si à ce moment vous ne comprenez pas pourquoi c’est une égalité au lieu d’une inclusion, il faut
lire l’exemple 7.14. Considérons

n ě N “ maxtNpx1q, . . . , NpxKqu. (13.716)

Pour tout y P D il existe k P t1, . . . ,Ku tel que y P B`xk, ηpxkq
˘
, et vu que n ě Npxkq nous

reprenons la majoration (13.714) :

gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ε. (13.717)

Pour le n choisi nous avons ces inégalités pour tout y P D, c’est-à-dire que nous avons }fn´g} ď 3ε
et donc la convergence uniforme.
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Proposition 13.286 ([1]).
Soient une suite de fonctions continues ui : R Ñ R et une fonction continue u telle que ui Ñ u
simplement. Alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit un compact K ; nous notons }.} la norme uniforme sur K. Supposons que la
limite ne soit pas uniforme, c’est-à-dire qu’il existe un ε ą 0 tel que

}ui ´ u} ą 2ε (13.718)

pour tout i. Cela permet de considérer pour tout i un élément xi P K tel que 60

}uipxiq ´ upxiq} ą ε. (13.719)

Pour cela, il faut noter que K est compact et que la fonction x ÞÑ }uipxq ´ upxq} est continue sur
K. Elle est donc bornée et atteint son maximum (c’est le théorème de Weierstrass 7.99).

La suite i ÞÑ xi est une suite dans un compact, et quitte à prendre une sous-suite, nous
supposons qu’elle converge vers a P K (ça, c’est Bolzano-Weierstrass 7.96).

La convergence ponctuelle ui Ñ u, prise en a, dit qu’il existe un N tel que |uipaq ´ upaq| ă ε
pour tout i ě N . Pour un tel i, nous avons aussi

|uipxq ´ upxq| ă ε (13.720)

sur un voisinage de a, parce que ui ´ u est continue. Mais tout voisinage de a contient un élément
xj pour lequel

|uipxjq ´ upxjq| ą ε. (13.721)

Contradiction.

13.30.2 Série de fonctions

Les séries de fonctions sont des cas particuliers de suites.

Définition 13.287.
Si pfnq est une suite de fonctions, nous définissons la somme des fn de la façon suivante :

8ÿ

n“1
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“1
fn. (13.722)

Le membre de droite est une définition de la notation introduite dans le membre de gauche.

Avant de vous lancer, relisez une bonne fois les définitions de convergence absolue (définition
12.59) et de convergence uniforme (équation 12.115).

Lemme 13.288.
Soient des fonctions un : Ω Ñ C. Si il existe une suite réelle positive panqnPN telle que
(1) pour tout z P Ω et pour tout n P N nous avons |unpzq| ď an (c’est-à-dire an ě }un}8),
(2) la somme

ř
n an converge,

alors la série de fonctions
ř8
n“0 un converge normalement 61.

Démonstration. Découle du lemme de comparaison 12.69.

Théorème 13.289.
Soit

ř8
k“1 gkpxq, une série de fonctions complexes où gkpxq “ ϕkpxqψkpxq. Supposons que

(1) ϕk : AÑ C et |řK
k“1 ϕkpxq| ďM où M est indépendant de x et K,

60. Notez l’inégalité stricte, obetenue en considérant 2ε plus haut.
61. Définition 12.60.
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(2) ψk : AÑ R avec ψkpxq ě 0 et pour tout x dans A, ψk`1pxq ď ψkpxq, et enfin supposons que
ψkpxq converge uniformément vers 0.

Alors
ř8
k“1 gk est uniformément convergente.

Théorème 13.290.
Si la série de puissances (réelle) converge en x “ x0 ` R, alors elle converge uniformément sur
rx0 ´R` ε, x0 `Rs (ε ą 0) vers une fonction continue.

Proposition 13.291.
Soit punq une suite de fonctions continues un : Ω Ă C Ñ C. Si la série

ř
n un converge normale-

ment alors la somme est continue.

Démonstration. Nous posons upzq “ limNÑ8
řN
n“0 unpzq, et nous vérifions que la fonction ainsi

définie sur Ω est continue. Soit z P Ω. Prouvons la continuité de u au point z. Pour tout z1 dans
un voisinage de z nous avons

ˇ̌
upzq ´ upz1qˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
unpzq ´

Nÿ

n“0
unpz1q `

8ÿ

n“N`1
unpzq ´

8ÿ

n“N`1
unpz1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (13.723a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
unpzq ´

Nÿ

n“0
unpz1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ`

8ÿ

n“N`1
|unpzq| `

8ÿ

n“N`1
|unpz1q|. (13.723b)

Étant donné que les sommes partielles sont continues, en prenant N suffisamment grand, le premier
terme peut être rendu arbitrairement petit. Si N est suffisamment grand, le second terme est
également petit. Par contre, cet argument ne tient pas pour le troisième terme parce que nous
souhaitons une majoration pour tout z1 dans une boule autour de z. Nous devons donc écrire

8ÿ

n“N
|unpzq| ď

8ÿ

n“N`1
}un}8. (13.724)

Ce dernier est arbitrairement petit lorsque N est grand. Notons que nous avons utilisé l’hypothèse
de convergence normale.

La même propriété, avec la même démonstration, tient dans le cas d’espaces vectoriels normés.

Proposition 13.292.
Soient E et F , deux espaces vectoriels normés, Ω une partie ouverte de E et une suite de fonctions
un : Ω Ñ F convergeant normalement sur Ω, c’est-à-dire que

ř
n }un}8 converge, la norme }.}8

devant être comprise comme la norme supremum sur Ω. Alors la fonction u “ ř
n un est continue

sur Ω.

Démonstration. Soit x, x1 P Ω en supposant que }x´ x1} est petit. Soit encore ε ą 0. Nous allons
montrer la continuité en x. Pour cela nous savons que pour tout N l’inégalité suivante est correcte :

}upxq ´ upx1q} ď
›››››
Nÿ

n“0
unpxq ´

Nÿ

n“0
unpx1q

›››››`
8ÿ

n“N`1
}unpxq} `

8ÿ

n“N`1
}unpx1q}. (13.725)

Les deux derniers termes sont majorés par
ř8
n“N`1 }un}8 qui, par hypothèse, peut être rendu

aussi petit que souhaité en choisissant N assez grand. Nous choisissons donc un N tel que ces deux
termes soient plus petits que ε. Ce N étant fixé, la fonction

řN
n“0 un est continue et nous pouvons

choisir x1 assez proche de x pour que le premier terme soit majoré par ε.

Théorème 13.293.
Si les gk sont continues et si

ř
gk converge uniformément, alors

ř
gk est continue.

Le corollaire suivant permet de considérer des séries de fonctions indexées par exemple par Z
plutôt que par N.
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Corollaire 13.294.
Une famille dénombrable de fonctions continues convergeant normalement converge vers une fonc-
tion continue.

Démonstration. Soit I dénombrable. Considérons une famille de fonctions continues pfnqnPI telles
que la famille p}fi}8qiPI soit sommable. Le proposition 12.105 nous permet d’utiliser une bijection
entre I et N. Le théorème 13.291 s’applique alors.

Théorème 13.295 (Critère de Weierstrass).
Soit une suite de fonctions fk : AÑ C telles que |fkpxq| ďMk P R, @x P A. Si ř8

k“1Mk converge,
alors

ř8
k“1 fk converge absolument et uniformément.

Démonstration. La convergence normale est facile : l’hypothèse dit que }fk}8 ďMk, et donc que

8ÿ

k“1
}fk}8 ď

ÿ

k

Mk ă 8. (13.726)

La convergence uniforme est à peine plus subtile. Nous nommons F la fonction somme. Pour
tout x et pour tout N , nous avons

›››››
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq

››››› “ }
8ÿ

n“N
fnpxq} (13.727a)

ď
8ÿ

n“N
}fkpxq} (13.727b)

ď
8ÿ

n“N
}fn}8. (13.727c)

La convergence normale étant assurée, la série
ř8
n1
}fn}8 est finie, ce qui implique que la queue

de somme
ř8
n“N }fn}8 tend vers zéro lorsque N Ñ 8. Pour tout ε, il existe donc un N (non

dépendant de x) tel que

}
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq} ď ε. (13.728)

En prenant le supremum sur x P A nous trouvons la convergence uniforme.

Remarque 13.296.
Il n’y a pas de critère correspondant pour les suites. Il n’est pas vrai que si limnÑ8 }fn} existe,
alors limnÑ8 fn existe, comme le montre l’exemple

fnpxq “

$
’&
’%

1 si x P r0, 1s et n est pair
1 si x P r1, 2s et n est impair
0 sinon.

(13.729)

13.31 Permuter limite et dérivée

Pour permuter différentielle et limite, ce sera le théorème 16.6.

Théorème 13.297 ([173, 195]).
Soient une suite de fonctions fi : RÑ R, une fonction f : RÑ R et une fonction g : RÑ R telles
que
(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1i Ñ g uniformément sur tout compact.
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Alors
(1) f est de classe C1,
(2) f 1 “ g,
(3) fi Ñ f uniformément sur tout compact.

Démonstration. On commence par démonter la convergence uniforme sur les compacts des fi.
Soit K Ď R un intervalle compact contenant x. Il suffit de montrer que la suite pfiqi restreinte à
K est une suite de Cauchy pour la norme uniforme. Soit ε ą 0. On note ωi le module de continuité
de f 1i . Par le lemme 12.173, il existe N ě 0 tel que pour tout δ ą 0 nous ayons

ωipδq ď ωgpδq ` ε. (13.730)

Soit y P K, n P N et αn “ x´y
n`1 . Pour tout i ě 0,

fipyq “ fipxq `
nÿ

k“0
pfipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnqq , (13.731)

c’est une somme télescopique. Par le théorème des accroissements finis, il existe pour tout 0 ď k ď n
un réel un,i,k P rk, pk ` 1qαns tel que

fipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnq “ αnf
1
ipx` un,i,kq, (13.732)

de sorte que

fipyq “ fipxq ` αn
nÿ

k“0
f 1ipx` un,i,kq. (13.733)

Et pour tout i, j ě 0, on obtient

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| ` αn
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1ipx` un,i,kq ´ f 1jpx` un,j,kq

ˇ̌
. (13.734)

Or
ˇ̌
f 1ipx` un,i,kq ´ f 1jpx` un,j,kq

ˇ̌ ď ˇ̌
f 1ipx` un,i,kq ´ f 1ipx` un,j,kq

ˇ̌` ˇ̌
f 1ipx` un,j,kq ´ f 1jpx` un,j,kq

ˇ̌

(13.735)
ď ωipαnq ` }f 1i ´ f 1j}, (13.736)

et il suit que pour tout i, j ě N ,

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y|
`
ωipαnq ` }f 1i ` f 1j}K

˘
(13.737)

ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y|
`
ωgpαnq ` ε` }f 1i ` f 1j}K

˘
, (13.738)

où la dernière inégalité vient de (13.730). Comme g est continue (limite uniforme de fonctions
continues) sur un compact, elle est uniformément continue et limδÑ0 ωgpδq “ 0. Donc l’inéga-
lité (13.738), avec nÑ8 devient

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y|
`
ε` }f 1i ` f 1j}K

˘
. (13.739)

Comme K est borné, |x´ y| est borné par une quantitéM ne dépendant que de K. En prenant
dans (13.739) le supremum par rapport à y, on obtient

}fi ´ fj}K ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y|
`
ε` }f 1i ` f 1j}K

˘
. (13.740)

Étant donné que pfipxqqi est une suite de Cauchy, que pf 1iqi est une suite de Cauchy pour la
norme uniforme surK, il suit que pfi|Kqi est une suite de Cauchy. Donc elle converge uniformément
vers une limite f |K .
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Montrons maintenant que la limite f de la suite pfiqi est dérivable et que f 1 “ g. Soit y P R
et soit K un voisinage compact de y. On reprend les notations précédentes. Pour tout δ P R
suffisamment petit y ` δ P K, et pour tout i ě 0 on a alors

ˇ̌
ˇ1
δ

`
fpy ` δq ´ fpyq˘´ gpyq

ˇ̌
ˇ (13.741a)

ď 1
δ
|fpyq ´ fipyq| ` 1

δ
|fpy ` δq ´ fipy ` δq| `

ˇ̌
ˇ̌1
δ
pfipy ` δq ´ fipyqq ´ gpyq

ˇ̌
ˇ̌

(13.741b)

ď 2
δ
}fi ´ f}K `

ˇ̌
ˇ̌1
δ
pfipy ` δq ´ fipyqq ´ gpyq

ˇ̌
ˇ̌ . (13.741c)

Par le théorème des accroissements finis, il existe u P ry ´ |δ|, y ` |δ|s tel que

1
δ
pfipy ` δq ´ fipyqq “ f 1ipuq. (13.742)

Il suit,
ˇ̌
ˇ̌1
δ
pfpy ` δq ´ fpyqq ´ gpyq

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

δ
}fi ´ f}K `

ˇ̌
f 1ipuq ´ f 1ipyq

ˇ̌` }f 1i ´ g} (13.743)

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` ωipδq ` }f 1i ´ g}. (13.744)

En prenant iÑ8, on obtient
ˇ̌
ˇ̌1
δ
pfpy ` δq ´ fpyqq ´ gpyq

ˇ̌
ˇ̌ ď ωgpδq. (13.745)

Or limδÑ0 ωgpδq “ 0, donc f est dérivable en y et f 1pyq “ gpyq.

Théorème 13.298.
Soit U Ă Rn ouvert, fk : U Ñ R et fk de classe C1. Supposons que fk converge simplement vers f
et que Bifk converge uniformément sur tout compact vers une fonction gi pour i “ 1, . . . , n. Alors
f est de classe C1 et Bif “ gi. De plus, fk converge vers f uniformément.

13.32 Densité des polynômes

13.32.1 Théorème de Stone-Weierstrass

Voir le thème 12.
Note : le lemme 13.299 est utilisé dans la démonstration du théorème 13.303 ; c’est pour cela

que nous l’avons isolé.

Lemme 13.299.
Il existe une suite de polynômes sur r0, 1s convergeant uniformément vers la fonction racine carrée.

Démonstration. Nous donnons cette suite par récurrence :

P0ptq “ 0 (13.746a)

Pn`1ptq “ Pnptq ` 1
2
`
t´ Pnptq2

˘
. (13.746b)
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Nous commençons par montrer que pour tout t P r0, 1s, Pnptq P r0,
?
ts. Pour P0, c’est évident.

Ensuite nous avons

Pn`1ptq ´
?
t “ Pnptq ´

?
t` 1

2pt´ Pnptq
2q (13.747a)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´ 1
2
t´ Pnptq2
Pnptq ´

?
t

˙
(13.747b)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´
?
t` Pnptq

2

˙
(13.747c)

ď 0 (13.747d)

parce que
?
t ď 1 et Pnptq ď 1 par hypothèse de récurrence.

Nous savons au passage que Pnptq est une suite réelle croissante parce que t ´ Pnptq2 ě t ´
p?tq2 “ 0. La suite Pnptq est donc croissante et majorée par

?
t ; elle converge donc. Les candidats

limites sont déterminés par l’équation

` “ `` 1
2pt´ `

2q, (13.748)

dont les solutions sont ` “ ˘?t. La suite étant positive, nous avons une convergence ponctuelle
de Pn vers la racine carrée. Cette suite étant une suite croissante de fonctions continues sur un
compact, convergeant ponctuellement vers une fonction continue, la convergence est uniforme par
le théorème de Dini 13.285.

Lemme 13.300.
Soit K, un compact de R et fn une suite de fonctions sur K convergeant uniformément vers f .
Soit g : X Ñ K une fonction depuis un espace topologique K. Alors fn ˝ g converge uniformément
vers f ˝ g.
Démonstration. En effet, pour tout x P X nous avons

}pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 “ sup
xPX

}fn
`
gpxq˘´ f`gpxq˘} ď }fn ´ f}8. (13.749)

Par conséquent, si ε 0 est donné, il suffit de choisir n de telle sorte à avoir }fn ´ f}8 ă ε et nous
avons }pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 ď ε.

Définition 13.301.
Nous disons qu’une algèbre A de fonctions sur un espace X sépare les points de X si pour tout
x1 ‰ x2 il existe g P A telle que gpx1q ‰ gpx2q.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer une forme nettement plus générale du théorème
de Stone-Weierstrass. Le théorème 13.303 le donne pour CpX,Cq et le théorème 13.302 le donne
pour CpX,Rq.
Théorème 13.302 (Stone-Weierstrass[219]).
Soient X, un espace compact et Hausdorff. Soit A, une sous-algèbre de CpX,Rq contenant une
fonction constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Rq, }.}8

¯
si et seulement si A sépare

les points de X.

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration en plusieurs étapes (dont la première est le
lemme 13.299). Nous commençons par la première partie, sur les réels.

Première étape Pour tout x ‰ y P X et pour tout α, β P R, il existe une fonction f P A telle
que fpxq “ α et fpyq “ β.
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En effet, vu que A sépare les points nous pouvons considérer une fonction g P A telle que
gpxq ‰ gpyq et ensuite poser

fpzq “ α` α´ β
gpyq ´ gpxq

`
gpzq ´ gpxq˘. (13.750)

Les constantes faisant partie de A, cette fonction f est encore dans A.
Seconde étape Pour tout n-uples de fonctions f1, . . . , fn dans Ā, les fonctions minpf1, . . . , fnq et

maxpf1, . . . , fnq sont dans Ā.
Nous le démontrons pour n “ 2 ; le reste allant évidemment par récurrence. Soient f, g P Ā.
Étant donné que

maxpf, gq “ f ` g
2 ` |f ´ g|2 (13.751a)

minpf, gq “ f ` g
2 ´ |f ´ g|2 , (13.751b)

if suffit de montrer que si f P Ā alors |f | P Ā. Si f est nulle, c’est évident ; supposons que
f ‰ 0 et posons M “ }f}8 ‰ 0. Pour tout x P X nous avons

fpxq2
M2 P r0, 1s. (13.752)

Nous considérons alors la suite
hn “ Pn ˝ f2

M2 (13.753)

où Pn est une suite de polynômes convergent uniformément vers la racine carrée (voir
lemme 13.299). Le lemme 13.300 nous assure que hn converge uniformément vers |f |

M dans
CpX,Rq. Étant donné que Ā est également une algèbre, hn est dans Ā pour tout n et la limite
s’y trouve également (pour rappel, la fermeture Ā est celle de la topologie de la convergence
uniforme).

Troisième étape Soit ε ą 0, f P CpX,Rq et x P X. Il existe une fonction gx P Ā telle que
"
gxpxq “ fpxq (13.754a)
gxpyq ď fpyq ` ε (13.754b)

pour tout y P X.
Soit z P Xztxu et une fonction hz telle que hzpxq “ fpxq et hzpzq “ fpzq. Une telle fonction
existe par une des étapes précédentes. Étant donné que f et hz sont continues, il existe un
voisinage ouvert Vz de z sur lequel

hzpyq ď fpyq ` ε (13.755)

pour tout y P Vz. Nous pouvons sélectionner un nombre fini de points z1, . . . , zn tels que les
ouverts Vz1 , . . . , Vzn recouvrent X (parce que X est compact, de tout recouvrement par des
ouverts, nous extrayons un sous recouvrement fini.). Nous posons

gx “ minphz1 , . . . , hznq P Ā. (13.756)

Si y P X, nous sélectionnons le i tel que hzipyq ď fpyq ` ε et nous avons
gxpyq ď hzipyq ď fpyq ` ε. (13.757)

Étape finale Soit ε ą 0 et f P CpX,Rq. Pour chaque x P X nous considérons une fonction gx P Ā
telle que

"
gxpxq “ fpxq (13.758a)
gxpyq ď fpyq ` ε (13.758b)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Final_Doom
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pour tout y P X. Les fonctions f et gx sont continues, donc il existe un voisinage ouvert Wx

de x sur lequel
gxpyq ě fpyq ´ ε. (13.759)

De ces Wx nous extrayons un sous recouvrement fini de X : Wx1 , . . . ,Wxm et nous posons

ϕ “ maxpgx1 , . . . , gxnq P Ā. (13.760)

Si y P X, il existe un i tel que

ϕpyq ě gxipyq ě fpyq ´ ε. (13.761)

La première inégalité est le fait que ϕ est le maximum des gxk , et la seconde est le choix de
i. Donc pour tout y P X nous avons

fpyq ´ ε ď ϕpyq ď fpyq ` ε. (13.762)

La première inégalité est ce que l’on vient de faire. La seconde est le fait que pour tout i nous
ayons gxipyq ď fpyq ` ε ; le fait que ϕ soit le maximum sur les i ne change pas l’inégalité.
Le fait que les inégalités (13.762) soient vraies pour tout y P X signifie que }ϕ´ f}8 ď ε, et
donc que f P Adh

`
AdhpAq˘ “ AdhpAq.

Tout cela prouve que CpX,Rq Ă AdhpAq. L’inclusion inverse est le fait que CpX,Rq est fermé
pour la norme }.}8, étant donné qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Nous pouvons maintenant nous tourner vers l’énoncé concernant CpX,Cq.
Théorème 13.303 (Stone-Weierstrass[1]).
Soit X, un espace compact et Hausdorff. Soit une sous-algèbre A stable par conjugaison 62 A de
CpX,Cq contenant une fonction constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Cq, }.}8

¯
si

et seulement si A sépare les points de X.
Entendons-nous bien : ici A et CpX,Cq sont des algèbres à coefficients dans C.

Démonstration. La preuve de cette version dans CpX,Cq va bien entendu fortement reposer sur
le cas dans CpX,Rq que nous venons de prouver. Soit donc A, une sous-algèbre vérifiant les
hypothèses.
RepAq Ă A Nous prouvons que si f P A, alors Repfq P A. En effet, vu que A est stable par

conjugaison, si f P A, alors f̄ P A et f ` f̄ “ 2 Repfq P A.
Nous posons

A1 “ tRepgq tel que g P Au. (13.763)

A1 est une sous-algèbre de A Le fait que les élément de A1 soient dans A est déjà fait. Pour le
produit, si g1, h1 P A1, alors il existe h, h P A tels que g1 “ Repgq et h1 “ Rephq. Nous avons

pg1 ` ig2qph1 ` ih2q “ g1h2 ´ g2h2 ` ipg1h2 ` g2h1q P A. (13.764)

La partie réelle de cela est dans A1, donc

g1h2 ´ g2h1 P A1. (13.765)

Mais comme g1 ` ig2 P A, nous avons aussi g1 ´ ig2 P A et donc

pg1 ´ ig2qph1 ` ih2q “ g1h1 ` g2h2 ` ipg1h2 ´ g2h1q P A. (13.766)

La partie réelle de cela est dans A1. Donc

g1h2 ` g2h1 P A1. (13.767)

En comparant avec (13.765), nous avons g1h1 P A1.

62. Pour tout g P A, nous avons ḡ P A.
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A1 sépare les points de X Soient x, y P X ainsi que f P A séparant les points x et y, c’est-à-dire

fpxq ‰ fpyq. (13.768)

Supposons f1pxq “ f2pyq. Vu que f sépare, si ce ne sont pas les parties réelles, ce sont les
parties imaginaires. C’est-à-dire que f2pxq ‰ f2pyq. Mais d’autre part, if “ f2 ` if1 P A,
donc en réalité f2 P A1 également.

Le partie A1 dans CpX,Rq vérifie les hypothèses de Stone-Weierstrass réel 13.302, donc A1 est
dense dans CpX,Rq. Le même raisonnement montre que A2 est également dense dans CpX,Rq 63

Soit maintenant le vif de la preuve : f P CpX,Cq avec f “ u`iv, les fonctions u et v étant dans
CpX,Rq. Nous avons des suites uk unifÝÑ u et vk

unifÝÑ v pour des suites pukq et pvkq dans CpX,Rq.
Par le même genre de raisonnements que nous avons déjà fait, nous nous convainquons que

uk ` ivk P A pour chaque k. Nous avons

}uk ` ivk ´ u´ iv}8 ď }uk ´ u}8 ` }vk ´ v}8 (13.769)

En prenant k assez grand, les deux termes peuvent être rendus plus petit que ε.

Corollaire 13.304 ([1]).
Soit B, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans Rn. La partie C8pB,Rnq est dense dans`
CpB,Bq, }.}8

˘
.

Démonstration. Soit f P CpB,Bq et ε ą 0. La fonction donnant la composante i est une fonction
fi P CpB,Rq et il existe donc, par le théorème de Stone-Weierstrass 13.303, une fonction gi P
C8pB,Rq telle que }gi ´ fi}8 ď ε.

La fonction g dont les composantes sont les gi ainsi construits vérifie }g ´ f}8 ď nε.

Attention toutefois que rien n’assure que les fonctions construites par le corollaire 13.304
prennent leurs valeurs dans B.

Le théorème suivant est un des énoncés les plus classiques de Stone-Weierstrass. Il découle
évidemment du théorème général 13.303 (encore qu’il faut alors bien comprendre qu’il faut traiter
la fonction x ÞÑ ?

x séparément). Il en existe cependant une preuve indépendante.

Théorème 13.305.
Soit f , une fonction continue de l’intervalle compact ra, bs à valeurs dans R. Alors pour tout ε ą 0,
il existe un polynôme P tel que }P ´ f}8 ă ε.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans Cra, bs pour la norme uniforme.

13.33 Primitive de fonction continue
Proposition 13.306 ([220]).
Soit un intervalle compact K de R et une suite pfnq de fonctions continues sur K telles que
fn

unifÝÑ f . Si chacune des fonctions fn a une primitive sur K alors f également.

Démonstration. Soit x0 P K et les primitives Fn choisies 64 pour avoir F 1nfn et Fnpx0q “ 0. Nous
allons voir que pFnq est une suite de Cauchy dans

`
K, }.}8

˘
. Soient n,m P N et x P K. Nous avons

}Fn ´ Fm}8 ď }Fnpxq ´ Fmpxq} (13.770a)
“ }pFn ´ Fmqpxq} (13.770b)
ď }F 1n ´ F 1m}rx,x0s}x´ x0} (13.770c)

63. Il me semble même que A1 “ A2 et qu’il y a un raccourcis possible dans cette preuve en exploitant ce fait.
Écrivez-moi pour dire ce que vous en pensez.
64. Les fonctions Fn étant dérivables sont continues.
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où nous avons utilisé le théorème des accroissements finis 12.151. Vu que x P K et que K est borné,
}x´ x0} est majoré par diampKq et

}Fn ´ Fm}K ď }fn ´ fm}K diampKq. (13.771a)

Vu que pfnq est de Cauchy, si n et m sont assez grands, cela tend vers zéro. La suite pFnq converge
donc vers une certaine fonction F .

Le théorème 13.298 nous permet de permuter la limite et la dérivée pour conclure que F 1 “ f
et donc que f a une primitive sur K.

Proposition 13.307 ([220]).
Soit un intervalle ouvert I de R et une fonction f : I Ñ R qui admet une primitive sur tout
compact de I. Alors f a une primitive sur I.

Démonstration. Nous considérons une suite exhaustive 65 de compacts Kn pour I et x0 P K0. Nous
considérons aussi Fn la primitive de f sur Kn telle que Fnpx0q “ 0 (possible parce que x0 P Kn

pour tout n). Les fonctions Fn sont des restrictions les unes des autres, et nous pouvons définir

F : I Ñ R

x ÞÑ Fnpxq si x P Kn.
(13.772)

Nous avons évidemment F px0q “ 0 et nous allons prouver que F est une primitive de f sur I.
Soit x P I vu que I est ouvert, nous pouvons choisir n0 tel que x P IntpKn0q. Les fonctions F et
Fn0 sont égales sur Kn et donc sur un ouvert autour de x. Par conséquent F est dérivable en x et
F 1pxq “ F 1n0pxq “ fpxq.
Théorème 13.308.
Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction continue sur I admet une primitive 66 sur I.

Démonstration. Sur chaque compact de I, la fonction f est limite uniforme de polynômes 67
(théorème de Stone-Weierstrass 13.305). Donc f est primitivable sur tout compact de I (pro-
position 13.306) et donc sur I par la proposition 13.307.

13.34 La fonction puissance
Si x et y sont des réels, définir xy n’est pas une mince affaire. Pour l’instant nous savons déjà

définir xn lorsque x P R et n P N. Voir la définition 1.59 et le thème 32.
Pour la suite nous notons

"
fαpxq “ xα (13.773a)
gapxq “ ax (13.773b)

pour autant que ces fonctions sont définies 68.

13.34.1 Sur les naturels

Définition 13.309.
La fonction puissance définie sur N s’étend à Z de la façon suivante :

x´n “ 1
xn

(13.774)

pour n ě 0. Cela donne donne donc xn pour x P R et n P Z a l’exception de x “ 0 lorsque n ă 0.
65. Voir le lemme 9.59.
66. Définition 13.135.
67. Si tu veux te passer de Stone-Weierstrass, tu peux prouver que toute fonction continue sur un compact est

limite uniforme de fonctions affines par morceaux, par exemple. Voir [220].
68. L’objet des pages suivantes est de déterminer pour quelles valeurs de a, α et x nous pouvons trouver des

définitions raisonnables pour ces fonctions.
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Nous étudions quelques propriétés de cette fonction pour n ą 0 fixé.

Proposition 13.310.
Soit n P Nzt0u ; nous posons fnpxq “ xn.

Si n est pair,
fn : r0,8r Ñ r0,8r (13.775)

est bijective.
Si n est impair,

fn : RÑ R (13.776)
est bijective.

Toutes les fonctions fn sont continues sur R.

Démonstration. En plusieurs morceaux, pas spécialement dans l’ordre auquel on s’attend.
Continuité Soit x P R. En vertu de 13.63 nous allons prouver que limεÑ0 fnpx` εq “ fnpxq. Pour

cela nous utilisons la formule du binôme 3.40 avec x, h ą 0 :

fnpx` hq “ px` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´khk. (13.777)

Nous fixons x0 P R. Calcul :

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| “ |
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k0 hk| (13.778a)

ď
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k (13.778b)

“ h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k´1 (13.778c)

ď h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k. (13.778d)

Justifications :
— Le terme k “ 0 est égal à xn “ fnpxq parce que

`
n
0
˘ “ 1.

— Dans la somme nous avons majoré |h| par 1, opération justifiée par le fait que nous
ayons dans l’idée de faire hÑ 0.

Nous avons donc

lim
hÑ0

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| ď lim
hÑ0

h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k “ 0. (13.779)

D’où la continuité de fn en tout point x0 P R.
Pour n pair ou impair, bijection sur les positifs Ceci sera déjà le résultat complet pour les

n pairs, et a moitié du résultat pour les n impairs.
Stricte croissance Soit n ‰ 0 dans N. Nous commençons par prouver que fn est stricte-

ment croissante sur r0,8r. Nous repartons de la formule du binôme, mais cette fois,
nous séparons les termes k “ 0 et k “ n des autres (si n “ 1, il y a un peu de réécriture)
en tenant compte de

`
n
0
˘ “ `

n
n

˘ “ 1 :

fnpx` hq “ xn ` hn `
n´1ÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´khk ą xn “ fnpxq. (13.780)

Vous noterez que l’inégalité est stricte même si n “ 1.
Vu que nous avons stricte monotonie, le théorème 13.61(2) nous dit que

fn : r0,8r Ñ fn
`r0,8r˘ (13.781)

est une bijection.
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Bijection Nous prouvons que fn
`r0,8r˘ “ r0,8r. Si x ą 0 alors fnpxq ą 0, cela prouve une

inclusion.
Pour l’autre inclusion nous savons que fnpxq ą x dès que x ą 1. Donc limxÑ8 fnpxq “
8. Si y P r0,8r, alors il existe x0 tel que fnpx0q ą y. Étant donné que fnp0q “ 0 et
que nous avons déjà prouvé que fn était continue (proposition 13.310), le théorème des
valeurs intermédiaires 13.50 nous indique l’existence de x1 P r0, x0r tel que fnpx1q “ y.

Nous avons prouvé que pour tout n, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r (13.782)

est une bijection.
Pour n impair Nous montrons à présent que si n est impair, alors

fn : s´8, 0s Ñ s´8, 0s (13.783)

est une bijection.
Tout se base sur le fait que si x ą 0 alors fnp´xq “ ´fnpxq. Le fait que (13.782) soit
injective et surjective montre alors tout de suite le fait que (13.783) soit également injective
et surjective.

Vous noterez que la continuité de fn démontrée dans la proposition 13.310 est indépendant de
la proposition 13.71 qui sera invoquée plus tard pour définir ax lorsque a ą 0 dans R.

13.34.2 Sur les rationnels, racines

L’existence, pour tout réel a ě 0, d’une réel r tel que r2 “ a est déjà faite en la proposition
1.130.

Définition 13.311 (Exposant rationnels).
La proposition 13.310 nous dit entre autres que pour tout n P N, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xn

(13.784)

est bijective. Nous définissions alors, pour a P r0,8r,

a1{n “ f´1
n paq. (13.785)

Autrement dit, le nombre a1{n est l’unique solution positive de

xn “ a. (13.786)

13.312.
Nous ne définissons pas a1{n pour a ă 0, du moins pas encore. Vu que f3 est bijective sur R, il
serait tentant de définir p´1q1{3 “ f´1

3 p´1q “ ´1.
Cela causera un certain nombre de problèmes plus tard vu que nous aurons envie de deux

choses en même temps :
— d’une part lnp´1q “ iπ,
— d’autre part, ax “ ex lnpaq.

De cette façon, nous devrions avoir
p´1q1{3 “ eiπ{3, (13.787)

qui est un nombre complexe non réel. Voici un exemple de ce que ça donne avec Sage :
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1 sage: a=(-1) **(1/3)
2 sage: a.real_part ()
3 1/2
4 sage: a.imag_part ()
5 1/2* sqrt (3)

tex/sage/sageSnip019.sage

Définition 13.313 (Racince).
Pour n P N nous définissons n

?
x “ f´1

n pxq. Lorsque n est pair, la fonction x ÞÑ n
?
x n’est définie

que sur R`, et lorsque n est impair, elle est définie sur tout R.

13.314.
Notons que les fonctions x ÞÑ 3

?
x et x ÞÑ x1{3 ne sont pas les mêmes : la première est définie sur

tout R et donne des valeurs réelles tandis que la seconde n’est (pour l’instant) définie que sur les
positifs, et donnera (quand on l’aura définie par l’exponentielle) des nombres complexes sur les
négatifs.

En suivant cette convention, c’est-à-dire en réservant la notation ? pour l’inverse de f2, nous
ne devrions pas écrire des choses comme «

?´1 “ i », mais plutôt « p´1q1{2 “ i ». En effet,
?´1

n’est pas défini et ne sera jamais défini alors que p´1q1{2 n’est pas encore défini, mais sera défini
par

p´1q1{2 “ e
1
2 lnp´1q “ eiπ{2 “ i. (13.788)

En résumé, nous avons les fonctions suivantes :
(1) n

? : RÑ R si n est impair,
(2) n

? : r0,8r Ñ r0,8r si n est pair,

(3) x1{n : r0,8r Ñ r0,8r pour tout n P N.
Cependant nous n’hésiterons pas à utiliser la notation

?
x pour x1{2 même lorsque x est négatif,

parce c’est une notation très pratique. Il faut garder en tête que cette façon de faire est incohérente
parce qu’elle inciterait à penser que 3

?´1 “ eiπ{3 au lieu de 3
?´1 “ ´1.

Pour toute la suite de cette section, nous allons considérer ax uniquement pour a ą 0.

Définition 13.315.
Pour m,n P N nous définissons

am{n “ pamq1{n, (13.789)

ce qui définit la fonction puissance sur Q`. Enfin nous posons

a´q “ 1
aq

(13.790)

lorsque q P Q`.
Et avec tout ça, lorsque a ą 0 nous avons défini aq pour tout q P Q.

Nous allons souvent noter la définition (13.789) sous la forme

fm{npxqn “ xm. (13.791)

Lemme 13.316 ([1]).
Pour a ą 0 et p, q P Z nous avons :

ap{q “ papq1{q “ pa1{qqp. (13.792)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction de la positivité du numérateur et du dénomi-
nateur.
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Numérateur et dénominateurs positifs Nous commençons avec p, q P N. La première égalité
est la définition 13.311. Pour la seconde, la définition de papq1{q est d’être le x ą 0 tel que

xq “ ap. (13.793)

La définition de a1{q est d’être le y ą 0 tel que

yq “ a. (13.794)

Ce y vérifie donc aussi ypq “ ap et donc pypqq “ ap. Autrement dit, yp “ x, c’est-à-dire
exactement

pa1{qqp “ papq1{q. (13.795)

Le lemme est prouvé dans le cas où p, q P N.
Numérateur et dénominateur négatifs Si p et q sont tous les deux négatifs, nous remarquons

que p{q “ p´pq{p´qq et nous sommes dans le même cas qu’avant.
Numérateur négatif, dénominateur positif Pour simplifier les notations nous supposons tou-

jours p, q P N mais nous considérons ap´pq{q. Nous avons d’une part :

ap´pq{q “ a´pp{qq “ 1
ap{q

“ 1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p. (13.796)

Dans ce calcul, nous avons utilisé au dénominateur le résultat dans le cas positif.
Et d’autre part nous avons :

pa´pq1{q “
ˆˆ

1
a

˙p˙1{q
“

˜ˆ
1
a

˙1{q¸p

“
ˆ

1
a1{q

˙p
“ 1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p (13.797)

où nous avons utilisé le résultat avec 1{a en guise de a.
Numérateur positif, dénominateur négatif Nous traitons maintenant ap{p´qq. Nous avons

d’une part
ap{p´qq “ a´pp{qq “ 1

ap{q
“ 1
papq1{q “ pa

pq´p1{qq “ papq1{p´qq. (13.798)

Et d’autre part :

ap{p´qq “ 1
ap{q

“ 1
pa1{qqp “

ˆ
1
a1{q

˙p
“

´
a´p1{qq

¯p “ pa1{p´qqqp. (13.799)

Le lemme suivant montre que la définition sur Q´ est cohérente avec celle sur Q`, au sens où
finalement nous retrouvons que am{n vérifie xn “ am quel que soient les signes de m et n.

Lemme 13.317 ([1]).
Le nombre y “ a´m{n vérifie l’équation y´n “ am

Démonstration. Nous posons x “ am{n, c’est-à-dire xn “ am. Nous avons, par définition y “
a´m{n “ 1

x . Alors

y´n “ 1` 1
x

˘n “ xn “ am, (13.800)

donc c’est bon.

Lemme 13.318 ([1]).
Pour a ą 0 et q, q1 P Q nous avons

aqaq
1 “ aq`q1 . (13.801)
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Démonstration. Nous mettons q et q1 au même dénominateur. Soient q “ s{c et q1 “ r{c avec
s, r P Z et c P N. En utilisant les égalités du lemme 13.316 nous trouvons

as{car{c “ pa1{cqspa1{cqr “ pa1{cqs`r “ aps`rq{c “ aq`q1 . (13.802)

Lemme 13.319 ([1]).
La fonction puissance prend les valeurs suivantes.
(1) Si a “ 1 alors aq “ 1 pour tout q P Q.
(2) Si a ą 1 alors

— aq ą 1 si q ą 0
— aq ă 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

(3) Si a ă 1 alors
— aq ă 1 si q ą 0
— aq ą 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

Démonstration. Si a “ 1 alors ak “ 1 pour tout k P N. Ensuite, pour m,n P N, an{m est solution
de xm “ an “ 1, donc x “ 1. En ce qui concerne les puissances négatives, 1{1 “ 1.

Si a ą 1 alors ak ą 1 pour tout k P N. De plus pour q ą 0 nous avons q “ m{n avec m,n P N.
Alors am{n est solution de xm “ an ą 1. Or pour x ď 1 nous avons xm ď 1, donc la solution à
xm “ an vérifie forcément x ą 1.

Toujours avec a ą 1, si q ă 0 nous posons q “ ´q1 avec q1 ą 0. Alors

aq “ q´q1 “ 1
aq1
. (13.803)

Mais aq1 ą 1, donc l’inverse est inférieur à 1.
En ce qui concerne les cas a ă 1, ils sont obtenus en posant b “ 1{a et en calculant

aq “
ˆ

1
b

˙q
“ 1
bq
“ b´q. (13.804)

Proposition 13.320 ([1]).
Si a ą 1 et si M ą 0, il existe n P N tel que an ąM .

Démonstration. Soit a “ 1` h. Alors en utilisant la formule du binôme,

an “ p1` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
hn´k. (13.805)

Tous les termes de la somme sont strictement positifs. Prenons le terme k “ n´ 1. Il vaut
ˆ

n

n´ 1

˙
h “ nh. (13.806)

Donc an ě nh, donc oui, cela peut être rendu arbitrairement grand avec n sans toucher à a.

Proposition 13.321 ([1]).
Pour a ą 0 nous considérons la fonction

ga : QÑ R

q ÞÑ aq.
(13.807)
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(1) Si a P s0, 1r alors ga est décroissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 0, lim

qÑ´8 gapqq “ 8. (13.808a)

(2) Si a ą 1 alors ga est croissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 8, lim

qÑ´8 gapqq “ 0. (13.809a)

Démonstration. Nous prouvons le cas a ą 1. L’autre cas s’en déduit en posant b “ 1{a. Pour la
croissance, soient q P Q et r ą 0 dans Q. En utilisant le lemme 13.318, nous avons

aq`r “ aqar ą aq (13.810)

parce que ar ą 1 par le lemme 13.319.
En ce qui concerne la limite q Ñ8, la fonction ga est croissante et non bornée par la proposition

13.320. Donc sa limite est 8.
Pour la limite q Ñ ´8, nous avons

lim
qÑ´8 a

q “ lim
qÑ8 a

´q “ lim
qÑ8

1
aq
“ 0. (13.811)

Proposition 13.322 ([1]).
Soit a ą 0. Nous avons

lim
qÑ0

aq “ 1. (13.812)

Notons que cette limite est une limite dans Q parce que nous n’avons même pas encore défini ax
lorsque x est irrationnel.

Démonstration. Nous notons, comme à l’accoutumée, gapxq “ ax. Soit une suite xk Ñ 0 (avec
xk ‰ 0 pour tout k). En définissant yk par xk “ 1{yk nous savons que a1{yk est la solution de
xyk “ a.

Nous posons tk “ axk et notre but est de prouver que tk Ñ 1. Pour tout k nous avons la relation

tykk “ a. (13.813)

Soit s ą 1. Il existe un M ą 0 tel que yk ą M implique syk ą a (proposition 13.320). Donc dès
que yk ąM nous avons tk ă s.

De la même manière, si r ă 1, il existe un R ą 0 tel que yk ą R implique ryk ă a. Donc dès
que yk ą R nous avons tk ą r.

Soit donc un voisinage sr, sr de 1 (avec r ă 1 et s ą 1). Nous avons les nombres M et R
correspondant et nous posons L “ maxtM,Ru. Soit K tel que k ą K implique yk ą L. Alors pour
k ą K nous avons aussi tk ă s et tk ą r, c’est-à-dire tk P sr, sr.

Cela prouve que tk Ñ 1.
Donc pour toute suite xk Ñ 0 nous avons gapxkq Ñ 1. Par le critère séquentiel de la limite

(proposition 9.9) nous avons limxÑ0 gapxq “ 1.

Lemme 13.323.
Soit a ą 0. La fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax
(13.814)

est continue.
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Démonstration. Soient x P Q et une suite xk Ñ 0 (toujours dans Q) et utilisons le lemme 13.318 :

ax`xk “ axaxk . (13.815)

Cela est, dans R, le produit entre une constante (ax) et une suite. La limite est donc le produit
de cette constante et la limite de la suite (si elle existe). Par la proposition 13.322 nous avons la
limite axk Ñ 1, et donc

lim
kÑ8 a

x`xk “ ax, (13.816)

ce qui prouve la continuité (caractérisation séquentielle, proposition 7.74) de ga.

Proposition 13.324.
Soit a ą 0 dans R. La fonction

ga : QÑ R

q ÞÑ aq
(13.817)

est Cauchy-continue.

Démonstration. En quelque étapes.
Pour a ą 1 Avant de nous lancer dans la preuve directe, nous prouvons une petite formule. Soit

ε ą 0. Vu que, par la proposition 13.322, limqÑ0 gapqq “ 1, il existe δ ą 0 tel que 0 ă q ă δ
implique |1´ gapqq| ă ε.
Soient maintenant p, q P Q tels que |p´ q| ă δ. En utilisant de plus la définition (13.790) et
la formule du lemme 13.318,

|gapqq ´ gappq| “ |gapqq|
ˇ̌
ˇ̌1´ gappq

gapqq
ˇ̌
ˇ̌ “ |gappq||1´ gapp´ qq| ď |gapqq|ε. (13.818a)

Nous y allons pour la preuve directe. Soit une suite de Cauchy pqnq dans Q. Nous devons
prouver que la suite n ÞÑ gapqnq est de Cauchy dans R. Soit ε ą 0.
La suite pqnq étant de Cauchy dans Q, elle l’est également dans R, elle est bornée parce que
convergente vu que R est complet 69. Vu que ga est croissante 70 et que pqnq est bornée, il
existe M tel que |gapqnq| ďM pour tout n.
Nous considérons δ tel que 0 ă q ă δ implique |1 ´ gapqq| ď ε, ainsi que N tel que i, j ą N
implique |qi ´ qj | ď δ (là nous utilisons le fait que pqnq est de Cauchy). Pour de tels N, i, j
nous avons

|gapqiq ´ gapqjq| ďMε. (13.819)

Donc la suite gapgnq est de Cauchy.
Pour a “ 1 La fonction ga est constante.
Pour 0 ď a ă 1 J’imagine que ça se fait comme a ą 1, mais en renversant quelque inégalités 71.

13.325.
L’ingrédient magique qui fait fonctionner la proposition 13.324 est le fait que gapx`yq “ gapxqgapyq
couplé au fait que limqÑ0 gapqq “ 1. C’est cela qui débloque la situation pour étendre la fonction
puissance de Q vers R en utilisant le lemme 13.71.

Le chemin suivit par [221] pour étendre la fonction puissance de Q vers R est un peu différent :
il définit ax “ suptaq tel que q ă x, q P Qu. La preuve que cette définition donne x ÞÑ ax continue
sur R repose, elle aussi, essentiellement sur le fait que limqÑ0 aq “ 1.

Il y a donc une certaine justice.
69. Théorème 9.39.
70. Proposition 13.321(2).
71. Je n’ai pas essayé. Faites-le et écrivez-moin pour me dire si ça marche.
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Proposition-définition 13.326 (Fonction puissance[1]).
Si a ą 0 et x P R, la fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax.
(13.820)

est Cauchy-continue par la proposition 13.324. Si x P R nous définissons

ax “ g̃apxq (13.821)

où g̃a est l’extension de ga donnée par le lemme 13.71.
Nous allons la noter ga également, et écrire ax la valeur de ga même lorsque x n’est pas un

rationnel.

Proposition 13.327 ([1]).
Quelque propriétés de la fonction puissance.
(1) Pour a ą 0, la fonction ga : x ÞÑ ax est continue sur R.
(2) Pour a ą 1, la fonction ga : x ÞÑ ax est croissante.
(3) Pour a ą 0 et x, y P R nous avons

axay “ ax`y. (13.822)
En particulier,

a´x “ 1
ax
. (13.823)

Démonstration. La continuité de x ÞÑ ax est par construction. Le point (1) est fait.
Pour le point (2), lorsque a ą 1, la fonction fa : Q Ñ R est croissante (proposition 13.321).

Donc par la proposition 13.73, la fonction x ÞÑ ax est croissante sur R.
Et enfin pour le point (3), il faut faire un peu plus attention. Soient des suites xi Ñ x et yi Ñ y

dans Q. Calculons :

axay “ plim
i
axiqay (13.824a)

“ lim
i

`
axiay

˘
(13.824b)

“ lim
i

`
lim
k
axiayk

˘
(13.824c)

“ lim
i

`
lim
k
axi`yk

˘
(13.824d)

“ lim
i
axi`y (13.824e)

“ ax`y. (13.824f)

Justifications :
— Pour 13.824a. Définition de ax lorsque x P R.
— Pour 13.824b. Nous entrons le nombre ay dans la limite. Entrer un facteur dans une limite

convergente dans R est un acte anodin.
— Pour 13.824c. Définition de ay, et renter le nombre réel axi dans la limite sur k.
— Pour 13.824d. Utilisation du lemme 13.318, valable pour xi, yk P Q.
— Pour 13.824e. Pour i fixé, la suite k ÞÑ xi`xk est une suite de rationnels qui converge vers le

réel xi`y. Par définition 13.326 de la fonction puissance nous avons alors limk a
xi`yk “ axi`y.

— Pour 13.824f. La suite de réels i ÞÑ xi`y converge dans R vers le réel x`y. Par la continuité
de t ÞÑ at (ça fait partie du lemme 13.71 définissant la fonction puissance sur R) nous avons
limi a

xi`y “ ax`y.
Vous remarquerez que les limites sur k et sur i ne s’enlèvent pas tout à fait avec la même

justification. Nous aurions pu invoquer la continuité sur R de t ÞÑ at pour les deux limites. Mais
cette continuité, dans le cas d’une suite purement constituée de rationnels, est la définition de la
prolongation vers R.
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Lemme 13.328.
Soient a, b ą 0. Si 1 ă x ă y alors

a´ b ă ay ´ bx. (13.825)

Démonstration. Nous posons y “ x` s avec s ą 0. Alors

ay ´ bx “ apx` sq ´ bx “ pa´ bqx` as ą pa´ bqx ą a´ b (13.826)

parce que as ą 0 et x ą 1.

Proposition 13.329 ([1]).
Pour q ą 0 dans Q, la fonction

fq : Q` Ñ R

x ÞÑ xq
(13.827)

est strictement croissante.

Démonstration. Division selon la généralité de q.
Si q est entier positif Soit q “ n P N. Si s ą 0 alors l’inégalité px`sqn ą xn découle du binôme

de Newton de la proposition 3.40.
Si q est rationnel Soient un rationnel q “ m{n et un nombre strictement positif s. Nous avons,

par la définition 13.311 sous la forme (13.791) :

fm{npx` sqn “ px` sqm ą xm “ fm{npxqn. (13.828)

Nous avons utilisé la stricte croissance de x ÞÑ xm. Cela donne

fm{npx` sqn ą fm{npxqn. (13.829)

En utilisant encore la stricte croissance de x ÞÑ xn, nous avons le résultat.

Corollaire 13.330.
Soient 1 ă b ă a dans R et des rationnels strictement positifs p ă q. Alors

ap ´ bp ă aq ´ bq (13.830)

Démonstration. Nous notons q “ p` r avec r ą 0 dans Q. Par la proposition 13.329,

ar ą br. (13.831)

Cela nous permet d’utilise le lemme 13.328 pour écrire

ap ´ bp ă apar ´ bpbr “ aq ´ bq. (13.832)

Proposition 13.331 ([1]).
Soient a, b ą 0 et α P R. Nous avons :

aαbα “ pabqα. (13.833)

Démonstration. Nous supposons que c’est bon pour α P N et α P Z. Pour les autres, nous donnons
plus de détails.



13.34. LA FONCTION PUISSANCE 785

Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Si am{n “ x et bm{n “ y, alors

xn “ am (13.834a)
yn “ bm (13.834b)

par (13.791). Nous multiplions (13.834a) par yn à gauche et par bm à droite : xnyn “ ambm.
En tenant compte du résultat pour N, nous avons

pxyqn “ pabqm, (13.835)

ce qui signifie que le nombre xy est pabqm{n.
Pour Q´ Soit q P Q`, nous avons le calcul

a´qb´q “ 1
aqbq

“ 1
pabqq “ pabq

´q. (13.836)

Pour R Soit une suite de rationnels αi Ñ α. Nous avons

aαbα “ `
lim
i
aαi

˘`
lim
j
bαj

˘ “ lim
i

`
aαibαi

˘ “ lim
i
pabqαi “ pabqα. (13.837)

Justifications :
— la proposition 8.14 pour le produit des limites,
— le résultat dans Q que nous venons de prouver,
— la définition de pabqα comme limite de pabqαi .

Pour rappel, la proposition suivantes, dans le cas de α P Q` est la proposition 13.329.

Proposition 13.332 ([1]).
Pour α ą 0, la fonction

fα : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xα
(13.838)

est strictement croissante.
Aussi, la fonction

fα : s´8, 0r Ñ R

x ÞÑ xα
(13.839)

est strictement décroissante.

Démonstration. Nous rappellons que le cas α P Q` est déjà traité par la proposition 13.329. Soient
x P s0,8r et s ą 0. Nous allons montrer que fαpx` sq ´ fαpxq ą 0. Pour cela nous décomposons
en plusieurs cas.
x ą 1 Par la proposition 1.117, nous considérons une suite strictement croissante de rationnels

strictement positifs αi Ñ α. Pour tout i nous avons αi ą α0.
En utilisant la stricte croissance de fα0 et le lemme 13.319(2), nous avons les inégalités
1 ă xα0 ă px` sqα0 , et en particulier

0 ă px` sqα0 ´ xα0 . (13.840)

De plus nous avons 1 ă x ă x`s et α0 ă αi pour tout i. Donc le corollaire 13.330 s’applique
et nous avons, pour tout i :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ă px` sqαi ´ xαi . (13.841)

C’est le moment de passer à la limite iÑ 8. La seconde inégalité devient non stricte, mais
la première reste :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ď px` sqα ´ xα. (13.842)
Nous avons donc bien la stricte croissance de fα sur s1,8r.
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x ď 1 Nous choisissons encore αi Ñ α strictement croissante dans Q. Pour chaque i, nous avons
encore

px` sqαi ´ xαi ą 0. (13.843)
Le passage à la limite change l’inégalité stricte en inégalité large, et ne permet donc pas de
conclure immédiatement. Nous devons donc ruser. Soit k P N tel que kpx` sq ą 1 et kx ą 1
(existence parce que R est archimédien, proposition 1.108). Nous avons :

`
kpx` sq˘α ´ pkxqα ą 0 (13.844)

par la partie « x ą 1 » que nous venons de prouver. Grâce à la proposition 13.331 nous
pouvons factoriser kα :

0 ă `
kpx` sq˘α ´ pkxqα “ kα

`px` sqα ´ xα˘. (13.845)

Vu que kα ą 0, cela implique px` sqα ´ xα ą 0, ce qu’il fallait.
Nous avons fini de prouver que la fonction fα était strictement croissante sur s0,8r. En ce qui
concerne la fonction fα sur s´8, 0r, nous avons, pour x ą 0 que

fαp´xq “ 1
fαpxq , (13.846)

et donc stricte décroissance.

Nous prouvons à présent que fα est localement injective ; nous en avons besoin pour prouver la
continuité. Or cette continuité est nécessaire à prouver que fα est localement bijective. Donc nous
ne pouvons pas énoncer la bijectivité ici. Ce sera la proposition 13.336.

Proposition 13.333.
Soient α P R et x P Rzt0u. Il existe un voisinage V de x sur lequel

fα : V Ñ fαpV q (13.847)

est injective.

Démonstration. Soit x ą 0 ; nous considérons un voisinage V de x inclu à s0,8r. Soit y P V ; pour
fixer les idées nous supposons y ă x. Par la stricte croissance de fα sur s0,8r (proposition 13.332),
nous avons fαpyq ă fαpxq et en particulier fαpxq ‰ fαpyq.

Le cas x ă 0 se traite de façon analogue, avec la stricte décroissance de fα sur s´8, 0r.
Notons que les voisinages sur lesquels fα est injective sont assez grands. Ils peuvent être toute

une demi-droite, si l’on veut.

Lemme 13.334.
Soient α ą 0, une suite de rationnels strictement décroissante αi Ñ α ainsi que les fonctions

fαi : s1,8r Ñ R

x ÞÑ xαi .
(13.848)

La famille tfαiuiPN est équicontinue 72.

Démonstration. Soient x ą 1, et α ą 0. Nous allons montrer que tfαiu est équicontinue en x. Soit
s tel que 1 ă x ă x` s ; le corollaire 13.330 nous enseigne que

px` sqp ´ xp ă px` sqq ´ xq (13.849)

dès que p ă q. En particulier, fp étant croissante par la proposition 13.332,

0 ă px` sqαi ´ xαi ă px` sqα0 ´ xα0 . (13.850)

72. Définition 9.69.
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Soit ε ą 0 et δ tel que s ă δ implique |px` sqα0 ´ xα0 | ă ε. Alors nous avons aussi, pour de tels σ
et s :

|px` sqαi ´ xαi | ă |px` sqα0 ´ xα0 | ă ε. (13.851)

En procédant de même pour s ă 0, nous trouvons bien que

|yαi ´ xαi | ď ε (13.852)

pour tout y P Bpx, δq.
Cela signifie que tfiu est équicontinue.

Proposition 13.335 ([1]).
Soit α ą 0 dans R. La fonction

fα : RÑ R

x ÞÑ xα
(13.853)

est continue (sauf pour x “ 0 si α ă 0).

Démonstration. Nous allons subdiviser quelque cas.
Pour α P N Nous supposons que ce cas va bien.
Pour α P Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Soit aussi ε ą 0. Nous avons :

fm{npxqn “ xm (13.854a)
fm{npx` εqn “ px` εqm. (13.854b)

L’équation (13.854b) s’écrit aussi bien sous la forme

fn
`
fm{npx` εq

˘ “ px` εqm. (13.855)

En prenant la limite,
lim
εÑ0

“
fn
`
fm{npx` εq

˘‰ “ xm “ fm{npxqn. (13.856)

Vu que fn est continue, nous pouvons la permuter avec la limite dans le membre de gauche
tout en écrivant fm{npxqn “ fn

`
fm{npxq

˘
dans le membre de droite :

fn
“

lim
εÑ0

fm{npx` εq
‰ “ fn

`
fm{npxq

˘
. (13.857)

La fonction fn étant injective dans un voisinage autour de x (proposition 13.333),

lim
εÑ0

fm{npx` εq “ fm{npxq, (13.858)

ce qui est la continuité de fm{n en x.
Pour α P R` Nous prouvons séparément le cas x ă 1 et le cas x ě 1. Commençons par x P s1,8r.

Soit une suite αi Ñ α strictement décroissante dans Q`. Le lemme 13.334 nous dit que
l’ensemble de fonctions tfαi : s1,8r Ñ RuiPN est équicontinu. La convergence simple fαi Ñ
fα étant par définition, la proposition 9.70 nous dit que la fonction fα : s1,8r Ñ R est
continue.
Soit maintenant x P s0, 1s. Il existe k P N tel que kx ą 1, kpx{2q ą 1 et kα ą 1 (si vous
pensez bien, seule la première condition est utile).
Nous considérons ε tel que x ` ε ą x{2 ; de toutes façons nous comptions faire ε Ñ 0. Nous
avons : ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ ď kα

ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ “ ˇ̌rkpx` εqsα ´ pkxqα ˇ̌. (13.859)

Nous prenons le δ qui correspond à ε en kx dans la continuité de fα déjà démontée pour
kx ą 1. Alors si ε ă δ nous avons

ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ ď ε. (13.860)
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Pour α P R´ Si α ą 0, la fonction f´α est donnée par

f´αpxq “ 1
fαpxq (13.861)

et est donc continue (sauf en x “ 0 où elle n’existe pas).

Proposition 13.336.
Soit α ą 0. La fonction

fα : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xα

(13.862)

est bijective.

Proposition 13.337 ([1]).
Soient a ą 0 ainsi que x, y P R. Alors

paxqy “ payqx “ axy. (13.863)

Démonstration. Nous découpons en fonction de la nature de x et y.
x rationnel, y naturel Si q P Q et n P N alors la formule

paqqn “ anq (13.864)

découle seulement d’une récurrence sur la formule 13.822.
x, y P Q Soient y “ m{n avec n P Z, m P N et q P Q. Nous avons, en utilisant la partie déjà

démontrée et le lemme 13.316,

paqqp “ paqm{n “ `paqqm˘1{n “ pamqq1{n “ amq{n “ apq. (13.865)

x, y irrationnels Soient des suites des rationnels xi Ñ x et yi Ñ y. En utilisant les définitions,

paxqy “ lim
i
paxqyi “ lim

i

`
lim
j
axj

˘yi . (13.866)

Fixons un i pour commencer. Nous avons, par la continuité de fyi (proposition 13.335)
`

lim
j
axj

˘yi “ fyi
`

lim
j
axj

˘ “ lim
j

`
fyipaxj q

˘ “ lim
j
axjyi . (13.867)

Nous avons utilisé le résultats déjà démontré dans le cas des rationnels. La suite j ÞÑ xjyi
est une suite dans Q qui converge vers le réel xyi, donc la limite sur j redonne la fonction
puissance : `

lim
j
axj

˘yi “ lim
j
axjyi “ axyi . (13.868)

Le résultat découle maintenant de la prise de limite dans (13.866) qui revient à prendre la
limite iÑ8 de l’expression dans (13.868) :

paxqy “ lim
i

`
lim
j
axj

˘yi “ lim
i
axyi “ axy. (13.869)

Le lemme suivant montre en gros que xy croît plus rapidement en y qu’en x.

Lemme 13.338.
Pour tout α ą 0 et a ă 1 nous avons la limite

lim
nÑ8n

αan “ 0 (13.870)
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Démonstration. Soit k P N plus grand que α. Soit la suite numérique sn “ nkan. Tous ses termes
sont positifs et

sn
sn`1

“
ˆ

n

n` 1

˙k 1
a
. (13.871)

Étant donné que n{n` 1 Ñ 1 et que a ă 1, il existe un certain rang à partir duquel la suite psnq
est décroissante. Deux conclusions :
— Elle est majorée par une constante M .
— Elle est convergente par le lemme 8.18.

Soit l tel que kal ă 1 et n ą l alors

sn`l “ pn` lqkan`l ď knkanal “ kalsn ď kalM. (13.872)

La majoration est due au fait que dans pn ` lqk nous avons k termes tous plus petits que nk. De
la même façon,

s2n`2l ď ka2ls2n ď ka2lM. (13.873)

En posant ϕpiq “ in` il nous avons
sϕpiq ď kaiM, (13.874)

qui est une sous-suite convergente vers 0. Or si une suite est convergente (ce qui est le cas de psnq),
toutes les sous-suites convergent vers la même limite. Nous en concluons que sn Ñ 0.

13.339.
Une conséquence est que si vous voulez choisir un mot de passe fort, la longueur du mot est plus
importante que la taille de l’alphabet choisit : il est plus efficace de choisir une combinaison longue
qu’une combinaisons mélangeant des lettres, chiffres et symboles spéciaux.

Exemple : si vous choisissez un mot de passe contenant majuscules, minuscules, chiffres et
symboles spéciaux complètement mélangés (ne mentez pas, vous ne le faites pas), mais que vous
ne le choisissez que de taille 6, vous avez 726 possibilités (en supposant un jeu de 10 symboles
spéciaux).

Eh bien, en seulement 8 lettres minuscules, vous avez plus de possibilités : 268 ą 726.
De nombreux sites font l’erreur de considérer que

— « ggzxzheaiynshunxuydajkwyohgqxz » est un mot de passe faible,
— « azerty.2019A » est un mot de passe fort.

Il n’en est rien. Le premier est considérablement meilleur que le second, même si le second, très
superficiellement, mélange les lettres majuscules, minuscules, chiffres et symboles spéciaux.

Voila voila. La prochaine fois qu’un site vous refusera un mot de passe de 30 lettres minuscules
mélangées, vous saurez pourquoi il n’y a rien qui marche en informatique, et en particulier pourquoi
la sécurité générale de nos systèmes d’informations est désastreuse.

13.34.3 Dérivation de la fonction puissance (première)

Nous n’allons pas complètement résoudre la question de la dérivation de la fonction x ÞÑ ax ;
il faudrait des logarithmes, et nous ne les avons pas encore défini. Le logarithme sera introduit
comme fonction inverse de l’exponentielle en 16.58.

Proposition 13.340 ([221]).
Soit la fonction puissance

ga : RÑ R

x ÞÑ ax.
(13.875)

(1) La fonction ga est dérivable.
(2) La dérivée vérifie l’équation

g1apxq “ g1ap0qgapxq. (13.876)
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Démonstration. La fonction ga est continue par 13.327(1). La proposition 13.308 nous dit donc
que la fonction ga admet une primitive sur R. Nous notons F une telle primitive.

Soit x P R. En posant Fxptq “ F px` tq, nous avons une primitive de t ÞÑ axat. En effet

F 1xptq “ F 1px` tq d
dt

”
x` t

ı
t“0

“ aa`t “ axat. (13.877)

Par ailleurs la fonction t ÞÑ axF ptq est également une primitive de t ÞÑ axat. Donc il existe un
nombre Cpxq tel que

Fxptq “ F px` tq “ axF ptq ` Cpxq. (13.878)
Le nombre F p1q ´ F p0q est un nombre sans histoires. Nous avons :

gapxq
`
F p1q ´ F p0q˘ “ gapxqF p1q ´ gapxqF p0q (13.879a)

“ Fxp1q ´ Cpxq ´ Fxp0q ` Cpxq (13.879b)
“ Fxp1q ´ Fxp0q (13.879c)
“ F p1` xq ´ F pxq. (13.879d)

La fonction F étant dérivable, nous en déduisons que ga est dérivable.
Vu que nous n’avons aucune idée de la forme de F , nous ne pouvons pas tirer beaucoup

d’informations d’une dérivation des membres de gauche et de droite de (13.879).
En ce qui concerne la formule, nous écrivons la fameuse équation fonctionnelle 73

gapx` yq “ gapxqgapyq (13.880)

Nous fixons x et dérivons par rapport à y en y “ y0 :

g1apx` y0q “ gapxqg1apy0q. (13.881)

En posant y0 “ 0 nous trouvons le résultat demandé.

13.341.
La démonstration donnée dans [221] s’assure d’abord de l’existence d’une intégrale (lemme 15.223),
pose ensuite A “ ş1

0 gaptqdt et fait le calcul suivant :

Agapxq “
ż 1

0
gapxqgaptqdt “

ż 1

0
gapx` tqdt “

ż x`1

x
gaptqdt. (13.882)

Vu que le membre de droite est une fonction dérivable de x, nous concluons que ga est dérivable.
Cela demande donc toute la théorie de l’intégration pour prouver la dérivabilité d’une fonction.

La démonstration donnée ici est à peine mieux. Elle utilise l’existence d’une primitive et donc
tout le théorème de Stone-Weierstrass 13.305.

Dans les deux cas, je trouve que la situation n’est pas fameuse. Si vous êtes capable de montrer
l’existence de la limite

lim
εÑ0

aε ´ 1
ε

(13.883)

sans recourir à autre chose que des astuces sur les limites, je suis preneur. Ou, au contraire, si vous
avez un argument pour dire que c’est impossible, dites-le moi également. Écrivez-moi.

Nous posons une définition

Définition 13.342.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation fonctionnelle l’équation

"
fpx` yq “ fpxqfpyq (13.884a)
fp1q “ a (13.884b)

pour la fonction inconnue f : RÑ R.
73. Pour rappel, proposition 13.327(3).
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Définition 13.343.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation exponentielle l’équation

"
y1 “ y (13.885a)
yp1q “ a (13.885b)

pour la fonction inconnue y : RÑ R.

Proposition 13.344 (Unicité de l’exponentielle).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (13.886a)
yp0q “ 1 (13.886b)

est unique.

Démonstration. Soient y et g deux solutions et considérions la fonction hpxq “ gpxqyp´xq. Un
calcul immédiat donne

h1pxq “ 0 (13.887)

et donc h est constante. Vu que hp0q “ 1 nous avons gpxqyp´xq “ 1 pour tout x, c’est-à-dire

gpxq “ 1
yp´xq “ ypxq. (13.888)

13.345.
Nous savons qu’il existe une unique solution de l’équation exponentielle avec a “ 1. Avec la relation

g1apxq “ gapxqg1ap0q, (13.889)

de la proposition 13.340, nous n’en sommes pas loin. Il faut encore savoir si il existe un a ą 0 tel
que g1ap0q “ 1. Notre culture générale nous dit qu’un tel réel existe et est la fameuse constante e.

Nous nous attelons maintenant à la tâche de montrer l’existence de la chose.

13.34.4 Équation fonctionnelle

Il n’est un secret pour personne (proposition 13.327(3)) que la fonction

ga : RÑ R

x ÞÑ ax
(13.890)

vérifie l’équation fonctionnelle (13.884). Nous pouvons nous demander à quel point cette propriété
caractérise la fonction puissance.

Proposition 13.346 ([221]).
Encore plusieurs résultats sur la fonction ga avec a ą 0.
(1) La fonction ga vérifie l’équation fonctionnelle.
(2) La dérivée vérifie g1ap0q ‰ 0.
(3) Pour tout a, en posant α “ 1{g1ap0q nous avons

g1aαp0q “ 1. (13.891)

(4) Il existe un unique e ą 0 tel que
g1e “ ge. (13.892)
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(5) Pour la valeur de e donnée en (4), la fonction ge vérifie l’équation exponentielle (13.885)
"
g1e “ ge (13.893a)
gep1q “ e. (13.893b)

Démonstration. Un point à la fois.
Pour (1) Le fait que ga vérifie l’équation fonctionnelle est la proposition 13.327(3).
Pour (2) La formule (13.876) de la proposition 13.340 nous assure que

g1apxq “ gapxqg1ap0q. (13.894)

Donc g1ap0q “ 0 impliquerait que ga “ 0, ce qui n’est pas le cas.
Pour (3) Par ailleurs la proposition 13.337 nous permet d’écrire

gapαxq “ gaαpxq. (13.895)

En dérivant des deux côtés,
αg1apαxq “ g1aαpxq. (13.896)

En posant donc α “ g1ap0q et en évaluant (13.896) en x “ 0 nous trouvons le résultat.
Pour (4), existence Pour les valeurs de α données par le point (3), nous avons g1aαp0q “ 1, et

l’équation (13.894) nous donne alors

gaαpxq “ gaαpxq. (13.897)

Comme de plus gaαp0q “ 1, cette fonction vérifie bien l’équation exponentielle.
Pour (4), unicité Si a et b font en sorte que g1a “ ga et g1b “ gb, alors nous avons aussi g1ap0q “

g1bp0q “ 1 à cause de (13.894). Donc ga et gb vérifient l’équation de la proposition 13.344 dont
la solution est unique. Donc ga “ gb.
Pour tout x nous avons gapxq “ gbpxq. En particulier pour x “ 1 nous avons a “ b.

Proposition 13.347 ([221]).
Soit a ą 0. Nous considérons l’équation fonctionnelle 13.342 et l’équation exponentielle 13.343
pour une fonction f : RÑ R.
(1) Si f vérifie l’équation fonctionnelle, alors

fpqq “ aq (13.898)

pour tout q P Q.
(2) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est monotone, alors f “ ga.
(3) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est continue, alors f “ ga.

Démonstration. En beaucoup de parties. Nous commençons par prouver (1). Nous supposons que
f : RÑ R est une fonction vérifiant l’équation fonctionnelle 74.
fpxq ě 0 Quel que soit x P R nous avons

fpxq “ fpx2 `
x

2 q “ fpx2 q
2 ě 0. (13.899)

Vous noterez que cet argument ne fonctionne pas si f est à valeurs dans C au lieu de R.

74. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire ici, nous rappelons qu’une telle fonction existe par la proposition
13.346.
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Pour n P N Soit n P N. Je vous laisse rédiger la récurrence correctement, mais l’idée est que
fp1q “ a et ensuite que

fpn` 1q “ fpnqfp1q “ fp1qnfp1q “ fp1qn`1. (13.900)

Pour m P Z Nous avons d’une part que fp´m `mq “ fp0q “ 1, mais d’autre part que fp´m `
mq “ fp´mqfpmq. Donc 1 “ fp´mqfpmq ; et nous concluons que

fp´mq “ 1
fpmq . (13.901)

Pour q “ 1{n Nous savons que fp1q “ a, mais 1 “ 1
n ` . . . 1

n (avec n termes), donc

a “ fp 1
n
` . . . 1

n
q “ fp 1

n
qn. (13.902)

Cela implique que fp 1
nqn “ a. La proposition 13.310 indique qu’il existe un unique x ą 0

tel que xn “ a. Vu que nous savons déjà que f est partout positive 75, cette contrainte fixe
fp1{nq et la définition 13.311 nous permet d’écrire

fp 1
n
q “ a1{n. (13.903)

Pour q P Q Nous posons q “ m{n. Le nombre q peut être écrit sous la forme m
n “ 1

n ` . . . ` 1
n

avec m termes. Donc

fpm
n
q “ fp 1

n
` . . . 1

n
q “ fp 1

n
qm “ pa1{nqm “ am{n (13.904)

où nous avons utilisé le lemme 13.316.
La preuve de (1) est terminée.
Démonstration de (2) Nous faisons maintenant la preuve de (2). Nous supposons que f vérifie

l’équation fonctionnelle et qu’elle est monotone. Pour fixer les idées, nous supposons qu’elle
est monotone croissante 76.
Nous considérons les parties 77

A “ tq P Q tel que q ă xu (13.905a)
B “ tq P Q tel que q ą xu. (13.905b)

Vu que f est croissante, nous avons fpxq ě fpqq pour tout q P A et fpxq ď fpqq pour tout
q P B. En passant au supremum et à l’infimum,

sup
qPA

fpqq ď fpxq ď inf
qPB fpqq. (13.906)

Mais il existe dans A une suite strictement croissante convergente qi vers x (parce que
x “ suppAq), donc

ax “ lim
i
aqi (13.907)

par la définition 13.326. Et de même, il existe une suite ri décroissante dans B telle que
x “ lim ri. Cette suite donne aussi

ax “ lim
i
ari . (13.908)

Nous avons donc l’encadrement
ax ď fpxq ď ax, (13.909)

qui implique que fpxq “ ax.

75. C’est ici que l’hypothèse de fonction à valeurs dans R est cruciale. Pour f : RÑ C ceci ne fonctionne pas, et
de loin.
76. Si f est monotone décroissante, soit vous adaptez la preuve, soit vous essayez de voir si on ne peut pas recycler

le cas croissant en l’appliquant à ´f .
77. Il du meilleur gout de citer le lemme 1.109 pour dire qu’ils sont non vides.



794 CHAPITRE 13. ANALYSE RÉELLE

Démonstration de (3) Nous ne supposons plus que f est monotone. Au lieu de cela nous sup-
posons qu’elle est continue. Nous avons déjà vu en (1) que f “ ga sur Q. Mais par hypothèse
f est continue et par la proposition 13.327, ga est continue. La proposition 13.72 conclu que
f “ ga sur R.

Proposition 13.348 ([221]).
Si y vérifie l’équation exponentielle, alors elle est continue, monotone et vérifie l’équation fonc-
tionnelle.

13.34.5 Dérivation de la fonction puissance (seconde)

La proposition suivante donne la dérivée de x ÞÑ xq pour tout q P Q. La formule donnée est
encore valable pour x ÞÑ xα pour tout α P R, mais elle demandera plus de théorie pour être
démontrée, voir la proposition 15.242.

Proposition 13.349 ([1]).
Pour tout α P Q, si fαpxq “ xα alors

f 1αpxq “ αxα´1. (13.910)

En particulier, fα est de classe C8 sur Rzt0u.
Démonstration. Petit à petit.
Naturel Nous prouvons que pxnq1 “ nxn´1 par récurrence en utilisant la règle de Leibnitz de la

propositon 13.114(3).
D’abord pour n “ 1 nous avons f1pxq “ x et donc

f 11pxq “ lim
εÑ0

px` εq ´ x
ε

“ 1. (13.911)

Supposons que f 1kpxq “ kxk´1 pour un certain k P N. Nous prouvons que f 1k`1pxq “ pk`1qxk.
Nous avons

xk`1 “ xxk. (13.912)

En utilisant la règle de Leibnitz et l’hypothèse de récurrence,
`
xk`1˘1 “ pxq1xk ` x`xk˘1 “ xk ` x`kxk´1˘ “ xk ` kxk “ pk ` 1qxk, (13.913)

ce qu’il fallait démontrer.
Rationnel positif Soit donc α “ p{q avec p, q P N. Le lemme 13.316 nous permet d’écrire

fp{qpxq “ xp{q “ pxpq1{q. Cela donne

fp{qpxqq “ xp. (13.914)

Nous dérivons cette relation par rapport à x en utilisant à la fois la règle pour les entiers et
la règle des fonctions composées 78 :

qf 1p{qpxqq´1f 1p{qpxq “ pxp´1. (13.915)

En isolant f 1p{qpxq dans cette expression et en utilisant le fait que xa

xb
“ xa´b, nous trouvons

le résultat.

78. Proposition 13.114(4).
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Rationnels négatifs Soit α “ ´p{q avec p, q P N. Nous avons x´p{q “ 1
fp{qpxq . En utilisant la

proposition 13.114(5) et le point déjà prouvé sur les rationnels positifs,

f 1p{q “ ´
f 1´p{q
f2
p{q

“ ´p´p{qqx
´p{q´1

x´2p{q “ pp{qqxp{q´1. (13.916)

Notez l’utilisation de la proposition 13.337 au dénominateur.
Irrationnel Ah ah ! On vous a bien eu. Les irrationnels, c’est pour la proposition 15.242.

En ce qui concerne le fait que la fonction fα est de classe C8 sur Rzt0u, c’est simplement une
récurrence. Attention : si le rationnel α est négatif, fαp0q n’est pas défini. Mais, lorsque α est
positif non entier, à partir d’un certain ordre, les dérivées font intervenir xβ avec β ă 0. D’où la
restriction à Rzt0u du domaine sur lequel fα est de classe C8.

Si α est positif entier, alors fα est de classe C8 sur tout R parce que toutes les dérivées sont
nulles à partir d’un certain ordre.

13.34.6 Hölder

Notre étude de la fonction puissance permet de démontrer quelque inégalités de Hölder. Voir
le thème 7.

Théorème 13.350 ([222]).
Si 1 ď p ă 8, alors pour tout x P Rn nous avons

}x}8 ď }x}p ď n1{p}x}8. (13.917)

Démonstration. Vu que la fonction t ÞÑ |t|p est croissante pour les t positifs 79, pour chaque i nous
avons

|xi| ď
˜ÿ

k

|xk|p
¸1{p

“ }x}p. (13.918)

Cela montre que
}x}8 “ maxt|xi|u ď }x}p. (13.919)

D’autre part, pour chaque i nous avons |xi| ď }x}8, donc

}x}p ď
`
n}x}8

˘1{p “ n1{p}x}8. (13.920)

Le corollaire suivant donne une façon de majorer une norme `p par une norme `q moyennant
un facteur. Notons cependant que l’inégalité de Hölder de la proposition 18.106 est plus précise.
Ce corollaire est suffisant pour prouver l’équivalence des normes `p.

Corollaire 13.351.
Soient p ě 1 et q ď 8. Pour tout x P Rn nous avons

}x}p ď n1{p}x}q. (13.921)

Démonstration. Il suffit d’utiliser les deux inégalités du théorème 13.350. D’abord la seconde avec
p, et ensuite la première avec q.

79. Parce que p ě 1 et la proposition 13.332.
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13.34.7 Vers les complexes

Nous avons déjà vu la proposition 13.346 qui dit essentiellement que si une fonction continue
f : R Ñ R vérifie fpx ` yq “ fpxqfpyq, alors fpxq “ ax. Comme indiqué durant la preuve, cette
proposition (et en particulier sa preuve) ne fonctionne pas pour les fonctions à valeurs complexes.
L’endroit où cela coinçait est que la contrainte

fp 1
n
qn “ a (13.922)

n’implique pas grand chose lorsque f est à valeurs complexes.
Nous allons maintenant attaquer ce problème.

Lemme 13.352.
Soit α P C. Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ αy (13.923a)
yp0q “ 1 (13.923b)

pour y : RÑ S1 est unique.

Démonstration. Soient deux solutions y1 et y2. Nous posons hpxq “ y1pxqy2p´xq. Une dérivation
donne

h1pxq “ y11pxqy2p´xq ´ y1pxqy12p´xq. (13.924)

En y substituant y11pxq “ αy1pxq et y12p´xq “ αy2pxq nous trouvons h1pxq “ 0. Donc h est constante
et nous avons

y1pxqy2p´xq “ 1 (13.925)

pour tout x.
Notons que cette identité est encore valable avec y1 “ y2. Nous avons en particulier y1pxqy1p´xq “

1 et y2pxqy2p´xq “ 1, et nous notons au passage que y1pxq et y2pxq ne s’annulent pas.
En substituant dans (13.925) la valeur y2p´xq “ 1

y2pxq nous trouvons

y1pxq
y2pxq “ 1, (13.926)

ce qui signifie y1pxq “ y2pxq.
Dans la proposition suivante, S1 désigne l’ensemble des nombres complexes de norme 1, dont

une paramétrisation est donnée dans la proposition 19.60 :

S1 “ teix tel que x P Ru “ teix tel que x P r0, 2πru. (13.927)

Proposition 13.353 ([1]).
Soit une fonction continue f : RÑ S1 vérifiant

fpx` yq “ fpxqfpyq. (13.928)

Alors
(1) f est dérivable,
(2) f satisfait au système

"
f 1pxq “ f 1p0qfpxq (13.929a)
fp0q “ 1, (13.929b)

(3) il existe m P R tel que fpxq “ eimx.
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Démonstration. Pour chaque m P R, la fonction

gmpxq “ eimx (13.930)

vérifie évidemment toutes les conditions. Le but de cette démonstration est de montrer que les
conditions imposées à f la déterminent de façon univoque (à part ce m).

La condition (13.928) nous dit que fp0q “ 1. Soit une primitive F de f . Il existe s ą 0 tel que
F psq ą F p0q parce que F 1 “ f et fp0q “ 1.

Soit a P R. La fonction Ga donnée par Gapxq “ F px ` aq est une primitive de x ÞÑ fpxqfpaq.
Donc Gapxq “ fpaqF pxq. Cela dit nous avons

fpxq`F psq ´ F p0q˘ “ fpxqF psq ´ fpxqF p0q “ G1pxq ´G0pxq. (13.931)

Le membre de droite est évidemment dérivable, et F psq ´ F p0q ‰ 0. Donc f est dérivable.
Nous dérivons maintenant la relation fpx`yq “ fpxqfpyq par rapport à y en y “ 0. Cela donne

f 1pxq “ f 1p0qfpxq. (13.932)

Donc il existe α P C tel que f 1pxq “ αfpxq.
Jusqu’ici nous avons prouvé qu’il existe α P C tel que

"
f 1pxq “ αfpxq (13.933a)
fp0q “ 1. (13.933b)

Or le lemme 13.352 donne l’unicité de la solution à ce système, et il ne faut pas chercher loin : la
solution est

fpxq “ eαx. (13.934)

Pour avoir fpxq P S1, nous devons de plus imposer que α soit imaginaire pur. Donc, en posant
α “ im, nous avons m P R tel que fpxq “ eimx.

13.35 Polynômes de Taylor
Définition 13.354.
Soit une fonction f : R Ñ R. Si il existe, nous définissons le ne polynôme de Taylor de f au
point a P R par

Pnpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (13.935)

Et la série de Taylor de f est la limite :

T pxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk (13.936)

dans la mesure où la somme converge.

Tant que f est n fois dérivable, le polynôme Pn existe et vérifie Pnpaq “ fpaq. Nous ne pouvons
rien en dire de plus pour l’instant. En particulier, si f est de classe C8 il ne faudrait pas croire
que

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (13.937)

pour tout x dans un voisinage de a. Autrement dit, même si toutes les dérivées de f existent, la
série entière T n’est pas garantie de
— un rayon de convergence 80 plus grand que zéro,
— et même avec un grand rayon de convergence, que la limite soit les valeurs de f .
80. Définition 16.8.
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13.355.
Il n’est pas très compliqué de construire une fonction f telles que fp0q “ 0 et telle que f pkqp0q “ 0
pour tout k, sans pour autant que f soit nulle partout (voir les fonctions plateaux 16.13.1). Les
polynômes de Taylor d’une telle fonction sont tous identiquement nuls.

Ceci pour dire qu’en posant

T pxq “
8ÿ

n“0

f pkqp0q
k! xk, (13.938)

nous n’avons aucune garantie de T “ f , même pas sur le rayon de convergence de la série entière
définissant P . Et nous n’avons pas de garanties d’avoir un rayon de convergence plus grand que 0.

Notons toutefois que les polynômes étant denses pour la norme supremum parmi les fonc-
tions continues 81, pour tout compact, il existe une suite de polynômes qui converge uniformément
uniformément f . Mais ces polynômes ne sont pas spécialement ceux de Taylor.

Le théorème de Taylor que nous démontrons à présent n’est pas un résultat que va dans le sens
de limnÑ8 Pnpxq “ fpxq. C’est un résultat qui dit juste que limxÑa Pnpxq “ fpaq, et que la limite
va d’autant plus vite que n est grand.

Le théorème de Taylor généralise le développement limité au premier ordre de la proposition
13.112.

13.356.
Lorsque le contexte n’est pas ambigu, nous notons simplement Pn le polynôme d’ordre n de f au
point a. De même nous notons le reste

Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq. (13.939)

Proposition 13.357 ([223]).
Soit une fonction f qui est n fois dérivable sur l’intervalle ouvert I Ă R contenant a. Alors

lim
xÑa

Rnpxq
px´ aqn “ lim

xÑa
fpxq ´ Pnpxq
px´ aqn “ 0 (13.940)

où Pn est le ne polynôme de Taylor de f autour de x “ a.

Démonstration. Pour tout k “ 0, . . . , n nous avons f pkqpaq “ P
pkq
n paq et donc

Rpkqn paq “ 0 (13.941)

pour k “ 0, . . . , n. En posant d’autre par spxq “ px ´ aqn nous avons spkqpaq “ 0 pour tout
k “ 0, . . . , n ´ 1. Par conséquent la règle de l’Hospital de la proposition 13.131 s’applique au
quotient Rnpxq{spxqn. En l’utilisant n fois,

lim
xÑa

Rnpxq
spxq “ lim

xÑa
Rpkqpxq
k!px´ aq0 “

0
k! “ 0. (13.942)

Nous démontrons à présent que le polynôme de Taylor est le seul à avoir la propriété de la
proposition 13.357.

Proposition 13.358 ([223]).
Soit f , une fonction n fois dérivable sur l’intervalle I Ă R contenant 0. Soit un polynôme Q de
degré n (ou moins) tel que

lim
xÑa

fpxq ´Qpxq
px´ aqn “ 0. (13.943)

Alors Q est le polynôme de Taylor de degré n pour f en a ci-après simplement noté Pn.
81. Théorème 13.305.
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Démonstration. D’après la proposition 13.357, la fonction f ´Pn vérifie la même limite que f ´Q.
DOnc Pn ´Q vérifie également la limite

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xn

“ 0. (13.944)

Nous notons Pnpxq “ řn
k“0 akx

k et Qpxq “ řn
k“0 bkx

k. La relation (13.944) donne en particulier

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq “ 0 (13.945)

qui donne a0´ b0 “ 0. Nous continuons par récurrence en supposant que ai “ bi pour i “ 0, . . . , k.
Alors

0 “ lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xk`1 “ lim

xÑ0

nÿ

l“k`1
pal ´ blqxl´pk`1q. (13.946)

Le seul terme non nul à droite est celui vérifiant l ´ pk ` 1q “ 0. Et ce terme donne l’équation

ak`1 ´ bk`1 “ 0, (13.947)

c’est-à-dire ak`1 “ bk`1. La récurrence continue ainsi jusqu’à k “ n, et nous pouvons conclure que
Q “ Pn.

L’intérêt de cette proposition est que si l’on trouve, par n’importe quel moyen, un polynôme
Q vérifiant la condition (13.943), alors nous savons que c’est le polynôme de Taylor.

Théorème 13.359 (Théorème de Taylor[173, 224]).
Soit I Ă un intervalle non vide et non réduit à un point de R ainsi que a P I. Soit une fonction
f : I Ñ R telle que f pnqpaq existe. Alors il existe une fonction α définie sur I et à valeurs dans R
vérifiant les deux conditions suivantes :

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` αpxqpx´ aqn, (13.948a)

lim
tÑaαptq “ 0 (13.948b)

pour tout x P I. Ici f pkq dénote la k-ième dérivée de f (en particulier, f p0q “ f , f p1q “ f 1).

Démonstration. Si Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq, il suffit de poser

αpxq “ Rnpxqpx´ aqn (13.949)

et d’utiliser la proposition 13.357.

Remarque 13.360.
Quelque remarques.
(1) La formule (13.948b) est une égalité, et non une approximation. Ce qui serait une approxi-

mation serait de récrire la formule dans le terme contenant α.
(2) Nous avons l’égalité (13.948b) uniquement sur I. Pour les x hors de I, le polynôme existe

évidemment, mais nous n’avons pas spécialement de fonction α, et d’ailleurs la fonction f
n’est pas spécialement définie.

13.361.
Les conditions (13.948) sont souvent aussi énoncées sous la forme qu’il existe une fonction α telle
que

$
’’&
’’%

lim
tÑ0

αptq
tn

“ 0 (13.950a)

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` h2

2 f
2paq ` ¨ ¨ ¨ ` hn

n! f
pnqpaq ` αphq. (13.950b)
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Le théorème suivant donne une expression pas tout à fait explicite, mais pas mal quand même
pour le reste de Taylor.

Théorème 13.362.
Soient un intervalle ouvert I Ă R ainsi que a P I. Soit encore une fonction de classe Ck`1 sur I.
Pour tout x P I, il existe un c P sa, xr tel que l’égalité

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1 (13.951)

soit vérifiée.

Démonstration. Pour les besoins de la preuve, nous allons démontrer la formule (13.951) pour un
b P I au lieu de x. C’est juste que nous allons écrire b au lieu de x parce que nous aurons besoin
de la notation x dans le courant de la preuve.

Nous posons

Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (13.952)

Cela vérifie Rpaq “ fpaq ´ fpaq “ 0 et même

Rpjqpaq “ 0 (13.953)

pour tout j “ 1, . . . , n. Nous posons encore

F pxq “ Rpxq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 px´ aqn`1. (13.954)

Nous avons F pjqpaq “ 0 pour tout j “ 0, . . . , n ainsi que

F pbq “ Rpbq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 pb´ aqn`1 “ 0. (13.955)

et aussi
F paq “ Rpaq ´ 0 “ 0. (13.956)

Bref, la fonction F vérifie les conditions de la généralisation 13.128 du lemme de Rolle. Il existe
donc c P sa, br tel que F pn`1qpcq “ 0. Mais vu que P pn`1q

n pxq “ 0, nous avons Rpn`1qpxq “ f pn`1qpxq,
de telle sorte que

f pn`1qpcq “ Rpbqpn` 1q!
pb´ aqn`1 . (13.957)

En injectant cela dans la définition de F

F pxq “ Rpxq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! px´ aq

n`1. (13.958)

En évaluant en x “ b, et en nous souvenant que F pbq “ 0, nous trouvons

0 “ Rpbq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! pb´ aq

n`1 (13.959)

qui est ce que nous voulions prouver.

Voici un énoncé pour les fonctions à plusieurs variables.

Théorème 13.363 ([225]).
Si f : E Ñ R est une application n fois différentiable en a P E alors il existe une fonction ε : RÑ R

telle que
$
’’’’&
’’’’%

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` . . .` (13.960a)

` . . .` 1
n!pd

nfqaph, . . . , hq ` }h}nεp}h}q (13.960b)

lim
tÑ0

εptq “ 0. (13.960c)
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13.35.1 Fonctions « petit o »

Nous voulons formaliser l’idée d’une fonction qui tend vers zéro « plus vite » qu’une autre.
Nous disons que f P o`ϕpxq˘ si

lim
xÑ0

fpxq
ϕpxq “ 0. (13.961)

En particulier, nous disons que f P opxq lorsque limxÑ0 fpxq{x “ 0.
En termes de notations, nous définissons l’ensemble opxq l’ensemble des fonctions f telles que

lim
xÑ0

fpxq
x

“ 0. (13.962)

Plus généralement si g est une fonction telle que limxÑ0 gpxq “ 0, nous disons f P opgq si

lim
xÑ0

fpxq
gpxq “ 0. (13.963)

De façon intuitive, l’ensemble opgq est l’ensemble des fonctions qui tendent vers zéro « plus vite »
que g.

Nous pouvons donner un énoncé alternatif au théorème 13.359 en définissant hpxq “ εpx`aqxn.
Cette fonction est définie exprès pour avoir

hpx´ aq “ εpxqpx´ aqn, (13.964)

et donc
lim
xÑ0

hpxq
xn

“ lim
xÑ0

εpx´ aq “ lim
xÑa εpxq “ 0. (13.965)

Donc h P opxnq.
Le théorème dit donc qu’il existe une fonction α P opxnq telle que

fpxq “ T af,npxq ` αpx´ aq. (13.966)

pour tout x P I.
Remarque 13.364.
À titre personnel, l’auteur de ces lignes déconseille d’utiliser cette notation qui est un peu casse-
figure pour qui ne la maîtrise pas bien.

Exemple 13.365
Le développement en série du cosinus sera traité dans la proposition 19.69. 4

Proposition 13.366 (Ordre deux sur Rn[1]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω ainsi qu’une fonction f : Ω Ñ R de classe C2. Alors il existe une
fonction α : Rn Ñ R telle que

$
&
%
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1

2pd
2fqaph, hq ` }h}2αphq (13.967a)

lim
hÑ0

αphq “ 0. (13.967b)

Ici, la notation pd2fqaph, hq réfère à ce qui est expliqué en 13.269.

Démonstration. Dans la suite nous considérons t et h tels que toutes les expressions suivantes aient
un sens, c’est-à-dire que tous les trucs comme a` th restent dans Ω. Pour h P Rn nous nommons
eh le vecteur unitaire dans la direction de h, c’est-à-dire eh “ h{}h} et nous posons

khptq “ fpa` tehq. (13.968)



802 CHAPITRE 13. ANALYSE RÉELLE

et nous lui appliquons Taylor 13.359 à l’ordre deux : il existe une fonction βh telle que

khpxq “ khp0q ` xk1hp0q `
x2

2 k
2
hp0q ` x2βhpxq. (13.969)

avec limxÑ0 βhpxq “ 0.
En ce qui concerne les dérivées de kh nous avons

k1hp0q “ dfapehq (13.970)

et
k2hp0q “ pd2fqapeh, ehq. (13.971)

Il est maintenant temps d’écrire fpa ` hq “ kp}h}q et de substituer les dérivées de k par les
différentielles de f dans (13.969) :

fpa` hq “ kp}h}q “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h2}βhp}h}q. (13.972)

Il reste à voir que la fonction α : h ÞÑ βhp}h}q tend vers zéro pour h Ñ 0. En prenant la limite
hÑ 0 dans (13.972), il est manifeste que la limite du membre de gauche existe et vaut fpaq. Donc
la limite du membre de droite doit exister et valoir également fpaq. Nous en déduisons que la limite
de

dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2βhp}h}q (13.973)

existe et vaut zéro. La limite des deux premiers termes existe et vaut zéro, donc la limite du
troisième existe et vaut zéro :

lim
hÑ0

}h}2βhp}h}q “ 0. (13.974)

Proposition 13.367.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R de classe C1 et deux fois différentiable sur
sx, x` hr. Alors il existe θ P s0, 1r tel que

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` 1
2pd

2fqx`θhph, hq. (13.975)

13.35.2 Autres formulations

Exemple 13.368
Une des façons les plus courantes d’utiliser les formules (13.948) est de développer fpa` tq pour
des petits t en posant x “ a` t dans la formule :

fpa` tq “ fpaq ` f 1paqt` f2paq t
2

2 ` εpa` tqt
2 (13.976)

avec limtÑ0 εpa ` tq “ 0. Ici, la fonction T dont on parle dans le théorème est T af,2pa ` tq “
fpaq ` f 1paqt` f2paq t22 .

Lorsque x et y sont deux nombres « proches 82 », nous pouvons développer fpyq autour de fpxq :

fpyq “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq ` f2pxqpy ´ xq
2

2 ` εpy ´ xqpy ´ xq2, (13.977)

et donc écrire

fpxq ´ fpyq “ ´f 1pxqpy ´ xq ´ f2pxqpy ´ xq
2

2 ´ εpy ´ xqpy ´ xq2. (13.978)

De cette manière nous obtenons une formule qui ne contient plus que y dans la différence y´ x.
4

82. par exemple dans une limite px, yq Ñ ph, hq.
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13.35.3 Formule et reste

Proposition 13.369.
Soient f : I Ă R Ñ R et a P IntpIq. Soit un entier k ě 1. Si f est k fois dérivable en a, alors il
existe un et un seul polynôme P de degré ď k tel que

fpxq ´ P px´ aq P o`|x´ a|k˘ (13.979)

lorsque xÑ a, x ‰ a. Ce polynôme est donné par

P phq “ fpaq ` f 1paqh` f2paq
2! h2 ` ¨ ¨ ¨ ` f pkqpaq

k! hk. (13.980)

Notons encore deux façons alternatives d’écrire le résultat. Si f P Ck il existe une fonction α telle
que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqnαpx´ aq. (13.981)

Si f P Ck`1 alors

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqn`1ξpx´ aq (13.982)

où ξ est une fonction telle que ξptq tend vers une constante lorsque tÑ 0.

La proposition suivant donne une intéressante façon de trouver le reste d’un développement de
Taylor.

Proposition 13.370.
Soient I, un intervalle dans R et f : I Ñ R une fonction de classe Ck sur I telle que f pk`1q existe
sur I. Soient a P IntpIq et x P I. Alors il existe c P sx, ar tel que

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1. (13.983)

13.35.4 Reste intégral

Comme son nom l’indique, le « reste intégral » demande de savoir les intégrales. La formule du
reste intégral sera donc pour après la définition des intégrales, proposition 21.149.

13.36 Développement limité autour de zéro

Dans cette sections nous supposons toujours que les fonctions sont définies sur un intervalle
ouvert de R, I, contenant 0.

13.36.1 Généralités

Définition 13.371.
Soit f : I Ñ 0 une fonction définie sur un ouvert I autour de zéro. Nous disons que f admet un
développement limité autour de 0 à l’ordre n s’il existe une fonction α : I Ñ R telle que

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq (13.984a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0 (13.984b)

où P pxq “ a0`a1x`¨ ¨ ¨`anxn est une polynôme de degré n. Le polynôme Pn est appelé la partie
régulière du développement.
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La fonction α est appelé le reste du développement et sera parfois noté αf . Lorsque P est la
partie régulière d’un développement limité de f nous notons parfois f „ P .

Proposition 13.372 (Troncature).
Si f admet un développement limité d’ordre n alors il admet également un développement limité
d’ordre n1 pour tout n1 ă n. Ce dernier s’obtient en tronquant le polynôme d’ordre n à l’ordre n1.

Proposition 13.373 (Unicité).
Si f admet une développement limité alors ce dernier est unique : il existe un unique polynôme Pn
d’ordre n et une unique fonction α vérifiant simultanément les deux conditions

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq, (13.985a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (13.985b)

Exemple 13.374
En ce qui concerne les séries géométriques de raison x nous savons les formules

1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1´ xn`1

1´ x (13.986)

et
1` x` x2 ` x3 ` ¨ ¨ ¨ “ 1

1´ x (13.987)

pour tout x P s´8, 1r. Comparant les deux, il est naturel d’essayer de prendre 1`x`x2`¨ ¨ ¨`xn
comme développement limité de la fonction fpxq “ 1

1´x . Pour voir si cela fonctionne, il faut vérifier
si « le reste » est bien de la forme xnαpxq avec limxÑ0 αpxq “ 0.

Le reste en question est donné par

1
1´ x ´ 1´ x´ x2 ´ . . .´ xn “ 1

1´ x ´
1´ xn`1

1´ x “ xn`1

1´ x “ xn
x

1´ x. (13.988)

En posant αpxq “ x
1´x nous avons donc bien

fpxq “ 1
1´ x “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn x

1´ x (13.989)

et limxÑ0
x

1´x “ 0. Cela est le développement limité de f à l’ordre n autour de 0. 4

La formule des accroissements finis est un cas particulier de développement fini. Supposons que
f soit dérivable en 0. En effet nous pouvons facilement trouver la fonction α qui convient. Sachant
que fp0q ` xf 1p0q donne l’approximation affine de f autour de 0, nous cherchons α en écrivant

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq. (13.990)

Cela nous pousse à définir
αpxq “ fpxq ´ fp0q

x
´ f 1p0q. (13.991)

Notons que cette fonction n’est pas définie en x “ 0, mais cela n’a pas d’importance : seule la
limite limxÑ0 αpxq nous intéresse. Par définition de la dérivée,

lim
xÑ0

αpxq “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q
x

´ f 1p0q “ 0. (13.992)

En conclusion si f est dérivable, son développement limité à l’ordre 1 est donné par

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq (13.993)

où αpxq est donnée par la formule (13.991).
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13.36.2 Formule de Taylor-Young

Plus généralement nous avons la proposition suivante qui donne le développement limité de
toute fonction dérivable n fois.

Proposition 13.375 (Formule de Taylor-Young).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant 0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` f p3qp0q

3! x3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q
n! xn ` xnαpxq (13.994)

et
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (13.995)

Cette proposition nous permet de calculer facilement des développements limités tant que nous
sommes capables de calculer les dérivées successives de la fonction à développer. Dans l’exemple
13.374 nous avons dû utiliser des astuces et des formules pour déterminer le développement li-
mité de 1

1´x . Au contraire la formule (13.994) nous permet de trouver le polynôme en appliquant
mécaniquement une formule simple.

Exemple 13.376
Utilisation de la formule (13.994) pour déterminer le développement limité de la fonction

fpxq “ 1
1´ x. (13.996)

Il faut calculer les dérivées successives de f :

fpxq “ 1
1´ x (13.997a)

f 1pxq “ 1
p1´ xq2 (13.997b)

f2pxq “ 2
p1´ xq3 (13.997c)

Avec ces résultats, nous devinons que

f pnqpxq “ n!
p1´ xqn`1 . (13.998)

Pour en être sûr nous le prouvons par récurrence. La dérivée de n!
p1´xqn`1 est donnée par

n!pn` 1qp1´ xqn
p1´ xq2n`2 “ pn` 1q!

p1´ xqn`2 . (13.999)

Évaluées en x “ 0, les dérivées successives de f sont fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f2p0q “ 2,. . . ,f pnqp0q “ n!.
Utilisant la formule (13.994) nous avons

fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xnαpxq, (13.1000)

conformément à ce que nous avions déjà trouvé. 4

Exemple 13.377
Soient r P Q et la fonction donnée par

fpxq “ p1` xqr. (13.1001)

Nous notons I le domaine de cette fonction : c’est R si r ą 0 ou r´1,8s si r ă 0. Si par contre
r “ 0, la fonction est constante et le domaine est I “ R.
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En ce qui concerne les dérivées 83 : f 1pxq “ rp1` xqr´1 et plus généralement

f pkqpxq “ rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1qp1` xqr´k (13.1002)

si k ą 0. Pour k “ 0 nous avons f pkqp0q “ 1. Le développement de Taylor-Young est alors

p1` xqr “ 1`
nÿ

k“1

rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq. (13.1003)

Notons que que si r est un entier, pour k “ r, le produit au numérateur s’annule et le dévelop-
pement s’arrête.

Dans le développement de p1 ` xqr, nous reconnaissons la formule de
`
k
r

˘
, sauf que nous ne

pouvons pas l’écrire avec cette notation lorsque r n’est pas entier. 4 Cet exemple fonctionnera

encore avec r P R au lieu de r P Q, mais il faudra la proposition 16.66 pour la dérivée

Remarque 13.378.
Pour alléger la notation et ne pas écrire . . .` xnαpxq nous pouvons aussi écrire

fpxq „ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn, (13.1004)

mais il est interdit d’écrire
fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn (13.1005)

en mettant un signe d’égalité entre une fonction et son développement limité 84.

Notons cependant que la proposition 13.375 ne donne pas de moyen simple de trouver la fonction
α. Si la fonction f est très régulière dans l’intervalle I on a le résultat suivant.

Proposition 13.379 (Reste dans la forme de Lagrange).
Si la fonction f est dérivable n` 1 fois dans I alors il existe x̄ dans l’intervalle r0, xs tel que

fpxq “ Pnpxq ` 1
pn` 1q!f

n`1px̄qxn`1. (13.1006)

13.36.3 Règles de calcul

Les règles suivantes permettent de calculer les développements limités des fonctions qu’on peut
écrire comme combinaison de fonctions dont nous savons déjà le développement.

Il est toujours possible de calculer le développement limité d’une fonction par la formule de
Taylor-Young (proposition 13.375). Les règles suivantes peuvent nous economiser de l’effort et du
temps.

13.36.3.1 Linéarité des développements limités

L’opération qui consiste à prendre le développement limité d’une fonction est une opération
linéaire : connaissant les développements limités de f et de g, il suffit de les sommer pour obtenir
celui de f`g. De même, si λ est une constante, le développement limité de λf est le développement
limité de f fois λ.

Proposition 13.380.
Soient λ et µ dans R. Si f et g sont deux fonctions acceptant des développements limités d’ordre
n

fpxq “ P pxq ` xnαf pxq (13.1007a)
gpxq “ Qpxq ` xnβpxq (13.1007b)

83. Nous utilisons la proposition 13.349.
84. Il faut cependant être très prudents avec la notation abrégée. Elle pourrait nous faire oublier des informations

importantes, voir les développements des fonctions trigonométriques pour un exemple.
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avec limxÑ0 αpxq “ limxÑ0 βpxq “ 0, alors la fonction λf ` µg admet le développement limité

pf ` gqpxq “ pλP ` µQqpxq ` pλα` µβqpxq. (13.1008)

Remarque 13.381.
La forme explicite du reste ne nous interesse pas. Dans la pratique on écrira toujours pf ` gqpxq “
pP `Qqpxq ` αpxq, où on appelle α une fonction apportune telle que limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. Vu les définitions (13.1007) des polynômes P , Q et des restes α et β, l’égalité
(13.1008) est une conséquence de la linéarité de la dérivation et de la proposition 13.375

De plus P `Q est un polynôme de degré n dès que P et Q sont des polynômes de degré n, et

lim
xÑ0

pλα` µβqpxq “ lim
xÑ0

λαpxq ` lim
xÑ0

µβpxq “ 0. (13.1009)

Par conséquent λα` µβ est la fonction de reste de λf ` µg.

Exemple 13.382
Calculer le développement de la fonction

fpxq “ 3 3
?

1` x` e´2x. (13.1010)

Le développement de 3
?

1` x est donné par la formule de l’exemple 13.377 avec α “ 1
3 . Nous avons

donc dans un premier temps

3
?

1` x “ 1` 1
3x`

1
3
`1

3 ´ 1
˘

2 x2 `
1
3
`1

3 ´ 1
˘ `1

3 ´ 2
˘

6 x3 ` x3αpxq (13.1011a)

“ 1` 1
3x´

1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq. (13.1011b)

Nous avons alors

3 3
?

1` x` e´2x “ 3
”
1` 1

3x´
1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq
ı
` 1´ 2x` 2x2 ´ 4

3x
3 ` x3βpxq

(13.1012a)

“ 4´ x` 5
3x

2 ´ 31
27x

3 ` x3`αpxq ` βpxq˘. (13.1012b)

4

La condition limxÑ0 αpxq “ 0 signifie que l’approximation qui consiste à remplacer fpxq par
le polynôme n’est pas une trop mauvaise approximation lorsque x est petit. Cela ne signifie rien
de plus. En particulier si x est grand, l’approximation polynomiale peut-être (et est souvent) très
mauvaise.

À ce propos, notez qu’un polynôme tend toujours vers ˘8 lorsque x est grand. Une approxima-
tion polynomiale d’une fonction bornée est donc toujours (très) mauvaise pour les grandes valeurs
de x.

À titre d’exemple nous avons tracé sur la figure 13.12 la fonction

fpxq “ 3 3
?
x` 1` e´2x (13.1013)

et ses développements limités d’ordre 1 à 3. Il est particulièrement visible que l’approximation
est assez bonne pour la partie gauche du graphe sur laquelle la fonction est bien croissante, alors
qu’elle est franchement mauvaise sur la droite où le graphe ressemble plutôt à une constante 85.

85. Pouvez-vous cependant dire que vaut limxÑ8 fpxq ?
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(a) Polyôme d’ordre 1

´1 1 2 3
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(b) Polyôme d’ordre 2

´1 1 2 3

2

4

6

8

(c) Polyôme d’ordre 3

´1 1 2 3

2

4

6

8

(d) Polyôme d’ordre 4

Figure 13.12 – Les développements limités d’ordre de plus en plus grand de la fonction de
l’exemple 13.382. La fonction est en bleu et les « approximations » sont en rouge.

13.36.3.2 Développement limité d’un quotient

Proposition 13.383.
Si Pf est le polynôme du développement limité de f à l’ordre n et Pg celui de g, alors nous obtenons
le développement limité de f{g à l’ordre n en effectuant la division selon les puissances croissantes
de Pf par Pg.

Attention : il s’agit bien de faire une division selon les puissances croissantes, et non une
divisions euclidienne. La division euclidienne de A par B consiste à écrire A “ BQ ` R avec
le reste R de degré le plus petit possible. Ici nous voulons avoir un reste de degré le plus grand
possible.

13.36.3.3 Développement limité d’une fonction composée

Proposition 13.384.
Soient f et g des fonctions admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0.
Nous supposons que limxÑ0 gpxq “ 0. Alors la composée f

`
gpxq˘ admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en substituant le développement de g à chaque «x» du
développement de f , et en supprimant tous les termes de degré plus élevé que n.

13.37 Développement ailleurs qu’à l’origine

Il est intéressant de développer une fonction au voisinage de zéro lorsque nous nous intéressons
à son comportement pour les x pas très grands. Il est toutefois souvent souhaitable de savoir le
comportement d’une fonction au voisinage d’autres valeurs que zéro.
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Pour développer la fonction f autour de x0, nous considérons la fonction h ÞÑ fpx0 ` hq que
nous développons autour de zéro (pour h). L’objectif est de trouver une polynôme P et une fonction
α tels que

#
fpxq “ P pxq ` px´ x0qnαpxq (13.1014a)
lim
xÑx0

αpxq “ 0. (13.1014b)

En pratique, le développement limité à l’ordre n d’une fonction autour d’un point x0 quelconque à
l’intérieur de son domaine prend la forme suivante, qui généralise la formule de Taylor-Young vue
dans la proposition 13.375

Proposition 13.385 (Formule de Taylor-Young, cas général).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant x0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fpx0q`f 1px0qpx´ x0q ` f2px0q
2 px´ x0q2`

` f p3qpx0q
3! px´ x0q3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpx0q

n! px´ x0qn ` px´ x0qnαpx´ x0q
(13.1015)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (13.1016)

13.38 Développement au voisinage de l’infini

Il est souvent utile de connaitre le comportement d’une fonction pour les grandes valeurs de x
et de déterminer ses asymptotes éventuelles. La technique que nous allons utiliser consiste à poser
x “ 1

h et de développer la fonction “auxiliaire” gphq “ fp1{hq autour de h “ 0. La limite avec
hÑ 0` donnera le comportement pour xÑ8 et la limite hÑ 0´ donnera le comportement pour
xÑ ´8.

Dans le cas d’une développement autour de ˘8 nous ne parlons plus de développement limité
mais de développement asymptotique.

13.38.1 La fonction puissance : remarques pour la suite

Il y a encore de nombreuses choses à dire sur la fonction puissance. Pour savoir lesquelles, voir
le thème 32.

13.39 Fonctions réelles de deux variables réelles

Une fonction réelle de 2 variables réelles est une fonction f : A Ă R2 Ñ R : px, yq ÞÑ z “
fpx, yq.

Le graphe de f , noté Gr f , est un sous-ensemble de R3 :

Gr f “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A et z “ fpx, yqu

Les courbes de niveau de la fonction f sont obtenues en posant fpx, yq “ λ.

13.39.1 Limites de fonctions à deux variables

Ici nous n’allons pas entrer dans tous les détails, mais simplement mentionner les quelques
techniques les plus courantes.
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Théorème 13.386.
Soient deux fonctions f : Rn Ñ Rp et g : Rp Ñ Rq. Si a est un point adhérent au domaine de g ˝f
et si

lim
xÑa fpxq “ b

lim
yÑb gpyq “ c,

(13.1017)

alors
lim
xÑapg ˝ fqpxq “ c. (13.1018)

Les techniques usuelles sont
(1) La règle de l’étau. Cette technique demande un peu plus d’imagination parce qu’il faut penser

à un « truc » différent pour chaque exercice. En revanche, la justification est facile : il y a un
théorème qui dit que ça marche.

(2) Lorsqu’on applique la règle de l’étau, penser à

|x| “
?
x2 ď

a
x2 ` y2. (13.1019)

Cela permet de majorer le numérateur. Attention : ce genre de majoration fonctionne seule-
ment au numérateur : agrandir le dénominateur ferait diminuer la fraction.

(3) Il n’est pas vrai que
|x| “

?
x2 ď

?
x4 ď

a
x4 ` 2y4. (13.1020)

En effet, si x est petit, alors x2 ą x4, et non le contraire.
Une technique très efficace pour les limites px, yq Ñ p0, 0q est le passage aux coordonnées

polaires. Il s’agit de poser
"
x “ r cospθq (13.1021a)
y “ r sinpθq (13.1021b)

et puis de faire la limite r Ñ 0.
Si la limite obtenue ne dépend pas de θ, alors c’est la limite cherchée. Voici quelque exemples.

Exemple 13.387
Calculer les limites suivantes :
(1) limpx,yqÑp0,0q x´yx`y
(2) limpx,yqÑp0,0q

pxyq2
px`yq2`px´yq2

(3) limpx,yqÑp0,0q xy3

x2`y2

(4) limpx,yqÑp0,0q
x sinpyq?
x2`y2

Tentez de les faire par vous-même avant de regarder la solution qui suit.
(1) Ici la méthode des chemins pour est particulièrement éclairante. Regardons d’abord la fonc-

tion sur la droite x “ y. Nous avons

fpx, yq “ x´ x
2x “ 0. (13.1022)

Donc la fonction est nulle sur toute la ligne.
Si nous regardons maintenant la ligne verticale x “ 0, nous avons

fp0, yq “ ´y
y
“ ´1, (13.1023)

donc la fonction vaut ´1 sur toute la ligne verticale.
(2)
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(3) Regardons la technique des coordonnées polaires. Nous remplaçons x par r cospθq et y par
r sinpθq :

fpr, θq “ r4 cospθq sin3pθq
r2 “ r2 cospθq sin3pθq. (13.1024)

Cette fonction tend vers zéro quand r Ñ 0. Nous avons donc

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0. (13.1025)

Pour cet exercice nous pouvons aussi utiliser la règle de l’étau en écrivant d’abord

0 ď |fpx, yq| ď |x||y3|
|x2 ` y2| . (13.1026)

Mais on a |x| ďa
x2 ` y2, |y| ďa

x2 ` y2 et |x2 ` y2| “ `a
x2 ` y2

˘2, donc

0 ď |fpx, yq| ď
a
x2 ` y2

`a
x2 ` y2

˘3

`a
x2 ` y2

˘2 “ `a
x2 ` y2

˘2 Ñ 0. (13.1027)

(4) En passant aux polaires, nous avons

fpr, θq “ r cos θ sin
`
r sin θ

˘

r
“ cospθq sin

`
r sin θ

˘
. (13.1028)

La limite de cette dernière fonction lorsque r Ñ 0 vaut zéro.
Une autre façon de procéder consiste à multiplier et diviser par y de telle façon à faire
apparaitre sinpyq{y dont nous connaissons la limite :

fpx, yq “ sinpyq
y

· xya
x2 ` y2

. (13.1029)

La limite du premier facteur est 1, tandis que le second peut être traité de façon classique
en prenant la valeur absolue et en majorant |x| par ax2 ` y2.

4

13.39.2 Dérivées partielles

La dérivée partielle par rapport à x au point px, yq est notée
Bf
Bx px, yq (13.1030)

et se calcule en dérivant f par rapport à x en considérant que y est constante.
De la même manière, la dérivée partielle par rapport à y au point px, yq est notée

Bf
By px, yq (13.1031)

et se calcule en dérivant f par rapport à y en considérant que x est constante.
Pour les dérivées partielles secondes,

— f2xxpx, yq “ pf 1xq1x “ B2f
Bx2 px, yq “ B

BxpBfBx q.
— f2yypx, yq “ pf 1yq1y “ B2f

By2 px, yq “ B
By pBfBy q.

— f2xypx, yq “ pf 1xq1y “ pf 1yq1x “ f2yxpx, yq ou B2f
BxBy px, yq “ B

BxpBfBy q “ B
By pBfBx q “ B2f

ByBxpx, yq.
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13.39.3 Différentielle et accroissement

La différentielle totale de f au point pa, bq est donnée, quand elle existe ( !), par la formule

dfpa, bq “ BfBx pa, bqdx`
Bf
By pa, bqdy. (13.1032)

De la même façon que la formule des accroissements finis disait que fpx` aq » fpxq ` af 1pxq,
en deux dimensions nous avons que l’accroissement approximatif de f au point pa, bq pour des
accroissements ∆x et ∆y est

fpx`∆x, y `∆yq “ fpx, yq `∆xBfBx px, yq `∆yBfBy px, yq. (13.1033)

Le plan tangent au graphe de f au point
`
a, b, fpa, bq˘ est

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (13.1034)

essayez d’écrire l’équation de la droite tangente au graphe de fpxq au point x “ a en terme de la
dérivée de f , et comparez votre résultat à cette formule.

Un des principaux théorèmes pour tester la différentiabilité d’une fonction est le suivant.

Théorème 13.388.
Soit une fonction f : Rm Ñ Rp. Si les dérivées partielles existent dans un voisinage de a et donc
continues en a, alors f est différentiable en a.

Le plus souvent, nous prouvons qu’une fonction est différentiable en calculant les dérivées
partielles et en montrant qu’elles sont continues.

Dérivation implicite : Soit F px, fpxqq “ 0 la représentation implicite d’une fonction y “ fpxq
alors

y1 “ f 1pxq “ ´F
1
x

F 1y
.

13.40 Les fonctions à valeurs vectorielles
Jusqu’à présent nous avons vu des fonctions de plusieurs variables qui prenaient leurs valeurs

dans R. Nous allons maintenant voir ce qu’il se passe lorsque les fonctions prennent leurs valeurs
dans R3.

Une fonction d’une variable est dite à valeurs vectorielles lorsque

f : I Ă RÑ R3

fpxq “
¨
˝
f1pxq
f2pxq
f3pxq

˛
‚.

(13.1035)

Les fonctions fi : R Ñ R sont les composantes de f . Ce que nous avons raconté à propos des
dérivées passe facilement :

fpa` εq ´ fpaq
ε

“

¨
˚̋
f1pa`εq´f1paq

ε
f2pa`εq´f2paq

ε
f3pa`εq´f3paq

ε

˛
‹‚. (13.1036)

En particulier dès que les fonctions fi sont dérivables, nous avons

f 1paq “
¨
˝
f 11paq
f 12paq
f 13paq

˛
‚ (13.1037)

comme dérivée de la fonction. Cette dérivée est un vecteur.
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Exemple 13.389
Si

f : x P R ÞÑ
¨
˝

x2ex

cospx2q
x3 ` x

˛
‚, (13.1038)

alors

f 1pxq “
¨
˝

2xex ` x2ex

´2x sinpx2q
3x2 ` 1

˛
‚. (13.1039)

4

13.41 Fonctions vectorielles de plusieurs variables
Ce sont les fonctions de la forme

f : R3 Ñ R3
¨
˝
x
y
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
f1px, y, zq
f2px, y, zq
f3px, y, zq

˛
‚.

(13.1040)

En ce qui concerne les dérivées, tout se passe comme avant. Si les dérivées partielles des com-
posantes fi existent au point a P R3, alors

Bf
Bx paq “

¨
˝
Bxf1paq
Bxf2paq
Bxf3paq

˛
‚, Bf

By paq “
¨
˝
Byf1paq
Byf2paq
Byf3paq

˛
‚, Bf

Bz paq “
¨
˝
Bzf1paq
Bzf2paq
Bzf3paq

˛
‚. (13.1041)

13.42 Limites à plusieurs variables
Proposition 13.390.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn. Nous avons

lim
xÑa fpxq “ ` (13.1042)

si et seulement si
lim
xÑa fipxq “ `i (13.1043)

pour tout i P t1, . . . , nu où fipxq dénote la i-ème composante de fpxq et `i la i-ème composante de
` P Rn.

Cette proposition revient à dire que la convergence d’une fonction est équivalente à la conver-
gence de chacune de ses composantes.

Démonstration. L’élément clef de la preuve est le fait que pour tout vecteur u P Rp, nous ayons
l’inégalité

|ui| ď
gffe

pÿ

k“1
|uk|2 “ }u}. (13.1044)

La norme (dans Rp) d’un vecteur est plus grande ou égale à la valeur absolue de chacune de ses
composantes.

Supposons que nous ayons une fonction dont chacune des composantes a une limite en a :
limxÑa fipxq “ `i. Montrons que dans ce cas la fonction f tend vers `. Si nous considérons ε ą 0,
par définition de la limite de chacune des fonctions fi, il existent des δi tels que

}x´ a}Rm ă δi ñ |fipxq ´ `i| ă ε. (13.1045)
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Notez que la norme à gauche est une norme dans Rm et que celle à droite est une simple valeur
absolue dans R. Considérons δ “ mintδiui“1,...n. Si }x´ a} ă δ, alors

}fpxq ´ `} “
d

nÿ

i“1
|fipxq ´ `i|2 ă

d
nÿ

i“1
ε2 “

?
nε2 “ ?nε. (13.1046)

Nous voyons qu’en choisissant les δi tels que |fipxq´ `i| ă ε, nous trouvons }fpxq´ `} ă ?nε. Afin
d’obtenir }fpxq ´ `} ă ε, nous choisissons donc les δi de telle manière a avoir |fipxq ´ `i| ă ε{?n.

Nous avons donc prouvé que la limite composante par composante impliquait la limite de la
fonction. Nous devons encore prouver le sens inverse.

Supposons donc que limxÑa fpxq “ `, et prouvons que nous ayons limxÑa fipxq “ `i pour
chaque i. Soit ε ą 0 et δ ą 0 tel que }x ´ a} ă δ implique }fpxq ´ `} ă ε. Avec ces choix, nous
avons

|fipxq ´ `i| ď }fpxq ´ `} ă ε (13.1047)

où nous avons utilisé la majoration (13.1044) avec fpxq ´ ` en guise de u.

De même, pour la continuité nous avons la proposition suivante :

Proposition 13.391.
Soit une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn et a P D. La fonction f est continue en a si et seulement si
chacune de ses composantes l’est, c’est-à-dire si et seulement si chacune des fonctions fi : D Ñ R

est continue en a.

Essayez de prouver cette proposition directement par la définition de la continuité, en suivant
pas à pas la démonstration de la proposition 13.390.

Proposition 13.392.
Soit f : Rm Ñ R et a, un point du domaine de f telle que fpaq ą 0. Alors il existe un rayon r tel
que fpxq ą 0 pour tout x dans Bpa, rq.

Cette proposition signifie que si la fonction est strictement positive en un point, alors elle
restera strictement positive en tous les points « pas trop loin ».

Démonstration. Prenons ε “ fpaq{2 dans la définition de la continuité. Il existe donc un rayon δ
tel que pour tout x dans Bpa, δq,

|fpxq ´ fpaq| ď fpaq
2 , (13.1048)

en d’autres termes, fpxq P B`fpaq, fpaq2
˘
. évidemment aucun nombre négatif ne fait partie de cette

dernière boule lorsque fpaq est strictement positif.

Corollaire 13.393.
Si f : Rm Ñ R est une fonction continue, alors l’ensemble

A “ tx P Rm tels que fpxq ‰ 0u (13.1049)

est ouvert.

Démonstration. Soit x P A. Si x ą 0 (le cas x ă 0 est laissé en exercice), alors il existe une boule
autour de x sur laquelle f reste strictement positive (proposition 13.392). Cette boule est donc
contenue dans A. Étant donné qu’autour de chaque point de A nous pouvons trouver une boule
contenue dans A, ce dernier est ouvert.

Exemple 13.394
Soit GLnpRq l’ensemble des matrices nˆ n inversibles. Nous allons montrer que GLnpRq est un
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ouvert de Rn2 . L’identification entre les vecteurs et les matrices consiste simplement à « déplier »
la matrice pour en faire un vecteur. Par exemple, en dimension deux,

ˆ
1 2
3 4

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
2
3
4

˛
‹‹‚P R4. (13.1050)

En dimension 3,

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
2
3
4
5
6
7
8
9

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P R9. (13.1051)

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant
est un polynôme en les composantes de la matrice. En dimension deux, nous avons

det
ˆ
a b
c d

˙
“ ad´ bc, (13.1052)

mais en écriture « dépliée », nous pouvons aussi bien écrire

det

¨
˚̊
˝

a
b
c
d

˛
‹‹‚“ ad´ bc. (13.1053)

En dimension 3, le déterminant est donc un polynôme des 9 variables qui apparaissent dans le
vecteur « déplié ». En général, dans Rn2 , nous considérons donc le polynôme det : Rn2 Ñ R qui
à un vecteur X P Rn2 fait correspondre le déterminant de la matrice obtenue en « repliant » le
vecteur X.

Donc dans Rn2 , l’ensemble des matrices inversibles est donné par l’ensemble des vecteurs sur
lesquels le polynôme det ne s’annule pas, c’est-à-dire

tX P Rn2 tels que detpXq ‰ 0u. (13.1054)

Mais le déterminant est un polynôme, et donc une fonction continue. Cet ensemble est par consé-
quence ouvert par le corollaire 13.393. 4

La proposition suivante montre que la limite peut « passer à travers » les fonctions continues.

Proposition 13.395 (limite de fonction composée).
Soit f : Rn Ñ Rq et g : Rm Ñ Rn telles que

lim
xÑa gpxq “ p (13.1055a)

lim
yÑp fpyq “ q (13.1055b)

Alors nous avons limxÑapf ˝ gqpxq “ q.

Démonstration. Comme presque toute preuve à propos de limite ou de continuité, nous commen-
çons par choisir ε ą 0. Nous devons montrer qu’il existe un δ tel que }x ´ a} ď δ implique
}f`gpxq˘´ q} ď ε.
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La limite (13.1055b) impose l’existence d’un δ̃ tel que }y ´ p} ď δ̃ implique }fpyq ´ q} ď ε,
tandis que la limite (13.1055a) donne un δ tel que }x´a} ď δ implique }gpxq´ p} ď δ̃ (nous avons
pris δ̃ en guise de ε dans la définition de la limite pour g).

Avec ces choix, si }x´ a} ď δ, alors }gpxq ´ p} ď δ̃, et par conséquent,

}f`gpxq˘´ q} ď ε, (13.1056)

ce que nous voulions.

De façon pragmatique, la proposition 13.395 nous fournit une formule pour les limites de
fonctions composée :

lim
xÑapf ˝ gqpxq “ lim

yÑlimxÑa gpxq
fpyq (13.1057)

lorsque f est continue.

Remarque 13.396.
La formule (13.1057) ne peut pas être utilisée à l’envers. Il existe des cas où limxÑapg ˝ fqpxq “ q,
et limxÑa fpxq “ p sans pour autant avoir limyÑq gpyq “ q. Par exemple

gpxq “
#

2 si x ě 0
0 si x ă 0

(13.1058a)

fpxq “ |x|. (13.1058b)

Nous avons pg ˝ fqpxq “ 2 pour tout x, ainsi que limxÑ0 fpxq “ 0, mais la limite limyÑ0 gpyq
n’existe pas.

13.43 Champs de vecteurs

Un champ de vecteur est une fonction f : R3 Ñ R3. Géométriquement, il s’agit simplement de
mettre un vecteur en chaque point de l’espace. Cela arrive très souvent en physique.

Exemple 13.397
Si un fluide (eau, gaz) coule dans un tube, en tout point le point a une vitesse, qui sera un vecteur
généralement dirigé le long du tube. 4

Exemple 13.398
La force d’attraction de la Terre sur une masse m située au point r “ px, y, zq est donnée par

F prq “ ´GMmr

}r}3 . (13.1059)

Dans cette expression, tant r que F prq sont des vecteurs. Nous l’avons représenté sur la figure 13.13.

L’application
F : R3 Ñ R3

r ÞÑ F prq (13.1060)

est le champ gravitationnel de la Terre.

4
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Figure 13.13 – Le champ de gravitation de la Terre.

13.43.1 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne de la fonction f : R3 Ñ R3 au point a P R3 est la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs BfBx paq, BfBy paq et BfBz paq, c’est-à-dire

Jf paq “

¨
˚̋
Bf1
Bx paq Bf1

By paq Bf1
Bz paqBf2

Bx paq Bf2
By paq Bf2

Bz paqBf3
Bx paq Bf3

By paq Bf3
Bz paq

˛
‹‚. (13.1061)

Exemple 13.399
Si

fpx, y, zq “
¨
˝

xyez

x2 ` cospyzq
xyz

˛
‚, (13.1062)

alors

Jf px, y, zq “
¨
˝
yez xez xyez

2x ´z sinpyzq ´y sinpyzq
yz xz xy

˛
‚. (13.1063)

4

13.44 Divergence, rotationnel et l’opérateur nabla
Nous avons déjà vu le gradient d’une fonction f : R3 Ñ R

∇fpx, y, zq “
¨
˝
Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚ (13.1064)

Afin de définir la divergence et le rotationnel, nous introduisons ∇ sous une forme un peu plus
abstraite comme le « vecteur »

∇ “
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚. (13.1065)
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Vue comme ça, la formule (13.1064) est claire.
Si F est un champ de vecteurs, nous introduisons la divergence de F par

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (13.1066)

Cela est une fonction. Et nous introduisons le rotationnel du champ de vecteur F par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣
“

ˆBFz
By ´ BFyBz

˙
ex ´

ˆBFz
Bx ´ BFxBz

˙
ey `

ˆBFy
Bx ´ BFxBy

˙
ez.

(13.1067)

Cela est un champ de vecteur. En utilisant le symbole complètement antisymétrique εijk, le rota-
tionnel d’un champ de vecteur peut s’écrire

∇ˆ F “
ÿ

ijk

εijkBiFjek. (13.1068)

Le gradient, la divergence et le rotationnel consistent à appliquer simplement à ∇ est trois
produits qu’on peut effectuer sur un vecteur :
(1) Le produit d’un vecteur par un scalaire multiplie chacune des composantes :

¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚f “

¨
˝
Bxf
Byf
Bzf

˛
‚. (13.1069)

(2) Le produit scalaire d’un vecteur avec un autre vecteur donne lieu à la divergence :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚·

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (13.1070)

(3) Le produit vectoriel de deux vecteurs :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚ˆ

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ . (13.1071)

Ces trois opérations joueront un rôle central en électromagnétisme dans les équations de Maxwell.

Exemple 13.400
Soit F px, y, zq “ xex ` xyey ` ez, c’est-à-dire

F px, y, zq “
¨
˝
x
xy
1

˛
‚. (13.1072)

Son rotationnel est donné par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B
Bx

B
By

B
By

x xy 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ p0´ 0qex ´ p0´ 0qey ` py ´ 0qez “ yez “
¨
˝

0
0
y

˛
‚. (13.1073)

4

Afin d’étudier comment se comporte la composition de ces opérateurs, nous aurons besoin de
ce lemme que nous n’énoncerons pas précisément.
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Lemme 13.401.
Si f : R3 Ñ R est une fonction de classe C2, alors on peut permuter l’ordre des dérivées :

B
Bx

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bx

˙

B
Bx

ˆBf
Bz

˙
“ B
Bz

ˆBf
Bx

˙

B
Bz

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bz

˙
(13.1074)

La fonction

px, y, zq ÞÑ B
Bx

ˆBf
By

˙
px, y, zq (13.1075)

sera notée
B2f

BxBy . (13.1076)

Il y a deux propriétés importantes :

Théorème 13.402.
Soit f : R3 Ñ R une fonction de classe C2. Alors

∇ˆ p∇fq “ 0. (13.1077)

Si F : R3 Ñ R3 est un champ de vecteurs de classe C2, alors

∇ · p∇ˆ F q “ 0. (13.1078)

Démonstration. Ce sont seulement deux calculs qui manipulent les définitions. Pour le premier, la
divergence de f est le champ de vecteurs

∇f “ BfBxex `
Bf
By ey `

Bf
Bz ez. (13.1079)

En mettant ce champ dans la définition du rotationnel,

∇ˆ p∇fq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B
Bx

B
By

B
BzBf

Bx
Bf
By

Bf
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
„ B
By

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
By

˙
ex

´
„ B
Bx

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
Bx

˙
ey

`
„ B
Bx

ˆBf
By

˙
´ B
By

ˆBf
Bx

˙
ez.

(13.1080)

En utilisant le lemme 13.401, chacun des termes fait zéro.
La seconde propriété se démontre en utilisant le même type de calcul.

Remarque 13.403.
Il n’y a pas de propriétés du même style pour la combinaison ∇ˆ p∇ ·F q pour le rotationnel de
la divergence. En effet la divergence d’un champ de vecteur est une fonction, et il n’y a pas de
rotationnel pour une fonction.
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13.45 Interprétation géométrique et physique de la divergence
En physique, on dit qu’un champ de vecteurs à divergence nulle est incompressible. Nous

allons essayer de comprendre pourquoi. Lorsqu’un fluide incompressible se déplace, il faut qu’en
chaque point il y ait autant de fluide qui rentre que de fluide qui sort. Nous allons voir sur quelques
exemples que la divergence d’un champ de vecteurs est le « bilan de masse » d’un fluide qui se
déplace selon le champ de vecteurs.

Si en un point la divergence est positive, cela signifie qu’il y a une perte de masse et si la
divergence est négative, cela signifie qu’il y a une accumulation de masse.

Prenons par exemple un fluide qui se déplace selon le champ de vitesse montré à figure 13.14.

Figure 13.14 – Le champ de vecteurs F px, yq “ 1
xp1, 0q.

Étant donné que la vitesse diminue lorsque x avance, il y a une accumulation de fluide. Regardez
en effet la quantité de fluide qui rentre dans le rectangle par rapport à la quantité de fluide qui en
sort. Ce champ de vecteurs a pour équation :

F px, yq “ 1
x

ˆ
1
0

˙
“

ˆ
1{x
0

˙
. (13.1081)

Sa divergence vaut donc

p∇ ·F qpx, yq “ BFxBx px, yq `
BFy
By px, yqloooomoooon
“0

“ ´ 1
x2 . (13.1082)

Cette divergence étant négative, il y a bien accumulation de fluide en tout point, et d’autant plus
que x est petit.

Exemple 13.404

Prenons le champ de vecteurs tournant

F px, yq “ 1a
x2 ` y2

ˆ
y
´x

˙
(13.1083)

représenté à la figure 13.15. Cela est un vecteur qui est constamment perpendiculaire au rayon.
Un fluide dont la vitesse serait donné par ce champ de vecteur se contente de tourner. Intuiti-

vement il ne devrait pas y avoir de divergence parce qu’il n’y a aucune accumulation de fluide. En
effet,

∇ ·F px, yq “ ´2xy
px2 ` y2q2 `

2xy
px2 ` y2q2 “ 0. (13.1084)

4

Exemple 13.405
Prenons le cas du champ de force de gravitation :

F px, y, zq “ 1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (13.1085)
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Figure 13.15 – Le champ de vecteurs F px, yq “ py,´xq.

Figure 13.16 – Le champ de vecteur de la gravité. Nous avons tracé, sur les deux cercles la même
densité de vecteurs, c’est-à-dire le même nombre de vecteurs par unité de surface.

Nous pouvons rapidement remarquer que ∇ ·F “ 0. Est-ce que cela peut se comprendre sur le
dessin de la figure 13.16 ?

Essayons de voir combien de fluide entre dans la zone bleue et combien en sort. D’abord, il est
certain que les vecteurs qui sortent sont plus courts que ceux qui rentrent, ce qui voudrait dire
qu’il y a plus de fluide qui rentre. Mais on voit également que le nombre de vecteurs qui sortent
est plus grand parce que la seconde sphère est plus grande et qu’il y a un vecteur en chaque point
de la sphère.

Intuitivement nous pouvons dire que la quantité qui rentre dans la sphère de rayon r1 donnée
par la taille des vecteurs entrants multiplié par la surface de la sphère, c’est-à-dire

4πr2
1}F px, y, zq}, (13.1086)

mais }F px, y, zq} “ 1
r2
1
, donc la quantité de fluide entrant est 4π. La quantité de fluide sortant sera

la même.
Cela explique deux choses

(1) Pourquoi les forces de gravitation et électromagnétiques sont en 1{r2 ; c’est parce que nous
vivons dans un monde avec trois dimensions d’espace. En étudiant très précisément le champ
de gravitation, certains physiciens espèrent trouver des déviations expérimentales par rap-
port à la règle du 1{r2 ; cela pourrait être un signe que l’espace contient des dimensions
supplémentaires.

(2) Pourquoi il y a un 4π comme coefficient dans beaucoup d’équations en électromagnétisme ;
en particulier dans certaines anciennes unités de flux.
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4

Remarque 13.406.
Nous allons voir plus loin comment s’assurer que l’équation (13.1086) représente bien la « quantité
de fluide » qui rentre dans la zone délimitée

13.46 Quelques formules de Leibnitz
La divergence étant une combinaison de dérivées, il n’est pas tellement étonnant que la diver-

gence de produits donne lieux à des formules en deux termes. Si f est une fonction et si F et G
sont des champs de vecteurs, nous avons la proposition suivante.

Proposition 13.407.
Si F et G sont des champs de vecteurs dont toutes les dérivées partielles existent, alors
(1) ∇ · pfF qf∇ ·F ` F · ∇f
(2) ∇ · pF ˆGq “ G· ∇ˆ F ´ F · ∇ˆG
(3) ∇ˆ pfF q “ f∇ˆ F `∇f ˆ F .



Chapitre 14

Analyse sur des groupes

14.1 Action de groupe et connexité

Sources : [226] et wikipédia.

Théorème 14.1.
Soit G un groupe topologique localement compact et dénombrable à l’infini 1 agissant continument
et transitivement sur un espace topologique localement compact E. Alors l’application

ϕ : G{Gx Ñ E

rgs ÞÑ g·x
(14.1)

est un homéomorphisme.

Lemme 14.2.
Si G et H sont des groupes topologiques tels que G{H et H sont connexes 2, alors G est connexe.

Démonstration. Soit f : GÑ t0, 1u une fonction continue. Considérons l’application

f̃ : G{H Ñ t0, 1u
rgs ÞÑ fpgq. (14.2)

D’abord nous montrons qu’elle est bien définie. En effet si h P H nous aurions f̃prghsq “ fpghq,
mais étant donné que H est connexe, l’ensemble gH est également connexe ; la fonction continue
f est donc constante sur gH. Nous avons donc fpghq “ fpgq.

Étant donné que G{H est également connexe, la fonction f̃ doit être constante. Si g1 et g2 sont
deux éléments du groupe, nous avons fpg1q “ f̃prg1sq “ f̃prg2sq “ fpg2q. Nous en déduisons que f
est constante et que G est connexe.

Théorème 14.3.
Le groupe SOpnq est connexe, le groupe Opnq a deux composantes connexes.

Démonstration. La seconde assertion découle de la première parce que les matrices de détermi-
nant 1 et celles de déterminant ´1 ne peuvent pas être reliées par un chemin continu tandis que
l’application

M ÞÑ
¨
˝
´1

1
1

˛
‚M (14.3)

est un homéomorphisme entre les matrices de déterminant 1 et celles de déterminants ´1. Montrons
donc que G “ SOpnq est connexe par arcs pour n ě 2 en procédant par récurrence sur la dimension.

1. Cela signifie qu’il est une réunion dénombrable de compacts
2. Définition 7.38.
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Nous acceptons le résultat pour G “ SOp2q. Notons que nous en avons besoin pour prouver
que la sphère Sn´1 est connexe.

Le groupe SOpnq agit, par définition, de façon transitive sur la sphère Sn´1. Soit a P Sn´1,
nous avons

G· a “ Sn´1 (14.4a)
Ga » SOpn´ 1q (14.4b)

où Ga est le fixateur de a dans G. Pour montrer le second point, nous considérons teiu, la base
canonique de Rn et M P G telle que Ma “ e1. Le fixateur de e1 est évidemment isomorphe à
SOpn´ 1q parce qu’il est constitué des matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (14.5)

où paijq P SOpn´ 1q. L’application
α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM
(14.6)

est un isomorphisme entre Ga et SOpn ´ 1q. Le théorème 14.1 nous montre alors que, en tant
qu’espaces topologiques,

G{Ga “ Sn´1. (14.7)
L’hypothèse de récurrence montre que Ga “ SOpn ´ 1q est connexe tandis que nous savons que
Sn´1 est connexe. Le lemme 14.2 conclut que G “ SOpnq est connexe.
Lemme 14.4.
Une bijection continue entre un espace compact et un espace séparé est un homéomorphisme.

Proposition 14.5.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes.
Démonstration. Soit Gpnq le groupe SUpnq ou Upnq. Ce groupe opère transitivement sur la sphère
complexe

Sn´1
C “ tz P Cn tel que xz, zy “

ÿ

k

|zk|2 “ 1u. (14.8)

Cet ensemble est le même que S2n´1 parce que |zk| “ x2
k ` y2

k. Nous avons une bijection continue
entre Sn´1 et Sn´1

C et donc un homéomorphisme (lemme 14.4). Soit a P Sn´1
C , nous avons

G· a “ Sn´1
C (14.9a)

Ga » Gpn´ 1q. (14.9b)

La seconde ligne est un isomorphisme de groupe et un homéomorphisme. Il est donné de la façon
suivante. D’abord le fixateur de e1 dans Gpnq est donné par les matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (14.10)

où paijq P Gpn ´ 1q. Par ailleurs si M est une matrice de Gpnq telle que Ma “ e1, nous avons
l’homéomorphisme

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM.
(14.11)
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Encore une fois, cela est un homéomorphisme par le lemme 14.4. Par composition nous avons
Ga » Gpn´ 1q et un homéomorphisme

Gpnq{Ga “ Sn´1
C . (14.12)

Le groupe Ga et l’ensemble Sn´1
C étant connexes, le groupe Gpnq est connexe par le lemme 14.2.

Lemme 14.6 ([168]).
Si G est un sous-groupe connexe de GLpn,Cq alors son groupe dérivé 3 l’est également.

Démonstration. Soit Sm l’ensemble des produits de m commutateurs de G :

Sm “ tg1, . . . , gm où les gi sont des commutateursu. (14.13)

La partie Sm est l’image de G par l’application continue

Gˆ . . .ˆGloooooomoooooon
2m facteurs

Ñ G

pg1, h1, g2, h2, . . . , gm, hmq ÞÑ rg1, h1s . . . rgm, hms
(14.14)

En tant qu’image d’un connexe par une application continue, Sm est connexe par la proposi-
tion 7.84. Vu que les Sm ont l’identité en commun, le groupe dérivé

DpGq “
8ď

m“1
Sm (14.15)

est également connexe.

14.2 Espaces de matrices

L’ensemble des matrices est un espace vectoriel. Nous identifions Mpn,Rq avec Rn2 ; plus
précisément, nous identifions une matrice

A “ pai,jq1ďiďn,1ďjďn (14.16)

avec le vecteur x “ px1, x2, . . . , xn2q P Rn2 , où ai,j “ xpn´1qi`j .

14.2.1 Dilatations et transvections

Soit un corps commutatif K et n ě 2.

Théorème-définition 14.7 ([168]).
Soit une application linéaire u : E Ñ E dont les points fixes forment un hyperplan noté H d’équa-
tion H “ kerpfq avec f P E˚.
(1) Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1a) detpuq ‰ 1
(1b) L’application u est diagonalisable et a une valeur propre qui vaut detpuq ‰ 1.
(1c) Imagepu´ Idq Ę H.
(1d) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagp1, . . . , 1, λq avec λ ‰ 1.

(2) Les affirmation suivantes sont équivalentes :
(2a) Il existe a P H tel que pour tout x P E, upxq “ x` fpxqa.

3. Définition 2.21.
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(2b) Dans une base adaptée, la matrice de u est donnée par
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚. (14.17)

(3) Les conditions (1a)-(1d) sont respectées si et seulement si les conditions (2a)-(2b) ne sont
pas respectées (elles sont les négations l’une de l’autre.).

Un endomorphisme qui est soit l’identité soit respecte les conditions (1) est une dilatation. Un
endomorphisme qui est soit l’identité soit qui vérifie les conditions (2) est une transvection (dans
les deux cas il faut que les points fixes forment un hyperplan).

Notons que selon cette terminologie, l’application x ÞÑ λx n’est pas une dilatation mais un
produit de dilatations.

Démonstration. Nous allons prouver plein d’implications . . .
(1a) implique (1b) Le théorème de la base incomplète (voir remarque 4.12) permet de considérer

une base te1, . . . , enu de E telle que te1, . . . , en´1u soit une base de H. Dans cette base,
la matrice de u est de la forme suivante (les cases non remplies sont nulles et les étoiles
correspondent à des valeurs inconnues mais pas spécialement nulles) :

¨
˚̊
˚̋

1 ˚
. . . ...

1 ˚
λ

˛
‹‹‹‚ (14.18)

Le fait que le déterminant de u ne soit pas 1 implique que λ ‰ 1. Par conséquent le polynôme
caractéristique

χupXq “ p1´Xqn´1pλ´Xq (14.19)

possède une racine λ ‰ 1, et donc u possède un vecteur propre v pour cette valeur 4. Le
vecteur v est linéairement indépendant de te1, . . . , en´1u (parce que vecteur propre de valeur
propre différente). Par conséquent l’ensemble te1, . . . , en´1, vu est une base par la proposition
4.16. Cela est une base de vecteurs propres et donc une base de diagonalisation 5.

(1b) implique (1c) Nous nommons maintenant te1, . . . , enu la base de diagonalisation. Nous
avons upenq “ λen avec detpuq “ λ ‰ 1. Nous avons

pu´ Idqpenq “ pλ´ 1qen R H, (14.20)

ce qui prouver que l’image de en par u´ Id n’est pas dans H.
(1c) implique (1d) Reprenons une base te1, . . . , , enu donnant la matrice (14.18). Il existe x P E

tel que upxq ´ x n’est pas dans H, c’est-à-dire tel que u
`
upxq ´ x

˘ ‰ upxq ´ x. Nous en
déduisons que

u2pxq ´ 2upxq ` x ‰ 0 (14.21)

ou encore que
pX ´ 1q2puqx ‰ 0. (14.22)

C’est-à-dire que pX ´ 1q2 n’est pas un polynôme annulateur de u. Or ce serait le cas si
X ´ 1 était le polynôme minimal (proposition 11.135). Le polynôme caractéristique étant

4. Proposition 11.157.
5. Nous pourrions en dire à peine plus et prouver le point (1d), mais cela ne servirait à rien parce que nous

voulons prouver les équivalences et qu’il faudra quand même prouver que (1c) implique (1d).
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pX ´ 1qn´1pX ´ λq (et étant annulateur 6), le polynôme minimal est de la forme

µupXq “
#
pX ´ 1qpX ´ λq si λ ‰ 1
X ´ 1 si λ “ 1.

(14.23)

Dans notre cas nous venons de voir que ce n’est pas X ´ 1 et donc c’est pX ´ 1qpX ´λq avec
λ ‰ 1.
Nous devons trouver une base de diagonalisation . . . Supposons

upenq “
n´1ÿ

k“1
akek ` λen, (14.24)

dans lequel nous venons de prouver que λ ‰ 1, et cherchons

e1n “
nÿ

j“1
pjej (14.25)

de telle sorte à avoir upe1nq “ λen. Nous avons

upe1nq “
n´1ÿ

j“1
pjupejq ` pnupenq “

n´1ÿ

j“1
ppj ` pnajqej ` pnλen. (14.26)

En égalisant à λ
řn
j“1 pjej , il vient

pj ` pnaj “ λpj (14.27)

pour tout j “ 1, . . . , n´ 1 et la condition triviale pnλ “ λpn pour j “ n. Nous en déduisons
que le choix

pj “ pnaj
λ´ 1 (14.28)

fonctionne (parce que λ ‰ 1 comme nous l’avons démontré plus haut). En bref, il suffit de
poser

e1n “
n´1ÿ

j“1

pnaj
λ´ 1ej ` pnen (14.29)

avec pn au choix pour avoir une base te1, . . . , en´1, e1nu de diagonalisation de u avec λ ‰ 1
comme dernière valeur propre.

(1d) implique (1a) Évident . . . encore qu’il faut invoquer l’invariance du déterminant par chan-
gement de base.

Nous avons terminé la première série d’équivalences. Nous continuons avec la seconde.
(2a) implique (2b) Nous prenons en´1 “ a et nous complétons en une base de H. Pour en il

suffit de prendre n’importe quel vecteur v tel que fpvq ‰ 0 (qui existe parce que f “ 0 est
seulement un hyperplan), et de le normaliser.
Dans cette base, la matrice de u a la forme désirée parce que upenq “ en`fpenqa “ en`en´1
du fait que en´1 “ a et fpenq “ 1.

(2b) implique (2a) Soit te1, . . . , enu cette base. En prenant a “ en´1 et en posant x “ ř
k xkek

nous avons

upxq “
n´1ÿ

k“1
xkek ` xnpen´1 ` enq “ x` xnen´1 “ xna. (14.30)

Mais vu que fpxq “ ř
i fixi, et que fpeiq “ 0 pour tout i “ 1, . . . , n ´ 1 nous avons fpxq “

fnxn. Il n’y a cependant pas de raisons d’avoir fn “ 1. Cependant en définissant

e1i “
1
fn
ei (14.31)

6. Théorème de Cayley-Hamilton 11.154.
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nous avons bien upe1nq “ 1
fn
pen´1` enq “ e1n´1` e1n. Donc dans cette base nous avons encore

la matrice de u de la forme ¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (14.32)

mais cette fois avec fpe1nq “ 1.
Nous avons terminé avec la seconde série d’équivalences. Il nous reste à prouver que la première
est équivalente à la négation de la seconde.
non (1c) implique (2a) Considérons x0 P E tel que fpx0q “ 1 et posons a “ upx0q ´ x0 P

Imagepu´ Idq. Par la négation de (1c) nous avons a P H. De plus x0 R H (sinon fpx0q “ 0)
donc upx0q ‰ x0 et a ‰ 0.
Nous montrons que ce choix de a fonctionne : upxq “ x`fpxqa pour tout x P E. Nous faisons
cela séparément pour x P H et pour x “ x0.
Si h P H alors uphq “ h et fphq “ 0 donc h`fphqa “ h “ uphq. Si x “ x0 alors upx0q “ a`x0
(cela est la définition de a) etx0 ` fpx0qa “ x0 ` a.

(2b) implique non (1a) Dans une base adaptée nous avons
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (14.33)

et donc detpuq “ 1, ce qui contredit (1a).

Remarque 14.8.
Nous notons Eij la matrice qui possède uniquement 1 en position pi, jq. C’est-à-dire que

`
Eij

˘
kl
“

δikδjl. Soit H l’hyperplan des points fixes de f . Dans une base contenant une base de H, la matrice
d’une transvection a pour forme type :

Tijpλq “ 1` λEij (14.34)

avec i ‰ j et λ P K, et une dilatation a pour forme type la matrice diagonale

Dipαq “ 1` pα´ 1qEii (14.35)

avec α P K˚.
Bien entendu, en choisissant une base quelconque, les matrices des dilatations et des translations

peuvent avoir des formes différentes.

Lemme 14.9.
Quelques manipulations de lignes et de colonnes pour les matrices.
(1) La multiplication à gauche par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de ligne

Li Ñ Li ` λLj . (14.36)

(2) La multiplication à droite par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de colonne

Cj Ñ Cj ` λCi. (14.37)

(3) La multiplication à gauche par Tijp1qTjip´1qTijp1q revient à la substitution de lignes
"
Li Ñ Lj (14.38a)
Lj Ñ ´Li. (14.38b)
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Note qu’il n’est pas possible d’inverser deux lignes à l’aide de transvections sans changer un
signe parce que les transvections sont de déterminant 1 alors que l’inversion de lignes change le
signe du déterminant.

Démonstration. Point par point.
Pour (1) Nous devons prouver que

`
TijpλqA

˘
kl
“

#
Akl si k ‰ i

Ail ` λAjl si k “ i.
(14.39)

Un peu de calcul matriciel avec utilisation modérée des indices donner :
`
TijpλqA

˘
kl
“

ÿ

s

`
Tijpλq

˘
ks
Asl (14.40a)

“
ÿ

s

δksAsl ` λδikδjsAsl (14.40b)

“ Akl ` λδikAjl. (14.40c)

Pour (2) C’est la même chose.
Pour (3) Si nous appliquons successivement ces trois matrices (de droite à gauche) nous effectuons

les substitutions :
#
L1i “ Li ` Lj
L1j “ Lj

suivit de
#
L2i “ L1i
L2j “ L1j ´ L1i

et de
#
L3i “ L2i ` L2j
L3j “ L2j .

(14.41)

En effectuant ces substitutions,

L3i “ L2i ` L2j “ L1i ` pL1j ´ L1iq “ L1j “ Lj (14.42)

et
L3j “ L2j “ L1j ´ L1i “ Lj ´ pLi ` Ljq “ ´Li, (14.43)

ce qu’il fallait.

Proposition 14.10 ([227]).
Soient n ě 2 et K un corps commutatif.
(1) Si A P GLpn,Kq, il existe des transvections U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (14.44)

(2) L’ensemble des transvections engendre le groupe spécial linéaire SLpn,Kq.
(3) L’ensemble des transvections et des dilatations engendre le groupe linéaire GLpn,Kq.

Démonstration. Nous allons montrer que toutes les matrices de SLpn,Kq peuvent être écrites
comme produits de matrices de la forme (14.34). Cela montrera qu’étant donné un endomorphisme
f et une base pas spécialement liée à f , il est possible décrire la matrice de f comme produit de
transvections dont les hyperplans invariants sont « contenus » dans cette base. Cela suffit à prouver
que les transvections engendrent SLpn,Kq grâce au lemme 2.8.

Toutes les transvections ont un déterminant égal à 1. Donc le groupe engendré par les trans-
vections est inclus dans SLp2,Kq. Soit A P GLpn,Kq ; nous allons utiliser le pivot de Gauss pour
la diagonaliser. Étant donné que A est inversible, sa première colonne n’est pas nulle. Si Ai1 ‰ 0
alors une multiplication à gauche par L1i

`pA11 ´ 1q{Ai1
˘
effectue la substitution

L1 Ñ L1 ´ A11 ´ 1
Ai1

Li (14.45)
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qui met un 1 en la position p1, 1q. Notons que si la première colonne est de la forme
¨
˚̊
˚̋

s
0
...
0

˛
‹‹‹‚ (14.46)

avec s ‰ 0 alors il faut plutôt faire les substitutions L2 Ñ L2 `L1 et ensuite L1 Ñ L1 ´ 1
sL2 pour

obtenir le même résultat. En effectuant le pivot avec A11, une suite d’opérations sur les lignes et
les colonnes donnent

M1 . . .MpAN1 . . . Nq “
ˆ

1 0
0 A1

˙
(14.47)

où A1 P GLpn´1,Kq et detpA1q “ detpAq. En continuant de la sorte nous arrivons sur une matrice
diagonale 7

M1 . . .Mp1AN1 . . . Nq1 “

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1
α

˛
‹‹‹‚ (14.48)

avec α “ detpAq. En d’autres termes nous avons prouvé qu’il existe des transvections U1, . . . , Ur
et V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (14.49)

Cela prouve que les transvections et les translations engendrent GLpn,Kq. Si A P SLpn,Kq alors
Dn

`
detpAq˘ “ 1 et l’équation (14.49) est un produit de transvections.

Proposition 14.11.
Le groupe GLpn,Rq est engendré par les endomorphismes inversibles diagonalisables.

Démonstration. Par la proposition 14.10, le groupe GLpn,Rq est engendré par les dilatations et
les transvections. Il suffit donc de montrer qu’à leur tour, ces deux types d’endomorphismes sont
engendrés par les endomorphismes inversibles et diagonalisables.

Les dilatations sont diagonalisables et inversibles. C’est bon pour elles.
Soit une transvection u, et une base teiui“1,...,n dans laquelle u est de la forme (14.17). Nous

considérons l’endomorphisme d : E Ñ E défini par dpekq “ kek. Cet endomorphisme est diagona-
lisable parce que son polynôme minimal, µd “ śn

k“1pX ´ kq, est scindé à racines simples (voir le
théorème 11.167).

Nous avons évidemment u “ d´1 ˝ pd ˝ uq où d´1 est diagonalisable et inversible. Voyons que
d ˝ u est également diagonalisable en montrant que µd est son polynôme minimal (qui est scindé à
racines simples).

Il suffit de montrer que µdpd ˝ uqpekq “ 0 pour tout k. Ainsi µd sera un polynôme annulateur
de d ˝ u de degré n, et donc minimal.
Si k ď n´ 1 Alors upekq “ ek et pd ˝ u´ nqek “ pk ´ nqek. En tout :

µdpd˝uqpekq “ pd˝u´1qpd˝u´2q . . . pd˝u´nqek “ pk´1qpk´2q . . . pk´nqek “ 0 (14.50)

parce que dans le produit des k ´ i, il y en a forcément un de nul.
Si k “ n Dans un premier temps,

pd ˝ u´ nqen “ dpen ` en´1q ´ nen “ nen ` pn´ 1qen´1 ´ nen “ pn´ 1qen´1. (14.51)

7. Attention : les opérations sur les lignes et le colonnes ne sont pas des opérations de similitude. Il n’est pas
question de prétendre ici que toutes les matrices de GLpn,Kq sont diagonales, voir la définition 4.103.
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Ensuite
`
d ˝ u´ pn´ 1q˘en´1 “ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (14.52a)

“ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (14.52b)
“ pn´ 1qen´1 ´ pn´ 1qen´1 (14.52c)
“ 0 (14.52d)

Le polynôme µd est donc un polynôme scindé à n racines simples annulateur de d ˝u, qui est alors
diagonalisable et inversible (parce que u et d le sont).

Donc sous la forme u “ d´1pduq, la transvection u est écrite comme produit de diagonalisables
inversibles.

Proposition 14.12 ([76]).
Soient n ě 3 et K un corps de caractéristique différente de 2. Alors
(1) le groupe dérivé de DpGLpn,Kqq est SLpn,Kq ;
(2) le groupe dérivé de SLpn,Kq est SLpn,Kq.
La preuve utilise le fait que les transvections engendrent SLpn,Kq et que les transvections avec

les dilatations engendrent GLpn,Kq. Voir la proposition 14.10.

14.2.2 Connexité de certains groupes

Lemme 14.13.
Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe.

Démonstration. La non connexité par arcs est facile parce que les éléments de déterminant 1 ne
peuvent pas être reliés aux éléments de déterminant ´1 par un chemin continu restant dans Opnq
à cause du théorème des valeurs intermédiaires 13.50.

En ce qui concerne la connexité, il faut en dire un peu plus.
Les éléments de Opn,Rq ont des déterminants égaux à 1 ou à ´1. Ces deux parties sont des

ouverts (pour la topologie induite de Mpn,Rq). En effet soit A P SOpn,Rq (la partie contenant
les déterminants 1 ; ce que l’on va dire tient pour l’autre partie). Alors, vu que le déterminant
est une fonction continue sur Mpn,Rq il existe un voisinage O de A dans Mpn,Rq dans lequel
le déterminant reste entre 1

2 et 3
2 (c’est la définition de la continuité avec ε “ 1{2). L’ensemble

OXOpn,Rq est par définition un ouvert de Opn,Rq et ne contient que des éléments de déterminant
1.

La partie Opn,Rq de Mpn,Rq est donc non-connexe selon la définition 7.38.

Lemme 14.14.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes par arcs.

Démonstration. Soient A, une matrice unitaire et Q une matrice unitaire qui diagonalise A. Étant
donné que les valeurs propres arrivent par paires complexes conjuguées,

QAQ´1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

eiθ1

e´iθ1
. . .

eiθr

e´iθr

˛
‹‹‹‹‹‚
. (14.53)

Le chemin Uptq obtenu en remplaçant θi par tθi avec t P r0, 1s joint QAQ´1 à l’identité. Par
conséquent Q´1UptqQ joint A à l’unité.

Proposition 14.15.
Le groupe SOpnq est connexe.
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Théorème 14.16.
Les matrices normales 8 forment un espace connexe par arc.

Démonstration. Soient A une matrice normale et U une matrice unitaire qui diagonalise A. Nous
considérons Uptq, un chemin qui joint 1 à U dans Upnq. Pour chaque t, la matrice

Aptq “ Uptq´1AUptq (14.54)

est normale. Nous avons donc trouvé un chemin dans les matrices normales qui joint A à une
matrice diagonale. Il est à présent facile de la joindre à l’identité.

Toutes les matrices normales étant connexes à l’identité, l’ensemble des matrices normales est
connexe.

Proposition 14.17.
Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A P SLpn,Kq ; par la proposition 14.10(2) nous pouvons écrire

A “
ź

cPX
Tcpλcq (14.55)

où X est une partie de l’ensemble des couples pi, jq dans t1, . . . , nu. En posant

ϕ : r0, 1s Ñ SLpn,Kq
t ÞÑ

ź

cPX
Tcptλcq (14.56)

nous avons une application continue de A vers 1, dont pour tout t la matrice ϕptq est inversible
de déterminant1.

Donc tous les éléments de SLpn,Kq peuvent être reliés à 1. Donc SLpn,Kq est connexe par
arcs.

Proposition 14.18 ([228]).
Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs.

Démonstration. Soient A P GLpn,Cq et sa décomposition (14.44). Comme fait précédemment,
chacune des transvections peut être reliée à 1 par un chemin continu dans SLpn,Cq. En ce qui
concerne le facteur de translation, nous ne pouvons pas simplement prendre le chemin donné par
t ÞÑ Dn

`
t detpAq˘ parce que le résultat n’est pas inversible en t “ 0.

Vu que C˚ il existe une application continue α : r0, 1s Ñ C˚ telle que αp0q “ detpAq P C˚ et
αp1q “ 1. Il suffit alors de prendre Dn

`
αptq˘ et nous avons un chemin continu de A vers 1 restant

dans GLpn,Cq.
Proposition 14.19.
Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs.

Démonstration. Nous notons GL`pn,Rq et GL´pn,Rq les parties de GLpn,Rq formées des ap-
plications de déterminant ˘1 respectivement. Vu le théorème des valeurs intermédiaires (théo-
rème 13.50), il n’existe pas d’applications continues dans GLpn,Rq reliant GL`pn,Rq à GL´pn,Rq
tout en restant dans les applications de déterminant non nul 9.

Montrons que GL˘pn,Rq sont connexes par arcs. Si A P GL`pn,Rq alors grâce à la décompo-
sition (14.44), il existe un chemin continu de A vers Dn

`
detpAq˘. Vu que R˘ sont connexes par

arc, il est possible de relier Dn

`
detpAq˘ à Dnp˘1q par un chemin continu.

8. Définition 11.185.
9. Si ϕ : r0, 1s Ñ GLpn,Rq est le chemin, la fonction à mettre dans le théorème des valeurs intermédiaires est la

fonction f : r0, 1s Ñ R t ÞÑ det
`
ϕptq

˘
.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Endomorphisme_normal
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14.2.3 Densité

Proposition 14.20.
Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq.

Démonstration. D’après le lemme de Schur 11.176, une matrice de Mpn,Cq est de la forme

A “ Q

¨
˚̋
λ1 ˚ ˚
0 . . . ˚
0 0 λn

˛
‹‚Q´1. (14.57)

Les valeurs propres sont sur la diagonale. La matrice est diagonalisable si les éléments de la
diagonales sont tous différents. Il suffit maintenant de considérer n suites pεprqk qkPN convergentes
vers zéro telles que pour chaque k les nombres λr ` εprqk soient tous différents. La suite de matrices

Ak “ Q

¨
˚̋
λ1 ` εp1qk ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 λn ` εpnqk

˛
‹‚Q´1. (14.58)

est alors diagonalisable pour tout k et nous avons limkÑ8Ak “ A.

Proposition 14.21.
Les matrices inversibles sont denses dans l’ensemble des matrices. C’est-à-dire que GLpn,Rq est
dense dans Mpn,Rq.

Démonstration. Soit A PMpn,Rq ; le lemme de Schur réel 11.188 nous permet d’écrire

A “ Q

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

λ1
. . .

λr ˆ
a b
c d

˙

. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Q´1 (14.59)

avec Q orthogonale.
Pour définir Ak nous remplaçons λi par λi ` εpiqk de façon à avoir εpiqk Ñ 0 et λi ` εpiqk ‰ 0. En

ce qui concerne les blocs, ceux dont le déterminant est non nul, nous n’y touchons pas, et ceux
dont le déterminant est nul, nous remplaçons a par a` εk.

Avec cela, QAkA´1 est une suite dans GLpn,Rq qui converge vers A.

Proposition 14.22.
Si A PMpn,Cq alors

eTrpAq “ detpeAq. (14.60)

Démonstration. Ici, eA est l’exponentielle soit d’endomorphisme soit de matrice définie par la
proposition 12.160.

Le résultat est un simple calcul pour les matrices diagonalisable. Si A n’est pas diagonalisable,
nous considérons une suite de matrices diagonalisables Ak dont la limite est A (proposition 14.20).
La suite

ak “ eTrpAkq (14.61)
converge vers eTrpAq tandis que la suite

bk “ detpeAkq (14.62)

converge vers detpeAq. Mais nous avons ak “ bk pour tout k ; les limites sont donc égales.
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Corollaire 14.23.
Si A PMpn,Cq alors

d

dt

”
detpetXq

ı
t“0

“ TrpXq. (14.63)

Démonstration. Nous écrivons la proposition 14.22 pour tX au lieu de X ; pour chaque t nous
avons

det
`
etA

˘ “ eTrptAq “ etTrpAq. (14.64)

La dérivation par rapport à t en t “ 0 donne le résultat attendu.

Théorème 14.24 (Cayley-Hamilton[229, 230]).
Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif quelconque
annule son propre polynôme caractéristique

Une autre démonstration est donnée en le théorème 11.154.

Démonstration. La preuve est divisée en plusieurs étapes.

Endomorphisme diagonalisable Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel V de dimen-
sion n sur un corpsK et χu sont polynôme caractéristique. Nous savons que si λ est une valeur
propre de u alors χupλq “ 0 le théorème 11.150(2). En combinant avec le lemme 11.129, si x
est vecteur propre pour la valeur propre λ de u nous avons

χupuqx “ χupλqx “ 0. (14.65)

Donc tant que u possède une base de vecteurs propres nous avons χupuq “ 0.
Le cas complexe Nous nous restreignons à présent (et provisoirement) au cas K “ C, ce qui

nous donne u P Mpn,Cq. Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq par la
proposition 14.20. Si A P Mpn,Cq nous considérons une suite de matrices diagonalisables
Ak

Mpn,CqÝÑ A. Pour chaque k nous avons par le point précédent

χukpukq “ 0. (14.66)

Chacune des composantes de χukpukq est un polynôme en les composantes de uk, ce qui
légitime le passage à la limite :

χupuq “ 0. (14.67)

Le théorème est établi pour toutes les matrices de Mpn,Cq et donc aussi pour tous les
sous-corps de C comme R ou Z.

La cas général Par définition, χupXq “ detpu´X1q ; les coefficients de X sont des polynômes à
coefficients entiers en les composantes de u. En substituant u à X nous obtenons une matrice
dont chacune des entrées est un polynôme à coefficients entiers en les coefficients de u. Pour
chaque i et j entre 1 et n il existe donc un polynôme Pij P ZpX1, . . . , Xn2q tel que

χupuqij “ P pu11, . . . , unnq. (14.68)

Ces polynômes ne dépendent pas de u ni du corps sur lequel on travaille. Notre but est
maintenant de prouver que Pij “ 0.
Étant donné que le cas complexe (et a fortiori entier) est déjà prouvé nous savons que
pour tout u P Mpn,Zq nous avons P pu11, . . . , unnq “ 0. La proposition 6.158 nous donne
effectivement P “ 0, en conséquence de quoi l’endomorphisme χupuq est nul.
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Exemple 14.25
Pour montrer que chaque composante χupuq est bien un polynôme à coefficients entiers en les

coefficients de u, voyons l’exemple 2ˆ 2 : u “
ˆ
a b
c d

˙
. D’abord

χupXq “ det
ˆ
a´X b
c d´X

˙
“ X2 ´ pa` dqX ` ad´ cb. (14.69)

Le coefficient de X2 est 1, celui de X est ´a ´ d et le terme indépendant est ad ´ cb ; tout trois
sont des polynômes à coefficients entiers en a, b, c, d. Après substitution de X par u,

χupuqij “ pu2qij ´ pa` dquij ` ad´ cb. (14.70)

Cela est bien un polynôme à coefficients entiers en les entrées de la matrice u. 4

14.2.4 Racine carrée d’une matrice hermitienne positive

Proposition-définition 14.26.
Si A PMpn,Cq est une matrice hermitienne 10 positive, alors il existe une unique matrice hermi-
tienne positive R telle que A “ R2. De plus R est un polynôme (de RrXs) en A.

La matrice R ainsi définie est la racine carrée de de A, et est notée
?
A.

Démonstration. Existence Étant donné que A est hermitienne, elle est diagonalisable par une
matrice unitaire (proposition 11.186), et ses valeurs propres sont réelles et positives (parce
que A est positive). Soit donc P une matrice unitaire telle que

P ˚AP “

¨
˚̋
α1

. . .
αn

˛
‹‚ (14.71)

avec αi ą 0. Si on pose

R “ P

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚P ˚, (14.72)

alors R2 “ A parce que P ˚P “ 1.
Hermitienne positive La matrice R est hermitienne parce que, avec un peu de notation rac-

courcie, R “ P ˚
?
αP et R˚ “ P ˚

?
αP . D’autre part, elle est positive parce que ses valeurs

propres sont les ?αi qui sont positives.
Polynôme Nous montrons maintenant que la matrice R est un polynôme en A. Pour cela nous

considérons un polynôme Q tel que Apαiq “ ?αi pour tout i. Soit teiu une base de diagona-
lisation de A : Aei “ αiei. Alors c’est encore une base de diagonalisation de QpAq. En effet
si Q “ ř

k akX
k, alors

QpAqei “ p
ÿ

k

akA
kqei “ p

ÿ

k

akα
k
i qei “ Qpαiqei “ ?αiei. (14.73)

Les valeurs propres de QpAq sont donc ?αi. Nous savons maintenant que QpAq a la même
base de diagonalisation de A (et donc la même matrice unitaire P qui diagonalise), c’est-à-dire
que

QpAq “ P ˚

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚“ R. (14.74)

10. Définition 11.76.
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Donc oui, R est un polynôme en A.
Notons que ce Q n’est pas du tout unique ; il existe une infinité de polynômes envoyant n
nombres donnés sur n nombres donnés.

Unicité Soit S une matrice hermitienne positive telle que R2 “ S2 “ A. D’abord S commute
avec A parce que

SA “ S3 “ S2S “ AS. (14.75)

Donc S commute aussi avec QpAq “ R. Étant donné que S et R commutent et sont diagona-
lisables, ils sont simultanément diagonalisables par le corollaire 11.168. Soient DR “ PRP ˚
et DS “ PSP ˚ les formes diagonales de R et S dans une base de simultanée diagonalisation.
Les carrés des valeurs propres de R et S étant identiques (ce sont les valeurs propres de A)
et les valeurs propres de R et S étant positives, nous déduisons que DR “ DS et donc que
R “ P ˚DRP “ P ˚DSP “ S.

Une des applications usuelles de cette proposition est la décomposition polaire.

14.2.5 Racine carrée d’une matrice symétrique positive

Lemme 14.27 ([231]).
Le groupe orthogonal Opn,Rq est compact.

Démonstration. Nous avons Opnq “ f´1`t1nu
˘
où f est l’application continue A ÞÑ AtA. En tant

qu’image inverse d’un fermé par une application continue, le groupe Opnq est fermé.
De plus il est borné parce que tous les coefficients d’une matrice orthogonale sont ď 1, donc

}A}8 pour tout A P Opnq.
Proposition 14.28.
Une matrice symétrique semi (ou pas) définie positive admet une unique racine carrée symétrique.
Le spectre de la racine carrée est la racine carrée du spectre de la matrice de départ.

Démonstration. Ceci est une phrase pour que les titres se mettent bien.
Existence Soit T une matrice symétrique et Q une matrice orthogonale qui diagonalise 11 T :

QTQ´1 “ D avec D “ diagpλiq et λi ě 0. En posant R “ Q´1?DQ, il est vite vérifié que
R2 “ T et que R est symétrique. En ce qui concerne le spectre, R a pour valeurs propres les?
λi.

Unicité Soit R une matrice symétrique de T : R2 “ T . Du coup R et T commutent : RT “
R3 “ TR. Par conséquent les espaces propres de T sont stables sous R. Soit Eλ l’un d’eux de
dimension d, et TF , RF les restrictions de T et R à Eλ. L’application TF est une homothétie
et R2

F “ TF “ λ1. Mais RF est encore une matrice symétrique définie positive, donc nous
pouvons considérer une base te1, . . . , edu de Eλ qui diagonalise RF avec les valeurs propres
µi ; nous avons donc en même temps

R2
f peiq “ µ2

i ei (14.76a)
TF peiq “ λei, (14.76b)

de telle sorte que µ2
i “ λ. Mais les valeurs propres de RF sont positives, sont µi “

?
λ pour

tout i. En conclusion RF est univoquement déterminé par la donnée de T . Vu que cela est
valable pour tous les espaces propres de T et que ces espaces propres engendrent tout E,
l’opérateur R est déterminé de façon univoque par T .

Notons que nous n’avons démontré l’unicité qu’au sein des matrices symétriques.

11. Théorème 11.189.



14.2. ESPACES DE MATRICES 837

14.2.6 Décomposition polaires : cas réel

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 11.192.

Lemme 14.29.
La partie S`pn,Rq est fermée dans Mpn,Rq.
Démonstration. En effet si Sk est une suite de matrices symétriques convergeant dans Mpn,Rq
vers la matrice A, les suites pSkqij et pSkqji des composantes ij et ji sont des suites égales, et donc
leurs limites sont égales 12. Donc la limite est symétrique.

En ce qui concerne le spectre, le théorème 11.189 nous permet de diagonaliser : Sk “ QkDkQ
´1
k

où les Dk sont des matrices diagonales remplies de nombres positifs ou nuls. Vu que Opnq est
compact 13, nous avons une sous-suite Qϕpkq convergente : Qϕpkq Ñ Q. Pour chaque k, nous avons

Sϕpkq “ QϕpkqDϕpkqQ´1
ϕpkq, (14.77)

dont la limite existe et vaut A. Vu que pour tout k, Dϕpkq “ Q´1
ϕpkqSϕpkqQϕpkq et que le produit

matriciel est continu, la suite k ÞÑ Dϕpkq est une suite convergente dans Mpn,Rq. Nous notons
D sa limite qui est encore une matrice diagonale contenant des nombres positifs ou nuls sur la
diagonale.

A “ lim
kÑ8Sϕpkq “ QDQ´1, (14.78)

et donc le spectre de A est la limite de ceux des matrices Dϕpkq. Chacun étant positif, la limite est
positive. Donc A P S`pn,Rq.
Lemme 14.30.
La fermeture de l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives est l’ensemble
des matrices définies positives : S``pn,Rq “ S`pn,Rq.

Démonstration. Le lemme 14.29 nous a à peine dit que S`pn,Rq était fermé. Nous devons prouver
que pour tout élément de S`pn,Rq, il existe une suite pSkq dans S``pn,Rq convergeant vers S.

Si S P S`pn,Rq alors nous avons la diagonalisation

S “ QDQ´1 “ Q

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚Q´1 (14.79)

où λi ě 0 pour tout i. Nous définissons

Dk “

¨
˚̋
λ1 ` εp1qk

. . .
λn ` εpnqk

˛
‹‚ (14.80)

où εik est une suite convergent vers 0 telle que λi ` ε
piq
n ą 0 pour tout n. Typiquement si λi ą 0

alors εpiqk “ 0 et sinon εpiqk “ 1{k.
Pour tout k nous avons QDkQ

´1 P S``pn,Rq et de plus QDkQ
´1 Ñ QDQ “ S.

Théorème 14.31 (Décomposition polaire de matrices symétriques définies positives[231, 232,
233]).
En ce qui concerne les matrices inversibles :

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(14.81)

12. Ici nous utilisons le critère de convergence composante par composante et le fait que nous ne sommes pas trop
inquiétés par la norme que nous choisissons parce que toutes les normes sont équivalentes par le théorème 12.6.
13. Lemme 14.27.
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est un homéomorphisme 14.
En ce qui concerne les matrices en général :

g : Opn,Rq ˆ S`pn,Rq ÑMpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(14.82)

est une surjection mais pas une injection.
De plus les mêmes conclusions tiennent si nous regardons pQ,Sq ÞÑ QS au lieu de SQ.

Démonstration. Nous commençons par prouver les résultats concernant les matrices inversibles.
Existence et unicité Si M “ SQ, alors MM t “ SQQtSt “ S2, donc S doit être une racine

carrée symétrique de la matrice définie positive MM t. La proposition 14.28 nous dit que ça
existe et que c’est unique. Donc S est univoquement déterminé par M . Maintenant avoir
Q “MS´1 est obligatoire (unicité) et fonctionne :

QtQ “ pS´1qtM tMS´1 “ S´1S2S´1 “ 1, (14.83)

donc Q ainsi défini est orthogonale.
Notons que ceci ne fonctionne pas lorsque M n’est pas inversible parce qu’alors S n’est pas
inversible.

Homéomorphisme Le fait que f soit continue n’est pas un problème : c’est un produit de
matrices. Nous devons vérifier que f´1 est continue. Soit une suite convergente Mk Ñ M
dans GLpn,Rq. Si nous nommons pQk, Skq la décomposition polaire de Mk et pQ,Sq celle de
M , nous devons prouver que Qk Ñ Q et Sk Ñ S. En effet dans ce cas nous aurions

lim
kÑ8 f

´1pMkq “ lim
kÑ8pQk, Skq “ pQ,Sq “ f´1pMq. (14.84)

Étant donné que Opnq est compact (lemme 14.27), la suite pQkq admet une sous-suite conver-
gente (Bolzano-Weierstrass, théorème 7.97) que nous nommons

Qϕpkq Ñ F P Opnq. (14.85)

Vu que la suite pMkq converge, sa sous-suite converge vers la même limite : Mϕpkq Ñ M et
vu que pour tout k nous avons Sk “MkQ

´1
k ,

Sϕpkq Ñ G “MF´1. (14.86)

Vu que chacune des matrices Sϕpkq est symétrique définie positive, la limite est symétrique
et semi-définie positive 15. Donc G P S`pn,Rq X GLpn,Rq parce que de plus M et F étant
inversibles, G est inversible. En ce qui concerne la sous-suite nous avons

Mϕpkq “ SϕpkqQϕpkq Ñ GF “M (14.87)

où F P Opnq et G P S`pn,Rq. Par unicité de la décomposition polaire de M (partie déjà
démontrée), nous avons G “ S et F “ Q.
Nous avons prouvé que toute sous-suite convergente de Qk a Q pour limite. Donc la suite
elle-même converge 16 vers Q. Donc Qk Ñ Q. Du coup vu que Sk “ MkQ

´1
k est un produit

de suites convergentes, Sk converge également, vers S : Sk Ñ S.
Au final l’application f´1 est bien continue parce que les égalités (14.84) ont bien lieu.

14. Cela est en réalité en difféomorphisme, voir la remarque 14.32.
15. Lemme 14.30
16. Proposition 9.58, pas difficile.
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Nous passons maintenant à la preuve dans le cas des matrices en général.
Soit A PMpn,Rq ; par densité (lemme 14.21), il existe une suite pAkq dans GLpn,Rq telle que

Ak Ñ A. Pour chacun des k nous appliquons la décomposition polaire déjà prouvée : Ak “ QkSk.
D’abord pQkq est une suite dans le compact 17 Opn,Rq et accepte donc une sous-suite convergente.
Quitte à redéfinir la suite de départ, nous supposons pour alléger les notations que Qk Ñ Q P
Opn,Rq. Vu que Qk est inversible,

Sk “ Q´1
k Ak (14.88)

Le produit matriciel étant continu nous avons Sk Ñ S dans Mpn,Rq. Mais S`pn,Rq étant fermé
(lemme 14.29) nous avons aussi S P S`pn,Rq.
Remarque 14.32.
Pour démontrer que f est différentiable, nous devons utiliser le théorème d’inversion locale 18.48 ;
cela est fait dans la proposition 18.58.

Corollaire 14.33.
Toute matrice peut être écrite sous la forme Q1DQ2 où Q1 et Q2 sont orthogonales et D est
diagonale.

Démonstration. Si A P Mpn,Rq alors la décomposition polaire 14.31 nous donne A “ SQ où S
est symétrique définie positive et Q est orthogonale. La matrice S peut ensuite être diagonalisée
par le théorème 11.189 : S “ RDR´1 où D est diagonale et R est orthogonale. Avec ces deux
décompositions en main, A “ SQ “ RDR´1Q. La matrice R´1Q est orthogonale.

14.2.7 Enveloppe convexe

Définition 14.34.
Sur C est un ensemble convexe, un point x P C est un point extrémal si Cztxu est encore convexe.
Théorème 14.35 ([43]).
Soit E un espace euclidien de dimension n ě 1 et LpEq l’espace des opérateurs linéaires sur E sur
lequel nous considérons la norme subordonnée 18 à celle sur E. L’ensemble des points extrémaux
de la boule unité fermée de LpEq est le groupe orthogonal Opn,Rq.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de LpEq. Montrons pour commencer que
les éléments de Opnq sont extrémaux dans B. D’abord si A P OpEq alors }A} “ 1 parce que
}Ax} “ }x}. Supposons maintenant que A n’est pas extrémal, c’est-à-dire qu’il est le milieu d’un
segment joignant deux points (distincts) de la boule unité de LpEq. Soient donc T,U P B tels que
A “ 1

2pT ` Uq. Pour tout x P E tel que }x} “ 1 nous avons

1 “ }x} “ }Ax} “ 1
2}Tx` Ux} ď

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ ď 1

2
`}T } ` |U |˘ ď 1 (14.89)

Toutes les inégalités sont en réalité des égalités. En particulier nous avons

}Tx` Ux} “ }Tx} ` }Ux}, (14.90)

mais alors nous sommes dans un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.10)
et donc il existe λ ě 0 tel que Tx “ λUx. Mais de plus les inégalité égalités (14.89) nous donnent

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ “ 1 (14.91)

alors que nous savons que }Tx}, }Ux} ď 1, donc }Tx} “ }Ux} “ 1. La seule possibilité est d’avoir
λ “ 1 et donc que U “ T parce que nous avons Tx “ Ux pour tout x de norme 1. Au final A n’est
pas le milieu d’un segment dans B.
17. Lemme 14.27.
18. Définition 12.10.
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Nous passons donc à l’inclusion inverse : nous prouvons que les points extrémaux de B sont
dans OpEq. Pour cela nous prenons U P BzOpEq et nous allons montrer que U n’est pas un point
extrémal : nous allons l’écrire comme milieu d’un segment dans B.

Par la seconde partie du théorème de décomposition polaire 14.31, il existe Q P Opn,Rq et
S P S`pn,Rq tels que U “ QS. Nous diagonalisons S à l’aide de la matrice orthogonale P :

S “ PDP´1 (14.92)

avec D “ diagpλiq. En termes de normes, nous avons

}U} “ }S} “ }S}. (14.93)

En effet vu que Q est orthogonale, }Ux} “ }QSx} “ }Sx} pour tout x, donc }U} “ }S}. De plus
pour tout x nous avons

}Sx} “ }PDP´1x} “ }DP´1x}. (14.94)

Étant donné que P´1 est une bijection, le supremum des }Sx} sera le même que celui des }Dx}
et donc }S} “ }D}. Étant donné que par définition }U} ď 1, nous avons aussi }D} ď 1 et donc
0 ď λi ď 1 (pour rappel, les valeurs propres de D sont positives ou nulles parce que S est ainsi).

Comme U R OpEq, au moins une des valeurs propres n’est pas 1, supposons que ce soit λ1.
Alors nous avons α, β P r´1, 1s avec ´1 ď α ă β ď 1 et λ1 “ 1

2pα` βq. Nous posons alors
D1 “ diagpα, λ2, . . . , λnq (14.95a)
D2 “ diagpβ, λ2, . . . , λnq. (14.95b)

Nous avons bien D1 ‰ D2 et D1 `D2 “ D. Par conséquent

U “ 1
2
`
QPD1P

´1 `QPD2P
´1˘ (14.96)

avec QPD1P´1 ‰ QPD´1
2 . La matrice U est donc le milieu d’un segment. Reste à montrer que ce

segment est dans B. Pour ce faire, prenons x P E et calculons :

}QPDiP
´1x} “ }DiP

´1x} ď }P´1x} “ }x} (14.97)

parce que }Di} ď 1 et P´1 est orthogonale. Au final la norme de QPDiP est plus petite que 1 et
donc U est bien le milieu d’un segment dans B, et donc non extrémal.

Théorème 14.36 ([234]).
L’enveloppe convexe de Opnq dans MnpRq est la boule unité pour la norme induite de }.}2 sur Rn.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de Mpn,Rq et Conv
`
Opn,Rq˘ l’enveloppe

convexe de Opn,Rq. Vu que B est convexe nous avons Conv
`
Opnq˘ Ă B.

Maintenant nous devons prouver l’inclusion inverse. Pour ce faire nous supposons avoir un
élément A P Bz Conv

`
Opnq˘ et nous allons dériver une contradiction.

Remarquons que Opnq est compact par le lemme 14.27 et que par conséquent ConvpOpnqq est
compacte par le corollaire 10.39 et donc fermée. Nous considérons un produit scalaire pX,Y q ÞÑ
X ·Y sur M. Vu que Conv

`
Opnq˘ est un fermé convexe nous pouvons considérer la projection 19

sur ConvpAq relativement au produit scalaire choisi.
Nous notons P “ proj

Conv
`
Opnq

˘pAq. En vertu du théorème de projection, nous avons

pA´ P q· pM ´ P q ď 0 (14.98)

pour tout M P ConvOpnq. Notons B “ A´P pour alléger les notations. L’équation (14.98) s’écrit

B·M ď B·P. (14.99)

19. Le théorème de projection : théorème 13.233.
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D’autre par vu que B ‰ 0 nous avons B·B ą 0, c’est-à-dire B· pA´ P q ą 0 et donc

B·A ą B·P. (14.100)

En combinant avec (14.99),
B·M ď B·P ă B·A. (14.101)

Nous utilisons maintenant la décomposition polaire, théorème 14.31, pour écrire B “ QS avec
Q P Opnq et S P S`pn,Rq. Vu que l’inégalité (14.101) tient pour tout M P ConvpOpnqq, elle tient
en particulier pour Q P Opnq. Donc

B·Q “ B·A. (14.102)

Nous nous particularisons à présent au produit scalaire pX,Y q ÞÑ TrpXtY q de la proposition 12.29.
D’abord

B·Q “ TrpBtQq “ TrpStQtQq “ TrpStq “ TrpSq, (14.103)

et ensuite l’inégalité (14.103) devient

TrpSq ă B·A “ TrpStQtAq. (14.104)

Nous choisissons une basse teiu diagonalisant S : Sei “ λiei vérifiant automatiquement λi ě 0
parce que S est semi-définie positive 20. Alors

TrpSq ă TrpStQtAq (14.105a)
“

ÿ

i

xStQtAei, eiy (14.105b)

“
ÿ

i

xAei, QSeiy (14.105c)

ď
ÿ

i

}Aei}|λi| }Qei}loomoon
“1

(14.105d)

ď
ÿ

i

λi A P B ñ }Aei} ď 1 (14.105e)

“ TrpSq. (14.105f)

Il faut noter que la première inégalité est stricte, et donc nous avons une contradiction.

14.2.8 Décomposition de Bruhat

Théorème 14.37 (Décomposition de Bruhat).
Soit K un corps ; un élément M P GLpn,Rq s’écrit sous la forme

M “ T1PσT2 (14.106)

où T1 et T2 sont des matrices triangulaires supérieures inversibles et où Pσ est une matrice de
permutation σ P Sn. De plus il y a unicité de σ.

Démonstration. Afin de rendre les choses plus visuelles, nous nous permettons de donner des
exemples au fur et à mesure de la preuve. Nous prenons l’exemple de la matrice

¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (14.107)

20. Définition 11.191.
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Existence Soit M P GLpn,Rq ; vu qu’elle est inversible, on a un indice i1 maximum tel que
Mi1,1 ‰ 0. Nous changeons toutes les lignes jusque là, c’est-à-dire que nous faisons, pour
1 ď i ă i1,

Li Ñ Li ´ Mi1
Mi11

Li1 . (14.108)

Voir le lemme 14.9(3).
Nous avons donc obtenu une matrice dont la première colonne est nulle sauf la case numéro
i1. L’opération (14.108) revient à considérer la multiplication par la matrice de transvection

T
piq
1 “ Tii1

ˆ
´ Mi1
Mi11

˙
(14.109)

pour tout i ă i1. Pour rappel nous ne changeons que les lignes au-dessus de la i1. Du
coup les matrices T piq1 sont triangulaires supérieures. Nous avons donc la nouvelle matrice
M1 “

´ś
iăi1 T

piq
1

¯
M pour laquelle toute la première colonne est nulle sauf un élément.

Dans le cas de l’exemple, le « pivot » sera la ligne p2, 5, 6q et la matrice se transforme à l’aide
de la matrice T1 “ T12p´1{2q :

¨
˝

1 ´1{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚
¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (14.110)

Maintenant nous faisons de même avec les colonnes (en renommant M la matrice obtenue à
l’étape précédente) :

Cj Ñ Cj ´ Mi1j

Mi11
C1, (14.111)

qui revient à multiplier à droite par les matrices T1jpMi1i
Mi11

q avec j ą 1. Encore une fois ce
sont des matrices triangulaires supérieures.
Dans l’exemple, pour traiter la seconde colonne, nous multiplions (14.110) à droite par la
matrice T12p´5{2q :

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚
¨
˝

1 ´5{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 0 6
0 7 8

˛
‚. (14.112)

Appliquer encore la matrice T13p´6{2q apporte la matrice
¨
˝

0 1{2 1
2 0 0
0 7 8

˛
‚. (14.113)

Enfin nous multiplions la matrice obtenue par 1
Mi11

1 pour normaliser à 1 l’élément « pivot »
que nous avions choisit. Dans notre exemple nous multiplions par 1{2 pour trouver

¨
˝

0 1{4 1{2
1 0 0
0 7{2 4

˛
‚. (14.114)

La matrice obtenue jusqu’ici possède une ligne et une colonne de zéros avec un 1 à leur
intersection, et elle est de la forme

M 1 “ T1MT2 (14.115)

où T1 et T2 sont triangulaires supérieures et inversibles, produits de matrices de transvection
(et d’une matrice scalaire pour la normalisation).
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Il reste à recommencer l’opération avec la seconde colonne (qui n’est pas toute nulle parce
que le déterminant est encore non nul) puis la suivante etc. Dans notre exemple de l’équation
(14.114), nous éliminerions le 1{4 et le 4 en utilisant le 7{2.
Encore une fois tout cela se fait à l’aide de matrice supérieures parce qu’à chaque étape, les
colonnes précédent le pivot sont déjà nulles (saut un 1) et ne doivent donc pas être touchées.
À la fin de ce processus, ce qui reste est une matrice TMT 1 qui ne contient plus que un seul
1 sur chaque ligne et chaque colonne, c’est-à-dire une matrice de permutation : Pσ “ TMT 1
et donc

M “ T´1
σ pT 1q´1. (14.116)

Unicité Soient σ, σ P S1n tels que T1PσT2 “ S1PτS2 avec Ti et Si triangulaires supérieures et
inversibles. En posant T “ T2S

´1
2 et S “ T´1

1 S1, nous avons

PσT “ SPτ (14.117)

où S et T sont des matrices triangulaires supérieures et inversibles. Par les calculs de la
preuve du lemme 4.96,

" pPσT qkl “ Tσ´1pkql (14.118a)
pSPτ qkl “ Skτplq, (14.118b)

et donc
Tσ´1pkql “ Skτplq. (14.119)

En écrivant cette équation avec k “ σpiq (nous rappelons que σ est bijective),

Til “ Sσpiqτplq. (14.120)

Nous savons que les termes diagonaux de T sont non nuls parce que T est triangulaire
supérieure et inversible (donc pas de colonnes entières nulles). Nous avons donc, en prenant
i “ l “ k,

0 ‰ Tkk “ Sσpkqτpkq. (14.121)
La matrice étant triangulaire supérieure, cela implique

σpkq ď τpkq. (14.122)

De la même manière en écrivant (14.119) avec l “ τ´1piq,
Ski “ Tσ´1pkqτ´1piq (14.123)

et donc
σ´1pkq ď τ´1pkq. (14.124)

En écrivant cela avec k “ σpjq, nous avons j ď τ´1σpjq et en appliquant enfin τ ,

τpjq ď σpjq. (14.125)

En comparant avec (14.122), nous avons σ “ τ .

14.3 Sous-groupes du groupe linéaire
Lemme 14.38 ([43]).
Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme euclidienne }.}. Soit K un compact
convexe de V et G, un sous-groupe compact de GLpV q tel que

upKq Ă K (14.126)

pour tout u P G. Alors il existe a P K tel que upaq “ a pour tout u P G.
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Démonstration. Avant de nous lancer dans la preuve, nous avons besoin d’un petit résultat.
Un pré-résultat Nous commençons par prouver que si v P LpV q vérifie vpKq Ă K, alors v a un

point fixe dans K. Pour cela nous considérons x0 P K et la suite

xk “ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vipx0q. (14.127)

Étant donné que K est convexe et stable par v, la suite pxkq est contenue dans K et ac-
cepte une sous-suite convergente 21 que nous allons noter xϕpnq avec ϕ : N Ñ N strictement
croissante. Soit a P K la limite :

lim
nÑ8xϕpnq “ a. (14.128)

Tant que nous y sommes nous pouvons aussi calculer vpxkq :

vpxkq “ v

˜
1

k ` 1

kÿ

i“1
vipx0q

¸
(14.129a)

“ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vi`1px0q (14.129b)

“ xk ` 1
k ` 1

´
vk`1px0q ´ x0

¯
. (14.129c)

La norme }vk`1px0q´x0} est bornée par le diamètre de K, donc en prenant la limite k Ñ8
le second terme de (14.129c) tend vers zéro. En prenant ces égalités en k “ ϕpnq et en prenant
nÑ8, nous trouvons

vpaq “ a, (14.130)

c’est-à-dire le résultat que nous voulions dans un premier temps.
Une norme sur V Nous passons maintenant à la preuve du lemme. D’abord nous remarquons

que le groupe G agit sur V par u·x “ upxq et de plus, considérant la fonction continue

α : GÑ V

u ÞÑ upxq, (14.131)

nous voyons que les orbites de cette action sont compactes en tant qu’image par α du compact
G (théorème 7.86). Nous posons

ν : V Ñ R`

x ÞÑ max
uPG }upxq}.

(14.132)

Cette définition a un sens parce que l’orbite tupxq tel que u P Gu est compacte dans V et
donc l’ensemble des normes est compact dans R et admet un maximum. De plus cela donne
une norme sur V parce que nous vérifions les conditions de la définition 7.106 :
(1) Pour tout x, y P V nous avons :

νpx` yq “ max
uPG }upxq ` upyq} ď max

uPG p}upxq} ` }upyq}q ď νpxq ` νpyq. (14.133)

(2) Si νpxq “ 0, alors l’égalité maxuPG }upxq} “ 0 nous enseigne que }upxq} “ 0 pour tout
u P G et donc en particulier avec u “ Id nous trouvons x “ 0.

(3) Pour tout λ P R et x P V ,

νpλxq “ max
uPG }upλxq} “ max }λupxq} “ max |λ|}upxq} “ |λ|νpxq. (14.134)

21. C’est Bolzano-Weierstrass, théorème 7.97.
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De plus la fonction ν est constante sur les orbites de G.
Un point fixe Pour tout u P G nous posons

Fu “ tx P K tel que upxq “ xu; (14.135)

par le pré-résultat, aucun de ces ensembles n’est vide. Ils sont de plus tous fermés par conti-
nuité de u (le complémentaire est ouvert). Nous devons prouver que

Ş
uPG Fu ‰ H parce

qu’une intersection serait un point fixe de tous les éléments de G. Supposons donc queŞ
uPG Fu “ H. Alors les complémentaires des Fu forment un recouvrement ouvert de K

et nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini par compacité. Soient tuiui“1,...,p les
éléments qui réalisent ce recouvrement. Alors

pč

i“1
Fui “ H. (14.136)

Nous considérons l’opérateur

v “ 1
p

pÿ

i“1
ui P LpV q. (14.137)

Vu que K est convexe et stable sous chacun des ui, nous avons aussi vpKq Ă K et donc il
existe a P K tel que vpaq “ a. Pour ce a, nous avons

ν
`
vpaq˘ “ ν

˜
1
p

pÿ

i“1
uipaq

¸
(14.138a)

ď 1
p

pÿ

i“1
ν puipaqq (14.138b)

“ 1
p

pÿ

i“1
νpaq (14.138c)

“ νpaq (14.138d)

où nous avons utilisé la constance de ν sur les orbites de G. Par ailleurs nous savons que
vpaq “ a, donc en réalité à gauche dans (14.138a) nous avons νpaq et toutes les inégalités
sont des égalités. Nous avons en particulier

ν

˜
pÿ

i“1
uipaq

¸
“

pÿ

i“1
ν puipaqq . (14.139)

Notons u0 P G l’élément qui réalise le maximum de la définition de ν pour le vecteur
ř
i uipaq :

ν

˜ÿ

i

uipaq
¸
“ }u0

˜ÿ

i

uipaq
¸
} ď

ÿ

i

}u0uipaq} ď
ÿ

i

ν
`
uipaq

˘
. (14.140)

Mais nous venons de voir (équation (14.139)) que l’expression de gauche est égale à celle
de droite. Donc les inégalités sont des égalités et en particulier la première inégalité devient
l’égalité

}
ÿ

i

u0uipaq} “
ÿ

i

}u0uipaq}. (14.141)

En vertu du lemme 11.14, il existe des nombres positifs λi tels que

u0u1paq “ λ2u0u2paq “ . . . “ λpu0uppaq. (14.142)

Du fait que u0 est inversible nous avons aussi

u1paq “ λ2u2paq “ . . . “ λpuppaq. (14.143)
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Mais par constance de ν sur les orbites nous avons νpuipaqq “ νpujpaqq pour tout i et j ; en
appliquant ν à la série d’égalités (14.143), nous trouvons que tous les λi doivent être égaux
à 1. En particulier

u1paq “ u2paq “ . . . “ uppaq. (14.144)

Nous récrivons maintenant l’équation vpaq “ a avec la définition de v :

a “ vpaq “ 1
p

pÿ

i“1
uipaq “ ujpaq (14.145)

pour n’importe quel j. Donc

a P
pč

i“1
Fui , (14.146)

ce qui contredit notre hypothèse de départ.

Proposition 14.39 ([234, 43, 235]).
Soit G un sous-groupe compact de GLpn,Rq. Alors
(1) Il existe une forme quadratique définie positive q sur Rn telle que G Ă Opqq.
(2) Le groupe G est conjugué à un sous-groupe de Opn,Rq.

Démonstration. Nous considérons le (pas tout à fait) morphisme de groupe

ρ : GÑ GL
`

Spn,Rq˘

u ÞÑ ρu : sÑ utsu,
(14.147)

et tant que nous y sommes à considérer, nous considérons l’ensemble

H “ tM tM tel que M P Gu Ă Spn,Rq. (14.148)

Cet ensemble est constitué de matrices définies positives parce que si xM tMx, xy “ 0, alors 0 “
xMx,Mxy “ }Mx}, mais M étant inversible, cela implique que x “ 0. Qui plus est cet ensemble
est compact dans GLpn,Rq en tant qu’image du compact G par l’application continueM ÞÑM tM .
L’enveloppe convexe K “ ConvpHq est alors également compacte par le théorème 10.39. Enfin nous
considérons L “ ρpGq, qui est un sous-groupe compact de GL

`
Spn,Rq˘ parce que ρuρv “ ρvu P

ρpGq. Nous remarquons que ρu étant linéaire, elle préserve les combinaisons convexes et donc pour
tout u P G, ρupKq Ă K.

Bref, L est un sous-groupe compact de GLpn,Rq préservant le compact K de Spn,Rq. Par le
lemme 14.38, il existe s P K tel que ρupsq “ s pour tout u P G. Ou encore :

utsu “ s (14.149)

pour tout u P G. Fort de ce s bien particulier, nous considérons la forme quadratique associée :
qpxq “ xtsx. Cette forme est définie positive parce que s l’est. Nous avons G Ă Opqq parce que si
u P G alors

q
`
ux

˘ “ puxqtsux “ xt utsuloomoon
“s

x “ qpxq. (14.150)

Le premier point est prouvé.
La matrice s est symétrique et définie positive. Le théorème 11.189 nous permet donc de la

diagonaliser en diagpλ1, . . . , λnq avec λi ą 0, et ensuite transformée en la matrice 1n par la matrice
diagp1{?λiq. Nous avons donc une matrice a P GLpn,Rq telle que atsa “ 1n. Avec ça, si u P G,
nous avons

pa´1uaqtpa´1uaq “ pa´1uaqt1npa´1uaq “ atutpatq´1atsaa´1ua “ atutsua “ atsa “ 1, (14.151)

ce qui prouve que a´1ua est dans Opn,Rq, et donc que a´1Ga Ă Opn,Rq.



Chapitre 15

Tribus, théorie de la mesure,
intégration

15.1 Tribus
Vous pouvez voir le thème 1 pour voir plus vite où sont les définitions associées.

15.1.1 Généralités

Définition 15.1 (Tribu, espace mesurable[236]).
Si Ω est un ensemble, un ensemble A de sous-ensembles de Ω est une tribu si
(1) Ω P A ;
(2) Ac P A pour tout A P A ;
(3) si pAiqiPN une suite dénombrable d’éléments de A, alors

Ť
iPNAi P A.

Le couple pΩ,Aq est alors un espace mesurable.

Remarque 15.2.
Nous trouvons parfois la notation ď

kPN
Ak “ sup

kě0
Ak. (15.1)

Lemme 15.3.
Opérations ensemblistes sur les tribus.
(1) Une tribu est stable par intersections au plus dénombrables.
(2) Une tribu est stable par différence ensembliste.

Démonstration. Soit pAiqiPI une famille au plus dénombrable d’éléments de la tribu A. Nous devons
prouver que

Ş
iPI Ai est également un élément de A. Pour cela nous passons au complémentaire :

A
˜č

iPI
Ai

¸
“

ď

iPI
AAi. (15.2)

La définition d’une tribu implique que le membre de droite est un élément de la tribu. Par stabilité
d’une tribu par complémentaire, l’ensemble

Ş
iPI Ai est également un élément de la tribu.

La seconde assertion est immédiate à partir de la première parce que AzB “ AX AB.

Si pAiqiPI est un ensemble de tribus (indexé par un ensemble I quelconque) alors

A “
č

iPI
Ai (15.3)

est également une tribu.

847
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Définition 15.4.
Soit D un ensemble de parties de Ω. La tribu engendrée par D est l’intersection de toutes les
tribus de Ω contenant D. C’est la plus petite tribu contenant D. Nous la noterons le plus souvent
σpAq

Note : une tribu engendrée par une application sera la définition 15.46.

Proposition 15.5 ([237]).
Soit S un ensemble et F une tribu de S. Soit une classe N Ă PpSq telle que
(1) Si A P N alors il existe Y P F XN tel que A Ă Y .
(2) Si A P N et B Ă A alors B P N .
(3) La classe N est stable par union dénombrable.

Alors la classe
T “ tX YA avec A P N et X P Fu (15.4)

est une tribu.

Démonstration. L’ensemble T est stable par union dénombrable parce que F et N le sont. De plus
S et H sont dans F et donc dans T . Nous devons voir que T est stable par complémentarité.

Soit donc A P N et X P F ; nous savons que pAYXqc “ AcXXc. De plus il existe Y P F XN
tel que A Ă Y et nous pouvons exprimer Ac en termes de Y : Ac “ Y c Y pY zAq. Donc

pAYXqc “ `
Y c Y pY zAq˘XXc “ pY c XXcqlooooomooooon

PF

Y `pY zAq XXc
˘

looooooomooooooon
PN

. (15.5)

Le fait que la seconde partie soit dans N est due au fait que ce soit une partie de Y P N . Nous
avons donc bien pAYXqc P T .

15.1.2 Tribu induite

Proposition-définition 15.6 (Tribu induite, tribu-trace[238]).
Soit un espace mesurable pS,Fq et une partie R Ă S. L’ensemble

FR “ tAXR tel que A P Fu (15.6)

est une tribu. Elle est la tribu induite de R depuis S. Elle est aussi nommée « tribu trace ».

Démonstration. D’abord R et H dont dans FR. Si C P FR alors C “ AXR pour un certain A P F
et nous devons prouver que RX Cc est dans FR (le complémentaire de C dans R). Nous avons

RX Cc “ RX pAXRqc “ RXAc P FR (15.7)

parce que Ac P F . Enfin si Ci P FR alors Ci “ RXAi pour des Ai dans F . Nous avons
ď

iPN
Ci “

ď

iPN
pRXAiq “ RX ` ď

iPN
Ai

˘
, (15.8)

mais
Ť
iAi P F donc

Ť
iCi P FR.

Proposition 15.7.
Si R est mesurable dans pΩ,Aq alors

FR “ tAXR tel que A P Fu “ tS P A tel que S Ă Ru, (15.9)

où FR est la tribu induite de A sur R.

Démonstration. La première égalité est simplement la définition (15.6) de la tribu induite. Pour le
reste, nous notons AR “ tS P A tel que S Ă Ru.

Si S Ă R et S P A alors S “ S XR P AR.
Dans l’autre sens, si S P AR, alors il existe A P A tel que S “ A X R. Donc S Ă A et S P A

parce que R et A sont des éléments de A (stable par intersection).
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15.1.3 Tribu de Baire

Définition 15.8.
Une partie d’un espace topologique est rare si elle est contenue dans un fermé d’intérieur vide.

Une partie est maigre si elle est réunion finie ou dénombrable de parties rares.

Exemple 15.9
L’ensemble Q dans R est maigre mais n’est pas rare parce que Q̄ “ R. 4

Proposition 15.10 ([237]).
Soit X un espace topologique. L’ensemble de parties

BapXq “ tB YA avec B borélien et A maigreu (15.10)

est une tribu. Elle est appelée la tribu de Baire de l’espace X.

Démonstration. Nous allons montrer que les boréliens et les maigres vérifient les conditions de la
proposition 15.5.
(1) Si A est maigre, il s’écrit comme A “ Ť

iPNRi où les Ri sont rares. Il existe donc des
fermés d’intérieur vide Fi tels que Ri Ă Fi ; en particulier A Ă Ť

i Fi. En tant que fermés,
Fi P BorpXq ; de plus chaque Fi est rare, donc

Ť
i Fi est maigre. L’ensemble A est donc bien

contenu dans un ensemble maigre et borélien.
(2) Soi A maigre et B Ă A. Nous avons, avec les mêmes notations, A “ Ť

iRi et B “
Ť
ipRiXBq.

Les ensembles RiXB sont encore rares, donc B est une union dénombrable d’ensembles rares.
L’ensemble B est donc maigre.

(3) Si les ensembles pAiq sont maigres, alors ils sont unions dénombrables de rares : Ai “ Ť
k R

piq
k .

Nous avons alors ď

i

Ai “
ď

pi,kqPN2

R
piq
k , (15.11)

et donc
Ť
iAi est encore une union dénombrable d’ensembles rares.

Proposition 15.11 ([237]).
Une partie B de l’espace topologique X est dans la tribu de Baire de X si et seulement s’il existe
un ouvert U tel que B∆U est maigre.

Démonstration. Nous définissons la relation d’équivalence 1 suivante sur PpXq : nous disons que
A „ B si et seulement si A∆B est maigre.
Réflexive Nous avons A∆A “ H, donc A „ A.
symétrique Nous avons A∆B “ B∆A, donc „ est symétrique.
transitive Si A,B,C sont des parties de X alors nous avons toujours

A∆C Ă pAYB Y CqzpAXB X Cq “ pA∆Bq Y pB∆Cq. (15.12)

Donc si A „ B et B „ C alors A∆C est contenu dans une union de maigres et est donc
maigre.

Autres propriétés de „ De plus la relation d’équivalence „ vérifie A „ B si et seulement si
Ac „ Bc, par le lemme 1.22(1).
Pour compléter les propriétés de „ mentionnons encore le fait que si F est fermé alors
F „ IntpF q. En effet F Y IntpF q “ F et F X IntpF q “ IntpF q, de telle sorte que F∆ IntpF q “
F z IntpF q. Cela est un fermé parce que son complémentaire est F cY IntpF q qui est une union
d’ouverts. De plus F Ă IntpF q est d’intérieur vide, de telle sorte qu’il est rare et donc maigre.

1. Définition 1.23
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Pour la suite de la preuve nous posons

F “ tA Ă X tel que il existe ouvert U avec U „ Au, (15.13)

et nous devons prouver que F “ BapXq.
F Ă BapXq Soit A P F et un ouvert U tel que U „ A. Alors nous posons M “ U∆A qui est

maigre. En vertu du lemme 1.22(2), nous avons

A “M∆U “ pM Y UqzpM X Uq, (15.14)

ce qui prouve que A est dans la tribu engendrée par les ouverts et les maigres, laquelle tribu
est contenue dans BapXq.

BapXq Ă F Nous allons montrer que F est une tribu contenant tous les ouverts et tous les maigres.
Alors en particulier F contiendra BapXq. Si U est ouvert, U „ U et donc U P F . Si M est
maigre, alors M „ H et donc M P F . Il reste à prouver que F est une tribu.
Vide et ensemble Cela est facile : X et H sont dans F .
Comlémentaire Commençons par nous souvenir que F „ IntpF q dès que F est fermé. Si

A P F alors il existe un ouvert U tel que A „ U et donc aussi Ac „ U c. D’autre part
U c est fermé, donc U c „ IntpU cq, donc

Ac „ U c „ IntpU cq, (15.15)

ce qui implique que Ac P F .
Union dénombrable Soit An P F et Mn “ An∆Un avec Mn maigre et Un ouvert. Nous

allons prouver que ď

n

An „
ď

n

Un. (15.16)

Pour cela il faut remarque que
´ď

n

An

¯
∆
´ď

n

Un

¯
Ă

ď

n

pAn∆Unq “
ď

n

Mn. (15.17)

Le terme le plus à droite est maigre, ce qui signifie que celui le plus à gauche est contenu
dans un maigre et donc est maigre lui-même.

Proposition 15.12.
Si B est un borélien de X, alors il existe un ouvert U et un maigre M tels que
(1) B∆U est maigre,
(2) M∆U “ B,
(3) D∆M est ouvert.

Démonstration. Vu que B est borélien, il est aussi dans la tribu de Baire et il existe par la pro-
position 15.11 un ouvert U tel que M “ B∆U est maigre. En prenant ce U et ce M , les trois
conditions sont vérifiées parce que

M∆U “ pB∆Uq∆U “ B (15.18)

et
B∆M “M∆B “ pU∆Bq∆B “ U. (15.19)

Tout par le lemme 1.22(2).
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15.2 Théorie de la mesure
Définition 15.13 ([239]).
Une mesure extérieure sur un ensemble S est une application m˚ : PpSq Ñ r0,8s telle que
(1) m˚pHq “ 0,
(2) Si A Ă B dans S alors m˚pAq ď m˚pBq
(3) Si les An sont des parties de S alors

m˚
` ď

nPN
An

˘ ď
ÿ

nPN
m˚pAnq. (15.20)

La différence avec une mesure est que nous ne demandons pas que (15.20) soit une égalité
lorsque les An sont disjoints.

15.2.1 Mesure sur un ensemble de parties

Définition 15.14 (Mesure sur un ensemle de parties[240]).
Soit S un ensemble et C un ensemble de parties de S contenant H. Une mesure positive sur
pS, Cq est une application µ : C Ñ r0,8s telle que
(1) µpHq “ 0,
(2) Si An P C sont des éléments deux à deux disjoints dans C et tels que

Ť
nAn P C alors

µ
` 8ď

n“0
An

˘ “
8ÿ

n“0
µpAnq. (15.21)

La mesure est finie si µpSq ă 8 et σ-finie s’il existe une suite pSnq dans C telle que S “ Ť
n Sn

et µpSnq ă 8.

Remarque 15.15.
La condition µpHq “ 0 est nécessaire. Certes, si A P A nous avons

µpAq “ µpAYHq “ µpAq ` µpHq (15.22)

parce que A et H sont disjoints. Cela semble indiquer que µpHq “ 0, mais pas tout à fait : il
est encore possible d’avoir µpBq “ 8 pour tout B P A, y compris µpHq “ 8. À cause de cette
exception, la relation (15.22) n’implique pas µpHq “ 0.

Sans hypothèses sur l’ensemble de parties, nous ne pouvons pas dire grand chose de plus.

15.2.2 Mesure sur une algèbre de parties

Définition 15.16 (Algèbre de parties[239]).
Soit S, un ensemble. Une classe D de parties de S est une algèbre de parties de S si
(1) S P D et H P D,
(2) si A P D alors Ac P D,
(3) si A,B P D alors AYB P D.

Les algèbre de parties ne sont pas des classes si sauvages que ça ; en témoigne le lemme suivant.

Lemme 15.17.
Une algèbre de partie est stable par intersection (finie) et par différence ensembliste.

Démonstration. Il suffit de remarquer que AXB “ `
Ac YBc

˘c et que AzB “ AXBc.

Lemme 15.18 ([239]).
Si D est une algèbre de parties de S et si µ est une mesure sur pS,Dq alors
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(1) si A,B P D avec A Ă B alors µpAq ď µpBq
(2) si An P D et

Ť
nAn P D alors

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (15.23)

La propriété (2) est la σ-sous-additivité.

Démonstration. Si A Ă B alors B “ AY pBzAq avec A et BzA disjoints donc

µpBq “ µpAq ` µpBzAq ě µpAq. (15.24)

Pour la seconde, on passe par les compléments deux à deux : nous posons
$
&
%

B0 “ H (15.25a)
Bn “ Anz

ď

kăn
Bk. (15.25b)

Ces ensembles sont deux à deux disjoints et
Ť
nBn “

Ť
nAn P D, donc

µ
`ď

n

An
˘ “

ÿ

n

µ
`
Anz

ď

kăn
Bk

˘ ď
ÿ

n

µpAnq, (15.26)

où nous avons utilisé la première partie du lemme.

Proposition 15.19 (Mesure extérieure à partir d’une algèbre de parties[239]).
Soit D une algèbre de partie sur l’ensemble S et µ une mesure sur pS,Dq. Alors l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,`8s
X ÞÑ inft

ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

Anu (15.27)

est une mesure extérieure 2 sur S et pour tout A P D nous avons µ˚pAq “ µpAq.
Démonstration. Ceci est une phrase servant à aligner correctement le description qui suit.
La définition est bonne Notons d’abord que la définition est bonne : l’ensemble sur lequel l’in-

fimum est pris n’est pas vide : il suffit de prendre A1 “ S et Aně2 “ H.
Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P D. Prendre An “ H.
Inégalité d’inclusion Soient X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

t
ÿ

n

µpAnq tel que An P D, Y Ă
ď

n

Anu Ă t
ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

Anu, (15.28)

ce qui prouve que µ˚pXq ď µ˚pY q.
Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. S’il existe n0 tel que

µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement
ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité demandée
est évidente parce que n’importe quoi est plus petit ou égal à 8. Nous supposons donc que
µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ε ą 0. Pour tout n ě 1 il existe une suite pBpnqk qkPN dans D tells que Xn Ă Ť

k B
pnq
k et

µ˚pXnq ` ε

2n ě
ÿ

k

µpBpnqk q. (15.29)

Étant donné que ď

n

Xn Ă
ď

n

`ď

k

B
pnq
k

˘
, (15.30)

2. Définition 15.13.
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nous avons

µ˚
`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

ÿ

k

µ˚pBpnqk q ď
ÿ

n

´
µ˚pXnq ` ε

2n
¯
“

ÿ

n

µ˚pXnq ` ε. (15.31)

Cette inégalité étant valable pour tout ε, nous avons bien

µ˚
`ď

n

Xn

˘ “
ÿ

n

µ˚pXnq. (15.32)

Restriction Soit A P D. Nous avons automatiquement µ˚pAq ď µpAq parce que µpAq est dans
l’ensemble dont nous prenons l’infimum (prendre A1 “ A et Aně2 “ H).
En ce qui concerne l’inégalité inverse nous considérons une suite An dans D telle que A ĂŤ
nAn. Vu que A P D et que D est une algèbre de parties nous avons A X An P D etŤ
npAXAnq “ A P D. Par conséquent

µpAq “ µ
`ď

n

pAXAnq
˘ ď

ÿ

n

µpAXAnq ď
ÿ

n

µpAnq. (15.33)

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons l’infimum sont plus grands que
µpAq. Nous en déduisons que µ˚pAq ě µpAq.

15.2.3 Mesure sur une tribu, espace mesuré

La définition suivante est un simple recopiage de la définition générale 15.14 d’une mesure sur un
ensemble de parties. La seule différence est que dans le cas d’une tribu, l’union est automatiquement
dans la tribu et la condition (2) ne demande pas de le préciser.

Définition 15.20 (Espace mesuré[240]).
Une mesure positive sur l’espace mesurable 3 pΩ,Aq est une application µ : A Ñ r0,8s telle que
(1) µpHq “ 0,
(2) µ

`Ť8
i“0Ai

˘ “ ř8
i“0 µpAiq si les Ai sont des éléments de A deux à deux disjoints.

Le triple pΩ,A, µq est alors un espace mesuré.
Une mesure est σ-finie s’il existe un recouvrement dénombrable de Ω par des ensembles de

mesure finie. Si la mesure est σ-finie, nous disons que l’espace pΩ,A, µq est un espace mesuré
σ-fini.

La mesure µ sur Ω est finie si µpΩq ă 8.

Si pΩ,A, µq et pS,F , νq sont deux espaces mesurés, alors nous notons

pΩ,A, µq Ă pS,F , νq (15.34)

lorsque Ω Ă S, A Ă F et pour tout A P A, µpAq “ νpAq.
Définition 15.21 (Ensemble mesurable).
Les éléments de A sont les ensembles mesurables pour la mesure µ.

Si la mesure des σ-finie, nous pouvons choisir le recouvrement croissant pour l’inclusion. En
effet si pEnqnPN est le recouvrement, il suffit de considérer Fn “ Ť

kďnEk. Ces ensembles Fn
forment tout autant un recouvrement dénombrable, mais il est évidemment croissant.

Le lemme suivant complète la propriété 15.20(2) lorsque les ensembles ne sont pas disjoints.

Lemme 15.22.
À propos de mesure d’unions et de différences dans un espace mesurable.

3. Les définitions de tribus et d’espaces mesurables sont en 15.1.
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(1) Si A Ă B sont deux ensembles µ-mesurables de mesure finie alors

µpBzAq “ µpBq ´ µpAq (15.35)

(2) Si A Ă B sont deux ensembles µ-mesurables de mesure finie alors

µpBq ě µpAq. (15.36)

(3) Si pMnq est une suite d’éléments de A pas spécialement disjoints, alors

µ
`ď

k

Mk

˘ ď
ÿ

k

µpMkq. (15.37)

Démonstration. Vu que les ensembles BzA et A sont disjoints par la propriété (2) de la définition
de mesure nous avons

µ
`pBzAq YA˘ “ µpBzAq ` µpAq (15.38)

et donc
µpBq “ µpBzAq ` µpAq (15.39)

comme demandé.
Pour la seconde partie nous considérons la suite disjointe

"
M 1

0 “ H (15.40a)
M 1
k “MkzM 1

k´1. (15.40b)
Nous avons

Ť
kM

1
k “

Ť
kMk. Le calcul suivant est alors immédiat :

µ
`ď

k

Mk

˘ “ µ
`ď

k

M 1
k

˘ “
ÿ

k

µpM 1
kq “

ÿ

k

µpMkzM 1
k´1q ď

ÿ

k

µpMkq. (15.41)

Lemme 15.23 ([1]).
Résultats sur les unions croissantes d’ensembles mesurables dans pS,A, µq.
(1) Si pAkq est une suite croissante d’ensembles µ-mesurables dont l’union est mesurable, alors

lim
nÑ8µpAkq “ µp

ď

k

Akq. (15.42)

(2) Soit Kn, une suite emboîtée d’éléments de A tels que Kn Ñ S. Si A P A alors

lim
nÑ8µpAXKnq “ µpAq. (15.43)

Démonstration. Pour prouver (1), nous faisons le coup de l’union télescopique, en posant A0 “ H :
8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
pAkzAk´1q. (15.44)

Les ensembles AkzAk´1 sont deux à deux disjoints, donc la propriété (2) de la définition d’une
mesure donne

µp
8ď

k“1
Akq “ µ

˜ 8ď

k“1
pAkzAk´1q

¸
(15.45a)

“
8ÿ

k“1
µpAkzAk´1q (15.45b)

“
8ÿ

k“1

`
µpAkq ´ µpAk´1q

˘
(15.45c)

“ lim
kÑ8µpAkq ´ µpA0q (15.45d)

“ lim
kÑ8µpAkq. (15.45e)

où pour obtenir 15.45c, nous avons utilisé le lemme 15.22.
Le point (2) est une application du point (1).
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Exemple 15.24
L’intégration à la Riemann n’est pas dans la théorie des espaces mesurés. En effet l’ensemble

A “ tA Ă r0, 1s tel que 1A est intégrable au sens de Riemannu (15.46)

n’est pas une tribu. Par exemple les singletons en font partie tandis que r0, 1s XQ n’en fait pas
partie malgé que ce soit une union dénombrable de singletons. 4

Définition 15.25.
Si µ est une mesure nous disons qu’une propriété est vraie µ-presque partout si elle est fausse
seulement sur un ensemble de mesure nulle.

Par exemple la fonction de Dirichlet est presque partout égale à la fonction 1 (pour la mesure
de Lebesgue).

Définition 15.26 (fonction mesurable).
Une application entre espace mesurés

f : pΩ,Aq Ñ pΩ1,A1q (15.47)

est mesurable si pour tout B P A1, l’ensemble f´1pBq est dans A.

Lemme 15.27.
Une union dénombrable d’ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du point (2) de la définition d’une mesure : si
les Ai sont de mesure nulle,

µ

˜ 8ď

i“1
Ai

¸
ď µpAiq “ 0 (15.48)

Définition 15.28.
Si pAnq est une suite croissante d’ensembles alors la limite est

lim
n
An “

8ď

i“0
Ai. (15.49)

Si la suite est décroissante alors la limite est

lim
n
An “

8č

i“0
Ai. (15.50)

Proposition 15.29 ([241]).
Soit µ une mesure sur Ω et pSnq une suite croissante d’ensembles µ-mesurables de Ω. Nous notons

S “ lim
n
Sn. (15.51)

Alors pour tout ensemble mesurable 4 A Ă Ω nous avons

µpAX Sq “ lim
nÑ8µpAX Snq. (15.52)

Note : dans la référence le résultat fonctionne pour tout ensemble A (et non seulement les
mesurables) parce que la définition de la mesurabilité est un peu différente.

4. Définition 15.21
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Démonstration. L’inégalité limµpA X Snq ď µpA X Sq est simple à prouver. En effet pour tout n
nous avons AX Sn Ă AX S et donc par le lemme 15.22 nous avons

µpAX Snq ď µpAX Sq. (15.53)

En passant à la limite (qui respecte les inégalités) nous avons l’inégalité.
Nous passons à l’inégalité dans l’autre sens. D’abord si µpA X Snq “ 8 pour un certain n,

alors il cela vaut encore 8 pour tous les n suivants et la limite est 8 sans problèmes. Donc nous
supposons que µpA X Snq ă 8 pour tout n P N. De plus, quitte à renommer les indices, nous
pouvons supposer que S0 “ H.

Un élément x est dans S si et seulement s’il existe n ě 0 tel que x P Sn`1. En prenant le plus
petit de ces n nous avons x ‰ Sn (éventuellement n “ 0) et donc

S “
8ď

n“0

`
Sn`1zSn

˘
. (15.54)

Par conséquent

AX S “ AX
8ď

n“0
pSn`1zSnq “

8ď

n“0
AX pSn`1zSnq (15.55)

Étant donné que les ensembles AX pSn`1zSnq sont disjoints,

µpAX Sq “
8ÿ

n“0
µ
`
AX pSn`1zSnq

˘
(15.56a)

“
8ÿ

n“0
µ
´
pAX Sn`1qzpAX Snq

¯
(15.56b)

“
8ÿ

n“0

“
µpAX Sn`1q ´ µpAX Snq

‰
(15.56c)

“ lim
nÑ8µpAX Sn`1q ´ µpAX S0qloooomoooon

“0

(15.56d)

“ lim
nÑ8µpAX Snq. (15.56e)

Dans ce calcul nous avons utilisé plusieurs fois le fait que les Sn et A étaient mesurables (et la
propriété de tribu qui dit que A X Sn est également mesurable) ainsi que le lemme 15.22. Nous
avons aussi utilisé la série télescopique dans R pour obtenir (15.56d).

Définition 15.30 (λ-système[242]).
Soit E un ensemble. Un ensemble D de parties de E est un λ-système lorsqu’il vérifie les condi-
tions suivantes :
(1) si A,B P D avec A Ă B alors BzA P D,
(2) si pAkqkě1 est une suite croissante d’éléments de D alors

Ť
k Ak P D.

Note : une tribu est un λ-système.

Lemme 15.31 ([242]).
Une intersection quelconque de λ-systèmes dans E est un λ-système dans E.

Démonstration. Soient tDlulPL des λ-systèmes indicés par un ensemble L. Si A,B P ŞlPL Dl alors
BzA P Dl pour tout l P L et donc AzB P ŞlPL Dl. De la même façon si pAkq est une suite croissante
dans

Ş
lPL Dl alors pour tout l P L nous avons

Ť
k Ak P Dl. Donc

Ť
k Ak P

Ş
l Dl.

Ce lemme est ce qui permet de définir le λ-système engendré par une classe A de parties de
E : c’est l’intersection de tous les λ-systèmes de E contenant A.
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Lemme 15.32 ([242]).
Soit C une classe de parties de E (contenant E lui-même) qui soit stable par intersection finie.
Alors le λ-système engendré par C coïncide avec la tribu engendrée par C.

Démonstration. Nous notons E le λ-système engendré par C et F la tribu engendrée par C. Étant
donné que F est un λ-système nous avons E Ă F . Pour montrer l’inclusion inverse nous allons
prouver que E est une tribu.

D’abord pour C P C nous posons

GC “ tA Ă E tel que AX C P Eu. (15.57)

et pour F P E ,
HF “ tA P E tel que AX F P Eu. (15.58)

Nous allons montrer que GC et HF sont des λ-systèmes et que GC “ HF “ E .
Nous commençons par GC . Si A,B P GC avec A Ă B alors

pBzAq X C “ pB X Cqlooomooon
PE

z pAX Cqlooomooon
PE

. (15.59)

Vu que E est un λ-système et que pA X Cq Ă pB X Cq nous avons bien pBzAq X C P E et donc
BzA P GC . Soit maintenant pAkq une suite croissante dans GC . Nous avons

` 8ď

k“1
Ak

˘X C “
8ď

k“1
pAk X Cq (15.60)

qui est une union d’une suite croissante d’éléments de E . Donc
Ť8
k“1pAk X Cq P E , ce qui signifie

que
Ť8
k“1Ak P GC . Cela termine la preuve du fait que GC soit une λ-système.

Étant donné que C est stable par intersection finie, si K P C nous avons C X K P C, ce qui
signifie que K P GC . Nous avons donc C Ă GC . Donc GC est un λ-système vérifiant C Ă GC Ă E .
Mais comme E est le plus petit λ-système contenant C nous avons en fait GC “ E .

Nous montrons à présent que HF est un λ-système. Si A,B P HF avec A Ă B alors pBzAqXF “
pBXF qzpAXF q. Vu que E est une λ-système et que AXF et BXF sont dans E avec AXF Ă BXF ,
nous avons

pB X F qzpAX F q P HF . (15.61)
Soit maintenant pAkqkě1 une suite croissante dans HF . Pour tout k nous avons AkXF P E , ce qui
donne

` 8č

k“1
Ak

˘X F “
8č

k“1
pAk X F q P E . (15.62)

Donc HF est un λ-système vérifiant C Ă HF Ă E . Nous en concluons que pour tout C P C et pour
tout F P E ,

GC “ HF “ E . (15.63)
Nous allons maintenant prouver que E est une tribu 5.

(1) Si F P E alors E X F “ F P E , ce qui signifie que E P HF “ E .
(2) Si A P E alors EzA P E parce que E est un λ-système et E P E . Donc AA P E .
(3) Montrons que E est stable par union finie en considérant A,B P E . Vu que E est également

un élément de E nous avons

EzpAYBq “ pEzAq X pEzBq P E . (15.64)

Cela prouve que ApAYBq P E . Par complémentarité nous avons aussi AYB P E .
Soient Ak P E , et nommons Bp “ A1 Y . . . Y Ap. Les ensembles Bp forment une suite
croissante d’éléments de E . L’union est donc dans E et ce dernier est au final stable par
union dénombrable.

5. Définition 15.1.



858 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Maintenant que E est une tribu nous avons F Ă E parce que F est la plus petite tribu contenant
C. Nous en déduisons que E “ F , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant permet de prouver que la mesure de Lebesgue est l’unique mesure possible
ayant les bonnes valeurs sur les intervalles (théorème 15.126).

Théorème 15.33 (Unicité des mesures[242]).
Soient µ et ν, deux mesures sur pE,Aq et une classe E de parties de E telles que
(1) La tribu engendrée par E soit A.
(2) si A,B P E alors AXB P E
(3) il existe une suite croissante pEnq dans E telle que E “ limEn.

Alors si les mesures µ et ν coïncident sur E, elles coïncident sur A en entier.

Démonstration. Soit pEnq la suite des hypothèses ; nous considérons µn et νn, les restrictions de µ
et ν à En, c’est-à-dire

µnpAq “ µpAX Enq (15.65a)
νnpAq “ νpAX Enq. (15.65b)

Vu que les En sont dans E Ă A ils sont mesurables au sens de µ et ν. Par la proposition 15.29,
pour tout A P E nous avons alors

lim
nÑ8µnpAq “ µpAq (15.66a)

lim
nÑ8 νnpAq “ νpAq (15.66b)

Nous devons donc seulement montrer que pour tout A P A et pour tout n P N, µnpAq “ νnpAq.
Pour cela nous nous fixons un n et nous considérons la classe

D “ tA P A tel que µnpAq “ νnpAqu. (15.67)

Le but sera de prouver que D “ A.
Par hypothèse AX En P E et donc

µpAX Enq “ νpAX Enq ă 8, (15.68)

c’est-à-dire que µn “ νn sur E . Par ailleurs, E X En “ En P E , donc

µnpEq “ νnpEq ă 8. (15.69)

Par conséquent µn “ νn sur la classe E 1 “ E Y tEu : E 1 Ă D.
Montrons que D est un λ-système. Soient A,B P D avec A Ă B. Alors, étant donné que les

mesures µn et νn sont finies, le lemme 15.22 nous donne

µnpBzAq “ µnpBq ´ µnpAq (15.70a)
νnpBzAq “ νnpBq ´ νnpAq. (15.70b)

Donc µnpBzAq “ νnpBzAq et BzA P D.
Soit par ailleurs une suite croissante pAkqkě1 d’éléments de D. En posant Bp “ Ťp

k“1Ak, le
lemme 15.23(1) nous donne

µnp
8ď

k“1
Akq “ lim

pÑ8µnpApq. (15.71)

Mais vu que pour chaque p nous avons µnpApq “ νnpApq, nous avons aussi

µnp
8ď

p“1
Apq “ νnp

8ď

p“1
Apq. (15.72)
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Donc D est bel et bien un λ-système contenant E 1. Par le lemme 15.32, le λ-système engendré par
E 1 est égal à la tribu engendrée par E 1, mais par hypothèse la tribu engendrée par E est A, donc
le λ-système engendré par E 1 est A. Vu que D est une λ-système contenant E 1, nous avons alors
A Ă D et donc A “ D, ce qu’il fallait.

Exemple 15.34
La partie E des intervalles de R de la forme sa, br engendre les boréliens par la proposition 7.91.
Par conséquent pour vérifier que deux mesures sont égales sur les boréliens de R il suffit de prouver
qu’elles sont égales sur les intervalles ouverts. 4

15.2.4 Mesure extérieure

Nous avons déjà défini la notion de mesure extérieure en la définition 15.13.

Lemme 15.35 ([239]).
Soit pS,F , µq un espace mesuré et X Ă S. Alors

inf
APF
XPA

µpAq “ inft
ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Aku. (15.73)

Démonstration. Pour montrer l’inégalité ě, nous remarquons qu’il y a plus d’éléments dans l’en-
semble du second membre que dans le premier. En effet si A P F avec X Ă A alors dans le membre
de gauche nous pouvons prendre A1 “ A et Aně1 “ H.

Pour l’inégalité dans l’autre sens, nous montrons que tout élément de

t
ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Aku (15.74)

est plus grand qu’un élément de

tµpAq tel que A P F , X Ă Au. (15.75)

En effet si An P F avec X Ă Ť
k Ak alors en posant A “ Ť

k Ak nous avons A P F avec X Ă A
ainsi que µpAq ď ř

n µpAnq. Cela prouve que l’élément
ř
n µpAnq de (15.74) est plus grand que

l’élément µpAq de (15.75).

Proposition 15.36 ([239]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,8s
X ÞÑ inftµpAq tel que A P F , X Ă Au. (15.76)

Alors µ˚ est une mesure extérieure sur S et sa restriction à F est égale à µ.

Cela est un cas particulier de 15.19 en utilisant 15.35. Nous en donnons cependant une preuve
directe, qui est presque identique à celle de 15.19, mais avec une ou deux simplifications.

Démonstration. Notons que la définition est bonne parce que l’ensemble sur lequel l’infimum est
pris n’est pas vide : prendre A “ S.
Le vide D’abord µ˚pHq “ O parce que H P F .
Inégalité d’inclusion Soient X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď inftµpAq tel que A P F , Y Ă Au, (15.77)

ce qui signifie que µ˚pXq ď µ˚pY q.
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Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. S’il existe n0 tel que
µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement

ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité demandée
est évidente parce que n’importe quoi est plus petit ou égal à 8. Nous supposons donc que
µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ε ą et par définition pour chaque n, il existe un An P F tel que Xn Ă An et µpAnq ď
µ˚pXnq ` ε

2n . Bien entendu nous avons
ď

n

Xn Ă
ď

n

An P F . (15.78)

Nous en déduisons que
µ˚

`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘
. (15.79)

Mais pS,F , µq étant un espace mesuré,

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (15.80)

Au final nous avons les inégalités

µ˚
`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq ď
ÿ

n

µ˚pXnq ` ε
ÿ

n

1
2n “

ÿ

n

µ˚pXnq ` ε. (15.81)

Cela étant vrai pour tout ε,
µ˚

`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

µ˚pXnq, (15.82)

ce qui prouve que µ˚ est une mesure extérieure.
Restriction Supposons que X P F . Alors si X Ă A nous avons µpXq ď µpAq ; mais en même

temps, µpXq est dans l’infimum qui définit µ˚pXq donc

µ˚pXq ď µpXq ď inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď µpXq ď µ˚pXq. (15.83)

Donc nous avons égalité de tous les éléments de cette chaîne d’inégalité.

Définition 15.37.
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Une partie A Ă X est m˚-mesurable si
pour tout X Ă S,

m˚pXq “ m˚pX XAq `m˚pX XAcq. (15.84)

Remarque 15.38.
L’inégalité

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XAcq (15.85)

étant toujours vraie, pour prouver qu’un ensemble est m˚-mesurable, il est suffisant de prouver
l’inégalité inverse :

m˚pXq ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq (15.86)

La définition 15.37 est motivée par la proposition suivante.

Proposition 15.39.
Soit un espace mesuré pS,F , µq et µ˚ la mesure extérieure qui va avec. Alors tous les éléments de
F sont µ˚-mesurables.

En d’autres termes, pour tout A P F et tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (15.87)
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Démonstration. Vu que X “ pX XAq Y pX XAcq, et que µ˚ est une mesure extérieure,
µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (15.88)

Nous devons montrer l’inégalité inverse.
Soit B P F tel que X Ă B. D’une part nous avons X XA Ă B XA P F , donc

µ˚pX XAq ď µ˚pB XAq “ µpB XAq. (15.89)
Et d’autre part, X XAc Ă B XAc P F , donc

µ˚pX XAcq ď µpB XAcq. (15.90)
En remettant ensemble,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µpB XAq ` µpB XAcq “ µpBq. (15.91)
La dernière égalité est le fait que BXA et BXAc sont disjoints et que µ est une mesure. L’inégalité
(15.91) étant vraie pour tout B P F tel que X Ă B, elle est encore vraie pour l’infimum :

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď inftµpBq tel que B P F , X Ă Bu “ µ˚pXq. (15.92)
Nous avons donc prouvé que

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (15.93)

Remarque 15.40.
Notons la duplicité du vocabulaire. Les ensembles µ-mesurables sont les éléments de F , qui sont a
priori les seuls sur lesquels µ est calculable 6, alors que les µ˚-mesurables sont les parties de S qui
vérifient une certaine propriété (et µ˚ est calculable sur toutes les parties de S).

15.3 Applications mesurables

15.3.1 Propriétés

Définition 15.41 (Fonction mesurable).
Soient pE,Aq et pF,Fq deux espaces mesurés. Une fonction f : E Ñ F est mesurable si pour tout
O P F , l’ensemble f´1pOq est dans A.

Définition 15.42 (Fonction borélienne).
Une application f : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq est borélienne si elle est mesurable, c’est-à-dire si
pour tout B P BorpRdq nous avons f´1pBq P A.

Si rien n’est précisé, une application entre deux espaces topologiques est borélienne lorsqu’elle
est mesurable en considérant la tribu borélienne sur les deux espace.

Si A est une tribu sur un ensemble E, nous notons mpAq l’ensemble des fonctions qui sont
A-mesurables.

Le plus souvent lorsque nous parlerons de fonctions f : X Ñ Y où Y est un espace topolo-
gique, nous considérons la tribu borélienne sur Y . Ce sera en particulier le cas dans la théorie de
l’intégration.

Proposition 15.43.
Soient pSi,Fiq (i “ 1, 2, 3) des espaces mesurables et des fonctions mesurables f : S1 Ñ S2 et
g : S2 Ñ S3. Alors la fonction g ˝ f : S1 Ñ S3 est mesurable.

Démonstration. Soit B P F3. Alors
pg ˝ fq´1pBq “ f´1`g´1pBq˘ P f´1pF2q Ă F1. (15.94)

6. « calculable » au sens où µ y vaut un nombre bien définit ; après, que ce soit facile ou pas à calculer dans la
pratique, c’est une autre histoire.
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15.3.2 D’une tribu à l’autre

Lemme 15.44 ([243]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et une tribu F2 sur S2. Alors f´1pF2q est une tribu sur S1

Démonstration. Il faut prouver les trois propriétés de la définition 15.1 d’une tribu.
(1) D’abord f est définit sur tout S1, donc f´1pS2q “ S1 alors que S2 P F2.
(2) Soit A P f´1pF2q, c’est-à-dire A “ f´1pBq pour un certain B P F2. En ce qui concerne le

complémentaire :

Ac “ f´1pBqc “ S1zf´1pBq “ f´1pS2zBq “ f´1pBcq. (15.95)

(3) Si pAiqiPN sont des éléments de f´1pF2q avec Ai “ f´1pBiq alors
ď

i

Ai “
ď

i

f´1pBiq “ f´1`ď

i

Bi
˘
. (15.96)

Ce qui est dans la dernière parenthèse est dans F2 parce que cette dernière est une tribu.

Lemme 15.45 ([243]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors
(1) L’ensemble

Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (15.97)

est une tribu sur S2.
(2) C’est la plus grande tribu de S2 pour laquelle f est mesurable.

Démonstration. Encore les trois propriétés à vérifier.
(1) S2 P F , sont S1 “ f´1pS2q P Ff .
(2) Si A P Ff alors A “ f´1pBq pour un certain B P F . Nous avons alors aussi Bc P F et donc

f´1pBcq “ f´1pBqc “ Ac. (15.98)

Par conséquent Ac est dans Ff .
(3) Si pAiq sont des éléments de Ff avec Ai “ f´1pBiq pour Bi P F alors

Ť
iBi P F et

f´1`ď

i

Bi
˘ “

ď

i

f´1pBiq P Ff . (15.99)

En ce qui concerne la maximalité, si R Ă S2 n’est pas dans Ff alors f´1pRq n’est pas dans F et
donc f ne serait pas mesurable.

Définition 15.46 (Tribu engendrée).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors conformément au lemme 15.45
l’ensemble

Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (15.100)

est la tribu engendrée.

Le lemme suivant est également nommé « lemme de transfert ».

Lemme 15.47 (Lemme de transport).
Soit f : S1 Ñ S2 une application et une classe C de parties de S2. Alors

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘. (15.101)
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Démonstration. Vu que σpCq es tune tribu, dans S2 alors le lemme 15.45 dit que f´1`σpCq˘ est
une tribu qui contient en particulier f´1pCq. Nous en déduisons que σ

`
f´1pCq˘ Ă f´1`σpCq˘.

Réciproquement. Dans S1 nous avons la tribu σ
`
f´1pCq˘. Nous pouvons alors considérer la

tribu
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P σ`f´1pCq˘u. (15.102)

Montrons que C Ă Ff . Lorsque B P C nous avons f´1pBq P f´1pCq Ă σ
`
f´1pCq˘. Du coup B P Ff .

Nous avons alors, en passant aux tribus engendrées :

σpCq Ă σpFf q “ Ff . (15.103)

Si maintenant B P σpCq, nous avons f´1pBq P σ`f´1pCq˘, ce qui signifie que

f´1`σpCq˘ Ă σ
`
f´1pCq˘. (15.104)

Le théorème suivant est important pour prouver qu’une application est mesurable. En effet, il
permet de ne tester si une application est mesurable uniquement sur une partie génératrice de la
tribu d’arrivé 7.

Théorème 15.48.
Soient des espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application f : S1 Ñ S2. S’il existe
un ensemble de parties C de S2 tel que
— σpCq “ F2

— f´1pBq P F1 pour tout B P C
alors f est mesurable.

Démonstration. Par hypothèse, σpCq “ F2 et f´1pCq Ă F1 et nous pouvons utiliser le lemme de
transfert 15.47 :

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ (15.105)

qui s’écrit ici
σ
`
f´1pCq˘ “ f´1pF2q. (15.106)

Mais vu que f´1pCq Ă F1, nous avons aussi σ
`
f´1pCq˘ Ă F1, ce qui signifie que

f´1pF2q Ă F1. (15.107)

Cela est exactement le fait que f soit mesurable.

Le théorème suivant est très important parce qu’en pratique c’est souvent lui, en conjonction
avec la proposition 15.110 qui permet de déduire qu’une fonction est borélienne.

Théorème 15.49 ([243]).
Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors toute application continue f : X Ñ Y est boré-
lienne 8.

Démonstration. Pour vérifier que f est borélienne, nous devons prouver que f´1pBq est borélien
pour tout borélien B de Y . Heureusement, le théorème 15.48 nous permet de limiter la vérification
aux B appartenant à une classe engendrant les boréliens de Y .

La classe en question est toute trouvée : ce sont les ouverts. Si O est un ouvert de Y alors
f´1pOq est un ouvert de X et donc un borélien de X.

Le théorème suivant donne une importante compatibilité entre l’induction de tribu et l’induc-
tion de topologie : la tribu induite à partir des boréliens sur un sous-espace topologique est la tribu
des boréliens pour la topologie induite.

7. Typiquement les ouverts pour les boréliens.
8. Définition 15.42.
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Théorème 15.50 ([243]).
Soit X, un espace topologique et Y Ă X une partie munie de la topologie induite. Alors

BorpY q “ BorpXqY (15.108)

où BorpXqY est la tribu sur Y induite de BorpXq par la définition 15.6.

Démonstration. Nous notons τX et τY les topologies de X et Y .
BorpY q Ă BorpXqY Si A P τY alors A “ Y X Ω pour un Ω P τX . Mais vu que Ω est un ouvert de

X, il est un borélien de X, ce qui donne que Y XΩ est un élément de BorpXqY . Cela prouve
que τY Ă BorpXqY , c’est-à-dire que BorpXqY est une tribu sur Y contenant les ouverts de
Y . Nous avons donc

BorpXq Ă BorpXqY . (15.109)

Réciproquement L’application Id : pY, τY q Ñ pX, τXq est continue parce que si Ω est ouvert de
X alors Id´1pΩq “ Ω X Y P τY . Par conséquent l’identité est une application borélienne
(théorème 15.49), ce qui signifie que Id´1 `BorpXq˘ Ă BorpY q, ou encore que si B P BorpXq,
alors Id´1pBq “ B X Y P BorpY q. Cela signifie que

BorpXqY Ă BorpY q. (15.110)

Corollaire 15.51.
Si U est un borélien de l’espace topologique X, alors les boréliens de U sont les boréliens de X
inclus dans U :

BorpUq “ tB P BorpXq tel que B Ă Uu. (15.111)

Démonstration. Si B1 P BorpUq, le théorème 15.50 donne un borélien B P BorpXq tel que B1 “
B X U . Mais U étant borélien de X, l’intersection B X U est encore un borélien de X.

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque U est un ouvert.
La proposition suivante montre comment il est possible de construire un espace mesuré à partir

d’une bijection avec un espace mesuré déjà connu. Attention cependant : la mesure construite dans
cette proposition n’est pas celle qui est le plus adapté. Voir la proposition 15.254 et l’exemple 15.254.

Proposition 15.52.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, un ensemble Ω1 et une bijection ϕ : Ω Ñ Ω1. Nous posons
(1) A1 “ ϕpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Alors pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.

Démonstration. En plusieurs points.
A1 est une tribu Il faut vérifier les différents points de la définition 15.1. D’abord, vu que Ω P A,

nous avons Ω1 “ ϕpΩq P A1. Pour le complémentaire, si B P A1 alors B “ ϕpAq pour un
certain A P A. Vu que A est une tribu nous avons alors ΩzA P A et donc ϕpΩzAq P A1. Mais
comme ϕ est bijective,

ϕpΩzAq “ Ω1zϕpAq “ Ω1zB. (15.112)

Le complémentaire de B est donc bien dans A1. Pour la troisième condition soient Bi P A1.
Pour chauqe i, il existe Ai P A tel que Bi “ ϕpAiq. Nous avons ŤiAi P A, donc

ď

i

Bi “
ď

i

ϕpAiq “ ϕ
`ď

i

Ai
˘ P A1. (15.113)

Nous avons fini de prouver que pΩ1,A1q était un espace mesurable.
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µ1 est une mesure positive D’abord µ1pHq “ µ
`
ϕ´1pHq˘ “ µpHq “ 0. Ensuite si les Ai sont

disjoints dans A1 nous avons

µ
` 8ď

i“0
Ai

˘ “ µ

˜
ϕ´1` 8ď

i“0
Ai

˘
¸
“ µ

˜ď

i

ϕ´1pAiq
¸
“

8ÿ

i“0
µ
`
ϕ´1pAiq

˘ “
ÿ

i

µ1pAiq. (15.114)

Proposition 15.53.
Soit une bijection continue d’inverse continue ϕ : Ω Ñ Ω1. Alors

ϕ
`
BorpΩq˘ “ BorpΩ1q. (15.115)

Démonstration. Si A P BorpΩ1q, alors A “ ϕ
`
ϕpAq˘ P ϕ`BorpΩq˘ parce que ϕ est continue et donc

borélienne (proposition 15.49). Le même raisonnement fonctionne dans l’autre sens parce que nous
avons supposé que ϕ est continue et d’inverse continu.

15.4 Espace mesuré complet

15.4.1 Partie négligeable

Définition 15.54.
Soit un espace mesuré pX,A, µq. Une partie N de X est négligeable pour µ s’il existe Y P A tel
que N Ă Y et µpY q “ 0.

Lemme 15.55.
L’ensemble des parties négligeables est stable par union dénombrable.

Démonstration. Si les ensembles Ni sont négligeables, alors pour chaque i nous avons Yi P A tel
que Ni Ă Yi et µpYiq “ 0. Alors bien entendu

Ť
iNi Ă Ť

i Yi et en utilisant (15.37),

µ
`ď

i

Yi
˘ ď

ÿ

i

µpYiq “ 0. (15.116)

Définition 15.56.
L’espace mesuré pX,F , µq est complet si tout ensemble µ-négligeable est dans F .

Notons que la proposition 15.5 s’applique si pX,F , µq est un espace mesuré et N est l’en-
semble des parties µ-négligeables. C’est ce qui permet de donner le théorème suivant, que nous
redémontrons de façon indépendante de la proposition 15.5.

Théorème 15.57 (Complétion d’espace mesuré[239, 244, 245]).
Soit un espace mesuré pX,F , µq et N l’ensemble des parties µ-négligeables de X.
(1) Les ensembles suivants sont égaux :

A “ tA Ă X tel que DB,C P F tel que B Ă A Ă C, µpCzBq “ 0u (15.117a)
B “ tB YN tel que B P F , N P N u (15.117b)
C “ tA Ă X tel que DB P F tel que A∆B P N u. (15.117c)

Ici A∆B est la différence symétrique de A et B, définition 1.21.
(2) L’ensemble F̂ “ A “ B “ C est une tribu.
(3) La définition

µ1 : B Ñ r0,8s
AYN ÞÑ µpAq (15.118)

est cohérente.
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(4) L’application µ1 ainsi définie est une mesure sur pX,Aq.
(5) L’espace pX,A, µ1q est complet.
(6) La mesure µ1 prolonge µ.
(7) La mesure µ1 est minimale au sens où toute mesure complète prolongeant µ prolonge µ1.

Démonstration. Commençons par prouver que les trois ensembles A, B et C sont égaux.
A Ă B. Soit A P A. Alors nous avons des ensembles B,C P F tels que B Ă A Ă V avec µpCzBq “

0. Alors nous avons aussi A “ B Y pCzBq, ce qui prouve que A P B.
B Ă C. Soit A P B, c’est-à-dire que A “ B Y N avec B P F et N P N . Nous avons évidemment

AYB “ A et donc

A∆B “ pAYBqzpAXBq “ AzpAXBq “ pB YNqzpAXBq Ă N. (15.119)

Pour comprendre la dernière inclusion, si x appartient à A “ B YN sans être dans N alors
x P B et donc x P AXB. Par conséquent nous avons A∆B Ă N et donc A∆B P N .

C Ă A Soit donc A P C ; il existe B P F tel que A∆B P N ou encore, il existe D P F tel que
A∆B Ă D avec µpDq “ 0. Si nous posons B1 “ BXDc et C 1 “ BYD alors nous prétendons
avoir

B1 Ă A Ă C 1. (15.120)
Et nous le prouvons. En effet si x P B XDc alors en remarquant que B se divise en

B “ pB XAq Y `
B X pA∆Bq˘, (15.121)

et en nous souvenant que B X pA∆Bq Ă D, il vient que B XDc Ă B X A. Et en particulier
x P A. D’autre part

A Ă B Y pA∆Bq Ă B YD. (15.122)
Nous avons donc bien B1 Ă A Ă C 1. Par stabilité de la tribu F sous les intersections et
complémentaires nous avons aussi B1, C 1 P F . De plus

C 1zB1 “ pB YDqzpB XDcq Ă D, (15.123)

et donc
µpC 1zB1q ď µpDq “ 0. (15.124)

Nous avons donc prouvé que A Ă B Ă C Ă A, et donc que A “ B “ C. Nous allons donc
maintenant noter A indifféremment les trois ensembles. Nous prouvons à présent que c’est une
tribu.
Tribu : le vide Pas de problèmes à H P A
Tribu : complémentaire Soit A P A. Alors il existe B,C P F tels que B Ă A Ă C avec

µpCzBq “ 0. En passant au complémentaire,

Cc Ă Ac Ă Bc. (15.125)

Mais BczCc “ CzB, donc µpBczCcq “ 0.
Tribu : union dénombrable Soit pAnq des éléments de A. Pour chaque n nous avons des en-

sembles Bn, Cn P F tels queBn Ă An Ă Cn avec µpCnzBnq “ 0. En ce qui concerne les unions
nous avons ď

n

Bn Ă
ď

n

An Ă
ď

n

Cn, (15.126)

et `ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘ Ă

ď

n

pCnzBnq. (15.127)

Par conséquent, en utilisant (15.37),

µ

˜
`ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘
¸
ď µ

˜ď

n

pCnzBnq
¸
ď

ÿ

n

µpCnzBnq “ 0. (15.128)

Cela prouve que
Ť
nAn P A, et donc que A est une tribu.
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Définition cohérente Soient A,A1 P F et N,N 1 P N tels que AYN “ A1YN 1. Nous considérons
Y, Y 1 P F tel que N Ă Y , N 1 Ă Y 1 et µpY q “ µpY 1q “ 0. En vertu de (15.37) nous avons

µpAq ď µpAY Y q ď µpA1 Y Y Y Y 1q ď µpA1q ` µpY q ` µpY 1q “ µpA1q. (15.129)

En écrivant la même chose en échangeant les primes nous prouvons également µpA1q ď µpAq.
Au final µpAq “ µpA1q, c’est-à-dire

µ1pAYNq “ µ1pA1 YN 1q. (15.130)

La définition de µ1 est donc cohérente.
µ1 est une mesure Le fait que µ1 soit positive et que µ1pHq soit nul ne pose pas de problèmes. Il

faut voir l’union dénombrable disjointe. Si les ensembles Ai “ BiYNi sont disjoints, alors les
Bi et le Ni sont tous disjoints deux à deux. De plus l’ensemble

Ť
iNi est négligeable parce

que nous avons déjà vu que N était stable par union dénombrable (15.37). Donc

µ1
˜ď

i

Bi YNi

¸
“ µ1

´`ď

i

Bi
˘Y `ď

i

Ni

˘

looomooon
PN

¯
“ µ

`ď

i

Bi
˘ “

ÿ

u

µpBiq “
ÿ

i

µ1pBi YNiq.

(15.131)
Espace complet Un ensemble µ1-négligeable est automatiquement µ-négligeable. En effet si H

est µ1-négligeable, il existe B P F et N P N tels que H Ă B YN avec µpBq “ 0. Vu que N
est µ-négligeable, il existe Y P F tel que N Ă Y et µpY q “ 0. Donc H Ă B Y N Ă B Y Y
avec µpB Y Y q “ 0.
Tous les ensembles µ-négligeables faisant partie de B, tous les ensembles µ1-négligeables font
partie de A.

Prolongement La mesure µ1 prolonge µ. En effet si A P F alors A “ A Y H P B et A est
m1-mesurable. De plus µ1pAq “ µ1pAYHq “ µpAq.

Minimalité Soit un espace mesuré complet pX,M, νq prolongeant pX,F , µq. Pour A P A nous
devons prouver que A P M et que µ1pAq “ νpAq. Il existe B P F et N P N tels que
A “ B YN . Vu que N est µ-négligeable, il est également ν-négligeable et donc ν-mesurable
parce que ν est complète : A P M. En ce qui concerne l’égalité µ1pAq “ νpAq nous avons

νpBq ď νpB YNq ď νpBq ` νpNq “ νpBq, (15.132)

donc νpAq “ νpBYNq “ νpBq “ µpBq. La dernière égalité est le fait que ν prolonge µ. Mais
par définition de µ1 nous avons aussi µ1pAq “ µ1pB Y Nq “ µpBq. Au final µ1pAq “ νpAq “
µpBq.

Définition 15.58.
L’espace mesuré complet pX,A, µ1q défini par le théorème 15.57 est l’espace mesuré complétée
de pX,F , µq.

Nous noterons le complété de pS,F , µq par pS, F̂ , µ̂q
Théorème 15.59 (Carathéodory[239]).
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Alors
(1) l’ensemble M des parties m˚-mesurables est une tribu,
(2) la restriction de m˚ est une mesure sur pS,Mq,
(3) l’espace mesuré pS,M,m˚q est complet 9.

Démonstration. Une grosse partie de la preuve sera de prouver la stabilité de M par union dé-
nombrable quelconque ; cela sera divisé en plusieurs parties.

9. Définition 15.56.
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Tribu : le vide L’ensemble vide est m˚-mesurable.
Tribu : complémentaire Soit A P M et X P S. La condition qui dirait Ac P M est :

m˚pXq “ m˚pX XAcq `m˚pX XAq, (15.133)

qui est la même que celle qui dit que A est dans M.
Tribu : union finie Soient A,B P M et X Ă S. Alors, vu que m˚ est une mesure extérieure,

m˚pXq ď m˚
`
X X pAYBq˘`m˚`X X pAYBqx˘ (15.134a)

“ m˚
`pX XAq Y pX XBq˘`m˚`X XAc XBc

˘
. (15.134b)

Mais nous pouvons écrire la première union sous forme d’une union disjointe de la façon
suivante :

pX XAq Y pX XBq “ pX XAq Y pX XB XAcq, (15.135)
ce qui donne

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XB XAcq `m˚pX XAc XBcq (15.136a)
“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq (15.136b)
“ m˚pXq (15.136c)

parce que les deux derniers termes de (15.136a) se somment à m˚pXXAcq parce que B P M.
La dernière ligne est le fait que A soit m˚-mesurable.

Union finie disjointe Soient tA1, . . . , Anu des éléments deux à deux disjoints de M. Nous allons
maintenant prouver par récurrence que

m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯ “
nÿ

k“1
m˚pX XAkq. (15.137)

Si n “ 1 le résultat est évident. Sinon, le fait que An`1 soit m˚-mesurable donne

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1
¯
`m˚

´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1

¯
. (15.138)

Le fait que les Ak soient disjoints implique aussi que

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1 “ X XAn`1 (15.139)

et

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1 “ X X ` nď

k“1
Ak

˘
(15.140)

et donc

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚pX XAn`1q `m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯
(15.141a)

rec.“ m˚pX XAn`1q `
nÿ

k“1
m˚pX XAkq (15.141b)

“
n`1ÿ

k“1
m˚pX XAkq. (15.141c)

La relation (15.137) est prouvée.
Notons qu’en particularisant à X “ S nous avons

m˚
` nď

k“1
Ak

˘ “
nÿ

k“1
m˚pAkq (15.142)

dès que les Ak sont des éléments deux à deux disjoints de M.
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Union dénombrable disjointe Soit pAnqnPN une suite d’éléments deux à deux disjoints dans
M. Nous allons prouver les choses suivantes :
—

Ť
nAn P M

— m˚
`Ť

nAn
˘ “ ř

nm
˚pAnq

où toutes les sommes et union sur n sont entre 1 et 8.
Nous posons A “ Ť

k Ak et Bn “ Ťn
k“1Ak. Nous savons que Bn P M pour tout n par le

point précédent. Donc si X P S nous avons

m˚pXq “ m˚pX XBnq `m˚pX XBc
nq (15.143a)

“
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XBx

nq (15.143b)

ě
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XAcq (15.143c)

où nous avons utilisé la relation (15.137) sur les Bn ainsi que le fait que Ac Ă Bc
n (parce que

Bn Ă A). L’inégalité (15.143a) étant vraie pour tout n, elle est vraie à la limite :

m˚pXq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pX XAcq (15.144a)

ě m˚
´ď

k

pX XAkq
¯
`m˚pX XAcq (15.144b)

“ m˚
´
X X `ď

k

Ak
˘¯`m˚pX XAcq (15.144c)

“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq, (15.144d)

ce qui signifie que A P M. La première des deux choses que nous voulions montrer est faite.
En la particularisant à X “ A et en tenant compte des faits que AXAk “ Ak et AXAc “ H,

m˚pAq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pAXAcq, (15.145)

c’est-à-dire que pour tout n nous avons

m˚
` ď

kPN
Ak

˘ ě
nÿ

k“1
m˚pAkq. (15.146)

L’inégalité est encore vraie à la limite, et l’inégalité inverse étant toujours vraie pour une
mesure extérieure,

m˚
` ď

kPN
Ak

˘ “
8ÿ

k“1
m˚pAkq. (15.147)

Union dénombrable quelconque Soit maintenant une suite pAnqnPN d’éléments de M que nous
ne supposons plus être disjoints. Nous nous ramenons au cas disjoint en posant

$
’&
’%

B1 “ A1 (15.148a)

Bn “ An X
` n´1ď

k“1
Ak

˘c
, (15.148b)

c’est-à-dire que nous mettons dans Bn les éléments de An qui ne sont dans aucun des Ak
précédents. Autrement dit, nous posons B0 “ H et Bn “ AnzBn´1. L’ensemble M étant
stable par réunion finie, par complément et par intersection finie nous avons Bn P M. De
plus les Bn sont disjoints, donc

8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
Bk P M. (15.149)
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La première égalité se justifie de la façon suivante : si x P Ť8
k“1Ak alors nous notons n0 le

plus petit n tel que x P An et alors x P Bn0 .
Espace complet Nous prouvons à présent que pS,M,m˚q est un espace mesuré complet. Soit N

une partie m˚-négligeable de S et Y P M tel que m˚pY q “ 0 et N Ă Y . D’abord m˚pNq “ 0
parce que

m˚pNq ď m˚pY q “ 0. (15.150)

Si X Ă S nous avons

X XN Ă N ñ m˚pX XNq “ 0 (15.151a)
X XN c Ă X ñ m˚pX XN cq ď m˚pXq. (15.151b)

Donc
m˚pX XNq `m˚pX XN cq ď m˚pXq, (15.152)

ce qui montre que N est est m˚-mesurable.

15.60.
Ce théorème nous pousse à adopter de la notation. Lorsqu’un espace mesuré pS,F , µq est donné,
nous noterons

pS,M, µ˚q (15.153)

l’espace mesuré construit de la façon suivante. D’abord µ˚ est la mesure extérieure associée à µ
par la proposition 15.36. Ensuite M est la tribu des parties µ˚-mesurables, qui est bien une tribu
parce que µ˚ est une mesure extérieure (15.59). La proposition (15.39) dit alors que F Ă M. De
plus 15.59 nous explique que si A P F alors µpAq “ µ˚pAq. Tout cela pour dire que

pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q. (15.154)

Et enfin, 15.59 nous dit que l’espace mesuré pS,M, µ˚q est complet.

Exemple 15.61
Montrons un cas dans lequel pS,M, µ˚q n’est pas σ-fini. Soit S un ensemble non dénombrable
et F la tribu des parties de S qui sont soit fini ou dénombrables soit de complémentaire fini ou
dénombrable. Nous y mettons la mesure

µpAq “
#

0 si A est au plus dénombrable
8 sinon.

(15.155)

Cette mesure n’est pas σ-finie parce qu’aucune union de dénombrables est non dénombrable. De
plus pS,F , µq est complet parce que toute partie contenue dans un ensemble fini ou dénombrable
est fini ou dénombrable (1.32).
F n’est pas PpSq La tribu F est différente de PpSq. En effet S étant infini, il existe par 1.18

une bijection ϕ : t1, 2u ˆ S Ñ S. Alors l’ensemble ϕ
`t1u ˆ S

˘
est non dénombrable et son

complémentaire
ϕ
`t1u ˆ S˘c “ ϕ

`t2u ˆ S˘ (15.156)

n’est as dénombrable non plus. Cet ensemble n’est donc pas de F .
M est PpSq En effet, soit A Ă S ; il faut prouver que pour tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (15.157)

Nous prouvons cela en séparant les cas suivant que X est dénombrable ou non.
Si X est fini ou dénombrable, alors X X A et X X Ac le sont également et nous avons
µ˚pXq “ µpXq “ 0 ainsi que µ˚pX XAq “ µ˚pX XAcq “ 0.
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Si au contraire X n’est pas dénombrable,

µ˚pXq “ inf
APF
XĂA

µpAq “ 8, (15.158)

parce que X n’étant pas dénombrable, l’ensemble A ne l’est pas non plus et µpAq “ 8. Mais
comme X n’est pas dénombrable, soit XXA soit XXAc (soit les deux) n’est pas dénombrable
non plus ; par conséquent

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq “ 8. (15.159)

Par conséquent pS,F , µq ‰ pS,M, µ˚q. Mais vu que pS,F , µq est complété nous devons avoir
pS,F , µq “ pS, F̂ , µ̂q. Tout cela pour dire que nous avons un exemple avec

pS,M, µ˚q ‰ pS, F̂ , µ̂q. (15.160)

4

Nous avons deux façons de créer un espace complet à partir de pS,F , µq.
(1) Partir de la mesure extérieure µ˚ et construire pS,M, µ˚q.
(2) Partir des ensembles µ-négligeables, construire F̂ et ensuite pS, F̂ , µ̂q.

Ces deux façons ne sont pas équivalentes en général comme le montre l’exemple 15.61. Mais il sera
montré par la proposition 15.65 que si pS,F , µq est σ-fini alors les deux sont équivalent.

Lemme 15.62.
Soit pS,F , µq un espace mesuré. Alors pour tout X Ă S tel que µ˚pXq ă 8 il existe A P F tel que
X Ă A et µ˚pXq “ µpAq.

C’est-à-dire que µ˚ a beau être défini sur toutes les parties de S, ce qu’il faut rajouter pour
être µ-mesurable, c’est pas grand chose.

Démonstration. Par définition de la mesure extérieure associée à µ en tant qu’infimum, pour tout
n ě 1, il existe An P F tel que X Ă An et µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n . Nous posons A “ Ş
ně1An et

nous vérifions que ce A fait l’affaire.
D’abord A P F parce qu’une tribu est stable par union dénombrable. Ensuite pour tout n ě 1

nous avons
µpAq ď µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n , (15.161)

et à la limite µpAq ď µ˚pXq. Mais X Ă A implique µ˚pXq ď µpAq parce que µ˚pXq l’infimum d’un
ensemble contenant µpAq.

Corollaire 15.63.
Soit une mesure µ et la mesure extérieure µ˚ associée 10. Une partie N de X est négligeable si et
seulement si µ˚pNq “ 0.

Démonstration. Si µ˚ est la mesure extérieure associée à µ et siN est µ-négligeable alors µ˚pNq “ 0
parce que

µ˚pNq ď µ˚pY q “ µpY q “ 0 (15.162)

pour un certain Y mesurable de mesure nulle contenant N .
D’autre part si µ˚pNq “ 0 alors le lemme 15.62 donne une partie mesurable A telle que N Ă A

et µpAq “ 0, c’est-à-dire que N est négligeable.

Lemme 15.64.
Si l’espace mesuré pS,F , µq est σ-fini alors l’espace mesuré pS,M, µ˚q est également σ-fini.
10. Par la proposition 15.36.
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Démonstration. Vu que pS,F , µq est σ-fini, nous avons une suite croissante An d’éléments de F
tels que

Ť
nAn “ S et telle que µpAnq ă 8 pour tout n. Étant donné que F Ă M, cette suite

convient également pour montrer que pS,M, µ˚q est σ-fini parce que µ˚pAnq “ µpAnq ă 8.

La proposition suivante montre que si pS,F , µq est σ-finie alors nous avons l’égalité.

Proposition 15.65.
Soit pS,F , µq un espace mesuré σ-fini, µ˚ la mesure extérieure associée et M la tribu des ensembles
µ˚-mesurables 11. Alors

pS,M, µ˚q “ pS, F̂ , µ̂q. (15.163)

Démonstration. La proposition 15.39 indique que tous les éléments de F sont µ˚-mesurables, c’est-
à-dire que F Ă M. Mais l’espace pS,M, µ˚q est complet par le théorème de Carathéodory 15.59,
donc par minimalité du complété (15.57(7)),

pS, F̂ , µ̂q Ă pS,M, µ˚q (15.164)

au sens où F̂ Ă M et si A P F̂ alors µ̂pAq “ µ˚pAq. Notons que cette inclusion est vraie même si
la mesure n’est pas σ-finie.

Nous passons à l’inclusion inverse. Soit A P M, c’est-à-dire que pour tout Y Ă S nous avons

µ˚pY q “ µ˚pY XAq ` µ˚pY XAcq. (15.165)

Nous allons montrer que A P F̂ en séparant les cas suivant que µ˚pAq “ 8 ou non.

Si µ˚pAq ă 8 Par le lemme 15.62, il existe X P F tel que A Ă X et µ˚pAq “ µpXq. Vu que
pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q nous avons alors

µ˚pAq “ µpXq “ µ˚pXq. (15.166)

Nous écrivons la relation (15.165) avec ce X en guise de Y , et en nous souvenant que XXA “
A et X XAc “ XzA :

µ˚pXq “ µ˚pAq ` µ˚pXzAq. (15.167)

En tenant compte de (15.166) et du fait que µ˚pAq ă 8, nous pouvons simplifier et trouver
µ˚pXzAq “ 0. Le lemme 15.62 nous donne alors B P F tel que XzA Ă B et µpBq “
µ˚pXzAq “ 0, c’est-à-dire que XzA est µ-négligeable. Par conséquent XzA P F̂ . En écrivant

A “ XzpXzAq, (15.168)

nous avons écrit A comme différence de deux éléments de F̂ et nous concluons que A P F̂ .
Si µ˚pAq ă 8 Le lemme 15.64 nous indique que pS,M, µ˚q est σ-fini et il existe donc une suite

pSnqně1 dans M telle que
Ť
n Sn “ S et µ˚pSnq ă 8. L’ensemble AX Sn est un élément de

M vérifiant
µ˚pAX Snq ď µ˚pAq ă 8, (15.169)

ce qui implique que AXSn P F̂ par la première partie. Maintenant A “ Ť
npAXSnq P F̂ par

union dénombrable d’éléments de la tribu F̂ .

Proposition 15.66 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq. Nous considérons un mesurable M P F ainsi que
— la tribu induite FM “ tAXM tel que A P Fu,
— la tribu complétée F̂ de F dans Ω,

11. C’est bien une tribu par 15.59(1).
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— la tribu complétée yFM de FM dans M (où nous avons considéré la mesure restreinte 12 de
µ).

— la tribu induite pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u de F̂ sur M .

Alors
pF̂qM “ yFM . (15.170)

Démonstration. L’utilisation de la proposition 15.7 nous donne déjà les expressions alternatives

pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u “ tA ĂM tel que A P F̂u (15.171)

et
FM “ tAXM tel que A P Fu “ tA ĂM tel que A P Fu. (15.172)

Pour prouver pF̂qM “ yFM il faudra faire deux inclusions, et nous avons l’embarras du choix.

Première : yFM Ă tM XA tel que A P F̂u Un élément de yFM est de la forme BYN où B P FM

et où N est négligeable 13 dans M . Vu que B P FM , il existe A P F tel que B “ AXM . Vu
que B et N sont dans M nous pouvons « factoriser » l’intersection :

B YN “M X pAYNq (15.173)

avec N négligeable dans M et donc également négligeable dans Ω. Donc AYN P F̂ .

Deuxième : tM XA tel que A P F̂u Ă yFM Soit A P F̂ . Nous avons une partie négligeable N de
Ω et un élément B P F tels que A “ B YN . Nous avons la décomposition

M X pB YNq “ pM XBq X pM XNq. (15.174)

Il s’agit maintenant de nous assurer que cette décomposition implique queMXpBYNq P yFM .
Soit N1 P F tel que µpN1q “ 0 et N Ă N1. Vu que M X N1 P F (intersections dans une
tribu), nous pouvons écrire

M XN ĂM XN1 (15.175)

avec µpM XN1q “ 0. Cela pour dire que M XN est négligeable dans M . La décomposition
(15.174) est donc bien une union d’un élément de FM avec un négligeable de M , et donc
bien un élément de yFM .

15.67.
La principale application de la proposition 15.66 est le cas où F “ BorpRnq etM est un borélien B
de Rn. Dans ce cas, la proposition explique que la tribu de Lebesgue sur B (complétée depuis les
boréliens de la topologie induite) est donnée directement par l’intersection entre B et la tribu de
Lebesgue de Rn. Donc sans devoir passer par la topologie induite, les boréliens et la completion :

LebpRnqM “ {BorpRnqM . (15.176)

Exemple dans la proposition 19.64 qui donne une structure d’espace mesuré dans S1 à partir de
la mesure de Lebesgue sur C.

12. Ce n’est pas ce qu’il se passe dans le cas de S1 par rapport à C, voir la proposition 19.66(3) malgré que S1

est un borélien de C.
13. Pour rappel, une partie est négligeable quand elle est inclue à une partie de mesure nulle.
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15.4.2 Prolongement

Le théorème suivant est parfois nommé théorème d’extension de Carathéodory, par exemple sur
Wikipédia. Le théorème de Carathéodory en étant un des ingrédients principaux, on comprend.

Théorème 15.68 (Prolongement de Hahn[239]).
Soit A une algèbre de parties d’un ensemble S et µ une mesure sur pS,Aq. Soit F “ σpAq la tribu
engendrée par A. Alors
(1) La mesure µ se prolonge en une mesure m sur F .
(2) Si µ est σ-finie alors le prolongement est unique et m est σ-finie.
(3) Si µ est finie, alors m l’est aussi.

Démonstration. La proposition 15.19 nous donne une mesure extérieure µ˚ sur S dont la restriction
à A est µ. Si M est la tribu des parties µ˚-mesurables de S alors le théorème de Carathéodory 15.59
nous dit que pS,M, µ˚q est un espace mesuré.
A Ă M Cette partie est une adaptation de ce qui a déjà été fait dans la preuve de la proposi-

tion 15.39. Soit A P A et X P S ; nous devons prouver la relation de la définition 15.37. Vu
que µ˚ est une mesure extérieure nous avons automatiquement

µ˚pAq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (15.177)

Il reste à prouver l’inégalité inverse. Soit une suite Bk d’éléments de A telle que X Ă Ť
k Bk ;

nous avons alors

µ˚pX XAq ď µ˚
` 8ď

k“1
Bk XA

˘ ď
8ÿ

k“1
µ˚pBk XAq “

ÿ

k

µpBk XAq (15.178)

où nous avons utilisé la définition 15.13(3) ainsi que le lemme 15.17. De la même façon,

µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAcq. (15.179)

Mettant les deux bouts ensemble, en remarquant que Bk XA P A et donc que µ˚pBk XAq “
µpBk XAq,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAq ` µpBk XAcq “
ÿ

k

µpBkq. (15.180)

La somme µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq est donc inférieure à chacun des éléments de l’ensemble
sur lequel on prend l’infimum pour définir 14 µ˚pXq, donc

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (15.181)

A fortiori nous avons σpAq Ă M et donc pS, σpAq, µ˚q est un espace mesuré. Cela prouve
l’existence d’une mesure prolongeant µ à σpAq.
Unicité Nous supposons à présent que µ est σ-finie. Soient m1 et m2 deux mesures prolongeant

µ et définies sur une tribu contenant A. Nous posons

C “ tA P A tel que µpAq ă 8u. (15.182)

Dans l’optique d’utiliser le théorème d’unicité des mesures 15.33, nous prouvons que σpAq “
σpCq. Vu que µ est σ-finie, il existe une suite croissante pSnq d’éléments de A telle que
S “ Ť

n Sn et µpSnq P C. Alors si A P A nous avons A “ Ť
npAXSnq, et donc A P σpCq. Donc

A Ă σpCq. Mais étant donné que C Ă A nous avons aussi σpCq Ă σpAq. Au final σpAq “ σpCq.
Les mesures m1 et m2 sont des mesures sur σpCq coïncidant sur C (parce que C Ă A). De
plus la classe C est stable par intersection finie et contient une suite croissante dont l’union
est S (parce que µ est σ-finie).
Le théorème 15.33 nous dit alors que m1 et m2 coïncident sur σpCq “ σpAq.

14. Définition 15.27.
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Extension finie et σ-finie Enfin si µ est σ-finie il existe Sn P A avec µpSnq ă 8 et
Ť
n Sn “ S.

Ces ensembles vérifient tout autant mpSnq “ µpSnq ă 8 pour tout prolongement m de µ.
Idem si µ est finie, tout prolongement est fini.

Exemple 15.69([239])
Soit A, l’algèbre de parties de R formée par les réunions finies d’intervalles de la forme s´8, ar,
ra, br et rb,`8r avec ´8 ă a ď b ă `8. Notons que les singletons ne font pas partie de A parce
que ra, ar“ H. Nous posons

µpAq “
#

0 si A “ H
8 sinon.

(15.183)

Cela donne une mesure (non σ-finie) sur pR,Aq.
Nous allons prouver que la tribu engendrée par A est la tribu des boréliens et que µ accepte

(au moins) deux prolongements distincts à σpAq.
D’abord nous avons

sa, br “ `´8, ar Y rb,`8r˘X ra, br, (15.184)

donc toutes les boules ouvertes appartiennent à σpAq. Ces dernières comprenant une base dénom-
brable de la topologie de R (par la proposition 7.91), tous les ouverts de R sont dans σpAq. Par
conséquent BorpRq Ă pRdq. Mais en même temps tous les éléments de A sont des boréliens, donc
BorpRq “ σpAq parce que la fermeture en tant qu’algèbre de parties est plus petite que la fermeture
en tant que tribu.

La mesure de comptage prolonge µ parce qu’à part l’ensemble vide, tous les éléments de A
sont infinis. Notons que les singletons sont dans σpAq, donc la mesure de comptage prend d’autres
valeurs que 0 et `8.

Par ailleurs la mesure

µ1pAq “
#

0 si A “ H
`8 sinon

(15.185)

est également une mesure prolongeant µ à σpAq “ BorpRq.
La mesure de comptage et µ1 sont deux prolongements distincts de µ. 4

Exemple 15.70([239])
Nous montrons maintenant une mesure non σ-finie qui se prolonge en deux mesures distinctes,
toutes deux σ-finies.

Nous considérons la même algèbre A de parties que celle donnée dans l’exemple 15.69, mais
cette fois vue sur Q uniquement. La mesure de comptage m sur pQ,Aq n’est pas σ-finie.

Vu que les singletons sont des boréliens nous avons σpAq “ PpQq, ce qui fait que pQ, σpAq,mq
est un prolongement σ-fini de m. L’espace mesuré pQ, σpAq, 2mq est également σ-fini et est un
prolongement distinct de pQ,A,mq. 4

Proposition 15.71.
Soient des espaces mesurés pS1,F1, µ1q et pS2,F2, µ2q ainsi qu’une application ϕ : S1 Ñ S2 avec
les hypothèses suivantes :
(1) ϕ est une bijection,
(2) ϕ est mesurable d’inverse mesurable,
(3) si µ1pAq “ 0 alors µ2

`
ϕpAq˘ “ 0,

(4) si µ2pAq “ 0 alors µ1
`
ϕ´1pAq˘ “ 0.

Alors
F̂2 “ ϕpF̂1q. (15.186)



876 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Démonstration. Nous prouvons que F̂1 Ă ϕpF̂1q. Vu la symétrie des hypothèses, l’inclusion inverse
se fera de même.

Soit A P F̂2. Nous avons A “ B Y N avec B P F2 et N , une partie µ2-négligeable. Nous
considérons N1 P F2 tel que µ2pN1q “ 0 et N Ă N1. Notre but est maintenant de prouver que
ϕ´1pB YNq P F̂1.

Vu que ϕ est une bijection, nous avons

ϕ´1pB YNq “ ϕ´1pBq Y ϕ´1pNq. (15.187)

Là-dedans, ϕ´1pBq P F1 parce que ϕ est borélienne. Il nous reste à voir que ϕ´1pNq est µ1-
négligeable. Vu que N Ă N1, nous avons ϕ´1pNq Ă ϕ´1pN1q où ϕ´1pN1q P F1.

Par construction, µ2pN1q “ 0 et par hypothèse, µ1
`
ϕ´1pN1q

˘ “ 0.
Au total,

ϕ´1pB YNq “ ϕ´1pBqlooomooon
PF1

Y ϕ´1pNqlooomooon
µ1-négligeable

P F̂1. (15.188)

15.5 Tribu borélienne

15.5.0.1 Définition

Définition 15.72 (Tribu borélienne).
La tribu des boréliens, notée BorpRdq est la tribu engendrée par les ouverts de Rd. Plus généra-
lement si Y est un espace topologique, la tribu des boréliens est la tribu engendrée par les ouverts
de Y .

Proposition 15.73.
La tribu engendrée par une base dénombrable de la topologie est celle des boréliens.

Démonstration. Si une base de topologie est donnée, tout ouvert peut être écrit comme union
d’élément de la base, proposition 7.55. Dans le cas d’une base dénombrable, cette union sera
forcément dénombrable. Une tribu étant stable par union dénombrable, tout ouvert est dans la
tribu engendrée par la base de topologie. Les autres boréliens suivent automatiquement.

Dit avec plus de lettres et moins de phrases, si D est une base dénombrable de la topologie de
X, et si O est un ouvert de X, nous avons O “ Ť8

i“1Ai avec Ai P D. Vu qu’une tribu est stable
par union dénombrable 15, nous avons O P σpDq. En conséquence de quoi BorpXq Ă σpDq.

Mais comme D Ă BorpXq l’inclusion inverse est automatique. D’où l’égalité BorpXq “ σpDq.

15.5.0.2 Les boréliens de R

Nous rappelons que la topologie de R est celle des boules donnée par le théorème 7.88. Nous
rappelons (voir la proposition 7.91 et sa preuve) que les boules ouvertes de la forme Bpq, rq avec
q, r P Q forment une base dénombrable de la topologique de R.

Lemme 15.74.
Soit tqiu une énumération des rationnels. La tribu engendrée par les ouverts σi “ sqi,8r est la
tribu des boréliens.

Démonstration. Si a ă b dans Q alors σazσb “ sa, bs. Ensuite
ď

nPN˚
σazσb´ 1

n
“

ď

nPN˚
sa, b´ 1

n
s “ sa, br. (15.189)

15. Définition 15.1(3)
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Par union dénombrable, tous les intervalles sa, br avec a, b P Q sont dans la tribu engendrée par
les σi.

Ces boules ouvertes forment une base de la topologie de R par la proposition 7.91 et la propo-
sition 15.73 conclu.

Exemple 15.75
Les singletons sont des boréliens de R parce que

txu “
´
s´8, xr Y sx,`8r

¯c
. (15.190)

Vu qu’une tribu est stable par union dénombrable, l’ensemble Q est un borélien de R. Et
comme les tribus sont stables par différence ensembliste (15.3(2)), l’ensemble des irrationnels est
un borélien de R. 4

15.5.0.3 Diverses expressions

Lemme 15.76.
Soient un espace topologique X et un borélien B de X. Nous considérons sur B la topologie in-
duite 16 de X et les boréliens BorpBq correspondants. Nous avons :

BorpBq “ tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu. (15.191)

En particulier,
BorpBq “ BorpXqB. (15.192)

Démonstration. L’égalité

tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu (15.193)

est déjà dans la proposition 15.7.
Nous démontrons maintenant que

BorpBq “ tAXB tel que A P BorpXqu. (15.194)

Pour ce faire, nous nous rappelons du lemme de transport 15.47. Soit l’injection canonique f : B Ñ
X ; pour tout A Ă X nous avons f´1pAq “ AXB.

Nous considérons la classe T des ouverts de X. Par définition de la topologie induite, les ouverts
de B sont les éléments de f´1pT q. Donc

σ
`
f´1pT q˘ “ BorpBq. (15.195)

Mais d’autre part,
f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (15.196)

Donc le lemme de transport 15.47 nous dit que

BorpBq “ σ
`
f´1pT q˘ “ f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (15.197)

Pour finir, l’égalité (15.192) n’est autre que le fait que

BorpXqB “ tB XA tel que A P BorpXqu, (15.198)

alors que nous venons de prouver que le membre de droite est BorpBq.
16. Définition 7.10.
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15.5.1 Mesure image

Le produit d’une mesure par une fonction est définit par la propriété 15.187.

Proposition-définition 15.77 (Mesure image[243]).
Soient pS1,F1q et pS2,F2q des espaces mesurables. Soit ϕ : S1 Ñ S2 une application mesurable. Si
m1 est une mesure positive sur S1 alors l’application définie par

m2pA2q “ m1
`
ϕ´1pA2q

˘
(15.199)

est une mesure positive sur pS2,F2q.
La mesure m2 ainsi définie est la mesure image de m1 par l’application ϕ. Elle est notée

ϕpm1q.
Démonstration. Il y a deux choses à vérifier pour avoir une mesure positive 17. D’abord pour
l’ensemble vide :

m2pHq “ m1
`
ϕ´1pHq˘ “ m1pHq “ 0. (15.200)

Ensuite pour l’additivité. Soient An dans F2 des parties deux à deux disjointes et telles queŤ
nAn P F2. Alors nous avons

m2
`ď

n

An
˘ “ m1

´
ϕ´1p

ď

n

Anq
¯

(15.201a)

“m1
`ď

n

ϕ´1pAnq
˘

(15.201b)

“
ÿ

n

m1
`
ϕpAnq

˘
(15.201c)

“
ÿ

n

m2pAnq. (15.201d)

Lemme 15.78.
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi que deux mesures µ et ν sur pS1,F1q. Si
ϕ : S1 Ñ S2 est mesurable et si µ ď ν alors ϕpµq ď ϕpνq.
Démonstration. Soit B mesurable dans pS2,F2q (c’est-à-dire B P F2). Alors

ϕpµqpBq “ µ
`
ϕ´1pBq˘ ď ν

`
ϕ´1pBq˘ “ ϕpνqpBq. (15.202)

Il est naturel de se demander comment il faut intégrer par rapport à une mesure image. La
réponse sera dans le théorème 15.192.

15.5.2 Régularité d’une mesure

Certaines mesures ont de la compatibilité avec la topologie. Nous allons étudier ça.

Théorème 15.79 ([243]).
Soit X un espace métrique et m une mesure positive bornée sur

`
X,BorpXq˘. Alors si B est un

borélien,
(1) Régularité extérieure : mpBq “ inftmpΩqoù Ω est un ouvert contenant Bu
(2) Régularité intérieure : mpBq “ suptmpF qoù F est un fermé, F Ă Bu.

Démonstration. Soit F l’ensemble des B P BorpXq tels que pour tout ε ą 0, il existe Ωε ouvert et Fε
fermé tels que Fε Ă B Ă Ωε et mpΩεzFεq ď ε. Nous allons montrer que cela est une tribu contenant
les ouverts. Comme cela est inclus dans la tribu borélienne, nous en déduirons que F “ BorpXq.
17. Définition 15.20
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F contient les ouverts Soit Ω un ouvert de X. Alors Ωc est fermé et dpx,Ωcq “ 0 si et seulement
si x P Ωc par la proposition 9.52. Nous pouvons donc écrire

Ωc “
č

ně1
tx P X tel que dpx,Ωcq ă 1

n
u. (15.203)

En passant au complémentaire et en posant Fn “ tx P X tel que dpx,Ωcq ě 1
nu nous avons

Ω “
ď

ně1
Fn. (15.204)

Chacun des Fn est fermé parce que Fn est l’image réciproque du fermé r 1
n ,8r par l’appli-

cation x ÞÑ dpx,Ωcq qui est continue. De plus les Fn forment une suite croissante, donc le
lemme 15.23 nous assure que mpΩq “ limnÑ8mpFnq. Et le lemme 15.22 que mpΩzFnq “
mpΩq ´mpFnq.
Soit ε ą 0. Il existe alors nε ě 1 tel que

mpΩzFnq “ mpΩq ´mpFnq ď ε. (15.205)

Bref si Ω est ouvert nous considérons Ωε “ Ω et Fε “ Fnε et nous avons

Fε Ă Ω Ă Ωε (15.206)

avec mpΩεzFεq ď ε.
L’ensemble F contient les ouverts.

F est une tribu Il y a à vérifier les trois conditions de la définition 15.1.
Les ensembles faciles Les ensembles X et H sont dans F parce qu’ils sont ouverts et

fermés.
Complémentaire Soit B P F , soit ε ą 0 et les ensembles Fε et Ωε qui vont avec. Alors en

passant au complémentaire nous avons

Ωc
ε Ă Bc Ă F cε (15.207)

De plus
F cε zΩc

ε “ F cε X pΩc
εqc “ F cε X Ωε “ ΩεzFε. (15.208)

Par conséquent
mpF cε zΩc

εq “ mpΩεzFεq ď ε. (15.209)
Cela montre que Bc P F .

Union dénombrable Soient pBnq une suite d’éléments de F et ε ą 0. Pour chaque n nous
choisissons un ouvert Ωn et un fermé Fn tels que Fn Ă Bn Ă Ωn et

mpΩnzFnq ď ε

2n`2 . (15.210)

Vu que ΩnzBn Ă ΩnzFn nous avons aussi

mpΩnzBnq ď mpΩnzFnq ď ε

2n`2 . (15.211)

Nous posons Ω “ Ť
ně1 Ωn (un ouvert) et B “ Ť

ně1Bn ainsi que A “ Ť
ně1 Fn (qui

n’est pas spécialement fermé).
Le but est de majorer mpΩzF q où F est un fermé qui est encore à déterminer. Calculons
déjà ceci :

ΩzB “
ď

n

Ωn X
`ď

k

Bk
˘c (15.212a)

“
ď

n

´
Ωn X

`č

k

Bc
k

˘¯
(15.212b)

Ă
ď

n

`
Ωn XBc

n

˘
(15.212c)

“
ď

n

pΩnzBnq (15.212d)



880 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

où l’union n’est pas spécialement disjointe. Par conséquent,

mpΩzBq ď
8ÿ

n“1
mpΩnzBnq ď

8ÿ

n“1

ε

2n`2 “
ε

4 . (15.213)

De la même façon nous avons

BzA “ ` 8ď

n“1
Bn

˘X ` 8ď

k“1
Fn

˘c Ă
8ď

n“1
BnzFn. (15.214)

Nous avons alors le inégalités de mesures

mpBzAq ď
8ÿ

n“1
mpBnzFnq (15.215a)

ď
8ÿ

n“1
mpΩnzFnq (15.215b)

ď ε

4 . (15.215c)

C’est vraiment dommage que A ne soit pas en générale un fermé, sinon il répondrait à
la question. Nous posons F 11 “ F1 et F 1n “

Ťn
k“1 Fk. En tant qu’unions finies de fermés,

les F 1n sont des fermés (lemme 7.3(2)). De plus la suite pF 1nq est croissante et l’union est
A. Par le lemme 15.23(1) nous avons

mpAq “ m
`ď

n

F 1n
˘ “ lim

nÑ8mpF
1
nq. (15.216)

Il existe donc nε tel que
mpAq ´mpF 1nq ď ε (15.217)

Nous posons F “ F 1nε . Vu que F Ă A nous avons aussi mpAzF q “ mpAq ´mpF q ď ε.
Et en plus F Ă A Ă B Ă Ω, ce qui donne bien la propriété voulue F Ă B Ă Ω. Il reste
à nous assurer de mpΩzF q. Nous avons d’abord

mpBzF q “ m
`pBzAq Y pAzF q˘ “ mpBzAq `mpAzF q ď 5ε

4 . (15.218)

Et enfin :

mpΩzF q “ m
`pΩzBq Y pBzF q˘ “ mpΩzBq `mpBzF q ď 6ε

4 . (15.219)

Et donc à redéfinition près de ε c’est d’accord.
Il est donc établi que F est une tribu. Qui plus est, l’ensemble F est une tribu incluse aux
boréliens et contenant les ouverts. Ergo F “ BorpXq.

Régularité extérieure Soit B un borélien et ε ą 0. Alors il existe Fε fermé et Ωε ouvert tels que
Fε Ă B Ă Ωε et mpΩεzFεq ď ε. Vu que B Ă Ωε pour tout ε, nous avons aussi

mpBq ď inf
ε
mpΩεq. (15.220)

Mais comme µpΩεq ě mpBq pour tout ε, nous avons en réalité mpBq “ infεmpΩεq.
Soit maintenant un ouvert Ω tel que B Ă Ω. Nous devons prouver l’existence d’un ε ą 0 tel
que mpΩεq ď mpΩq. Cela permettra de conclure que l’infimum sur tous les ouverts contenant
B est égal à l’infimum sur les ouverts de la forme Ωε.
Nous posons mpΩq “ mpBq ` δ et avec ε ď δ nous avons

mpΩεzBq ď mpΩεzFεq ď ε (15.221)

et donc aussi
mpΩεq ď mpBq ` ε ď mpBq ` δ “ mpΩq. (15.222)
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Régularité intérieure Elle se fait de même.

Définition 15.80.
Soit X un espace topologique et m une mesure positive sur

`
X,BorpXq˘.

(1) m est une mesure de Borel si elle est finie sur tout compact.
(2) m est régulière extérieurement si @B P BorpXq,

mpBq “ inftmpΩq tel que Ω est ouvert et B Ă Ωu (15.223)

(3) m est régulière intérieurement si @B P BorpXq,
mpBq “ suptmpKq tel que K est compact et K Ă Bu (15.224)

(4) m est une mesure régulière si elle est régulière dans les deux sens.
(5) m est une mesure de Radon si elle est de Borel et régulière.

Proposition 15.81.
Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’infini 18 Alors toute mesure de Borel sur`
X,BorpXq˘ est de Radon.

Démonstration. Nous avons une suite exhaustive 19 de compacts Xk tels que

X “
ď

kě1
Xk “

ď

kě1
IntpXkq. (15.225)

Régularité intérieure Soit B, un borélien de X ; nous avons B “ Ť
kě1pBXXkq et comme cette

union est croissante,
mpBq “ lim

kÑ8mpB XXkq (15.226)

par le lemme 15.23(1). Dans la suite, il va y avoir beaucoup de considérations sur les topologies
induites. Nous nommons τk la topologie de Xk induite depuis celle de X. Il ne faudra pas
confondre les expressions « un compact de Xk » et « un compact dans Xk ». La première
parle d’un compact pour la topologie τk. La seconde parle d’un compact pour la topologie
de X, inclus dans Xk.
Si a ă mpBq alors il existe k ě 1 tel que a ă mpB XXkq, c’est-à-dire

a ă mpB XXkq ď mpBq. (15.227)

Mais pXk,mq est un espace mesuré borné parce que m est de Borel et Xk est compact. Par
conséquent la (restriction de la) mesure m est régulière sur l’espace mesuré

`
Xk,BorpXkq

˘

par le théorème 15.79. De plus l’ensemble B XXk est un borélien de pXk, τkq parce que

B XXk P BorpXqXk “ BorpXkq (15.228)

où nous avons utilisé la propriété de compatibilité entre topologie induite et tribu des borélien
du théorème 15.50. Il existe donc un fermé Fε de pXk, τkq tel que

"
Fε Ă B XXk (15.229a)
mpB XXkq ď mpFεq ` ε. (15.229b)

En mettant bout à bout les inégalités nous avons trouvé

a ă mpB XXkq ď mpFεq ` ε ă mpFεq, (15.230)

18. Définitions 7.48 et 7.50.
19. Définition 9.59.
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et donc en particulier a ă mpFεq. L’ensemble Fε est en plus un compact de pX, τXq. En effet
Xk étant fermé de pX, τXq, le lemme 7.11 nous dit que Fε est un fermé de pX, τXq. Mais Xk

étant compact, Fε est un fermé inclus dans un compact, il est donc compact (lemme 7.59).
Pour tout a ă mpBq nous avons trouvé un compact Fε inclus dans B dont la mesure est plus
grande que a. Cela prouve la régularité intérieure de la mesure m.

Régularité extérieure Soit un borélien B de X. Si mpBq “ 8 alors tous les ouverts contenant
B ont mesure infinie et mpBq en est évidemment le supremum. Nous supposons donc que
mpBq ă 8.
Nous notons τk la topologie induite de X sur IntpXkq. Nous posons Bk “ B X IntpXkq.
L’espace

`
IntpXkq,m

˘
est un espace mesuré borné et Bk P Bor

´
IntpXkq

¯
. Il existe donc un

ouvert Ωk de
`

IntpXkq, τk
˘
tel que Bk Ă Ωk et

mpΩkzBkq ď ε

2k . (15.231)

De plus IntpXkq est un ouvert de pX, τXq, donc en réalité Ωk est un ouvert de X. Nous posons

Ω “
8ď

k“1
Ωk (15.232)

qui est encore un ouvert de pX, τXq.
Il est temps de voir que Ω vérifie mpΩzBq ď ε. Pour cela,

ΩzB “ `ď

k

Ωk

˘X `ď

l

Bl
˘c (15.233a)

“ `ď

k

Ωk

˘X `č
Bc
l

˘
(15.233b)

Ă
ď

k

pΩk XBc
kq (15.233c)

“
ď

k

pΩkzBkq, (15.233d)

ce qui donne au niveau des mesures :

mpΩzBq ď
8ÿ

k“1
mpΩkzBkq ď

8ÿ

k“1

ε

2k “ ε. (15.234)

Remarque 15.82.
Exprimé sur RN , la proposition 15.81 s’exprime en disant que toute mesure de Borel sur RN est
régulière. Typiquement, l’espace X dont il est question est un ouvert de RN .

15.5.3 Théorème de récurrence

Soit X un espace mesurable, µ une mesure finie sur X et φ : X Ñ X une application mesurable
préservant la mesure, c’est-à-dire que pour tout ensemble mesurable A Ă X,

µ
`
φ´1pAq˘ “ µpAq. (15.235)

Si A Ă X est un ensemble mesurable, un point x P A est dit récurrent par rapport à A si et
seulement si pour tout p P N, il existe k ě p tel que φkpxq P A.
Théorème 15.83 (Théorème de récurrence de Poincaré.).
Si A est mesurable dans X, alors presque tous les points de A sont récurrents par rapport à A.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_r%C3%A9currence_de_Poincar%C3%A9
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Démonstration. Soit p P N et l’ensemble

Up “
8ď

k“p
φ´kpAq (15.236)

des points qui repasseront encore dans A après p itérations de φ. C’est un ensemble mesurable en
tant que union d’ensembles mesurables (pour rappel, les tribus sont stables par union dénombrable,
comme demandé à la définition 15.1), et nous avons donc

µpUpq ď µpXq ă 8. (15.237)

De plus Up “ φ´ppU0q, donc µpUpq “ µpU0q. Vu que Up Ă Up, nous avons

µpU0zUpq “ 0. (15.238)

Étant donné que A Ă U0 nous avons a fortiori que

tx P A tel que x R Upu Ă U0zUp, (15.239)

et donc
µtx P A tel que x R Upu “ 0. (15.240)

Cela signifie exactement que l’ensemble des points x de A tels que aucun des φkpxq avec k ě p
n’est dans A est de mesure nulle.

15.6 Mesurabilité des fonctions à valeurs réelles
Nous allons parler de la mesurabilité de fonctions

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (15.241)

où R̄ “ RY t˘8u.
15.84.
Nous convenons que 0ˆ˘8 “ 0 parce que nous voulons qu’une droite (qui est un rectangle dont
une mesure est 0 et l’autre 8) soit de mesure nulle dans R2.

Les produits et sommes ˘8 ˘ ˘8 et ˘8 ˆ ˘8 sont ceux que l’on croit. Sauf bien entendu
`8´8 et 1{0 qui ne sont toujours pas définis.

Lemme 15.85.
L’ensemble B est un borélien de R̄ si et seulement s’il existe un borélien B0 de R tel que B soit
B0 ou B0 Y t´8u ou B0 Y t´8u ou B0 Y t`8,´8u.
Démonstration. Vu que la topologie usuelle sur R est la topologie induite de celle sur R̄, la tribu
induite l’est aussi par le théorème 15.49. Donc si B est un borélien de R̄, l’ensemble BXR est un
borélien de R.

Lemme 15.86 ([243]).
Si S0 est l’ensemble des intervalles du type

sα, βr, r´8, βr, sα,`8s (15.242)

avec ´8 ă α ă β ă `8 alors σpS0q “ BorpR̄q.
Démonstration. Les intervalles sα, βr engendrent la topologie de R 20, donc BorpRq Ă σpS0q. De
plus le lemme 15.3 nous autorise à dire que

č

ně1
rn,`8s “ t`8u P σpS0q. (15.243)

20. Parce toutes les boules sont des intervalles de ce type et que les boules forment une base de topologie, propo-
sition 7.91.
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Par conséquent tous les ensembles énumérés dans le lemme 15.85 font partie de σpS0q. Cela implique
que BorpR̄q Ă σpS0q.

Pour l’inclusion inverse, σpS0q est engendré par des parties qui font parie de BorpR̄q, donc
σpS0q Ă BorpR̄q.

15.6.1 Fonctions à valeurs réelles sur un espace mesurable

Théorème 15.87.
Soit un espace mesurable pS,Fq et une fonction f : S Ñ R̄. Les faits suivants sont équivalents.
(1) La fonction f est mesurable.
(2) L’ensemble tf ă au est dans F pour tout a P R
(3) L’ensemble tf ď au est dans F pour tout a P R

Démonstration. Plusieurs implications à prouver.
(1)ñ(2) Vu que f est mesurable et que r´8, ar P BorpR̄q, nous avons f´1`r´8, ar˘ P F .
(2)ñ(1) Nous posons A “ tr´8, ar tel que a P Ru.

Nous avons A Ă S0 (le S0 du lemme 15.86). Et de plus,

sα, βr “ r´8, βrzr´8, αs “ r´8, βrz
č

ně1
r´8, α` 1

n
r. (15.244)

Donc sα, βr P σpAq.
Et aussi :

sα,`8s “ R̄zr´8, α` 1
n
r, (15.245)

ce qui donne sα,`8s P σpAq.
Au final, S0 Ă σpAq et donc σpS0q Ă σpAq. Le lemme 15.86 nous dit que σpS0q “ BorpR̄q.
Nous avons donc bien σpS0q “ σpAq “ BorpR̄q.
par ailleurs, nous savons que f´1pAq Ă F parce que les éléments de A sont de la forme
tf ă au. Cela donne σ

`
f´1pAq˘ “ F . Mais σ

`
f´1pAq˘ peut aussi s’exprimer par le lemme

de transport 15.47 : σ
`
f´1pAq˘ “ f´1`σpAq˘. En combinant les deux,

f´1`σpAq˘ “ F , (15.246)

et en remplaçant σpAq par BorpR̄q nous avons ce que nous voulions :

f´1`BorpR̄q˘ P F , (15.247)

ce qui signifie que f est mesurable.
(3)ñ(2) Nous avons

tf ă au “
ď

ně1
tf ď a´ 1

n
u. (15.248)

donc cela est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf ă au est dans F .
(1)ñ(3) Nous avons

tf ď au “ tf ă au Y f´1`r´8, as˘. (15.249)

Le premier ensemble est dans F par (2). Ensuite r´8, as est un fermé de R̄ et donc un
borélien de R̄. Son image réciproque est donc un élément de F parce que f est mesurable.
Au final nous avons bien tf ď au P F .

Lemme 15.88 ([246]).
Une fonction f : X Ñ R est mesurable si et seulement si f´1pIq est mesurable pour tout I de la
forme sa,8r.
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Démonstration. Nous devons prouver que f´1pAq est mesurable dans X pour tout borélien A de
R. Nous posons

S “ tA Ă R tel que f´1pAq est mesurable dans Xu (15.250)
et nous prouvons que cela est une tribu. D’abord f´1pRq “ X, et X est mesurable, donc R P S.
Ensuite si A P S alors f´1pAcq “ f´1pAqc. En tant que complémentaire d’un mesurable de X,
l’ensemble f´1pAqc est mesurable dans X. Et enfin si An P S alors f´1pŤnAnq “

Ť
n f

´1pAnq qui
est encore mesurable dans X en tant qu’union de mesurables.

Donc S est une tribu qui contient tous les ensembles de la forme sa,8s. Le lemme 15.74 conclu
que S contient tous les boréliens de R.

Lemme 15.89 ([246]).
Soit fn : X Ñ R une suite de fonctions mesurables 21. Alors supn fn est mesurable.

Démonstration. Nous avons

psup fnq´1`sa,8s˘ “ tx P X tel que psup fnqpxq ą au (15.251a)
“

ď

n

tx P X tel que fnpxq ą au (15.251b)

“
ď

n

f´1
n

`sa,8s˘. (15.251c)

Étant donné que fn est mesurable et que sa,8s est mesurable, chacun des f´1
n

`sa,8s˘ est mesurable
dans X. L’ensemble psup fnq´1`sa,8s˘ donc une union dénombrable de parties mesurables. Il est
donc mesurable.

Le lemme 15.88 conclu que sup fn est mesurable.

Proposition 15.90.
Si fn : X Ñ R est une suite de fonctions mesurables et positives, alors la fonction 22 ř

n fn est
mesurable.

Démonstration. Nous considérons les fonctions skpxq “ řk
n“0 fnpxq qui vaut éventuellement 8 en

certains points. Nous avons ÿ

n

fnpxq “ sup
k
skpxq, (15.252)

donc le lemme 15.89 nous donne la mesurabilité de la somme de fn.

Définition 15.91.
Soit pS,Fq un espace mesurable. Une partition mesurable dénombrable de e S est une suite
pSnqně1 de parties de S telles que
(1) Sn P F pour tout n,
(2) SN X Sk “ H si n ‰ k,
(3) S “ Ť

ně1 Sn.

Lemme 15.92 (Lemme de recollement).
Soit pSnq une partition mesurable dénombrable de l’espace mesurable pS,Fq. Soit pS1,F 1q un autre
espace mesurable et des fonctions mesurables

fn : pSn,FSnq Ñ pS1,F 1q (15.253)

où FSn est la tribu induite 23. Alors la fonction

f : pS,Fq Ñ pS1,F 1q
x ÞÑ fnpxq si x P Sn (15.254)

est mesurable.
21. Ici X est un espace mesuré et R est muni des boréliens.
22. Définition 13.287 pour la série de fonctions.
23. Définition 15.6.



886 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Démonstration. Soit A1 P F 1 ; nous devons prouver que f´1pA1q P F . Nous savons que

f´1pA1q “
ď

ně1
f´1
n pA1q, (15.255)

qui est une union dénombrable d’éléments f´1
n pA1q P FSn .

Vu que Sn P F nous avons FSn Ă F parce qu’un élément de FSn est de la forme Sn X B avec
B P F . Du coup pour chaque n nous avons

f´1
n pA1q P FSn Ă F . (15.256)

Au final l’égalité (15.255) écrit f´1pA1q comme une union d’éléments de F et est donc un élément
de F .

Proposition 15.93.
Soit pS,Fq un espace mesurable et des applications mesurables f, g : S Ñ R̄. Alors les fonctions
suivantes sont mesurables :
(1) λf pour tout λ P R
(2) f ` g si elle existe.
(3) 1{f si elle existe.
(4) fg.

Démonstration. Commençons par clarifier « si elle existe ». La fonction f ` g n’existe pas au point
x P S si fpxq “ `8 et gpxq “ ´8. La fonction 1{f n’existe pas au point x P S si fpxq “ 0. Voir
le point 15.84.
La partie où f ` g existe est mesurable La partie de S sur laquelle f ` g existe est

tx P S tel que
`
fpxq, gpxq˘ ‰ p`8,´8q, `fpxq, gpxq˘ ‰ p´8,`8qu. (15.257)

Nous avons
tpf, gq “ p`8,´8qu “ tf “ 8u X tg “ ´8u (15.258)

qui est un ensemble mesurable parce que, par exemple,

t`8u “
č

ně1
rn,`8s. (15.259)

La cas p´8,`8q est identique, et au final la partie de S sur laquelle f ` g n’existe pas est
mesurable. Par complémentarité la partie sur laquelle f`g existe est également mesurable 24.

Idem pour la partie sur laquelle 1{f existe Idem.
Mesurabilité de λf Si λ “ 0, nous avons une fonction constante dont la mesurabilité est évi-

dente 25. Nous supposons λ ą 0. Alors

tλf ă au “ tf ă a{λu P F . (15.260)

.Pour λ ă 0 nous avons de la même manière

tλf ă au “ tf ą a{λu P F . (15.261)

Ce dernier point est suffisant pour que λf soit mesurable par la théorème 15.87(3) et par
complémentarité.

24. Parfois on a envie de dire que l’affirmation « A est mesurable » ne passe pas le test de Popper.
25. Prenez quand même le temps d’y penser.
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Mesurabilité de f ` g Soit a P R ; le théorème 15.87 nous demande d’avoir envie de prouver
que tf ` g ă au P F . Nous avons

fpxq ` gpxq ă a (15.262)

si et seulement si
fpxq ă a´ gpxq (15.263)

si et seulement si
Dq P Q tel que fpxq ă q ă a´ gpxq. (15.264)

Donc
tf ` g ă au “

ď

qPQ

´
tf ă qu X tg ă a´ ru

¯
, (15.265)

qui est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf`g ă au P F et f`g est mesurable.
Note qu’en toute rigueur il faudrait « Xlà où f ` g est définie » un peu partout, mais cela
ne change rien parce que l’intersection de deux parties mesurables est mesurable.

Mesurabilité de 1{f Soit a P R. Si a ą 0 alors

t1{f ă au “ tf ă 0u Y tf ą 1
a
u P F . (15.266)

et si a ă 0 alors
t1{f ă au “ tf ă 0u X tf ą 1

a
u P F . (15.267)

Mesurabilité de fg Nous allons la prouver en plusieurs fois.
Si f est mesurable alors f2 est mesurable Si a ď 0 alors tf2 ă au “ H. Si a ą 0 nous

avons
tf2 ă au “ t´?a ă f ă ?au P F . (15.268)

f1A est mesurable Soit A P F , et prouvons que f1A est mesurable. Par définition,

pf1Aqpxq “
#
fpxq si x P A
0 si x R A. (15.269)

Nous posons
f1 : Ac Ñ R̄

x ÞÑ 0
(15.270)

et
f2 : AÑ R̄

x ÞÑ fpxq. (15.271)

Alors nous avons

p1Afqpxq “
#
f1pxq si x P Ac
f2pxq si x P A. (15.272)

Les ensembles A et Ac forment une partition mesurable dénombrable de S. La fonction
f1 est mesurable ; pour prouver que f2 est mesurable, nous l’écrivons f2 “ f ˝ jA où
jA : AÑ S est l’injection canonique. L’application

jA : pA,FAq Ñ pS,Fq (15.273)

est mesurables parce que si B P F alors j´1
A pBq “ AXB P FA. D’autre part l’application

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (15.274)

est mesurable par hypothèse. La composée f2 “ f ˝ jA est alors mesurable par la
proposition 15.43. Le lemme de recollement 15.92 nous donne alors la mesurabilité de
f1A.
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Le produit fg est mesurable Nous posons

F “ tx P S tel que |fpxq| ă `8, |gpxq| ă 8u. (15.275)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, F est mesurable. Par la partie
précédente, les applications f1 “ g1F et g1 “ g1F sont mesurables. L’application f1 `
g1 : S Ñ R est encore mesurable. Par conséquent l’application

f1g1 “ 1
2
`pf1 ` g1q2 ´ f2

1 ´ g2
1
˘

(15.276)

est mesurable.
Voyons maintenant ce qui se passe en dehors de F . Nous allons utiliser le lemme de
recollement sur la fonction

pfgqpxq “

$
’’’’&
’’’’%

pf1f2qpxq si x P F
´8 si x P U
0 si x P V
`8 si x P W

(15.277)

où F,U ,V,W forment une partition mesurable dénombrable 26 de S. Pour le sport nous
montrons que U est mesurable :

U “ `tf “ ´8u X tg ą 0u˘ (15.278a)
Y `tf “ `8u X tg ă 0u˘ (15.278b)
Y `tg “ ´8u X tf ą 0u˘ (15.278c)
Y `tg “ `8u X tf ă 0u˘. (15.278d)

Proposition 15.94.
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables, alors les fonctions infn fn et supn fn sont
mesurables.

Démonstration. Nous avons les découpages

tinf
n
fn ă au “

ď

n

tfn ă au P F (15.279)

et
tsup
n
fn ď au “

č

n

tfn ď au P F . (15.280)

Le théorème 15.87 permet de conclure.

Note que pour (15.280) nous ne pouvions pas utiliser les inégalités strictes parce que tsupn fn ă
au n’est pas spécialement égal à

Ş
ntfn ă au.

15.95.
La proposition 15.94 nous permet de définir les parties positives et négatives de f par f` “ suppf, 0q
et f´ “ supp´f, 0q. Ce sont des applications mesurables. Nous avons les décompositions

f “ f` ´ f´ (15.281a)
|f | “ f` ` f´. (15.281b)

Corollaire 15.96.
Si f : S Ñ R̄ est mesurable alors les applications f`, f´ et |f | sont mesurables en tant qu’appli-
cations S Ñ R̄`.
26. Définition 15.91.



15.6. MESURABILITÉ DES FONCTIONS À VALEURS RÉELLES 889

Démonstration. Nous faisons la preuve pour f`. Nous savons que f` : S Ñ R̄ est mesurable par
la proposition 15.94. Nous considérons l’injection canonique f : R̄` Ñ R̄ et

f`1 : S Ñ R̄`

x ÞÑ f`pxq. (15.282)

Alors f`1 “ j ˝ f` est mesurable. Et c’est bien cela que nous voulions.

Note : f` et f`1 sont exactement les mêmes fonctions. Elles ne diffèrent que par la tribu que
nous considérons sur l’espace d’arrivée. Nous allons à partir de maintenant les noter toutes deux
f`.

Remarque 15.97.
L’application |f | peut être mesurable sans que f le soit. Soit en effet une partie A R F , et posons

fpxq “
#

1 si x P A
´1 si x P Ac. (15.283)

Alors f´1pt1uq “ A n’est pas mesurable alors que |f |pxq “ 1 pour tout x.

Il est temps d’aller relire les définitions 8.26.

Proposition 15.98.
Si les fonctions fn : S Ñ R̄ sont mesurables alors les fonctions lim sup fn et lim inf fn sont mesu-
rables.

Démonstration. Par le lemme 8.28 nous écrivons lim supn fnpxq “ infně1 supkěn fkpxq. Pour chaque
k nous considérons la fonction gk “ supněk fn. Par la proposition 15.94, les fonctions gk sont me-
surables. En utilisant encore la même proposition, infně1 gk est encore mesurable.

Proposition 15.99 ([247]).
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables telle dont la limite ponctuelle existe, alors la
limite est mesurable.

Démonstration. Si la limite existe, elle est égale à la limite supérieure par le lemme 8.29. Or la
limite supérieure est mesurable par la proposition 15.98.

15.6.2 Fonction étagée

Définition 15.100 ([248]).
Soit pS,Fq un espace mesurable et une fonction f : S Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. Il serait dommage de
confondre les trois concepts suivants.
— Une fonction simple est une fonction dont l’image est constituée d’un nombre fini de

valeurs.
— Une fonction étagée est une fonction simple qui est elle-même une fonction mesurable.
— Une fonction en escalier est une fonction étagée dont les valeurs sont constantes sur des

intervalles : ce sont donc des fonctions constantes par morceaux.

Dans les trois cas, la fonction f peut être écrite comme somme de fonctions caractéristiques :

fpxq “
pÿ

j“1
αj1Aj pxq (15.284)

où Aj “ f´1pαjq. Ce qui change est la nature des Aj .
— Si f est simple, les Aj sont quelconques.
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— Si f est étagée, les Ai peuvent être choisis mesurables parce que tαiu est un borélien, ce qui
fait que Ai “ f´1pαiq un choix mesurable.

— Si f est en escalier, les Ai sont des intervalles.

Définition 15.101.
La forme canonique d’une fonction simple f est la suivante. Soit tαiui“1,...,l les valeurs distinctes
prises par f et Ai “ f´1pαiq. La forme canonique de f est alors

f “
lÿ

i“1
αi1Ai . (15.285)

Lemme 15.102.
Si f est une fonction simple dont la représentation canonique est

f “
lÿ

i“1
αi1Ai , (15.286)

alors
(1) les Ai sont disjoints,
(2) l’union fait S : S “ Ť

iAi.

Problèmes et choses à faire
Le lemme 15.103 et le théorème 15.105 disent la même chose alors que la preuve du théorème 15.105 est beaucoup plus compliquée.La démonstration
du lemme serait fausse ?

M’est avis que ce que le théorème donne en plus est la convergence uniforme en cas de fonction bornée. La suite (15.287) ne va pas converger

uniformément.

Lemme 15.103 (Limite croissante de fonctions étagées[1]).
Soit f : pS,Fq Ñ R̄ une fonction positive mesurable. Il existe une suite fn : S Ñ R de fonctions
étagées positives telles que fn Ñ f ponctuellement et fn ď f .

Démonstration. Nous considérons pqnq une suite parcourant tous les rationnels positifs 27 avec
q0 “ 0 pour être sûr. Pour n P N nous définissons la fonction

fnpxq “ maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu. (15.287)

L’ensemble sur lequel le maximum est pris n’est pas vide parce que q0 “ 0. La fonction fn est
simple parce qu’elle ne prend que n valeurs différentes. Nous avons aussi par construction que
fnpxq ď fpxq. Nous avons aussi pour tout x P S que fnpxq Ñ fpxq parce que Q est dense dans R.

En ce qui concerne le fait que fn est mesurable, nous notons tr0, . . . , rnu l’ensemble des
tq0, . . . , qnu classés dans l’ordre croissant. Nous posons en plus rn`1 “ `8. Nous avons alors

f´1
n prkq “ tx P S tel que fpxq ě rk, fpxq ă rk`1u “ tf ě rku X tf ă rk`1u. (15.288)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, le théorème 15.87 dit que f´1
n prkq est

mesurable.

Remarque 15.104.
Pour avoir fn ă |f | nous pouvons poser

fnpxq “
#

maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu si fpxq ě 0
mintqi tel que i ď n, qi ě fpxqu si fpxq ă 0.

(15.289)

Théorème 15.105 (Théorème fondamental d’approximation, thème 2[243, 249, 250]).
Soit un espace mesuré pS,A, µq.
27. Nous rappelons que Q est dénombrable et dense dans R par la proposition 8.3.



15.6. MESURABILITÉ DES FONCTIONS À VALEURS RÉELLES 891

(1) Soit une fonction mesurable f : S Ñ r0,`8s. Alors il existe une suite croissante de fonctions
ϕn : S Ñ r0,`8r étagées positives dont la limite ponctuelle est f .

(2) Si de plus f est bornée, la convergence est uniforme.
(3) Idem pour f à valeurs dans R̄ ou C.

Démonstration. Nous découpons l’intervalle r0, ns en plusieurs morceaux.

In,k “
#
r k2n , k`1

2n r si 0 ď k ď n2n ´ 1
rn,8s si k “ n2n.

(15.290)

Nous posons Sn,k “ f´1pIn,kq. Ce sont des ensembles mesurables parce que f est mesurable. Et de
plus pour chaque n, la suite pSn,kqkě0 est une partition mesurable finie de S. Nous posons

ϕn “
n2nÿ

k“0

k

2n1Sn,k . (15.291)

C’est-à-dire que sur chaque Sn,k nous approximons f par le bas. La fonction ϕn est étagée et
positive : 0 ď ϕnpxq ď fpxq par construction.
Croissance Nous allons voir que ϕn ď ϕn`1. Soit k ‰ n2n. Si x P Sn,k alors ϕnpxq “ k

2n et nous
avons aussi la décomposition

Sn,k “ Sn`1,2k Y Sn`,2k`1. (15.292)

Si x P Sn`1,2k alors ϕn`1pxq “ 2k
2n`1 “ k

2n “ ϕnpxq. Et si x P Sn`1,2k`1 alors

ϕn`1pxq “ 2k ` 1
2n`1 “ k ` 1

2
2n ą ϕnpxq. (15.293)

Il reste à traiter le cas x P tf ě nu. Dans ce cas nous avons ϕnpxq “ n. Il y a encore deux
cas à traiter :

tf ě nu “ tf P rn, n` 1ru Y tf P rn` 1,8su. (15.294)

Pour plus de simplicité dans les notations, nous notons n̄ “ n2n, c’est-à-dire que In,n̄ est le
In,k avec le k le plus grand possible. Nous avons

In,n̄ “ rn, n` 1r Y rn` 1,8s. (15.295)

Le premier élément se décompose en In`1,k avec k ă n ` 1 (nous préciserons plus tard
exactement les valeurs de k) tandis que le second est rn` 1,8s “ In`1,n`1.
Pour x P Sn`1,n`1 nous avons

ϕn`1pxq “ pn` 1q2n`1

2n`1 “ n` 1 ą ϕnpxq. (15.296)

Si au contraire fpxq P rn, n ` 1r nous devons précisément voir quels sont les k qui font en
sorte que In`1,k recouvre rn, n ` 1r. Le plus petit k est donné par k

2n`1 “ n, c’est-à-dire
k “ n2n`1 et le plus grand k est donné par k

2n`1 ă n ` 1, c’est-à-dire k “ 2n`1pn ` 1q ´ 1.
Donc si fpxq P rn, n` 1r alors x P Sn`1,k avec

n2n`1 ď k ď pn` 1q2n`1 ´ 1 (15.297)

Dans ce cas
ϕn`1pxq “ k

2n`1 ě
n2n`1

2n`1 “ n “ ϕnpxq. (15.298)
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Convergence ponctuelle Si fpxq ă 8 alors il existe 28 n0 P N tel que fpxq ă n0. Pour bn ě n0
nous avons fpxq ă n et donc ϕnpxq se calcule à partir d’un des intervalles de taille 1{2n :

ϕnpxq “ k

2n ď fpxq ă k ` 1
2n . (15.299)

Donc
|ϕnpxq ´ fpxq| ď 1

2n , (15.300)

ce qui signifie que limnÑ8 ϕnpxq “ fpxq.
Si fpxq “ `8 alors fpxq ą n pour tout n. Et alors ϕnpxq “ n pour tout n, ce qui donne
bien ϕnpxq Ñ 8.

Convergence uniforme Soit f bornée : 0 ď fpxq ă M pour tout x P S. Soit aussi ε ą 0. Nous
prenons n0 ąM tel que 1

2n0ăε . Alors pour tout n ě n0 nous avons

0 ď fpxq ´ ϕnpxq ď 1
2n ď

1
2n0

ď ε. (15.301)

Note qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que nous savons déjà que la limite est croissante.

15.6.3 Fonctions réelle à variables réelles

Nous nous particularisons à présent au cas de fonctions

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. (15.302)

15.106 ([1]).
Anticipons un peu pour expliquer pourquoi ce que nous allons faire maintenant est suffisant pour
ce que nous avons en tête 29. Toutes les fonctions mesurables

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (15.303)

seront a fortiori mesurables au sens de

f :
`
R,LebpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (15.304)

où LebpRq est la tribu de Lebesgue sur R, c’est-à-dire la tribu complétée de celle des boréliens
(définition 15.127).

15.107.
Nous allons maintenant donner quelque conditions pour que des fonctions soient mesurables au
sens de la tribu des boréliens sur l’espace d’arrivée et de départ. Ces résultats seront donc immé-
diatement appliquables à la théorie de l’intégration où nous considérons la tribu de Lebesgue sur
l’espace de départ.

Autrement dit, les résultats présentés ici sont un peu plus forts que ce dont nous avons réel-
lement besoin . . . ou alors ce sont les hypothèses que nous allons nous mettre en théorie de l’inté-
gration qui seront un peu plus fortes que nécéssaires. C’est une question de point de vue.

Corollaire 15.108.
Si I est un intervalle de R, alors toute application monotone f : I Ñ R est borélienne.

Démonstration. Vu que f est monotone, l’ensemble tf ă au est un intervalle. Or tous les intervalles
sont boréliens, donc f est mesurable par le théorème 15.87.
28. Le vrai snob citera ici le lemme 1.106.
29. Pour rappel, nous avons en tête de définir une théorie de la mesure afin d’y définir des intégrales. En particulier

nous allons étudier l’inttégrale de Lebesgue et en ce qui concerne Rn, nous aurons la tribu de Lebesgue.
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Définition 15.109.
Si I est un intervalle de R, une fonction f : I Ñ R a une propriété (monotone, mesurable, continue,
etc.) par morceaux s’il existe une suite strictement croissante de points pxIqiPZ dans I telle que
f ait la propriété sur chacun des ouverts sxj , xj`1r..

Dans cette définition, les points sont numérotés par Z et non parN parce que nous nous laissons
la liberté d’avoir une infinité de points de chacun des deux côtés.

Proposition 15.110.
Soit I un intervalle de R et une fonction f : I Ñ R. Si f est continue ou monotone par morceaux
sur I alors elle y est borélienne.

Démonstration. L’ensemble tsxj , xj`1rujPZ Y txiuiPZ forme une partition mesurable dénombrable
de I (les singletons sont des boréliens). À une belle redéfinition près de la numérotation (deux
fois Z va dans N), nous les appelons pInqnPN, et nous définissons les fonctions fn comme étant les
restrictions de f aux intervalles Ik.

Toute fonction sur un singleton est mesurable. Toute fonction continue sur un ouvert est mesu-
rable (théorème 15.49). Toute fonction monotone sur un ouvert est mesurable (corollaire 15.108).

Le lemme de recollement 15.92 donne alors la mesurabilité de f .

15.111.
Toutes les fonctions que nous pouvons écrire explicitement sont mesurables . . . en tout cas toutes
celles que l’on trouve en pratique. En effet nous avons déjà toutes les fonctions continues par
morceaux via la proposition 15.110 et ensuite toutes les limites par la proposition 15.99. Cela
donne les séries, les dérivées, les primitives, etc.

15.7 Tribu produit, mesure produit

15.7.1 Produit d’espaces mesurables

Définition 15.112.
Si A1 et A2 sont deux tribus sur deux ensembles Ω1 et Ω2, nous définissons la tribu produit
A1 bA2 comme étant la tribu engendrée par

tX ˆ Y tel que X P A1, Y P A2u. (15.305)

Ces ensembles sont appelés rectangles de pΩ1,A1q b pΩ2,A2q.
Proposition 15.113 ([251]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q. Si Ci est une classe de parties de Si avec
Fi “ σpCiq et Si P Ci. Alors

F1 b F2 “ σpC1 ˆ C2q. (15.306)

Démonstration. Nous notons p1 et p2 les projections de S1 ˆ S2 vers S1 et S2. Nous commençons
par prouver que

F1 b F2 “ σ
`
P´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘
. (15.307)

En effet cette union est dans F1 b F2 parce que ce sont tous des produits de la forme A1 ˆ S2 et
S1ˆA2 où Ai P Fi. Inversement, tous les produits de la forme A1ˆA2 sont dans la tribu engendrée
par l’union parce que

A1 YA2 “ pA1 ˆ S2q X pS1 ˆA2q. (15.308)

Par conséquent, la partie p´1
1 pF1q Y p´1

2 pF2q engendre tous les produits qui engendrent la tribu
F1 b F2. L’égalité (15.307) est donc correcte.

Si C1 P C1 alors
p´1

1 pC1q “ C1 ˆ S2 P C1 ˆ C2 (15.309)

https://fr.wikisource.org/wiki/Bible_Crampon_1923/Matthieu
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et donc p´1
1 pC1q Ă C1 ˆ C2. En utilisant le lemme de transport 15.47 nous avons alors

p´1
1 pF1q “ p´1

1
`
σpC1q

˘ “ σ
`
p´1

1 C1
˘ Ă σpC1 ˆ C1q (15.310)

et au bout de la même façon,
p´1

2 pF1q Ă σpC1 ˆ C2q. (15.311)

Vu les relations (15.310), (15.311) et (15.307) nous avons

F1 b F2 “ σ
`
P´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘ Ă σpC1 ˆ C2q. (15.312)

Réciproquement, si C1 P C1 et C2 P C2 alors

C1 ˆ C2 “ pC1 ˆ S1q X pS1 ˆ C2q “ p´1
1 pC1q X p´1

2 pC2q P F1 b F2. (15.313)

15.7.2 Le cas des boréliens

Si X1 et X2 sont des espaces topologiques et si nous notons Oi l’ensemble de leurs ouverts, par
définition BorpXiq “ σpOiq. De plus par la proposition 15.113 nous savons que

σpO1 ˆO2q “ BorpX1q b BorpX2q. (15.314)

Lemme 15.114.
Si pXi,Oiq sont des espaces topologiques, alors

BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q (15.315)

Démonstration. Si Ai P Oi alors A1 ˆ A2 est un ouvert de X1 ˆ X2 (voir la définition 7.9). Par
conséquent, O1 ˆO2 est contenu dans l’ensemble des ouverts de X1 ˆX2 ou encore

O1 ˆO2 Ă BorpX1 ˆX2q, (15.316)

et donc
σpO1 ˆO2q Ă σ

`
BorpX1 ˆX2q

˘
(15.317)

finalement, par (15.314)
BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q. (15.318)

Il n’y a en général pas égalité, mais nous allons immédiatement voir que dans (presque) tous
les cas raisonnables, les boréliens sur un produit sont le produit des boréliens.

Proposition 15.115 ([251]).
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors

BorpX1 ˆX2q “ BorpX1q b BorpX2q. (15.319)

Démonstration. Nous savons par le lemme 9.1 que tout ouvert de X1 ˆ X2 est une réunion dé-
nombrable d’éléments de O1ˆO2. Donc tout ouvert de X1ˆX2 est dans BorpX1qbBorpX2q. Par
conséquent

BorpX1 ˆX2q Ă BorpX1q b BorpX2q. (15.320)

L’inclusion inverse étant déjà acquise par le lemme 15.114, nous avons l’égalité.

Proposition 15.116.
Les boréliens sur RN sont ceux qu’on croit.
(1) BorpR2q “ BorpRq b BorpRq
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(2) BorpRN`1q “ BorpRN q b BorpRq
Démonstration. Cela n’est rien d’autre que la proposition 15.115.

Proposition 15.117.
Soit un espace mesurable pS,Fq et des applications fk : S Ñ R (k “ 1, . . . , N). Alors l’application

f : pS,Fq Ñ pRN ,BorpRN qq
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fN pxq
˘ (15.321)

est mesurable si et seulement si chacun des fi est mesurable.

Démonstration. Division en deux.
Condition nécessaire Nous supposons que les fi sont mesurables. Nous avons

f´1` Nź

k“1
sak, bkr

˘ “ tx P S tel que f1pxq P sa1, b1r, ¨ ¨ ¨ fN pxq P saN , bN ru (15.322a)

“
Nč

k“1
f´1
k

`sak, bkr
˘
. (15.322b)

Cela est une intersection finie d’éléments de F et est donc un élément de F . Mais les pavés
ouverts engendrent BorpRN q parce qu’ils sont une base dénombrable de la topologie (pro-
position 15.73). Le théorème 15.48 nous assure alors que f est mesurable parce que l’image
inverse d’une base de la tribu est mesurable.

Condition suffisante Si f est mesurable alors en particulier

f´1
k

`sa, br˘ “ f´1`Rˆ . . .ˆ sa, br ˆRˆ . . .ˆR˘ P F . (15.323)

Pour cela nous avons utilisé la proposition 15.116 qui nous indique que le produit dans la
parenthèse est un borélien de RN en tant que produit de boréliens de R.
Encore une fois f´1

k tombe dans F pour une base dénombrable de la topologie de R et est
donc mesurable.

15.8 Mesure de Lebesgue sur R
Nous notons S l’ensemble des intervalles 30 de R.

Proposition 15.118.
L’ensemble réunions finies d’éléments de S est une algèbre de parties de R que nous allons noter
AS .

Démonstration. Nous devons vérifier la définition 15.16. Les ensembles R et H sont des intervalles
et font donc partie de AS .

Si A P AS se décompose en union d’intervalles de la forme pak, bkq avec k “ 1, . . . , n (ici nous
mettons des parenthèses au lieu de crochets parce qu’a priori nous ne savons pas). Alors

Ac “
kď

k“0
pbk, ak`1q (15.324)

où nous avons posé b0 “ ´8 et an`1 “ `8. Ici encore les parenthèses sont soit fermées soit
ouvertes en fonction de ce qu’étaient celles dans la décomposition de A. Quoi qu’il en soit, cette
décomposition de Ac montre que Ac P AS .

Enfin si A,B P AS alors AYB P AS .
30. Définition 1.13.
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Lemme 15.119.
Tout élément de AS admet une décomposition minimale unique en réunion finie d’intervalles. Cette
décomposition est formée d’intervalles deux à deux disjoints.

Démonstration. Nous allons montrer que si A P AS , alors la décomposition minimale consiste en
les composantes connexes de A. Pour cela nous rappelons que la proposition 8.34 dit qu’une partie
de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle. D’abord cela nous dit immédiatement
que les composantes connexes de A forment une décomposition de A en intervalles. Nous devons
prouver qu’elle est minimale.

Soit tCkuk“1,...,n les composantes connexes de A. Aucun connexe de R contenu dans A ne peut
intersecter plus d’un des Ck, et par conséquent nous ne pouvons pas décomposer A en moins de n
intervalles.

Pour l’unicité, soit tIkuk“1,...,n un ensemble de n intervalles tels que
Ťn
k“1 Ik “ A. Chacun des

Ik intersecte un et un seul des Ck. En effet si x P Ik XCi et y P Ik XCj , alors rx, ys Ă Ik parce que
Ik est un intervalle. Mais Ci étant le plus grand connexe contenant x, rx, ys Ă Ci et de la même
façon, rx, ys Ă Cj . Par conséquent Ci et Cj sont tous deux la composante connexe de x et y. Nous
en déduisons que Ci “ Cj , c’est-à-dire i “ j.

Par ailleurs nous avons Ik X Il “ H dès que k ‰ l parce que sinon l’ensemble Ik X Il serait
connexe et la décomposition des tIkuk“1,...,n ne serait pas minimale : en remplaçant Ik et Il par
Ik Y Il on aurait eu une décomposition contenant moins d’éléments. Donc à renumérotation près
nous pouvons supposer que Ik intersecte Cl si et seulement si k “ l.

Dans ce cas nous devons avoir Ik “ Ck, sinon les éléments de CkzIk ne seraient pas dansŤn
i“1 Ii.

Définition 15.120 (longueur d’intervalle[239]).
Si I est un intervalle d’extrémités a et b avec ´8 ď a ď b ď `8 alors nous définissons la
longueur de I par

`pIq “
#
b´ a si ´8 ă a ď b ă `8
8 si a ou b est infini

(15.325)

Si A P AS et si sa décomposition minimale est A “ Ťn
k“1 Ik, alors on définit

`pAq “
nÿ

k“1
`pIkq. (15.326)

Le lemme suivant nous indique que nous pouvons calculer la longueur d’un élément de AS sans
savoir la décomposition minimale, pourvu que l’on connaisse une décomposition disjointe.

Lemme 15.121 ([239]).
Si

B “
pď

r“1
Jr (15.327)

est une décomposition de B P AS en intervalles deux à deux disjoints alors

`pBq “
pÿ

r“1
`pJrq. (15.328)

Démonstration. Nous prouvons dans un premier temps le résultat dans le cas où B “ I est un
intervalle. Soit I un intervalle et une décomposition en intervalles disjoints I “ Ťp

r“1 Jr. Nous
montrons qu’alors `pIq “ řp

r“1 `pJrq. Nous verrons ensuite comment passer au cas où B est un
élément générique de AS .
Si B “ I est un intervalle infini Si I est infini alors un des Jr soit l’être et donc

řp
r“1 `pJrq “

8 “ `pIq.
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Si B “ I est un intervalle ininfini Pour chaque r “ 1, . . . , p nous notons ar et br les extrémités
de Jr. Vu que les Jr sont connexes et disjoints, si ak ď al alors bk ď al, sinon l’ensemble (non
vide) sal, bkr serait dans l’intersection Ik X Il qui, elle, est vide. Plus généralement, si x P Jk
et y P Jl avec x ă y alors pour tout x1 P Jk et tout y1 P Jl nous avons x1 ă y1. Vu qu’il y a
un nombre fini d’ensembles Jr, nous pouvons les classer dans l’ordre croissant :

a1 ď b1 ď a2 ď b2 ď . . . ď bp´1 ď ap ď bp. (15.329)

Vu que les Jr sont disjoints et que leur union est connexe nous avons en réalité

a “ a1 ď b1 “ a2 ď b2 “ a3 ď . . . ď bp´1 “ ap ď bp, (15.330)

donc une somme télescopique donne

`pIq “ b´ a “
pÿ

r“1
pbr ´ arq “

pÿ

r“1
`pJrq. (15.331)

Si B n’est pas un intervalle Soit tIkuk“1,...,n la décomposition minimale de B. Alors

♠ “ `pBq “
nÿ

k“1
`pIkq “

nÿ

k“1
`
` pď

r“1
pIk X Jrq

˘
. (15.332)

Mais Ik est un intervalle et s’écrit comme union disjointe Ik “ Ťp
r“1pIk X Jrq, donc par la

première partie

♠ “
nÿ

k“1

pÿ

r“1
`pIk X Jrq “

pÿ

r“1

nÿ

k“1
`pIk X Jrq. (15.333)

Ici Jr est un intervalle qui se décompose en Jr “ Ťn
k“1pIk X Jrq, donc nous pouvons encore

utiliser la première partie :

♠ “
pÿ

r“1
`pJrq, (15.334)

ce qu’il fallait.

Lemme 15.122.
Si A,B P AS avec A Ă B alors `pAq ď `pBq.
Démonstration. Nous avons évidemment B “ AYBzA. Notons que BzA P AS par le lemme 15.17.
Si tIku est une décomposition disjointe de A et tJiu une de BzA alors tIku Y tJiu est une décom-
position disjointe de AYBzA et le lemme 15.121 nous dit que

`pBq “ `pAYBzAq “ `pAq ` `pBzAq. (15.335)

Par conséquent `pBq ě `pAq.
Lemme 15.123.
Si I est un intervalle et s’il se décompose en

I “
ď

nPN
In (15.336)

où les In sont des intervalles disjoints, alors

`pIq “
8ÿ

n“1
`pInq. (15.337)

Démonstration. Nous allons encore diviser la preuve en deux parties suivant que I soit de longueur
finie ou pas.
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Si I est de longueur finie Soient a et b les extrémités de I : ´8 ă a ď b ă `8. Pour tout
N ě 1 nous avons

Nÿ

n“1
`pInq “ `

` nď

n“1
In
˘ ď `pIq. (15.338)

La première égalité est le lemme dans le cas d’une union finie 15.121. L’inégalité est le
lemme 15.122. Cela étant vrai pour tout N , à la limite N Ñ8 nous conservons l’inégalité :

8ÿ

n“1
`pInq ď `pIq. (15.339)

Nous devons encore voir l’inégalité inverse. Pour cela nous supposons que a ă b. Sinon
`pIq “ 0 et tous les In doivent être vide sauf un qui contiendra seulement tau (si I le
contient).
Soit ε ą 0 avec ε ă b´ a et l’intervalle

ra` ε

4 , b´
ε

4 s “ ra
1, b1s Ă I. (15.340)

Si les an et le bn sont le extrémités des In alors

ra1, b1s Ă I “
ď

ně1
In Ă

ď

ně1
san ´ ε

2n`2 , bn `
ε

2n`2 r “
ď

ně1
sa1n, b1nr (15.341)

où nous avons posé a1n “ an ´ ε{2n`2 et b1n “ bn ` ε{2n`2. Nous avons donc recouvert le
compact 31 ra1, b1s par des ouverts. Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini
(c’est la définition de la compacité), c’est-à-dire une partie finie F de N telle que

ra1, b1s Ă
ď

nPF
sa1n, b1nr. (15.342)

Le lemme 15.122 nous dit alors que

♥ “ b1 ´ a1 ď `
` ď

nPF
sa1n, b1nr

˘ ď
ÿ

nPF
pb1n ´ a1nq. (15.343)

La seconde inégalité se prouve en recopiant 32 la preuve de 15.18. Nous continuons le calcul :

♥ ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq `

ÿ

nPF

ε

2n`1 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε

2 . (15.344)

Mais b1 ´ a1 “ pb´ aq ´ ε
2 , donc

b´ a´ ε

2 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε

2 . (15.345)

D’où nous déduisons que

`pIq “ b´ a ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε ď

ÿ

nPN
pbn ´ anq ` ε “

ÿ

nPN
`pInq ` ε. (15.346)

Cela étant valable pour tout ε nous déduisons que

`pIq ď
ÿ

nPN
`pInq. (15.347)

31. Lemme 8.7.
32. Nous ne pouvons pas invoquer directement le lemme 15.18 parce que nous n’avons pas encore prouvé que `

était une mesure sur pR,ASq.
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Si I est de longueur infinie Étant donné que I est un intervalle de longueur infinie, il doit au
moins contenir un ensemble du type s´8, as ou ra,`8r ; donc pour tout M ą 0, il existe
N ě 1 tel que

`
`
I X r´N,N s˘ ěM. (15.348)

Mais I X r´N,N s est un intervalle et

I X r´N,N s “
ď

nPN
In X r´N,N s (15.349)

qui est une union disjointe. Par conséquent,

M ď `
`
I X r´N,N s˘ “

ÿ

n

`
`
In X r´N,N s

˘ ď
ÿ

n

`pInq. (15.350)

Cela étant vrai pour tout M ą 0, nous concluons que
ÿ

nPN
`pInq “ 8. (15.351)

Remarque 15.124.
Pour la preuve de 15.123 nous ne pouvons pas classer les In en ordre croissant comme nous l’avons
fait dans la preuve de 15.121. En effet si I “ r0, 1s et que nous recouvrons r0, 1

2 r et s12 , 1s par une
infinité d’intervalles chacun, nous ne pouvons plus les classer par ordre croissant.

Proposition 15.125 ([239]).
La fonction ` ainsi définie est une mesure σ-finie sur l’algèbre de parties AS .

Démonstration. Le fait que ` soit σ-finie provient par exemple du fait que `
`s´n, nr˘ “ 2n tandis

que
Ť
ns´n, nr “ R.

Nous devons à présent prouver que ` est additive. Soient pAiqiPN des éléments disjoints de AS ,
avec leurs décomposition minimales

Ai “
nď

k“1
I
piq
k . (15.352)

Pour chaque i P N, le lemme 15.123 nous indique que

`pAiq “
ÿ

kPN
`pIpiqk q. (15.353)

L’ensemble NˆN est dénombrable et nous pouvons considérer la décomposition
ď

iPN
Ai “

ď

pi,kqPNˆN
I
piq
k . (15.354)

Cette décomposition n’est pas spécialement minimale 33 mais elle est disjointe. Le lemme 15.123
donne

`p
ď

i

Aiq “
ÿ

pi,kqPNˆN
`pIpiqk q “

ÿ

iPN

˜ÿ

kPN
`pIpiqk q

¸
“

ÿ

iPN
`pAiq. (15.355)

La décomposition de la somme sur N2 en deux sommes sur N est faite en vertu de la proposi-
tion 12.104.

33. A1 pourrait contenir r0, 1s et A2 contenir s1, 2s.



900 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

15.8.1 Mesure et tribu de Lebesgue

Théorème 15.126.
Il existe une unique mesure λ sur

`
R,BorpRq˘ telle que

λ
`sa, br˘ “ b´ a (15.356)

pour tout a ď b dans R.

Démonstration. L’existence provient du théorème de prolongement de Hahn 15.68 : la mesure `
sur pASq se prolonge à σpASq “ BorpRq.

Nous ne pouvons pas prouver l’unicité en invoquant la partie unicité de Hahn (c’est tentant
parce que ` est σ-finie) parce que dans ce théorème nous ne fixons la valeur de λ que sur une toute
petite partie de AS . Nous allons cependant voir que cette petite partie suffit à garantir l’unicité.

La classe
D “ tsa, br tel que ´8 ă a ď b ă `8u (15.357)

est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne. En effet D contient toutes les boules
et donc une base dénombrable de la topologie de R (proposition 7.91). Donc tous les ouverts de
R sont dans σpDq et σpDq “ BorpRq. Nous pouvons donc dire grâce au théorème 15.33 qu’il y a
unicité de la mesure sur BorpRq lorsque les valeurs sur D sont fixées.

Définition 15.127.
La mesure de l’espace mesuré

`
R,BorpRq, λ˘ donné par le théorème 15.126 est la mesure de

Lebesgue sur
`
R,BorpRq˘.

Nous définissons aussi la tribu de Lebesgue par la proposition 15.65 :
`
R,LebpRq, λ˘ est

l’espace mesuré complété de
`
R,BorpRq, λ˘.

Remarque 15.128.
Il n’est pas évident que la tribu de Lebesgue soit plus grande que celle des boréliens, ni que la tribu
des parties soit plus grande que celle de Lebesgue. Nous mentionnons cependant les faits suivants.
(1) Il existe des ensembles mesurables non-boréliens, et cela ne nécessite pas l’axiome du choix.

Un argument classique de cardinalité est donné dans [237]. La construction la plus explicite
que j’aie trouvée est dans [252], mais ça a l’air de demander des connaissances précises sur
les ordinaux.

(2) Vu que l’ensemble de Cantor C est mesurable de mesure nulle (proposition 15.147), tout
sous-ensemble de Cantor est mesurable de mesure nulle parce que la tribu de Lebesgue est
complète par définition. Le cardinal de PpCq est strictement supérieur à la puissance du
continu, alors que le cardinal de l’ensemble des boréliens est au plus égal à la puissance du
continu. Donc il existe des non boréliens contenus dans Cantor ; de tels non boréliens sont
alors mesurables au sens de Lebesgue.

(3) Si nous admettons l’axiome du choix alors il existe des ensembles non mesurables au sens de
Lebesgue. Nous en verrons un dans l’exemple 15.141.

Exemple 15.129(Un ouvert contenant tous les rationnels et de mesure arbitrairement petite)
Il est possible de construire un ouvert de R contenant Q et de mesure de Lebesgue plus petite que
ε. Pour cela si pqiq est une énumération des rationnels, il suffit de prendre

O “
8ď

n“1
Bpqn, ε

2n`1 q. (15.358)

Cela est un ouvert comme union d’ouverts, ça contient tous les rationnels, et sa mesure se majore.
En effet le théorème 15.126 donne λ

`
Bpqn, ε

2n q
˘ “ ε

2n . Vu que ces boules ne sont a priori pas
disjointes, le lemme 15.22 donne

λpOq ď
8ÿ

n“1

ε

2n “ ε (15.359)
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par (12.144) avec q “ 1
2 .

Par complémentarité, nous pouvons construire un ensemble fermé de mesure non nulle et ne
contenant aucun rationnel. Et même un fermé dans r0, 1s, de mesure 1 ´ ε ne contenant aucun
rationnel.

Cela peut surprendre parce qu’il existe des tonnes de suites d’irrationnels qui convergent vers
des rationnels 34, et il semble difficile de créer un ensemble contenant beaucoup d’irrationnels tout
en préservant la propriété de fermeture vis à vis des suites convergentes. 4

Exemple 15.130(Mesure finie, non borné)
Il existe des parties de R qui sont de mesure finie sans être bornés. Par exemple en posant

A “
8ď

n“1
Bpn, 1

2n q. (15.360)

La partie A n’est pas bornée parce que que N Ă A. Mais en terme de mesure,

λpAq ď
8ÿ

n“1

1
2n ă 8 (15.361)

en vertu de la somme de la série géométrique, exemple 12.75. 4

15.8.2 Propriétés de la mesure de Lebesgue

Proposition 15.131.
Tout ensemble dénombrable de R est mesurable de mesure nulle.

Démonstration. Un point de R est un intervalle de mesure nulle. Si D est dénombrable, il est
union disjointes et dénombrable de points. Le lemme 15.123 nous dit alors que sa mesure est
λpDq “ ř8

i“1 λptaiuq “ 0.

Remarque 15.132.
Il existe cependant des ensembles non dénombrables et tout de même de mesure nulle. Par exemple
l’ensemble de Cantor (voir la proposition 15.147).

Proposition 15.133.
La mesure de Lebesgue est invariante par translation, c’est-à-dire que si A est mesurable alors
λpAq “ λpA` αq pour tout réel α.

Démonstration. Nous commençons par les intervalles ouverts :

λ
`sa, br ` α˘ “ λ

`sa` α, b` αr˘ “ pb` αq ´ pa` αq “ b´ a “ λ
`sa, br˘. (15.362)

D’après ce qui est dit dans l’exemple 15.34, la mesure de Lebesgue sur les boréliens est invariante
par translation.

Si A est mesurable alors il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que A “ BYN
par la caractérisation 15.117b de la complétion. Alors A`α “ B`αYN `α et N `α est encore
un ensemble négligeable. Donc λpA` αq “ αpB ` αq “ λpBq.

Le mesure ` définie sur l’algèbre de parties AS (voir proposition 15.125). La proposition 15.19
nous donne donc une mesure extérieure par

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pAnq;An P AS , X Ă
ď

n

Anu. (15.363)

La proposition suivante montre que cette mesure extérieure peut être exprimée seulement avec
des intervalles ouverts.
34. Si q P Q et r P RzQ alors la suite pq ` r{10kqk est une suite d’irrationnels convergente vers le rationnel q



902 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Proposition 15.134.
Nous avons

λ˚pXq “ inft
ÿ

ně1
`pInq; In sont des intervalles ouverts et X Ă

ď

n

Inu. (15.364)

Démonstration. Nous savons que dans la définition (15.363), chacun des An est une réunion dis-
jointe d’intervalles (pas spécialement ouverts) deux à deux disjoints ; donc

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pInq; In P S, X Ă
ď

n

Inu. (15.365)

Soit ε ą 0. Si A Ă Ť
n In, pour chaque n ě 1 nous considérons un intervalle ouvert Jn tel que

In Ă Jn et `pInq ` ε
2n ď `pJnq. Faisant cela pour chacun des découpages de X en intervalles nous

trouvons
λ˚pXq ď inft

ÿ

n

`pJnq Jn est ouvert et X Ă
ď

n

Jnu ` ε. (15.366)

Étant donné que ε est arbitraire nous avons l’égalité.

Proposition 15.135 ([239]).
Si X Ă R est tel que λ˚pXq ă 8 alors
(1) Pour tout ε ą 0 il existe un ouvert Ωε tel que

"
X Ă Ωε (15.367a)
λpΩεq ď λ˚pXq ` ε. (15.367b)

(2) Il existe une intersection dénombrable d’ouverts G telle que
"
X Ă G (15.368a)
λpGq “ λ˚pXq. (15.368b)

Démonstration. Pour (1), la proposition 15.134 nous a déjà dit que

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pInq In est un intervalle ouvert, X Ă
ď

n

Inu, (15.369)

donc si ε ą 0, il existe des intervalles ouverts In tels que
$
’&
’%

X Ă
ď

n

In (15.370a)
ÿ

n

`pInq ď λ˚pXq ` ε. (15.370b)

Si nous posons Ωε “ Ť
n In, alors nous avons bien

$
&
%
X Ă Ωε (15.371a)
λpΩεq ď

ÿ

n

`pInq ď λ˚pXq ` ε. (15.371b)

En ce qui concerne (2), pour chaque k ě 1 nous considérons l’ensemble Ω1{k obtenu comme
précédemment avec ε “ 1{k et nous posons G “ Ş

kě1 Ω1{k. Cela est une intersection dénombrable
d’ouverts vérifiant X Ă G (parce que X Ă Ω1{k pour tout k) et donc λ˚pXq ď λ˚pGq “ λpGq. De
plus pour tout k nous avons

λpGq ď pΩ1{kq ď λ˚pXq ` 1
k

(15.372)

pour tout k. En faisant k Ñ8 nous avons

λpGq ď λ˚pXq. (15.373)

Au final
λpGq ď λ˚pXq ď λpGq, (15.374)

d’où l’égalité.
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Corollaire 15.136.
Une partir N Ă R est négligeable 35 si et seulement si λ˚pNq “ 0.

Démonstration. Nous savons que si N est négligeable il existe un borélien Y tel que N Ă Y avec
λpY q “ 0. Par conséquent 36

λ˚pNq ď λ˚pY q “ λpY q “ 0. (15.375)

Pour l’implication inverse nous supposons que λ˚pNq “ 0 et nous prenons l’ensemble G définit
par la proposition 15.135(2) : c’est un borélien contenant N et tel que λpGq “ λ˚pNq “ 0.
L’ensemble N est donc négligeable.

Théorème 15.137 (Régularité extérieure de la mesure de Lebesgue).
Pour tout mesurable A Ă R nous avons

λpAq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant Au. (15.376)

Démonstration. Nous commençons par le cas où B est un borélien.
Si B borélien, λpBq ă 8 Soit ε ą 0 ; par la proposition 15.135(1) il existe un ouvert Ωε contenant

B tel que λpΩεq ď λ˚pBq ` ε. Vu qu’ici B est borélien, λ˚pBq “ λpBq et nous concluons que
pour tout ε il existe un ouvert Ωε tel que

"
B Ă Ωε (15.377a)
λpΩεq ď λpBq ` ε, (15.377b)

et donc
λpBq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant B u. (15.378)

Si B borélien, λpBq “ `8 Dans ce cas l’infimum est pris uniquement sur des ouverts Ω tels que
λpΩq “ 8.

Si A est mesurable non borélien Nous passons maintenant au cas où A est mesurable sans être
borélien. Il s’écrit donc A “ BYN avec B borélien et N négligeable par la proposition 15.57,
et par définition λpAq “ λpBq. Si Y est un borélien tel que N Ă Y et λpY q “ 0 alors

λpAq “ λpBq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B Ă Ωu (15.379a)
ď inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu (15.379b)
ď inf

Ω1,Y 1
tλpΩ1 Y Y 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (15.379c)

ď inf
Ω1,Y 1

tλpΩ1q ` λpY 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (15.379d)

ď inf
Ω1
tλpΩ1q tel que Ω1 ouvert, B Ă Ωu (15.379e)

“ λpBq. (15.379f)

Justifications :
— (15.379a) Le cas borélien déjà fait.
— (15.379b) Les ouverts Ω tels que BYN Ă Ω vérifient a fortiori B Ă Ω ; nous avons donc

agrandit l’ensemble sur lequel l’infimum est pris.
— (15.379c) Parmi les ouverts Ω qui recouvrent B YN , il y a ceux de la forme Ω1 Y Y 1 où

Ω1 recouvre B et Y 1 est un ouvert contenant Y . Donc nous avons rétréci l’ensemble sur
lequel l’infimum est pris et par conséquent agrandit l’infimum.

— (15.379d) Mesure d’une union majorée par la somme des mesures.

35. Définition 15.54.
36. Au péril d’être lourd nous rappelons que λ˚ est défini sur toutes les parties de R.
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— (15.379e) Vu que Y est borélien, λpY q “ infY 1 ouverttλpY 1q tel que Y Ă Y 1u “ 0. Donc
pour tout Ω1 et tout ε ą 0, nous pouvons trouver un Y 1 vérifiant les conditions tel que
λpΩ1q ` λpY 1q ď λpΩ1q ` ε.

Toutes les inégalités sont des égalités en en particulier (15.379b) donne

λpAq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu, (15.380)

ce qu’il fallait.

Proposition 15.138 ([239]).
Si A est mesurable dans R et si ε ą 0 alors il existe un ouvert Ωε et un fermé Fε tels que

"
Fε Ă A Ă Ωε (15.381a)
λpΩεzFεq ď ε. (15.381b)

Démonstration. Nous commençons par le cas où A est un borélien, que nous noterons B.
Première étape Montrons qu’il existe un ouvert Uε tel que

#
B Ă Uε (15.382a)
λpUεzBq ď ε

2 . (15.382b)

Si λpBq ă 8 alors le théorème 15.137 nous donne un ouvert Uε tel que B Ă Uε et λpUεq ď
λpBq ` ε

2 . Nous avons alors

λpΩεzBq “ λpΩεq ´ λpBq ď ε

2 . (15.383)

Si par contre λpBq “ 8, nous posons Bn “ B X r´n, ns et εn “ ε{2n`1. Pour chaque n nous
avons un ouvert Ωn tel que

#
Bn Ă Ωn (15.384a)
λpΩnzBnq ď ε

2n`1 (15.384b)

Par conséquent en posant Ω “ Ť
ně1 Ωn nous avons 37

$
&
%

B Ă Ω (15.385a)
λpΩzBq ď λ

`ď

n

pΩnzBnq
˘ ď

ÿ

ně1
λpΩnzBnq “ ε

2 . (15.385b)

La première étape est terminée.
Deuxième étape Nous prouvons à présent qu’il existe un ouvert Ωε et un fermé Fε tels que

$
’’’&
’’’%

Fε Ă B Ă Ωε (15.386a)
λpΩεzBq ď ε

2 (15.386b)

λpBzFεq ď ε

2 . (15.386c)

L’ouvert Ωε, nous l’avons déjà de l’étape précédente. Pour le fermé, nous appliquons la
première étape au borélien Bc ; ce qui nous trouvons est un ouvert Gε tel que

#
Bc Ă Gε (15.387a)
λpGεzBcq ď ε

2 . (15.387b)

En posant Fε “ Gcε nous avons un fermé tel que Fε Ă B et

λpBzFεq “ λpF cε zBcq “ λpGεzBcq ď ε

2 . (15.388)
37. Nous utilisons la petite relation ensembliste

`Ť
nAn

˘
z
`Ť

nBn
˘
Ă

Ť
npAnzBnq.
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Dernière étape Les ensembles Fε et Ωε trouvés à la deuxième étape donnent bien les relations
(15.381). En effet ΩεzFε “ pΩεzBq Y pBzFεq, donc

λpΩεzFεq ď λpΩεzBq ` λpBzFεq “ ε. (15.389)

Nous passons au cas où A “ BYN est mesurable. Nous commençons par prendre les Ωε et Fε qui
correspondent à B :

"
Fε Ă B Ă Ωε (15.390a)
λpΩεzFεq ď ε. (15.390b)

Soit Y un borélien tel que N Ă Y et λpY q puis un ouvert Y 1 tel que λpY 1q ď ε et Y Ă Y 1.
L’existence d’un tel Y 1 est assurée par la proposition 15.137 appliquée à Y . Nous vérifions que les
ensembles Fε et Ωε Y Y 1 fonctionnent. En effet Ωε Y Y 1zFε Ă pΩεzFεq Y Y 1, donc

#
Fε Ă B YN Ă Ωε Y Y 1 (15.391a)
λ
`pΩεzFεq

˘ ď λpΩεzFεq ` λpY 1q ď 2ε. (15.391b)

Donc en réalité il faut choisir Ωε{2, Fε{2 et λpY 1q ď ε{2.
Théorème 15.139 (Régularité intérieure de la mesure de Lebesgue).
Si A est mesurable dans R alors

λpAq “ suptλpKq;K compact contenu dans Au. (15.392)

Démonstration. Par la proposition 15.138 nous avons

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q. (15.393)

Pour un tel F nous posons Kn “ F X r´n, ns qui est compact 38 et contenu dans B. De plus le
lemme 15.23(2) nous dit que

λpF q “ lim
nÑ8λpKnq (15.394)

Donc tous les λpF q peuvent être arbitrairement approchés par un λpKq avec K compact dans A,
et le supremum (15.393) n’est pas affecté en nous restreignant à prendre des compacts contenus
dans B :

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q “ sup
K compact dans A

λpKq. (15.395)

15.8.3 Fonctions mesurables

Lemme 15.140.
Soit une fonction f : RÑ R mesurable telle que λpf ‰ 0q ą 0. Alors il existe une partie mesurable
M et m ą 0 tels que λpMq ą 0 et fpxq ą m pour tout x PM .

Démonstration. Nous notons

D “ tx P R tel que fpxq ą 0u, (15.396)

et nous supposons que λpDq ą 0 pour fixer les idées (si ce n’est pas le cas, nous prenons pour D
la partie où f est strictement négative).

Nous posons

A1 “ r1,8r (15.397a)

An “ r 1
n
,

1
n´ 1 r. (15.397b)

38. parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 8.9.
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Ces parties An sont disjointes ; donc les parties

Dn “ tx P R tel que fpxq P Anu (15.398)

sont également disjointes. Vu que
Ť
nDn “ s0,8r, nous avons D “ Ť

nPNDn. Vu que

λpDq “
8ÿ

n“1
λpDnq ą 0, (15.399)

il existe au moins un N tel que λpDN q ą 0. Pour x P DN nous avons

fpxq P AN “ r 1
N
,

1
N ´ 1 r. (15.400)

Donc pour x P DN nous avons fpxq ą 1
N .

15.8.4 Ensemble de Vitali (non mesurable)

Exemple 15.141(Un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue[253])
Nous considérons l’ensemble quotient R{Q ; chaque classe intersecte l’intervalle r0, 1s. Grâce à
l’axiome du choix (voir 1.6) nous pouvons construire un ensemble V contenant un représentant
dans r0, 1s de chaque classe. Un tel ensemble est un ensemble de Vitali. Nous allons prouver
que V n’est pas mesurable.

Supposons que V soit mesurable. Alors tous les ensembles de la forme V ` q (q P Q) sont
mesurables et ont même mesure par la proposition 15.133. Nous posons

A “
ď

qPQ
´1ďqď1

pV ` qq Ă r´1, 2s. (15.401)

Cela est une union disjointe d’ensembles mesurables. Donc

λpAq “
ÿ

qPQ
´1ďqď1

λpV ` qq. (15.402)

Vu que A Ă r´1, 2s nous avons λpAq ď 3 et donc tous les termes de la somme doivent être nuls.
Nous avons donc λpAq “ 0.

Prouvons toutefois que r0, 1s Ă A, ce qui serait une contradiction. Soit x P r0, 1s ; il est dans
une des classes de R{Q et donc il existe v P V tel que x´ v P Q. De plus x, v P r0, 1s, donc

´ 1 ď x´ v ď 1. (15.403)

Cela fait que x P V ` px´ vq Ă A. Nous avons donc x P A et donc r0, 1s Ă A. En conséquence de
quoi nous aurions λpAq ě 1. 4

15.8.5 Ensemble de Cantor

Nous considérons la fonction donnant l’écriture décimale des nombres définie en (12.166).

Définition 15.142 (Ensemble de Cantor).
Soit K0 “ r0, 1r et les ensembles Kn définis par la récurrence

Kn`1 “
`1

3Kn

˘Y `1
3pKn ` 2q˘. (15.404)

L’ensemble
K “

ď

ně0
Kn (15.405)

est l’ensemble triadique de Cantor.
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Les principales propriétés de l’ensemble de Cantor sont qu’il est non dénombrable (proposi-
tion 15.146) et borélien de mesure nulle (proposition 15.147).

15.143.
L’idée de base pour prouver que l’ensemble K est non dénombrable est que ses éléments sont les
nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. En prenant un nombre sans 1 écrit en base
3, en changeant tous les 2 en 1 et en lisant le résultat en base 2, nous obtenons tous les nombres
possibles en base 2 et donc une quantité non dénombrable. L’idée est donc simple et astucieuse.
La mise en musique est un peu plus délicate parce qu’il faut faire attention aux queues de suites ;
c’est pour cela que nous avons construit l’ensemble de Cantor en partant de r0, 1r et non de r0, 1s.

Le lemme suivant dit précisément ce que nous entendons en disant que les éléments de l’ensemble
de Cantor sont les nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. Nous rappelons que
D3 est l’ensemble des suites constituées de 0, 1 et 2, et qui ne se terminent pas par une suite infinie
de 2, voir 12.83 pour une définition précise.

Lemme 15.144 ([1]).
Soit n P N et x P D3 ; nous avons ϕ3pxq P Kn P si et seulement si x1, . . . , xn P t0, 2u.
Démonstration. Nous procédons par récurrence en commençant avec n “ 1. Si x1 “ 1 alors

ϕ3pxq “ 1
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k P r

1
3 ,

2
3 r. (15.406)

Notons que ϕ3pxq “ 2
3 est impossible parce que ça demanderait une queue de suite de 2. Par

conséquent ϕ3pxq “ r0, 1rzr13 , 2
3 r“ K1.

Nous passons à la récurrence.

Sens direct Nous supposons que x1, . . . , xn`1 P t0, 2u et nous montrons que ϕ3pxq P Kn`1. La
chose surprenante est que nous n’allons pas considérer deux cas suivant que xn`1 vaut 0 ou
1 ; nous allons considérer deux cas suivant 39 que x1 vaut 0 ou 1. Écrivons encore ϕ3pxq :

ϕ3pxq “
n`1ÿ

k“1

xk
3k `

8ÿ

k“n`2

xk
3k . (15.407)

Si x1 “ 0 Alors nous avons

3ϕ3pxq “
8ÿ

k“2

xk
3k´1 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ ϕ3px2, . . . , xn, xn`1, . . .q (15.408)

Vu que par hypothèse x2, . . . , xn`1 sont dans t0, 2u nous avons 3ϕ3pxq P Kn par hypo-
thèse de récurrence. Cela implique que ϕ3pxq P Kn`1.

Si x1 “ 2 Alors

ϕ3pxq “ 2
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k , (15.409)

et

3ϕ3pxq ´ 2 “
8ÿ

k“1

xk`1
3k “ ϕpx2, . . . , xn`1, . . .q, (15.410)

et donc là nous avons 3ϕ3pxq ´ 2 P Kn, ce qui implique encore ϕ3pxq P Kn`1.

39. Pour comprendre pourquoi, faire un dessin de comment Kn se transforme en Kn`1 et remarquer dans K2, les
deux premiers segments ne sont pas une division du premier segment de K1, mais bien une copie des deux segments
de K1.
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Sens réciproque Nous devons maintenant prouver que ϕ3pxq P Kn`1 implique x1, . . . , xn`1 P
t0, 2u. Par le même calcul que précédemment nous avons soit

3ϕ3pxq “ ϕ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (15.411)

si x1 “ 0, soit
3ϕ3pxq ´ 2 “ ϕ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (15.412)

si x1 “ 2. Dans les deux cas, si xl “ 1 pour un certain 2 ď l ď n ` 1, alors l’hypothèse de
récurrence donne que ces éléments ne sont pas dans Kn et donc ϕ3pxq pas dans Kn`1.

Corollaire 15.145 ([1]).
En posant E “ tx P D3 tel que xi ‰ 1@iu nous avons K “ ϕ3pEq. Et plus précisément, ϕ3 : EÑ K
est une bijection.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois étapes.
Image contenue dans K Si x P E et n P N nous avons x1, . . . , xn P t0, 2u et donc ϕ3pxq P Kn

par la proposition 15.144. Donc

ϕ3pxq P
ď

ně1
Kn “ K. (15.413)

Injective L’application ϕ3 : EÑ K est injective parce qu’elle est déjà injective depuis D3.
Surjective Soit p P K Ă r0, 1r. Vu que ϕ3 : D3 Ñ r0, 1r est surjective (théorème 12.86), il existe

x P D3 tel que ϕ3pxq “ p. Pour tout n nous avons ϕ3pxq P Kn et donc x1, . . . , xn P t0, 2u et
donc au final x P E.

Proposition 15.146 ([1]).
L’ensemble de Cantor est non dénombrable.

Démonstration. Nous avons prouvé à la proposition 12.87 que l’ensemble D2 n’était pas dénom-
brable. Nous allons à présent prouver que l’application

ψ : D2 Ñ K

c ÞÑ ϕ3pc en remplaçant les 1 par des 2q (15.414)

est une bijection. Le fait que ψ soit injective est une conséquence du fait que ce soit la composition
de deux applications injectives (le remplacement et ϕ3). Il faut par contre montrer que l’image est
égale à K, en notant qu’il n’est pas évident a priori que l’image soit contenue dans K.

L’opération qui consiste à remplacer les 1 par des 2 est une bijection D2 Ñ E. Le corol-
laire 15.145 nous dit aussi que ϕ3 : EÑ K est une bijection. En tant que composée de bijections,
ψ est une bijection.

Étant en bijection avec D2 qui n’est pas dénombrable par la proposition 12.87, l’ensemble de
Cantor n’est pas dénombrable.

Proposition 15.147 (Ensemble de Cantor).
L’ensemble de Cantor 40 est borélien, non dénombrable et de mesure nulle.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la définition 15.142. Le fait que l’ensemble de
Cantor soit non dénombrable a été prouvé dans la proposition 15.146.

40. Définition 15.142
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L’ensemble de Cantor étant une intersection dénombrable de boréliens, il est borélien par le
lemme 15.3. Vu que Kn Ă r0, 1r nous avons 1

3Kn ď 1
3 et 1

3pKn ` 2q ě 2
3 , donc Kn est une union

disjointe de 2n intervalles de mesure 2{3n. Nous avons donc

λpKnq “
ˆ

2
3

˙n
. (15.415)

L’ensemble de Cantor étant contenu dans chacun des Kn, sa mesure est plus petite que la mesure
de chacun des Kn (lemme 15.22) et donc λpKq ď `2

3
˘n pour tout n ; ergo λpKq “ 0.

15.8.6 Mesure positive sans intervalle

Vu que la mesure de Lebesgue est basée sur la mesure des intervalles et quelques extensions,
nous sommes en droit de croire qu’une partie de mesure strictement positive de R doit toujours
contenir un intervalle, éventuellement à partie de mesure nulle près. Eh bien non.

Exemple 15.148([254])
Soient une énumération pqiq de QX s0, 1r et une suite priq telle que

ř8
i“0 ri ă 1

2 . Quitte à prendre
ri plus petit, supposons de plus que Bpqi, riq Ă r0, 1s.

Nous posons Jn “ Bpqi, riq, J “ Ť8
i“0 Jn et

B “ r0, 1szJ. (15.416)

Les parties Ji ne sont pas disjointes, donc, en notant λ la mesure de Lebesgue,

0 ă λpJq ď
8ÿ

i“0
λpJiq ď 1

2 . (15.417)

Mais, par définition, l’union r0, 1s “ B Y J est disjointe, donc

1 “ λ
`r0, 1s˘ “ λpJq ` λpBq. (15.418)

Nous en déduisons que
1
2 ď λpBq ď 1. (15.419)

Je plaide que cette partie B ne contient non seulement aucun intervalle, mais qu’il est impossible
de le compléter par une partie de mesure nulle pour obtenir un intervalle.

Soit un intervalle I dans r0, 1s. Il existe qi P I et donc 41

Ji Ă BzI. (15.420)

Donc il n’existe pas de parties de mesure nulle qui, ajoutée à B, contiendrait I. 4

Vous voulez un truc dingue à propos de la partie J de l’exemple 15.148 ? Le théorème 15.139
nous dit qu’il existe dans J des compacts de mesure arbitrairement proches de λpJq. Il existe donc
des compacts non seulement de mesure strictement positive mais même de mesure assez grande,
tout en étant infiniment découpés.

15.9 Intégrale par rapport à une mesure
15.149.
Nous n’en avons pas encore terminé avec la théorie de la mesure, mais nous devons quand même
définir les intégrales et voir quelque propriétés avant de continuer avec la mesure parce que la
définition de la mesure sur un espace mesurable produit 42 passe par une intégrale.
41. C’est ici que nous utilisons le fait que ri est choisi pour que Bpqi, riq ne déborde pas de r0, 1s. Sinon il aurait

fallu chipoter et prendre seulement une partie de la boule.
42. Théorème 15.207.
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15.150.
En théorie de l’intégration, la convention est la suivante : pour une fonction f : X Ñ R, nous
considérons sur X la tribu des ensembles mesurables au sens de Lebesgue sur X, tout en gardant
celle des boréliens sur l’ensemble d’arrivée. C’est-à-dire qu’en théorie de l’intégration, c’est

f :
`
X,LebpXq˘Ñ `

R,BorpRq˘. (15.421)

En particulier, f : Rn Ñ Rm sera mesurable si pour tout borélien A de Rm l’ensemble f´1pAq est
Lebesgue-mesurable dans Rn.

Étant donné qu’il est franchement difficile de créer des ensembles non mesurables au sens
de Lebesgue, il est franchement difficile de créer des fonctions non mesurables à valeurs réelles.
L’hypothèse de mesurabilité est donc toujours satisfaite dans les cas pratiques.

Voir aussi le point 15.106, et les résultats qui suivent.

15.9.1 Définition pour les fonctions à valeurs positives

Voir le thème 3.
Une mesure µ sur un espace mesurable pΩ,Aq permet de définir une fonctionnelle linéaire sur

l’ensemble des fonctions mesurables Ω Ñ R. Cette fonctionnelle linéaire est l’intégrale que nous
allons définir à présent.

Définition 15.151.
Soient pΩ,A, µq un espace mesuré ainsi que Y P A. Notre but est de définir

ż

Y
fdµ (15.422)

que nous nommons intégrales de f de f sur Y pour la mesure µ.
Fonction étagée Si f est une fonction étagée 43, et si sa forme canonique est f “ řn

i“1 αi1Ai
alors nous définissons ż

Y
fdµ “

ÿ

i

αiµpY XAiq. (15.423)

Fonction mesurable à valeurs positives Pour une fonction A-mesurable f : Ω Ñ r0,8s nous
définissons l’intégrale de f sur Y par

ż

Y
fdµ “ sup

!ż

Y
ψdµ où ψ est une fonction étagée telle que 0 ď ψ ď f

)
. (15.424)

Remarque 15.152.
Toute fonction mesurable à valeurs dans r0,`8s est intégrable (l’intégrale vaut éventuellement
`8). Au moment où une fonction commence à prendre des valeurs positives et négatives, nous
demandons à pouvoir intégrer séparément les parties positive et négative. C’est pour cela que nous
disons qu’une fonction f à valeurs dans R est intégrable si |f | l’est.
15.153.
Le nombre

ş8
0 f est défini directement par (15.424) complètement indépendamment d’une éven-

tuelle limite limxÑ0
şx
0 f .

15.154.
Si la fonction n’est pas mesurable ? Alors nous n’avons pas défini son intégrale. Supposons la plus
simple des fonctions non mesurables sur Ω : la fonction indicatrice d’une partie non mesurable :

fpxq “
#

1 si x P A
0 sinon.

(15.425)

43. Définition 15.100.
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où A Ă Ω n’est pas mesurable 44.
Nous supposons que l’espace mesuré pΩ,F , µq est complet (définition 15.56). Vu que A n’est

pas mesurable, il n’est pas contenu dans une partie négligeable (parce que l’espace est complet), et
nous voulons que l’intégrale ne soit pas nulle ; sinon on se demande bien à quoi sert une intégrale.

Toute fonction étagée minorant f est forcément nulle en dehors de A. Dès que B est une partie
mesurable de mesure non nulle dans A, le complémentaire de B dans A est encore non mesurable,
et nous voulons encore que l’intégrale de f sur ce complémentaire soit non nul.

Mais comme A n’est pas mesurable et que 1A n’est le supremum d’aucune suite de fonctions
mesurables (lemme 15.89), bien que le supremum qui définirait l’intégrale de f existe (toute partie
de R a un supremum), il est sans espoir que ce supremum ait un sens que l’on puisse interpréter
en tant que mesure de f .

15.9.2 Premières propriétés

15.155.
Si pΩnpAqA, µq est un espace mesurable, et si Y est un élément de A, nous avons l’espace mesurable
pY,AY , µY q donné par

— Ay “ tB X Y tel que B P Au,
— µY “ µ.

Et là, nous arrivons à un problème de notations parce que
ş
Y fdµ peut désigner l’intégrale de f

sur Y dans pΩ,A, µq ou l’intégrale de f sur Y dans pY,AY , µY q.
Heureusement, nous allons tout de suite montrer que ces deux choses sont identiques.

Lemme 15.156.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi que Y P A. Nous considérons une fonction f : Ω Ñ R` qui
est A-mesurable et intégrable sur Y .

Alors, avec des notations que j’espère être claires,
(1) f est AY -mesurable,
(2) f est pY,AY , µY q-intégrable,
(3) nous avons l’égalité ż

pY,AY ,µY q
f |Y “

ż

pYĂΩ,A,µq
f. (15.426)

Démonstration. Nous considérons les deux ensembles suivants :

S1 “ tψ étagées sur Y et majorées par f |Y u (15.427a)
S2 “ tψ étagées sur Ω et majorées par fu. (15.427b)

Nous considérons l’application suivante :

s : S1 Ñ S2

spψqpxq “
#
ψpxq si x P Y
0 sinon.

(15.428)

L’application s est une bijection.
Pour ψ P S1 nous avons

ψ “
nÿ

k“1
ψk1Ak |Y (15.429)

avec Ak P Ak Ă A et 1Ak |Y : Y Ñ t0, 1u. Nous avons aussi
spψq “

ÿ

ψk

1Ak (15.430)

44. Ça existe, par exemple 15.141.
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avec 1Ak : Ω Ñ t0, 1u.
En ce qui concerne les intégrales de ces fonctions étagées, nous avons

ż

pY,AY ,µY q
ψ “

nÿ

k“1
ψkµY pAk X Y q (15.431a)

“
nÿ

k“1
ψkµpAkq (15.431b)

“
ż

pYĂΩ,A,µq
spψq. (15.431c)

Justifications. Pour passer à (15.431b) nous avons utilisé d’abord que Ak Ă Y et ensuite que
µY pAkq “ µpAkq.

Nous sommes maintenant prêts à prouver l’égalité du lemme. Nous avons ceci :
ż

pY,AY ,µY q
f |Y “ supt

ż

pY,AY ,µY q
ψ tel que ψ P S1u (15.432a)

“ supt
ż

pYĂΩ,A,µq
spψq tel que ψ P S1u (15.432b)

“ supt
ż

pYĂΩ,A,µq
ϕ tel que ϕ P S2u (15.432c)

“
ż

pYĂΩ,A,µq
f. (15.432d)

Lemme 15.157.
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré et si B P A alors

µpBq “
ż

B
1dµ “

ż

Ω
1B. (15.433)

Démonstration. La fonction caractéristique d’une partie mesurable est une fonction étagée dont la
forme canonique est 1B “ 1 ·1B ` 0ˆ 1Bc . Son intégrale est donc

ż
1Bdµ “ 1ˆ µpBq ` 0ˆ µpBcq “ µpBq (15.434)

parce que 0ˆ µpBcq “ 0, même si µpBcq “ 8, comme nous l’avons convenu en 15.84.

Proposition 15.158 ([1]).
Soient une fonction f : pΩ,A, µq Ñ R` et une fonction g intégrable sur Ω telle que f ď g. Alors f
est intégrable.

Démonstration. Une fonction étagée qui minore f minore également g. Donc l’ensemble sur lequel
il faut faire le supremum pour définir

ş
Ω f est inclus dans celui pour

ş
Ω g. Le second supremum

étant fini, le premier l’est également.

Lemme 15.159.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, une fonction f : Ω Ñ R` et Y P A. Nous avons :

ż

Y
fdµ “

ż

Ω
f1Adµ. (15.435)

Démonstration. En plusieurs parties, selon la généralité.
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Si f est étagée Nous posons f “ řn
k“1 fk1Ak avec fk P R`. Dans ce cas,

f1Y “
ÿ

k

fk1AkXY (15.436)

est encore une fonction étagée. Donc nous avons d’une part
ż

Ω
f1Y “

ż

Ω

ÿ

k

fk1AkXY “
ÿ

k

fkµpAk X Y q, (15.437)

et d’autre part, ż

Y
fdµ “

ÿ

k

fkµpY XAkq, (15.438)

Si f est à valeurs positives Nous posons

S1 “ tψ étagées sur Ω tel que 0 ď ψ ď f1Y u (15.439)

et
S2 “ tψ1Y tel que ψ étagée avec 0 ď ψ ď fu. (15.440)

Nous prouvons que S1 “ S2.
Si ψ P S1, alors

0 ď ψ ď f1Y ď f. (15.441)

De plus comme ψ “ 0 hors de Y nous avons ψ “ ψ1Y .
Pour l’autre inclusion, soit 0 ď ψ ď f pour une fonction étagée ψ et montrons que ψ1Y P S1.
L’application ψ1Y est étagée sur Ω et vérifie

0 ď ψ1Y ď f1Y (15.442)

parce que ψ ď f .
L’égalité à prouver Dans l’égalité 15.435 à prouver, le membre de droite est, d’après la définition

15.424, ż

Ω
f1Y “ supt

ż
ψ tel que ψ P S1u. (15.443)

Il nous reste donc à prouver que
ş
Y f se calcule de la même façon avec les éléments de S2.

D’abord nous copions la définition :
ż

Y
f “ supt

ż

Y
ψ tel que 0 ď ψ ď fu. (15.444)

Ensuite nous réfléchissons un peu. Si 0 ď ψ ď f avec ψ “ ř
k ψk1Ak , alors

ż

Y
ψ “

ÿ

k

µpAk X Y q “
ż

Y
ψ1Y “

ż

Ω
ψ1Y . (15.445)

La dernière égalité est la partie déjà faite, à propos des fonctions étagées. Nous avons donc
bien ż

Y
f “ supt

ż

Y
s tel que s P S2u. (15.446)
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15.9.3 Propriétés plus avancées

15.9.3.1 Convergence monotone

Le théorème suivant est très utile parce que le théorème fondamental d’approximation 15.105
donne les fonctions étagées qu’il faut.

Théorème 15.160 (Théorème de la convergence monotone ou de Beppo-Levi[255]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et pfnq une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans
r0,8s. Alors la limite ponctuelle limnÑ8 fn existe, est mesurable et

lim
nÑ8

ż

Ω
fndµ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fndµ, (15.447)

cette intégrable valant éventuellement 8.

Démonstration. La limite ponctuelle de la suite est la fonction à valeurs dans r0,8s donnée par

fpxq “ lim
nÑ8 fnpxq. (15.448)

Ces limites existent parce que pour chaque x la suite fnpxq est une suite numérique croissante.
Nous notons

I0 “
ż

Ω
fdµ. (15.449)

Nous posons par ailleurs
In “

ż

Ω
fn. (15.450)

Cela est une suite numérique croissante qui a par conséquent une limite que nous notons I “
limnÑ8 In. Notre objectif est de montrer que I “ I0. D’abord par croissance de la suite, pour tous
n nous avons In ď I0, par conséquent I ď I0.

Nous prouvons maintenant l’inégalité dans l’autre sens en nous servant de la définition (15.424).
Soit une fonction simple h telle que h ď f , et une constante 0 ă C ă 1. Nous considérons les
ensembles

En “ tx P Ω tel que fnpxq ě Chpxqu. (15.451)

Ces ensembles vérifient les propriétés En Ă En`1 et
Ť8
n“1En “ Ω. Pour chaque n nous avons les

inégalités ż

Ω
fn ě

ż

En

fn ě C

ż

En

h. (15.452)

Si nous prenons la limite nÑ8 dans ces inégalités,

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě C lim

nÑ8

ż

En

h “ C

ż

Ω
h. (15.453)

Par conséquent limnÑ8
ş
fn ě C

ş
Ω h. Mais étant donné que cette inégalité est valable pour tout

C entre 0 et 1, nous pouvons l’écrire sans le C :

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
h. (15.454)

Par définition, l’intégrale de f est donné par le supremum des intégrales de h où h est une fonction
simple dominée par f . En prenant le supremum sur h dans l’équation (15.454) nous avons

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
f, (15.455)

ce qu’il nous fallait.
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Remarque 15.161.
La proposition 15.105 ainsi que le lemme 15.103 montrent qu’une fonction mesurable peut-être
écrite comme limite croissante de fonctions simples. Cela permet de démontrer des théorèmes en
commençant par prouver sur les fonctions simples et en utilisant Beppo-Levi pour généraliser.

Remarque 15.162.
Une des raisons de demander la positivité des fonctions fn est de n’avoir pas d’ambiguïté à parler
d’intégrales qui valent 8. Si par exemple nous prenons Ω “ r0, 1s et que nous considérons

fnpxq “
#

0 si x ď 1
n

1
x sinon.

(15.456)

Ce sont des fonctions intégrables, mais la limite étant la fonction 1{x, l’égalité (15.447) est une
égalité entre deux intégrales valant 8.

Corollaire 15.163 (Inversion de somme et intégrales).
Si punq est une suite de fonctions mesurables positives ou nulles, alors

8ÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
ui. (15.457)

Démonstration. Nous considérons la suite des sommes partielles de punq : fnpxq “ řn
i“0 unpxq. Le

théorème de la convergence monotone (théorème 15.160) implique que

lim
nÑ8

ż
fn “

ż
lim
nÑ8 fn. (15.458)

Nous remplaçons maintenant fn par sa valeur en termes des ui et dans le membre de gauche nous
permutons l’intégrale avec la somme finie :

lim
nÑ8

8ÿ

i“0

ż
un “

ż 8ÿ

i“0
un, (15.459)

ce qu’il fallait démontrer.

15.9.3.2 Lemme de Fatou

Lemme 15.164 (Lemme de Fatou).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et fn : Ω Ñ r0,8s une suite de fonctions mesurables. Alors la
fonction fpxq “ lim inf fnpxq est mesurable et

ż

Ω
lim inf fndµ ď lim inf

ż

Ω
fdµ. (15.460)

Démonstration. Nous posons
gnpxq “ inf

iěn fipxq. (15.461)

Cela est une suite croissance de fonctions positives mesurables telles que, par définition,

lim
nÑ8 gnpxq “ lim inf fnpxq. (15.462)

Nous pouvons y appliquer le théorème de la convergence monotone,

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim inf fnpxq. (15.463)

Par ailleurs, pour chaque i ě n nous avons
ż
gn ď

ż
fi, (15.464)
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en passant à l’infimum nous avons ż
gn ď inf

iěn

ż
fi, (15.465)

et en passant à la limite nous avons
ż

lim inf fn “ lim
nÑ8

ż
gn ď lim

nÑ8 inf
iěn

ż
fi “ lim inf

iÑ8 inf fi. (15.466)

L’inégalité donnée dans ce lemme n’est en général pas une égalité, comme le montre l’exemple
suivant :

fi “
#
1r0,1s si i est pair
1r1,2s si i est impair.

(15.467)

Nous avons évidemment gnpxq “ 0 tandis que
ş
r0,2s fi “ 1 pour tout i.

Théorème 15.165 ([239]).
Soient f, g des fonctions étagées positives sur pΩ,A, µq. Alors si α P r0,8s nous avons
(1) ż

Ω
pαfqdµ “ α

ż

Ω
fdµ. (15.468)

(2) ż

Ω
pf ` gqdµ “

ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (15.469)

(3) Si ak P R` et si les fk sont étagées positives,

ż

Ω

˜
nÿ

k“1
akfk

¸
“

nÿ

k“1
ak

ˆż

Ω
fkdµ

˙
. (15.470)

Démonstration. En ce qui concerne le produit par un nombre, tout repose sur le fait que

pαfq´1pαaiq “ f´1paiq, (15.471)

ce qui fait que si la représentation canonique de f est f “ ř
i ai1Ai alors la représentation canonique

de αf est αf “ ř
ipαaiq1Ai . Donc

ż

Ω
αfdµ “

ÿ

i

αaiµpAiq “ α
ÿ

i

aiµpAiq “ α

ż

Ω
fdµ. (15.472)

Pour la somme c’est plus lourd. Soient les formes canoniques

f “
ÿ

i

ai1Ai (15.473a)

g “
ÿ

j

bj1Bi . (15.473b)

Vu que l’union des Bj est Ω nous avons l’union disjointe Ai “ Ť
j Ai X Bj et donc µpAiq “ř

j µpAi XBjq. Nous avons donc pour les intégrales :
ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

ai
ÿ

j

µpAi XBjq (15.474a)
ż

Ω
gdµ “

ÿ

i

bk
ÿ

l

µpBk XAlq. (15.474b)
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Pour la somme : ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ “

ÿ

k,l

pak ` blqµpAk XBlq. (15.475)

Nous devons maintenant évaluer
ş
Ωpf ` gqdµ. Pour cela nous remarquons que si c P pf ` gqpΩq

(l’ensemble des valeurs atteintes pas f ` g), alors nous notons
Ic “ tpk, lq tel que ak ` bl “ cu (15.476)

et nous avons
tf ` g “ cu “

ď

pk,lqPIc
pAk XBlq, (15.477)

et comme cette union est disjointe, nous pouvons faire la somme des mesures :
µpf ` g “ cq “

ÿ

pk,lqPIc
µpAk XBlq. (15.478)

Cela nous permet de faire le calcul suivant :ż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq
cµpf ` g “ cq (15.479a)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq
c

ÿ

pk,lqPIc
µpAk XBlq (15.479b)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc
pak ` blqµpAk XBlq (15.479c)

Dans cette double somme, tous les couples pk, lq sont tirés une et une seule fois parce qu’ils sont
tous dans un et un seul des Ic, doncż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc
pak ` blqµpAk XBlq (15.480a)

“
ÿ

pk,lq
pak ` blqµpAk XBlq (15.480b)

“
ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (15.480c)

Remarque 15.166.
Si f “ ř

k ak1Ak n’est pas une décomposition canonique, il n’en reste pas moins que chacun des
1Ak est la forme canonique de lui-même. Donc le théorème 15.165 s’applique et nous avons quand
même ż

Ω
fdµ “

ÿ

k

akµpAkq. (15.481)

Proposition 15.167.
Soient deux fonctions mesurables f, g : Ω Ñ r0,`8s. Alors

ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
f `

ż

Ω
g. (15.482)

Démonstration. Soient des suites fn Ñ f et gn Ñ g fournies par le théorème fondamental d’ap-
proximation 15.105. Par le théorème de la convergence monotone 15.160 nous avons d’une part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “

ż

Ω

ż
pf ` gq, (15.483)

et par le théorème 15.165 nous avons d’autre part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “ lim

nÑ8
` ż

fn `
ż
gn
˘ “

ż
f `

ż
g (15.484)

où nous avons encore utilisé la convergence monotone.
En égalant les deux, nous avons notre résultat.
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15.9.4 Fonctions à valeurs réelles

L’intégrale d’une fonction à valeurs dans r0,`8s étant faite, nous passons aux fonctions à
valeurs dans r´8,`8s.
Proposition-définition 15.168 ([1]).
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ R̄. Nous considérons les deux fonction suivantes à valeurs
dans r0,`8s :

f`pxq “
#

0 si fpxq ă 0
fpxq si fpxq ě 0.

(15.485a)

f´pxq “
#

0 si fpxq ą 0
´fpxq si fpxq ď 0.

(15.485b)

Nous avons
ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8.
Dans ce cas nous disons que f est intégrable au sens de Lebesgue et nous posons

ż

Ω
f “

ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´ (15.486)

Démonstration. Vu que f est mesurable, les fonctions f` et f´ sont également mesurables et nous
avons l’égalité

|f | “ f` ` f´. (15.487)
La proposition 15.167 nous dit alors que

ż

Ω
|f | “

ż

Ω
f` `

ż

Ω
f´. (15.488)

Dans cette égalité, tous les nombres sont dans r0,8s. Le membre de gauche vaut `8 si et seulement
si au moins un des deux de droite vaut `8.

Nous verrons comment donner un sens à
ş
Ω f dans certains cas où f n’est pas intégrable sur Ω

dans la section 15.14.7 sur les intégrales impropres.
Nous définissons aussi

µpfq “
ż

Ω
f (15.489)

si f est une fonction mesurable sur Ω.

Remarque 15.169.
Dans Rd, quasiment toutes les fonctions et ensembles sont mesurables. En effet la construction
d’ensembles non mesurables demande obligatoirement l’utilisation de l’axiome du choix ; de tels
ensembles doivent être construits « exprès pour ». Il y a très peu de chances pour que vous tombiez
sur un ensemble non mesurable de Rd sans que vous ne vous en rendiez compte.

Il y en a un en l’exemple 15.141.

Remarque 15.170.
« Mesurable » ne signifie pas « intégrable ». Par exemple la fonction

f : RÑ R̄

ω ÞÑ
#

1
ω si ω ‰ 0
8 si ω “ 0.

(15.490)

est mesurable, mais non intégrable.

Lemme 15.171.
Soit une fonction f : Ω Ñ R telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P Ω. Si g est intégrable, alors f
est intégrable.



15.9. INTÉGRALE PAR RAPPORT À UNE MESURE 919

Démonstration. La fonction g est manifestement à valeurs réelles positives. La proposition 15.158
nous dit alors que |f | est intégrable. Ensuite c’est au tour de la proposition 15.168 de conclure à
l’intégrabilité de f .

Proposition 15.172.
Soient deux fonctions intégrables sur pS,F , µq et à valeurs dans C. Alors f ` g est intégrable et

ż

S
pf ` gqdµ “

ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (15.491)

Démonstration. En plusieurs étapes suivant la généralité de f et g.
Si f et g sont étagées et positives C’est le théorème 15.165(2) déjà prouvé.
Si f et g sont à valeurs positives Le théorème fondamental d’approximation 15.105 nous per-

met de considérer des suites croissantes de fonctions étagées positives pfkq et pgkq qui vérifient
fk Ñ f et gk Ñ g.
Pour chaque k nous avons

ż

S
pfk ` gkqdµ “

ż

S
fkdµ`

ż

S
gkdµ. (15.492)

De plus, la suite k ÞÑ fk`gk est une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant
vers f ` g. Le théorème de la convergence monotone 15.160 nous permet donc de passer à
la limité dans (15.492) et de permuter toutes les limites avec toutes les intégrales, des deux
côtés.

f et g à valeurs réelles Il faut diviser le domaine en de nombreuses régions suivant les signes
de f , g et f ` g.

Proposition 15.173.
Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes et si f : RÑ R est intégrable sur AYB alors les intégralesş
A f et

ş
B f existent et ż

AYB
f “

ż

A
f `

ż

B
f. (15.493)

Démonstration. Vu que A et B sont disjoints, 1AYB “ 1A`1B. En utilisant alors le lemme 15.159
et la proposition 15.172 nous avons le calcul

ż

AYB
f “

ż

Ω
f1AYB “

ż

Ω
f1A `

ż

Ω
f1B “

ż

A
f `

ż

B
f. (15.494)

15.9.5 Fonctions à valeurs vectorielles (dimension finie)

Nous voulons intégrer des fonctions du type

f : Ω Ñ V (15.495)

où Ω et V sont des espaces vectoriels. Nous expliquons à présent plus précisément le cadre.

15.174.
Nous considérons à présent un espace vectoriel normé pV, }.}q de dimension finie, et un espace
mesuré pΩ,A, µq.

Attention à ne pas confondre espace de départ et espace d’arrivée. Vu que V est un espace
topologique, nous avons bien entendu les boréliens de V , et pour peut que nous ayons une mesure
sur V (qui qui n’est pas compliqué à créer à partir de celle canonique de Rn et un isomorphisme),
nous avons déjà une définition de

ş
V fdµ lorsque f : V Ñ R.
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Ici nous nous proposons non d’intégrer f : V Ñ R mais bien f : pΩ,A, µq Ñ V où V est un
espace vectoriel normé.

Le lemme suivant est la point de départ pour définir les intégrales de fonctions à valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie. Pour les fonctions à valeurs dans un espace de dimension
infine (par exemple de Banach), il existe des choses, mais c’est un peu plus compliqué.

Lemme 15.175 ([1]).
Soit un espace vectoriel V réel de dimension finie, muni de la norme N . Soient une base teiu de V ,
et une fonction f : pΩ,A, µq Ñ V telle que la norme Npfq : Ω Ñ R` soit intégrable. Nous notons
fi les composantes de f : fpxq “ ř

i fipxqei.
Alors pour chaque i,

(1) la fonction |fi| : Ω Ñ R` est intégrable,
(2) la fonction fi : Ω Ñ R est intégrable.

Démonstration. Si V était un espace muni d’un produit scalaire, et si la base teiu était ortho-
normée, ce serait facile parce que la norme majore toutes les composantes. Hélas, ce n’est pas
spécialement le cas. La base teiu n’est pas spécialement orthonormée et même la norme N ne
dérive pas spécialement d’un produit scalaire.

Nous allons utiliser l’équivalence de toutes les normes en dimension finie (théorème 12.6) pour
nous ramener au cas d’une norme euclidienne.

Nous considérons sur V la norme « euclidienne » construite sur la base teiu : }ři viei} “
ř
i |vi|2.

Par équivalence des normes nous avons des nombres non nuls λ1 et λ2 tels que

Npvq ď λ1}v}, (15.496)

et
}v} ď λ2Npvq (15.497)

pour tout v P V . Pour un i fixé nous avons alors les majorations

N
`
fipxqei

˘ ď λ1}fipxqei} ď λ1}fpxq} ď λ1λ2N
`
fpxq˘. (15.498)

En posant Ni “ Npeiq nous avons la majoration 45

|fipxq| ď λ1λ2
NpeiqN

`
fpxq˘. (15.499)

L’application
|fi| : Ω Ñ R`

x ÞÑ |fipxq| (15.500)

est donc une fonction à valeurs réelles positives, majorée par une fonction intégrable (la fonction
x ÞÑ N

`
fpxq˘). Elle est donc intégrable par le lemme 15.171.

La fonction fi elle-même est alors intégrable par la proposition 15.168.

Notons que ce lemme est en réalité très simple si V est un espace vectoriel normé dont la norme
découle d’un produit scalaire, comme c’est le cas pour C. D’ailleurs, il ne faut pas se voiler la face :
le cas d’intégrales de fonctions à valeurs dans C sera dans le Frido le cas de loin le plus courant.
À ce propos, nous n’avons pas encore défini ce que nous voulons noter

ş
Ω fdµ lorsque f est une

fonction à valeurs vectorielles. Comblons vite ce manque . . .

Proposition-définition 15.176 ([1]).
Soit une fonction f : Ω Ñ V où V est un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit une base
teiu de V . Si la fonction }f} : Ω Ñ R` est intégrable, alors
(1) toutes les composantes fi : Ω Ñ R sont intégrables,

45. Vous notez l’utilisation de la condition (2) de la définition 7.106 de la norme pour « convertir » la norme N
en valeur absolue.
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(2) le vecteur
ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei (15.501)

ne dépend pas de la base choisie.
Dans ce cas, la fonction f est dite intégrable et nous définissons

ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei. (15.502)

Démonstration. Le fait que les composantes soient intégrables est le lemme 15.175. Soient deux
bases de V , teiu et tsαu, liées conformément à (11.422) par la relation sα “ ř

iQiαei pour une
certaine matrice inversible Q. Nous avons pour tout x P Ω :

fpxq “
ÿ

i

fipxqei “
ÿ

α

fαpxqsα (15.503)

avec fαpxq “ ř
i fipxqQ´1

αi par la formule (11.429).
Notons pour être pointilleux que les ensembles teiu et tsαu ne sont pas indexés par le même

ensemble, de telle sorte que fi ne peut pas être confondu avec fα, même lorsqu’on attribue des
valeurs à i et à α.

Comme combinaisons linéaires des fonctions fi qui sont intégrables, les fonctions fα sont inté-
grables (proposition 15.172). En écrivant

ş
Ω f par rapport à la base tsαu nous trouvons :

ÿ

α

p
ż
fαqsα “

ÿ

α

` ż ÿ

i

fipxqQ´1
αi dx

˘ÿ

j

Qjαej (15.504a)

“
ÿ

j

ż ÿ

αi

fipxqQ´1
αi Qjαdxej (15.504b)

“
ÿ

j

ż
fjpxqdxej (15.504c)

“
ÿ

j

p
ż
fiqei (15.504d)

où nous avons permuté des sommes finies et des intégrales des fonctions fi, à valeurs dans R en
vertu de la proposition 15.172

La proposition suivante est, pour les intégrales à valeurs vectorielles, analogue à la proposition
15.168.

Proposition 15.177.
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ pV, }.}q. Soit une base teiu de V et la décomposition f “ř
i fiei.
Nous avons équivalence entre

(1)
ş
Ω }f} ă 8

(2)
ş
Ω |fi| ă 8

(3)
ş
Ω f

`
i ă 8 et

ş
Ω f

´
i ă 8.

Démonstration. L’équivalence entre les points (2) et (3) est la proposition 15.168. Nous démontrons
l’équivalence entre (1) et (2).

Vu que toutes les normes sont équivalentes sur V , nous considérons en particulier la norme
associée à la base teiu donnée par

Npxq “
ÿ

i

|xi|. (15.505)
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Il existe des constantes λ1 et λ2 telles que

λ1
`ÿ

i

|fipxq|
˘ ď }fpxq} ď λ2

`ÿ

i

|fipxq|
˘

(15.506)

pour tout x P Ω.
La première inégalité dit que si

ş
Ω }f} ă 8, alors λ1

`ř
i

ş
Ω |f ´ i|

˘ ă 8. Et vu que chacun des
termes est positif, ils sont tous finis.

La seconde inégalité donne l’implication dans réciproque.

15.9.6 Quelques propriétés

Proposition 15.178.
Si f, g sont des fonctions étagées et si A,B Ă S sont disjoints, alors
(1)

ş
A fdµ “

ş
S f1Adµ

(2)
ş
AYB fdµ “

ş
A fdµ`

ş
B fdµ.

Démonstration. Si f “ ř
k ak1Bk alors d’une part

ż

A
fdµ “

ÿ

k

akµpBk XAq (15.507)

et d’autre part, ż

S
f1Adµ “

ÿ

k

ak1A1Bk “
ÿ

k

ak1BkXA, (15.508)

ce qui donne ż
f1Adµ “

ÿ

k

akµpBk XAq. (15.509)

En ce qui concerne la seconde égalité à prouver, tout repose sur le fait que 1AYB“1A`1B . Du
coup nous avons, en utilisant le théorème 15.165 :

ż

AYB
fdµ “

ż

S
f1AYBdµ (15.510a)

“
ż

S
fp1A ` 1Bqdµ (15.510b)

“
ż

S
f1A `

ż

S
f1B (15.510c)

“
ż

A
f `

ż

B
f. (15.510d)

Le lemme suivant nous aide à détecter des fonctions presque partout nulles.

Lemme 15.179.
Soit f une fonction mesurable positive ou nulle telle que

ż

Ω
fdµ “ 0. (15.511)

Alors f “ 0 µ-presque partout.

Démonstration. L’ensemble des points x P Ω tels que fpxq ‰ 0 peut s’écrire comme une union
dénombrable disjointe :

tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “
8ď

i“0
Ei (15.512)
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avec

E0 “ tx P Ω tel que fpxq ą 1u (15.513a)

Ei “ tx P Ω tel que 1
i` 1 ď fpxq ă 1

i
u. (15.513b)

Si un des ensembles Ei est de mesure non nulle, alors nous pouvons considérer la fonction simple
hpxq “ 1

i`11Ei dont l’intégrale sur Ω est strictement positive. Par conséquent le supremum de la
définition (15.424) est strictement positif.

Nous savons donc que µpEiq “ 0 pour tout i. Étant donné que la mesure d’une union disjointe
dénombrable est égale à la somme des mesures, nous avons

µtx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “ 0, (15.514)

ce qui signifie que f est nulle µ-presque partout.

Corollaire 15.180.
Soit f une fonction mesurable sur l’espace mesuré pΩ,A, µq telle que

ż

Ω
f1fą0dµ “ 0. (15.515)

Alors f ď 0 presque partout.

Démonstration. Nous avons l’égalité d’ensembles

tf1fą0 ‰ 0u “ t1fą0 ‰ 0u. (15.516)

Mais lemme 15.179 implique que f1fą0 est nulle presque partout, c’est-à-dire que la mesure de
l’ensemble du membre de gauche est nulle par conséquent

µt1fą0 ‰ 0u “ 0. (15.517)

Cela signifie que la fonction f est presque partout négative ou nulle.

15.9.7 Permuter limite et intégrale

15.9.7.1 Convergence uniforme

Proposition 15.181 (Permuter limite et intégrale).
Soit fn Ñ f uniformément sur un ensemble mesuré A de mesure finie. Alors si les fonctions fn et
f sont intégrables sur A, nous avons

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (15.518)

Démonstration. Notons f la limite de la suite pfnq. Pour tout n nous avons les majorations
ˇ̌
ˇ̌
ż

A
fndµ´

ż

A
fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

A
|fn ´ f |dµ (15.519a)

ď
ż

A
}fn ´ f}8dµ (15.519b)

“ µpAq}fn ´ f}8 (15.519c)

où µpAq est la mesure de A. Le résultat découle maintenant du fait que }fn ´ f}8 Ñ 0.

Il existe un résultat considérablement plus intéressant que cette proposition. En effet, l’intégra-
bilité de f n’est pas nécessaire. Cette hypothèse peut être remplacée soit par l’uniforme convergence
de la suite (théorème 15.182), soit par le fait que les normes des fn sont uniformément bornées
(théorème de la convergence dominée de Lebesgue 15.184).
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Théorème 15.182 ([256]).
La limite uniforme d’une suite de fonctions intégrables sur un borné est intégrable, et on peut
permuter la limite et l’intégrale.

Plus précisément, soit A un ensemble de µ-mesure finie et fn : AÑ R des fonctions intégrables
sur A. Si la limite fn Ñ f est uniforme, alors f est intégrable sur A et nous pouvons inverser la
limite et l’intégrale :

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (15.520)

Démonstration. Soit ε ą 0 et n tel que }fn ´ f}8 ď ε (ici la norme uniforme est prise sur A).
Étant donné que fn est intégrable sur A, il existe une fonction simple ϕn qui minore fn telle que

ˇ̌
ˇ̌
ż

A
ϕn ´

ż

A
fn

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (15.521)

La fonction ϕn ` ε est une fonction simple qui majore la fonction f . Si ψ est une fonction simple
qui minore f , alors ż

A
ψ ď

ż

A
ϕn ` ε ď

ż

A
fn ` εµpAq. (15.522)

Par conséquent le supremum qui définit
ş
A f existe, ce qui montre que f est intégrable. Le fait qu’on

puisse inverser la limite et l’intégrale est maintenant une conséquence de la proposition 15.181.

Remarque 15.183.
L’hypothèse sur le fait que A soit de mesure finie est importante. Il n’est pas vrai qu’une suite
uniformément convergente de fonctions intégrables est intégrables. En effet nous avons par exemple
la suite

fnpxq “
#

1{x si x ă n

0 sinon
(15.523)

qui converge uniformément vers fpxq “ 1{x sur A “ r1,8r. Le limite n’est cependant guerre
intégrable sur A.

15.9.7.2 Convergence dominée de Lebesgue

Théorème 15.184 (Convergence dominée de Lebesgue).
Soit pfnqnPN une suite de fonctions intégrables sur pΩ,A, µq à valeurs dans C ou R. Nous supposons
que fn Ñ f simplement sur Ω presque partout et qu’il existe une fonction intégrable g telle que

|fnpxq| ď gpxq (15.524)

pour presque 46 tout x P Ω et pour tout n P N. Alors
(1) f est intégrable,
(2) limnÑ8

ş
Ω fn “

ş
Ω f ,

(3) limnÑ8
ş
Ω |fn ´ f | “ 0.

Démonstration. La fonction limite f est intégrable parce que |f | ď g et g est intégrable 47. Par
hypothèse nous avons

´ gpxq ď fnpxq ď gpxq. (15.525)

En particulier la fonction gn “ fn`g est positive et mesurable si bien que le lemme de Fatou 15.164
implique ż

Ω
lim inf gn ď lim inf

ż

Ω
gn. (15.526)

46. S’il n’y avait pas le « presque » ici, ce théorème serait à peu près inutilisable en probabilité ou en théorie des
espaces Lp, comme dans la démonstration du théorème de Fischer-Riesz 28.41 par exemple.
47. Par le lemme 15.171
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Évidemment nous avons lim inf gn “ f ` g, de telle sorte que
ż
f `

ż
g ď lim inf

ż
gn “ lim inf

ż
fn `

ż
g, (15.527)

et le nombre
ş
g étant fini, nous pouvons le retrancher des deux côtés de l’inégalité :

ż
f ď lim inf

ż
fn. (15.528)

Afin d’obtenir une minoration de
ş
f nous refaisons exactement le même raisonnement en utilisant

la suite de fonctions kn “ ´fn Ñ k “ ´f . Nous obtenons que
ż
k ě lim inf

ż
kn “ ´ lim sup

ż
fn, (15.529)

et par conséquent
lim inf

ż
fn ď

ż
f ď lim sup

ż
fn. (15.530)

La limite supérieure étant plus grande ou égale à la limite inférieure, les trois quantités dans les
inégalités (15.530) sont égales.

Nous prouvons maintenant le troisième point. Soit la suite de fonctions

hnpxq “ |fnpxq ´ fpxq| (15.531)

qui tend ponctuellement vers zéro. De plus

hnpxq ď |fnpxq| ` |fpxq| ď 2gpxq, (15.532)

ce qui prouve que les hn majorés par une fonction intégrable. Donc

lim
nÑ8

ż

Ω
|fn ´ f | “ lim

nÑ8

ż

Ω
hnpxqdx “

ż

Ω
lim
nÑ8 |fnpxq ´ fpxq| “ 0 (15.533)

Remarque 15.185.
Lorsque nous travaillons sur des problèmes de probabilités, la fonction g peut être une constante
parce que les constantes sont intégrables sur un espace de probabilité.

Corollaire 15.186.
Soit paiqiPN une suite numérique absolument convergente. Alors elle est convergente. Il en est de
même pour les séries de fonctions si on considère la convergence ponctuelle.

Démonstration. L’hypothèse est la convergence de l’intégrale
ş
N
|ai|dmpiq où dm est la mesure de

comptage. Étant donné que |ai| ď |ai|, la fonction ai (fonction de i) peut jouer le rôle de g dans le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 15.184).

15.9.8 Produit d’une mesure par une fonction (mesure à densité)

Proposition-définition 15.187 ([1, 257]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et une fonction mesurable positive w : S Ñ R̄`. Alors la formule

pw·µqpAq “
ż

A
wdµ (15.534)

pour tout A P F définit une mesure positive sur pS,Fq appelée produit de la mesure µ par la
fonction w. La fonction w est la densité de la mesure w·µ par rapport à la mesure µ.
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Démonstration. D’abord pw·µqpHq “ 0 parce que le lemme 15.157 donne

pw·µqpHq “
ż

S
w1Hdµ “

ż

S
0dµ “ 0ˆ µpSq “ 0 (15.535)

où nous avons (éventuellement) utilisé deux fois la convention 0ˆ8 “ 0.
Ensuite si les ensembles Ai sont des éléments deux à deux disjoints de F alors nous avons

1Ť8
i“1
“ ř8

i“1 1Ai , et donc

pw·µqp
ď

i

Aiq “
ż

S
w1Ť

i Ai
dµ “

ż

S

` 8ÿ

i“1
w1Ai

˘
dµ “

ÿ

i

ż

S
w1Aidµ “

ÿ

i

pw·µqpAiq. (15.536)

Dans ce calcul nous avons utilisé le fait que f était positive pour justifier l’application du théorème
de la convergence monotone 15.160.

En particulier nous parlons souvent de mesure à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
C’est alors la construction suivante. Si µ est une mesure sur Rd, une fonction f : Rd Ñ R est une
densité si pour tout A Ă Rd nous avons

µpAq “
ż

A
fpxqdx (15.537)

où dx est la mesure de Lebesgue.

Proposition 15.188 ([257]).
Soit une fonction mesurable w : pS,F , µq Ñ R̄`.
(1) Si f : S Ñ R̄` est mesurable, alors f · pw·µq “ pfgq·µ.
(2) Si f : S Ñ R̄ ou C est mesurable, elle est w·µ-intégrable si et seulement si fw est µ-

intégrable. Dans ce cas, nous avons encore f · pw·µq “ pfgq·µ.
Attention : dans le cas où f est à valeurs dans C, alors il faut que w soit à valeurs finies dans R
parce que nous n’avons pas définit 8ˆ z lorsque z P C.
Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat pour la fonction caractéristique de l’en-
semble mesurable A. Nous avons : 1A · pw·µqpBq “ ş

B 1Adpw·µq. Mais par définition, l’inté-
grale d’une fonction indicatrice est la mesure de l’ensemble indiqué. En passant sur le fait que
1A1B “ 1AXB,
ż

B
1Adpw·µq “ pw·µqpAXBq “

ż

S
1AXBwdµ “

ż

S
1A1Bwdµ “

ż

B
1Awdµ “ p1Awq·µpBq.

(15.538)
Supposons maintenant que f soit une fonction étagées qui s’écrit f “ ř

k ak1Ak où les Ak sont
des ensembles mesurables disjoints. Alors le calcul est le suivant, en utilisant le fait que sur Ak, on
a ak “ fpxq :

f · pg·µqB “
ż

B
fdpg·µq (15.539a)

“
ÿ

k

akpg·µqpAk XBq (15.539b)

“
ÿ

k

ak

ż

AkXB
gfµ (15.539c)

“
ż

AkX
fpxqgpxqdµpxq (15.539d)

“
ÿ

k

pfg·µqpAk XBq (15.539e)

“ pfg·µqpBq (15.539f)
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parce que les AkXB forment une partition de l’ensemble B (voir le point (2) de la définition 15.20).
Si f : S Ñ R̄` est mesurable, le théorème 15.105 donne une suite croissante fn de fonctions

étagées positives convergeant (ponctuellement) vers f . Vu que la fonction w est positive, nous avons
aussi la limite positive et croissante wfn Ñ wf . Ainsi l’utilisation du théorème de la convergence
monotone est justifié dans le calcul suivant :

ż

S
fdpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
fndpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
pwfnqdµ “

ż

S
wfdµ. (15.540)

Nous passons maintenant au cas général où f est une fonction à valeurs dans R̄ ou C (avec w
finie dans ce dernier cas). Nous avons la chaîne d’équivalences
ô f est pw·µq intégrable
ô |f | est pw·µq-intégrable
ô |f |w est µ-intégrable
ô |fw| est µ-intégrable.
Si cela est le cas, la formule se démontre en se ramenant au cas déjà prouvé des fonctions

positives en utilisant les pfwq` “ f`w, pfwq´ “ f´w etc.

15.9.9 Mesure et topologie

Exemple 15.189(Un compact n’est pas toujours de mesure finie)
Soit l’espace mesurable pR,BorpRqq réel avec ses boréliens et la fonction

w :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘

x ÞÑ
#

1
|x| si x ‰ 0
`8 si x “ 0.

(15.541)

Essayons d’étudier la mesure de densité w par rapport à la mesure de Lebesgue.
w est mesurable Soit un borélien B de R̄. Si B ne contient pas 8 alors w´1pBq est un borélien

de R par continuité de l’application restreinte w : Rzt0u Ñ R. Ici nous avons par exemple
appliqué la proposition 15.110 à chacun des deux intervalles s´8, 0r et s0,8r. Si `8 P B
alors

w´1pBq “ w´1`Bzt0u˘Y w´1pt8uq “ w´1`Bzt0u˘Y t0u, (15.542)
qui est borélien par union de boréliens.

Mesure produit La proposition 15.187 nous assure alors qu’en posant 48

µpBq “
ż

B

1
|x|dλpxq (15.543)

où λ est la mesure de Lebesgue, nous avons une mesure.
Mesure du singleton Pour avoir les idées claires, nous pouvons nous demander la mesure µ

`t0u˘.
Nous cela nous devons calculer

ż

t0u
1
|x|dλpxq “

ż

t0u
wpxqdλpxq (15.544)

où là, l’abus de notation n’est plus possible. Mais quelle que soit la fonction étagée h “ř
i αi1Ai considérée, ż

t0u
hpxqdλpxq “

ÿ

i

αiλ
`
Ai X t0u

˘ “ 0. (15.545)

Attention : ceci n’a rien de particulier à la fonction x ÞÑ 1{|x|. Lorsqu’une mesure a une
densité par rapport à Lebesgue, la mesure d’un singleton sera toujours nulle.

48. Avec un mini abus de notation : si 0 P B, cette notation n’est pas tout à fait correcte.
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Mesure de la boule compacte Il n’en reste pas moins que µ
`r´1, 1s˘ “ 8.

4

15.190.
En réalité, il n’y a pas de liens forts entre mesure et topologie. Un espace topologique est une
chose, et y mettre une mesure en est une autre. Bien entendu, une topologie étant donnée, nous
pouvons considérer la tribu des boréliens et y mettre une mesure un peu quelconque. Il n’y a pas
de choix canonique.

Notons que même dans l’exemple de compact de mesure infinie 15.189, la mesure introduite
n’est pas sans lien avec la topologie de R. En effet pour avoir une mesure à densité par rapport à
Lebesgue, nous avons dû prendre une application mesurable par rapport à la tribu des boréliens,
laquelle est éminemment liée à la topologie. Il y a donc parfaitement moyen de construire des
espaces mesurés tenant compte de la topologie, et ayant des propriétés qui ne sont pas celle
attendues.

Quand les choses sont faciles, ça se passe bien. La proposition suivante dit qu’une fonction
continue sur un compact y est intégrable ; sauf que pour dire cela de façon précise, il faut un peu
bosser parce qu’il y a de écueils à éviter, tels que l’exemple 15.189.

Proposition 15.191 ([1]).
Soit un espace mesuré pK,A, µq et une fonction f : K Ñ R. Nous supposons pas mal de trucs
techniques :
(1) La mesure est finie : µpKq ă 8.
(2) L’ensemble K est par ailleurs un espace topologique compact 49.
(3) La fonction f est continue pour les topologies de K et de R.
(4) La fonction f est mesurable pour la tribu A de K et la tribu des boréliens de R.

Alors f est intégrable sur K et
ş
K |f | ă 8.

L’hypothèse (4) ne se déduit pas nécessairement de l’hypothèse (3). Dans les cas usuels, nous
avons bien « continue implique mesurable », mais si A n’a aucun rapport avec la topologie . . . hum
. . .

Démonstration. Si nous écrivons fpxq “ f`pxq´f´pxq avec f` et f´ prenant des valeurs positives
ou nulles[258], en vertu de la proposition 15.168, si nous devons prouver séparément

ş
K f

` ă 8 etş
K f

´ ă 8. Nous allons donc prouver cette proposition en plusieurs étapes.
Si f est positive La fonction f est continue sur K qui est compact (même en tant qu’espace

topologique en soi ; il n’est pas nécessaire d’être compact dans quelque chose), donc elle a un
maximum par le théorème 7.99 nommons M ce maximum. Donc f : K Ñ r0,M s. De plus la
mesure µ sur K est finie et vérifie disons µpKq “ m.
Soit une fonction étagée h : K Ñ R` majorée par f . Nous notons

hpxq “
nÿ

i“1
αi1Aipxq (15.546)

où les Ai sont des éléments de A. Vu que 0 ď hpxq ď fpxq ďM , nous avons 50

ż

K
h “

nÿ

i“1
αiµpK XAiq ď

nÿ

i“1
MµpK XAiq ďM “ µpKq “Mm (15.547)

parce que les Ai sont disjoints et vérifient
Ť
iAi “ K (lemme 15.102).

49. Nous ne prétendons pas que la tribu A soit liée à la topologie de K.
50. Définition (15.423).
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Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition
(15.424) sont contenus dans r0,Mms. Le supremum est donc dans r0,Mms et est alors
strictement plus petit que l’infini.

Si f est positive ou négative Nous appliquons la première partie séparément à f` et f´. Et
nous avons alors que f est intégrable et

ż

K
|f | “

ż

K
f` `

ż

K
f´ ă 8. (15.548)

15.10 Propriétés des intégrales

Théorème 15.192 ([257]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application mesurable ϕ : S1 Ñ S2.
Soit encore µ, une mesure positive sur pS1,F1q.

Si f : S2 Ñ R̄ ou C est mesurable alors,
(1) f est ϕpµq-intégrale si et seulement si f ˝ ϕ est µ-intégrable.
(2) dans le cas où f est ϕpµq-intégrable, nous avons

ż

S2

fd
`
ϕpµq˘ “

ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (15.549)

Démonstration. L’intégrabilité est la définition 15.168, et demande que |f | soit intégrable. L’égalité
(15.549) a un sens si les deux membres sont infinis. Tant que les fonctions considérées sont positives,
le point (1) est immédiat. Ce n’est qu’au moment où les fonctions considérées deviennent à valeurs
dans C ou R que l’intégrabilité de |f | commence à jouer parce qu’il faut que f` et f´ soient
séparément intégrables.

Nous allons prouver la formule (15.549) pour des fonctions de plus en plis générales. Pour la
suite nous notons µ1 “ ϕpµq.
Pour f “ 1B, B mesurable Soit B P F2. Nous avons 1B ˝ ϕ “ 1ϕ´1pBq. Donc en utilisant le

lemme 15.157 nous avons
ż

S2

1Bdµ
1 “ µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ “

ż

S1

1ϕ´1pBqdµ “
ż

S1

p1B ˝ ϕqdµ. (15.550)

f est étagée positive La fonction f peut être écrite sous la forme

f “
nÿ

k“1
ak1Bk (15.551)

avec Bk P F2 et ak P R`. Nous avons alors, en utilisant la sous-additivité de l’intégrale du
théorème 15.165(3),

ż

S2

fdµ1 “
ÿ

k

ak

ż

S2

1Bkdµ
1 (15.552a)

“
ÿ

k

ak

ż

S1

p1Bk ˝ ϕqdµ (15.552b)

“
ż

S1

´ÿ

k

ak1Bk

¯
˝ ϕdµ (15.552c)

“
ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (15.552d)



930 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

f à valeurs dans R̄` Vu que f est mesurable, par le théorème 15.105 il existe une suite crois-
sante de fonctions étagées positives convergeant vers f . Soit donc cette suite, fn : S2 Ñ R`.
Les fonctions fn ˝ ϕ sont étagées et positives et nous avons aussi la limite ponctuelle et
croissante fn ˝ϕÑ f ˝ϕ parce que ϕ est continue. Le théorème de la convergence monotone
(théorème 15.160) permet d’écrire ceci :

ż

S2

fdµ1 “ lim
ż

S2

fndµ
1 “ lim

ż

S1

pfn ˝ ϕqdµ “
ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (15.553)

Pour f : S2 Ñ R̄ ou C C’est maintenant que l’intégrabilité va jouer. Nous avons |f |˝ϕ “ |f ˝ϕ|,
donc ż

S2

|f |dµ1 “
ż

S1

|f | ˝ ϕdµ “
ż

S1

|f ˝ ϕ|dµ, (15.554)

ce qui montre que f est µ1-intégrable si et seulement si f ˝ ϕ est µ-intégrable.
De plus si f “ f`´ f´ alors f` ˝ϕ “ pf ˝ϕq`, f´ ˝ϕ “ pf ˝ϕq´, et de façon similaire pour
les parties imaginaires et réelles.

15.11 Mesure à densité

15.11.1 Théorème de Radon-Nikodym

Proposition 15.193 (Produit d’une mesure par une fonction).
Si pS,F ,m1q est un espace mesuré, si f : S Ñ R est intégrable, et si B est un ensemble mesurable,
nous définissons fm1 par

m2pBq “ pfm1qpBq “
ż

B
fptqdm1ptq. (15.555)

Cela est une mesure positive sur pS,Fq.
Démonstration. D’abord pour l’ensemble vide : m2pHq “

ş
H fdm1 “ 0.

Si An sont des éléments disjoints de F tels que
Ť
nAn P F . Alors en utilisant la proposi-

tion 15.173, nous avons le calcul suivant :

m2
`ď

n

An
˘ “

ż
Ť
n An

fptqdm1ptq “
ÿ

n

ż

An

fptqdm1ptq “
ÿ

n

m2pAnq. (15.556)

Définition 15.194 ([259]).
Soient µ et ν deux mesures sur l’espace mesurable pΩ,Aq. Nous disons que la mesure µ est dominée
par ν si pour tout ensemble mesurable A, νpAq “ 0 implique µpAq “ 0.

Si ν est une mesure positive et µ une mesure, nous disons que µ est absolument continue
par rapport à ν si νpAq “ 0 implique µpAq “ 0. On note aussi µ ! ν.

La mesure µ est portée par l’ensemble E P A si pour tout A P A,

µpAq “ µpAX Eq. (15.557)

Nous écrivons que µ K ν s’il existe un ensemble E P A tel que µ soit porté par E et ν soit
porté par AE.

Théorème 15.195 (Radon-Nikodym[260]).
Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur un espace métrisable pΩ,Aq.
(1) Il existe un unique couple de mesures µ1 et µ2 telles que

(1a) µ “ µ1 ` µ2
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(1b) µ1 est dominé par ν
(1c) µ2 K ν.
Dans ce cas, les mesures µ1 et µ2 sont positives et σ-finies.

(2) À égalité ν-presque partout près, il existe une unique fonction mesurable positive f telle que
pour tout mesurable A,

µ1pAq “
ż

A
dµ1 “

ż

Ω
1Afdν. (15.558)

(3) À égalité ν-presque partout près, il existe une unique fonction positive mesurable h telle que
µ1 “ hν.

Corollaire 15.196.
Si µ es une mesure σ-finie dominée par la mesure σ-finie m, alors µ possède une unique fonction
de densité.

Corollaire 15.197.
Soient µ et m, deux mesures positives σ-finies sur pΩ,Aq. Alors m domine µ si et seulement si µ
possède une densité par rapport à m.

Démonstration. Si µ est dominée par m, alors la décomposition µ “ µ` 0 satisfait le théorème de
Radon-Nikodym. Par conséquent il existe une fonction f telle que

µpAq “
ż

A
fdm. (15.559)

Cette fonction est alors une densité pour µ par rapport à m.
Pour la réciproque, nous supposons que µ a une densité f par rapport à m, et que A est une

ensemble de m-mesure nulle :
mpAq “

ż

Ω
1Adm “ 0. (15.560)

Cela signifie que la fonction 1A estm-presque partout nulle. La fonction produit 1Af est également
nulle m-presque partout, et par conséquent

µpAq “
ż

Ω
1Afdm “ 0. (15.561)

Problèmes et choses à faire

Est-ce que la démonstration de cela ne demande pas la convergence monotone d’une façon ou d’une autre ?

15.11.2 Mesure complexe

Définition 15.198 (Mesure complexe[261]).
Si pΩ,Aq est un espace mesurable, une mesure complexe est une application µ : A Ñ C telle que
(1) µpHq “ 0,
(2) ν est sous-additive : si les ensembles Ai P A, alors

ř
i µpAiq “ µpŤiAiq.

Notons que la série
ř
i µpAiq est alors nécessairement absolument convergente. En effet changer

l’ordre de la somme ne change pas l’union, et donc ne change pas la valeur de la somme. Si
σ : NÑ N est une permutation,

ÿ

i

µpAσpiqq “ µ
`ď

i

Aσpiq
˘ “ µ

`ď

i

Ai
˘ “

ÿ

i

µpAiq. (15.562)

Le théorème 12.97 dit alors que la somme doit être absolument convergente.
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Théorème 15.199 (Radon-NikoDym complexe 51).
Soit µ une mesure positive sur pΩ,Aq et ν une mesure complexe. Alors
(1) Il existe un unique couple de mesures complexes νa, νs sur pΩ,Aq tel que

(1a) ν “ νa ` νs
(1b) νa ! µ

(1c) νs K µ.
(2) Ces mesures satisfont alors νa K νs.
(3) Il existe une fonction intégrable h : Ω Ñ C telle que νa “ hµ.
(4) La fonction h est unique à µ-équivalence près.
(5) Si de plus ν ! µ alors ν “ hµ.

Démonstration. No proof.

Remarque 15.200.
Le point (5) est souvent utilisé sous la forme

νpAq “
ż

Ω
1Apωqhpωqdµpωq “

ż

A
hpωqdµpωq. (15.563)

15.11.3 Théorème d’approximation

Lemme 15.201 ([249]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens 52 BorpΩq ainsi
qu’une mesure finie µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soit un borélien A de Ω et ε ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que

(1) F Ă A Ă V

(2) µpV zF q ă ε.

Démonstration. Soit la famille D des parties D de Ω qui vérifient la propriété suivante : pour tout
ε ą 0, il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que F Ă D Ă V et µpV zF q ă ε.

Nous allons prouver que D est une tribu qui contient tous les ouverts.

D contient les ouverts Soit un ouvert D. Nous posons

Fn “ tx P Ω tel que dpx,Dcq ě 2´nu. (15.564)

Fn est fermé Le lemme 7.103 montre que le complémentaire F cn est ouvert. Donc Fn est
fermé.

D Ă Ť
nPN Fn Si x P D, alors il existe δ ą 0 tel que Bpx, δq Ă D (parce que D est ouvert).

Donc dpx, V cq ě δ. Donc x P Fn pour 2´n ă δ.
Ť
nPN Fn Ă D Si x P Fn, nous avons dpx,Dcq ą 0, c’est-à-dire que x n’est pas dans Dc.

Autrement dit, x P D.
Ť
nPN Fn “ D Nous avons donc l’égalité

D “
ď

nPN
Fn. (15.565)

51. L’histoire du nom de ce théorème est intéressante. Lorsque monsieur et madame Rèmederdonnukodym ap-
prirent que leurs amis, les Rèmedelaboulechevelue avaient appelé leur fils Théo, ils décidèrent d’en faire autant. C’est
en souvenir de ces circonstances que monsieur Nikodym (prénommé Radon) décida de faire des math.
52. Définition 15.72.
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Vu que Fn Ă Fn`1, le lemme 15.23(1) nous indique que

lim
nÑ8µpFnq “ µ

` ď

kPN
Fk

˘ “ µpDq. (15.566)

Étant donné que la mesure est finie, nous pouvons écrire cela sous la forme

µpDq ´ µpFnq Ñ 0. (15.567)

Pour chaque n nous avons l’encadrement

Fn Ă D Ă D (15.568)

où Fn et D sont ouverts. Lorsque ε est donné, il suffit de prendre n assez grand pour avoir
µpDzFnq ă ε pour avoir un encadrement de D par un fermé et un ouvert (D lui-même) dont
la différence des mesures est plus petite que e.
Tout cela pour dire que D P D.

D est une tribu Il faut vérifier les trois points de la définition 15.1.
Ω P D Nous venons de voir que les ouverts sont dans D. Or Ω est un ouvert.
D P D implique Dc P D Soit F fermé et V ouvert tels que F Ă D Ă V . Nous avons aussi

V c Ă Dc Ă F c (15.569)

où V c est fermé et F c est ouvert. De plus F cz “ V zF et donc

µpF czV cq “ µpV zF q. (15.570)

Nous pouvons donc choisir F et V pour avoir µpF czV cq ă ε.
Ť
iPNDi P D Soient Di P tD. Pour chaque n nous posons

Fn Ă Dn Ă Vn (15.571)

en choisissant Vn et Fn de telle sorte que µpVnzFnq ă 2´nε.
Nous posons

YN “
Nď

n“0
Fn, (15.572)

et
Y “

8ď

n“0
Fn. (15.573)

Chacun des YN est fermé en tant qu’union finie de fermés (lemme 7.3(2)). Mais Y ne l’est
pas spécialement 53. Le lemme 15.23 nous dit cependant que µpY q “ limNÑ8 µpYN q.
Nous posons

D “
8ď

n“0
Dn (15.574)

ainsi que
V “

ď

nPN
Vn. (15.575)

La partie V est ouverte dans Ω comme union d’ouverts (c’est dans le définition d’une
topologie). Nous avons, pour tout N , l’encadrement

YN “
Nď

n“0
Fn Ă Y Ă D Ă V. (15.576)

53. Par exemple An “ r1{n, 2s sont des fermés dont l’union est s0, 2s qui n’est pas fermé.
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Nous prouvons à présent que limNÑ8 µpV zYN q “ 0, de telle sorte que l’encadrement
(15.576) dise que D P D.
D’abord nous avons

V zY Ă
ď

n

pVnzFnq (15.577)

parce que si x P V zY , alors x P Vi pour un certain i, mais vu que x n’est pas dans Y , il
n’est dans aucun des Fn donc en particulier pas dans Fi et x P VnzFi.
Un peu de calcul :

µpV q ´ µpY q “ µpV zY q (15.578a)
ď µ

`ď

n

pVnzFnq
˘

(15.578b)

ď
8ÿ

n“0
µpVnzFnq (15.578c)

“
8ÿ

n“0
2´nε (15.578d)

“ 2ε. (15.578e)

Justifications :
— Pour (15.578a), c’est le lemme 15.22.
— Pour (15.578b), c’est (15.577).
— Pour (15.578c), c’est le lemme 15.22(3).
— Pour (15.578e), c’est la série géométrique (12.144).
Nous choisissons maintenant N assez grand pour que µpY q ´ µpYN q ă ε. Nous avons
alors l’encadrement

YN Ă Y Ă D Ă V (15.579)

avec

µpV zYN q “ µpV q ´ µpYN q “ µpV q ´ µpyqloooooomoooooon
ď2ε

`µpY q ´ µpYN q ď 2ε` ε “ 3ε. (15.580)

Nous avons donc montré que D était une tribu contenant les ouverts. Donc D contient tous les
boréliens.

Lemme 15.202 ([249]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un borélien A tel que A ĂW . Soit aussi ε ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V tels que

(1) µpV q ă 8,
(2) µpV zF q ă ε,
(3) et F Ă A Ă V .

Démonstration. Vu que la mesure de W est finie, nous considérons la mesure finie

ν : BorpΩq Ñ r0, µpW qs
B ÞÑ µpB XW q. (15.581)

La partie A étant borélienne ; par le lemme 15.201, nous avons un fermé F et un ouvert V1 ouvert
tels que

F Ă A Ă V1 (15.582)
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et νpV1zF q ă ε. Nous posons V “ V1XW ; vu que A ĂW et A Ă V1 nous avons aussi A Ă V1XW
et donc l’encadrement

F Ă A Ă V ĂW. (15.583)
En ce qui concerne la mesure :

µpV zF q “ µpV q ´ µpF q “ µpV XW q ´ µpF XW q “ νpBq ´ νpF q ă ε. (15.584)

Théorème 15.203 (Théorème d’approximation, thème 2[249]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un un borélien A tel que A Ă W . Soit aussi
ε ą 0.

Il existe un fermé F ĂW et une fonction f P C0pΩ,Rq vérifiant
(1) F Ă A ĂW ,
(2) f |F “ 1,
(3) f |W c “ 0
(4) }f ´ 1A}L1 ă ε

Démonstration. Par le lemme 15.202, il existe un fermé F et un ouvert V tels que

F Ă A Ă V ĂW (15.585)

et µpV zF q ă ε. Nous posons alors

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq ` dpx, F q . (15.586)

Le dénominateur de cette expression ne s’annule jamais parce que si dpx, V cq “ 0, c’est que x P V c.
Mais alors x n’est pas dans V et donc pas dans F non plus. La partie F étant fermée, dpx, F q ą 0
par lemme 7.104. De plus la fonction f est continue par le lemme 7.105.
Pour (2) Si x P F , alors dpx, F q “ 0, et f devient

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq “ 1 (15.587)

Pour (3) Si x PW c, alors x P V c et dpx, V cq “ 0 si bien que fpxq “ 0.
Pour (4) Les premiers points montrent que

1F ď f ď 1V . (15.588)

Mais nous avons aussi, par ailleurs,

1F ď 1Aleq1V . (15.589)

Ces deux encadrement, par le lemme 1.114 donnent l’encadrement

|f ´ 1A| ď 1V ´ 1F . (15.590)

En ce qui concernent les intégrales nous avons alors
ż

Ω
|1A ´ f | ď

ż

Ω
p1V ´ 1F qdµ (15.591a)

“ µpV q ´ µpF q (15.591b)
ă ε. (15.591c)

Pour (15.591b), c’est le lemme 15.157.
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15.12 Produit de mesures

Lemme 15.204 (Propriété des sections[246]).
Soient A1 et A2 des tribus sur les ensembles Ω1 et Ω2. Si A P A1 bA2 alors pour tout x P Ω1 et
y P Ω2, les ensembles

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Au (15.592a)
A2pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P Au (15.592b)

sont mesurables.

Démonstration. Soit y P Ω2 ; nous allons prouver le résultat pour A1pyq. Pour cela nous notons

S “ tA P A1 bA2 tel que @y P Ω2, A1pyq P A1u, (15.593)

et nous allons noter que S est une tribu contenant les rectangles. Par conséquent, S sera égal à
A1 bA2.

Les rectangles Considérons le rectangle A “ X ˆ Y et si y P Ω2 alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X ˆ Y u. (15.594)

Donc soit y P Y alors A1pyq “ X P A1, soit y R Y et alors A1pyq “ H P A1.
Tribu : ensemble complet Nous avons Ω1 ˆ Ω2 P S parce que c’est un rectangle.
Tribu : complémentaire Soit A P S. Montrons que Ac P S. Nous avons d’abord

pAcq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu. (15.595)

D’autre part

A1pyqc “ tx P Ω1 tel que px, yq R Au “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu “ pAcq1pyq. (15.596)

Vu que A1 est une tribu et que par hypothèse A1pyq P A1, nous avons aussi A1pyqc P S, et
donc pAcq1pyq P A1, ce qui prouve que Ac P S.

Tribu : union dénombrable Soit une suite An P S. Nous avons

p
ď

n

Anq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Anu (15.597a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Anu (15.597b)

“
ď

n

pAnq1pyq, (15.597c)

et ce dernier ensemble est dans A1 parce que c’est une union dénombrable d’éléments de A1.

Nous avons donc prouvé que S est une tribu contenant les rectangles, donc S contient au moins
A1 bA2.

Corollaire 15.205.
Si f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R est une fonction mesurable 54 sur X ˆ Y alors pour chaque y dans Ω2, la
fonction

fy : X Ñ R

x ÞÑ fpx, yq (15.598)

est mesurable.
54. Définition 15.41.
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Démonstration. Soit O un ensemble mesurable de R (i.e. un borélien), et y P Ω2. Nous avons

f´1
y pOq “ tx P X tel que fpx, yq P Ou “ A1pyq (15.599)

où
A “ tpx, yq P Ω1 ˆ Ω2 tel que fpx, yq P Ou “ f´1pOq. (15.600)

Ce dernier est mesurable parce que f l’est.

Théorème 15.206 ([246] 55).
Soient pΩi,Ai, µiq (i “ 1, 2) deux espaces mesurés σ-finie. Soit A P A1bA2. Alors les fonctions 56

x ÞÑ µ2
`
A2pxq

˘
(15.601a)

y ÞÑ µ1
`
A1pyq

˘
(15.601b)

sont mesurables et ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ2
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (15.602)

Démonstration. Nous supposons d’abord que µ1 et µ2 sont finies et nous notons D le sous-ensemble
de A1 bA2 sur lequel le théorème est correct. Nous allons commencer par prouver que D est un
λ-système.
λ-système : différence ensembliste Soient A,B P D avec A Ă B. Nous avons

pBzAq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P BzAu (15.603a)
“ tx P Ω1 tel que px, yq P Buztx P Ω1 tel que px, yq P Au (15.603b)
“ B1pyqzA1pyq. (15.603c)

Vu que A1pyq Ă B1pyq et que les mesures sont finies le lemme 15.22 nous donne

µ1
`pBzAq1pyq

˘ “ µ1
`
B1pyq

˘´ µ1
`
A1pyq

˘
, (15.604)

et similairement pour 1 Ø 2. Les deux fonctions (de y) à droite étant mesurables, nous avons
la mesurabilité de la fonction y ÞÑ µ1

`pBzAq1pyq
˘
.

Prouvons la formule intégrale en nous rappelant que la formule (15.602) est supposée correcte
pour A et B séparément :

ż

Ω2

µ1
`pBzAq1pyq

˘
dµ2pyq “

ż

Ω2

µ1
`
B1pyq

˘
dµ2pyq ´

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (15.605a)

“
ż

Ω1

µ2
`
B2pxq

˘
dµ1pxq ´

ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (15.605b)

“
ż

Ω1

µ2
`pBzAq2pxq

˘
dµ1pxq. (15.605c)

λ-système : limite de suite croissante Soit pAnq une suite croissante dans D ; nous posons
Bn “ AnzAn´1 et A0 “ H de telle sorte à travailler avec une suite d’ensembles disjoints
qui satisfait

Ť
nAn “

Ť
nBn. Vu que la suite est croissante nous avons An´1 Ă An et donc

Bn P D par le point déjà fait sur la différence ensembliste. Nous avons :

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘ “ tx P Ω1 tel que px, yq P

ď

n

Bnu (15.606a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Bnu (15.606b)

“
ď

n

pBnq1pyq. (15.606c)

55. Modèle non contractuel : des notations et la définition de λ-système peuvent varier entre la référence et le
présent texte.
56. Voir la notation du lemme 15.592.
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Par conséquent, par la propriété (2) d’une mesure nous avons

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘ “

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
. (15.607)

En tant que somme de fonctions positives et mesurables, la fonction

y ÞÑ
ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
(15.608)

est mesurable par la proposition 15.90. Il faut encore vérifier la formule intégrale. Le gros du
boulot est de permuter une somme et une intégrale par le corollaire 15.163 :

ż

Ω2

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq “

ÿ

n

ż

Ω2

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq (15.609a)

“
ÿ

n

ż

Ω1

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (15.609b)

“
ż

Ω1

ÿ

n

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (15.609c)

“
ż

Ω1

µ2
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘
dµ1pxq. (15.609d)

Maintenant que D est un λ-système contenant les rectangles, le lemme 15.32 dit que la tribu
engendrée par D (c’est-à-dire A1 bA2) est le λ-système D lui-même.

La preuve est finie dans le cas de mesures finies. Nous commençons maintenant à prouver dans
le cas où les mesures µ1 et µ2 sont seulement σ-finies. Nous considérons des suites croissantes
Ωi,n Ñ Ωi d’ensembles mesurables et de mesure finie : µipΩi,nq ă 8. D’abord remarquons que

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq

¯
“ µ2

´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j . (15.610)

En effet,

♥ “ pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq (15.611a)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P AX Ω1,j ˆ E2,ju (15.611b)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju. (15.611c)

Si y P Ω1,j alors ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju “ Ω2,j et dans ce cas

♥ “ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X Ω2,j “ A2pxq X E2,j . (15.612)

Et inversement, si x R Ω1,j alors ♥ “ H. Dans les deux cas nous avons (15.610).
Les ensembles A X Ω1,j ˆ Ω2,j étant de mesure finie, nous pouvons leur appliquer la première

partie :
ż

Ω1

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq2pxq

¯
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq1pyq

¯
dµ2puq, (15.613)

ou encore
ż

Ω1

µ2
´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j pxqdµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
A1pyq X Ω1,j

¯
1Ω2,j pyqdµ2pyq. (15.614)

Ce que nous avons dans ces intégrales sont (par rapport à j) des suites croissantes de fonction
positives ; nous pouvons donc permuter une limite et une intégrale. En sachant que si k Ñ8, alors

11,jpxq Ñ 1 (15.615a)
µ2
`
A2pxq X Ω2, j

˘Ñ µ2
`
A2pxq

˘
, (15.615b)

nous trouvons le résultat demandé.
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Théorème-définition 15.207 ([262, 263]).
Soient µi des mesures σ-finies sur pΩi,Aiq (i “ 1, 2).
(1) Il existe une et une seule mesure, notée µ1 b µ2, sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q telle que

pµ1 b µ2qpA1 ˆA2q “ µ1pA1qµ2pA2q (15.616)

pour tout A1 P A1 et A2 P A2.
(2) Cette mesure est donnée par la formule 57

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (15.617)

Cette mesure est la mesure produit de µ1 par µ2.
(3) La mesure µ1 b µ2 ainsi définie est σ-finie.

Démonstration. La partie « existence » sera divisée en deux parties : l’une pour prouver que les
formules (15.617) donnent une mesure et une pour montrer que cette mesure vérifie la condition
(15.616).
Unicité L’ensemble des rectangles de Ω1ˆΩ2 engendre la tribu A1bA2, est fermé par intersection

et contient une suite croissante d’ensembles PnˆRn de mesure finie (µpPnˆRnq ă 8) telle
que Pn ˆ Rn Ñ Ω1 ˆ Ω2. Cette suite est donné par le fait que µ1 et µ2 sont σ-finies. En
effet si pXnq et pYnq sont des recouvrements dénombrables de Ω1 et Ω2 par des ensembles de
mesure finie, en posant Pn “ Ťn

k“1Xn et Rn “ Ťn
k“1 Yn nous avons bien une suite croissante

de rectangles qui tendent vers Ω1ˆΩ2. Avec ces rectangles en main, le théorème 15.33 donne
l’unicité.

Les formules définissent une mesure Le théorème 15.206 dit que ces formules ont un sens et
que l’égalité entre les deux intégrales est correcte. Nous prouvons à présent qu’elles déter-
minent effectivement une mesure sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q.
Pour tout A P A1 b A2, µpAq ě 0 parce que µ est donnée par l’intégrale d’une fonction
positive.
En ce qui concerne la condition d’unions dénombrable disjointe, soient Apiq des éléments
disjoints de A1 bA2 ; nous commençons par remarquer que

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸

2

pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P
8ď

i“1
Apiqu (15.618a)

“
8ď

i“1
ty P Ω2 tel que px, yq P Apiqu (15.618b)

“
8ď

i“1
A
piq
2 pxq. (15.618c)

Par conséquent,

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“

ż

Ω1

µ2

˜´ 8ď

i“1
Apiq

¯
2
pxq

¸
dµ1pxq (15.619a)

“
ż

Ω1

8ÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (15.619b)

“
ż

Ω1

lim
nÑ8

nÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq. (15.619c)

57. Voir les notations du lemme 15.204.
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où nous avons utilisé l’additivité de la mesure µ2. À ce niveau, il serait commode de permuter
la somme et l’intégrale. Pour ce faire nous considérons la suite (croissante) de fonctions

fnpxq “
nÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
. (15.620)

Nous pouvons permuter la limite et l’intégrale grâce au théorème de la convergence mono-
tone 15.160 ; ensuite la somme se permute avec l’intégrale en tant que somme finie :

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“ lim

nÑ8

nÿ

i“1

ż

Ω1

`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (15.621a)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“1
µpApiqq (15.621b)

“
8ÿ

i“1
µpApiqq. (15.621c)

Elles vérifient la condition Prouvons que les formules (15.617) se réduisent à (15.616) dans le
cas des rectangles. Soit donc A “ X1 ˆX2 avec Xi P Ai. Alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X1 ˆX2u (15.622)

et
µ1
`
A1pyq

˘ “ 1X2pyqµ1pX1q, (15.623)
donc

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (15.624a)

“
ż

Ω2

µ1pX1q1X2pyqdµ2pyq (15.624b)

“ µ1pX1q
ż

Ω2

1X2pyqdµ2pyq (15.624c)

“ µ1pX1qµ2pX2q. (15.624d)

Pour cela nous avons utilisé le fait que l’intégrale de la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable est la mesure de cet ensemble.

Définition 15.208 (Produit d’espaces mesurés).
Si pΩi,Ai, µiq sont deux espaces mesurés, l’espace produit est l’ensemble Ω1ˆΩ2 muni de la tribu
produit A1bA2 de la définition 15.112 et de la mesure produit µ1bµ2 définie par le théorème 15.207.

Remarque 15.209.
Il n’est pas garantit que la tribu A1 bA2 soit la tribu la plus adaptée à l’ensemble S1 ˆ S2. Dans
le cas de RN , il se fait que c’est le cas : en prenant des produits des boréliens sur R on obtient
bien les boréliens sur RN , voir proposition 15.116.

15.13 Tribu et mesure de Lebesgue sur Rd

Définition 15.210 (Mesure de Lebesgue).
En plusieurs étapes.
(1) D’abord nous avons la mesure λN sur Rn définie sur

`
Rd,BorpRq b . . .b BorpRq˘ (15.625)

comme le produit λb . . .b λ via la définition 15.208.
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(2) Ensuite nous nous souvenons du corollaire 15.116 qui donne λN comme une mesure sur
`
RN ,BorpRN q˘. (15.626)

(3) Et enfin nous considérons la completion de la mesure λN (théorème 15.57), que nous notons
encore λN .

Proposition 15.211 ([250]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable et disjointe de cubes semi-ouverts.

Démonstration. Nous allons même montrer que ces cubes peuvent être choisis sur un quadrillage.
Soit G un ouvert de Rn. Soit tQ1

i uiPN un découpage de Rn en cubes semi-ouverts de côté 1 et
dont les sommets sont en les coordonnées entières. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni, ni ` 1r (15.627)

où les ni sont des entiers. Ce sont des cubes disjoints. Nous considérons ensuite pour chaque k ą 1
le découpage tQpkqi uiPN de Rn en cubes de côtés 2´k qui consiste à découper en 2 les côtés des
cubes du découpage Qpk´1q. Ces cubes forment encore un découpage dénombrable de Rn en des
cubes disjoints. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni2k ,

ni ` 1
2k r (15.628)

où les ni sont encore entiers. Ensuite nous considérons E l’union de tous les Qpkqi contenus dans G.
Montrons que E “ G. D’abord E Ă G parce que E est une union d’ensembles contenus dans

G. Ensuite si x P G, il existe une boule de rayon r autour de x contenue dans G ; alors un des
ensembles Qpkqi avec 2´j ă r

2 est contenue dans Bpx, rq et donc dans E .
Bien entendu l’union qui donne E n’est pas satisfaisante par ce que les Qpk`1q

i sont contenus
dans les Qpkqi ; les intersections sont donc loin d’être vides.

Nous faisons ceci :

Rp0q “ tQp1qi contenu dans Gu (15.629a)

Rpk`1q “ tQpk`1q
i contenus dans G et pas dans Rpkqu. (15.629b)

En fin de compte l’union de tous les ensembles contenus dans les Rpkq forment encore Rn, mais
sont d’intersection vide.

Les cubes dont il est question dans cette preuve, de côtés 2´k sont souvent appelés des cubes
dyadiques.

Corollaire 15.212 ([250]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable de cubes presque disjoints 58.

Démonstration. Il suffit de prendre les cubes de la proposition 15.211 et de les fermer. Ce que l’on
ajoute est de mesure nulle.

Remarque 15.213.
La proposition 15.211 est une propriété seulement de la topologie de Rn alors que le corollaire fait
intervenir la mesure de Lebesgue parce qu’il faut bien dire que les intersections sont de mesure (de
Lebesgue) nulle.

58. « presque » au sens où les intersections éventuelles sont de mesure de Lebesgue nulle.
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15.13.1 Ensembles négligeables

Lemme 15.214 ([264]).
L’image d’une partie négligeables de RN par une application Lipschitz est négligeable.

Démonstration. Soit N une partie négligeable de RN et une application Lipschitz f : N Ñ RN .
Soit Q Ă RN un cube borné de côté r. Pour tout x, x1 P N XQ nous avons

}fpxq ´ fpx1q} ď C}x´ x1} ď Cr. (15.630)

Donc fpNXQq est dans une boule de rayon Cr. Mais comme toutes les normes sont équivalentes 59
surRN nous pouvons tout aussi bien prendre la norme }.}1 au lieu de la norme }.}2 (qui est toujours
la norme prise implicitement lorsqu’on parle de Rn), de telle sorte que les boules soient des cubes.
Quoi qu’il en soit, fpN X Qq est contenu dans un cube de côté 2Cr et au niveau de la mesure
extérieure,

m˚
`
fpN XQq˘ ď p2CrqN “ p2CqNrN , (15.631)

ou encore
m
`
fpN XQq˘ ď p2CqNmpQq (15.632)

parce que rN est la mesure du cube Q.
Soit maintenant ε ą 0 ; vu que N est négligeable, il existe un ouvert U contenant N et tel que

mpUq ă ε. Ce U est une union presque disjointe de cubes dyadiques pQnq par le corollaire 15.212.
Nous avons alors

m˚
`
fpNq˘ “ m˚

`
fp
ď

n

N XQnq
˘

(15.633a)

“ m˚
`ď

n

fpN XQnq
˘

(15.633b)

ď
ÿ

n

m˚pfpN XQnqq (15.633c)

ď
ÿ

n

p2CqNmpQnq (15.633d)

“ p2CqNmpUq (15.633e)
ă p2Cqdε. (15.633f)

Au final, m˚
`
fpNq˘ ď p2CqN ε. L’ensemble N est donc négligeable parce que le lemme 15.63 le

dit : m˚pNq “ 0.

Corollaire 15.215.
Un sous-espace vectoriel strict de RN est négligeable.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel strict de RN de dimension k ă N est l’image de

A “ tt1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` tkek tel que ti P Ru (15.634)

par une application linéaire. Ce A est un pavé de mesure de Lebesgue nulle. Donc l’image est
négligeable par le lemme 15.214.

15.13.2 Parties et fonctions mesurables

Pour rappel, la notion d’application de classe C1 est donnée par la définition 12.134.

Proposition 15.216.
Soient U et V des ouverts de RN et φ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si E Ă U est mesurable,
alors φpEq est mesurable 60.
59. Proposition 12.5
60. Ici « mesurable » parle de mesurabilité au sens de la tribu de Lebesgue, c’est-à-dire pas seulement les boréliens.
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Démonstration. Si E est mesurable, il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que
E “ BYN . Vu que φ est un homéomorphisme, l’application φ´1 est borélienne parce que continue
(théorème 15.49). Nous avons

φpBq “ pφ´1q´1pBq, (15.635)

c’est-à-dire que φpBq est l’image inverse de B par φ´1. L’ensemble φpBq est donc borélien.
Il reste à voir que φpNq est négligeable. Soit Q Ă U une cube compact. L’application dφ : QÑ

LpRN ,RN q est continue et donc bornée (par la remarque 12.135) sur le compact Q. Par les ac-
croissements finis (théorème 12.151), l’application φ est donc Lipschitz sur Q. La partie φpN XQq
est alors négligeable par le lemme 15.214. Pour conclure,

φpNq “
ď

i

φpN XQiq (15.636)

où les Qi sont tous des cubes compacts. Donc φpNq est une union dénombrable d’ensembles négli-
geables ; ergo négligeable lui-même par le lemme 15.55.

Proposition 15.217.
Soient U et V des ouverts de RN et φ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si f : V Ñ C est mesurable,
alors f ˝ φ : U Ñ C l’est.

Démonstration. Soit A une partie mesurable de C. Il nous faut prouver que

pf ˝ φq´1pAq “ φ´1`f´1pAq˘ (15.637)

soit mesurable. Par hypothèse , f´1pAq est mesurable. Vu que φ est un C1-difféomorphisme, elle
et son inverse sont mesurables par la proposition 15.216. Donc l’image du mesurable f´1pAq par
φ´1 est encore mesurable.

15.13.3 Propriétés d’unicité

Corollaire 15.218.
La mesure λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRN qq à satisfaire

µ
` Nź

i“1
rai, bis

˘ “
nź

i“1
|ai ´ bi| (15.638)

Démonstration. Par définition de la mesure produit, λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRq b
. . .b BorpRqq à satisfaire la condition. La proposition 15.116 conclut.

Vu que les compacts de Rn sont les fermés bornés (théorème 8.9), et que tout borné est dans
un tel produit d’intervalle, la mesure de Lebesgue est une mesure de Borel (définition 15.80(1)).

Théorème 15.219 ([265]).
La mesure de Lebesgue est invariante par translation. Autrement dit si A est mesurable dans Rn

et si a P Rn alors A` a est mesurable et

λN pA` aq “ λN pAq. (15.639)

Démonstration. Nous supposons que A est borélien ; sinon il l’est à ensemble négligeable près.
Nous notons ta la translation et nous nommons µ la mesure donnée par

µpAq “ λN pA` aq. (15.640)

Vu que

µ
` Nź

n“1
rrn, snr

˘ “ λN
`ź

i

rrn ` an, sn ` anr
˘ “

ź

i

|sn ´ rn|. (15.641)

Vu qu’il y a unicité de la mesure vérifiant cette propriété (corollaire 15.218), nous avons µ “ λN .
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Pour la suite nous notons Q0 le cube unité de RN : Q0 “
`r0, 1r˘N .

Théorème 15.220 ([265]).
Soit µ une mesure positive sur RN telle que
(1) µ soit invariante par translation (des boréliens),
(2) µpQ0q “ 1.

Alors µ “ λN .

Démonstration. Pour simplifier l’écriture nous faisons N “ 2. Notre but est de prouver que
µpr0, rr ˆ r0, r1rq “ rr1 pour tout r, r1 P R.
Longueur =1{J Soient J,K des entiers. Nous pouvons diviser le cube Q0 en rectangles de côtés

1{J et A{K :
Q0 “

ď

1ďjďJ
1ďkďK

rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r (15.642)

où l’union est disjointe. En ce qui concerne la mesure nous commençons par utiliser la sous-
additivité :

µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r
˙
. (15.643)

Nous utilisons ensuite, sur chacun des termes séparément l’invariance par translation selon
les vecteurs p j´1

J , 0q et p0, k´1
K q :

1 “ µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ JKµµ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
, (15.644)

et donc
µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ 1
J
ˆ 1
K
. (15.645)

Longueur L{K Soient L,M des entiers et calculons :

µ

ˆ
r 0
J
,
L

J
r ˆ r 0

K
,
M

K
r
˙
“

ÿ

0ďlďL´1
0ďmďM´1

µ

ˆ
r l
J
,
l ` 1
J
r ˆ rm

K
,
m` 1
K

r
˙

(15.646a)

“ LMµ

ˆ
r 0
J
,

1
J
r ˆ r 0

K
,

1
K
r
˙

(15.646b)

“ LM ˆ 1
J
ˆ 1
K
. (15.646c)

Nous avons donc, pour tout J,K,L,M :

µ

ˆ
r0, L

J
r ˆ r0, M

K
r
˙
“ L

J
ˆ M

K
, (15.647)

c’est-à-dire que pour tout r, s P Q` nous avons

µ
`r0, rr ˆ r0, sr˘ “ rs. (15.648)

Longueur réelle Nous passons au cas de longueur réelle. Soit a ą 0 et une suite croissante de ra-
tionnels rn Ñ a. Une telle suite existe par la proposition 8.4. Nous avons r0, ar “ Ť

ně1r0, rnr
où l’union n’est pas disjointe mais croissante, ce qui permet d’utiliser le lemme 15.23(1) pour
écrire

µ
`r0, ar˘ “ µ

˜ď

ně1
r0, rnr

¸
“ lim

nÑ8µ
`r0, rnr

˘ “ lim
nÑ8 rn “ a. (15.649)
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Enfin, si a, a1 P R, l’invariance par translation donne

µ
`ra, a1r˘ “ µ

`r0, a1 ´ ar˘ “ a1 ´ a. (15.650)

Par unicité de la mesure ayant cette propriété, nous avons µ “ λN .

Corollaire 15.221.
Si µ est une mesure positive sur RN invariante par translation et telle que µpQ0q “ C ă 8 alors
µ “ CλN .

Démonstration. Si C ą 0 nous considérons la mesure 1
Cµ qui vérifie p 1

CµqpQ0q “ 1. En conséquence
du théorème 15.220, 1

Cµ “ λN et µ “ CλN .
Si au contraire C “ 0 alors nous pouvons paver RN avec des cubes Qi de côté 1 qui ont tous

mesure 0. Par conséquent, RN “ Ť8
i“1Qi, donc µpRN q “ ř

i µpQiq “ 0. Par conséquent µ “ 0
parce que toute partie de RN a une mesure au maximum égale à celle de RN .

15.13.4 Régularité

Les différentes notions de régularité pour une mesure sont données dans la définition 15.80. Ce
sont essentiellement des questions de compatibilité entre la mesure et la topologie.

Proposition 15.222.
La mesure de Lebesgue est une mesure de Radon sur tout ouvert de RN .

Démonstration. Soit V un ouvert de RN . C’est localement compact et dénombrable à l’infini. Il
suffit de prouver que λN est de Borel sur V pour que le théorème 15.81 conclue à la régularité de
la mesure de Lebesgue.

Soit K un compact de V . Par la proposition 7.60 c’est également un compact de RN . Par
conséquent K est dans un pavé fermé de RN du type

K Ă
Nź

n“1
ran, bns (15.651)

et donc en passant par le corollaire 15.218,

λN pKq ď
Nź

i“1
pbn ´ anq ă 8. (15.652)

Nous avons démontré que λN reste fini sur tout compact de V .

15.14 Propriétés de l’intégrale de Lebesgue
Un lemme qui a l’air de rien, mais qui au final est souvent utilisé ; tellement qu’on l’oublie un

peu.

Lemme 15.223 ([1]).
Soit un compact K de R et une fonction continue f : RÑ R. Alors l’intégrale

ż

K
f (15.653)

existe et est finie.

Démonstration. Vu que f est continue sur le compact K, elle y atteint une borne supérieure 61 que
nous nommons M .

Soit R tel que Bp0, Rq contienne K. La fonction pM ` 1q1Bp0,Rq majore strictement f sur le
mesurable Bp0, Rq. L’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition (15.424) de
l’intégrale de f contient donc au moins le nombre fini pM ` 1qµpKq. Le supremum existe et est
fini (proposition 1.122).
61. Nous ne nous lasserons jamais de citer le théorème de Weierstrass 7.99.
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15.14.1 Quelque limites dans les bornes

Dans le cas de l’intégrale de Lebesgue définie par 15.151, si f est une fonction sur R et si λ est
la mesure de Lebesgue, nous avons une définition directe de

ż 8

0
fλ. (15.654)

Nous sommes cependant en droit de nous demander si nous n’aurions pas également ceci :

lim
xÑ8

ż x

0
fλ “

ż 8

0
fdλ. (15.655)

Lorsque l’intégrale considérée est celle de Riemann, l’égalité (15.655) est une définition. Ici, ça va
être une propriété.

15.224.
Tant que nous sommes à parler de limites dans les bornes, nous aurions pu vouloir, pour les séries,
suivre le chemin suivant :
— Définir l’intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré.
— Prendre au passage le cas particulier

ř8
k“0 ak “

ş
N
a où a : NÑ R est une fonction mesurable

pour la mesure de comptage.
— Démontrer qu’avec ces définitions,

ř8
k“0 “ limNÑ8

řN
k“0 ak.

Or le dernier point est pris comme définition et son égalité avec l’intégrale pour la mesure de
comptage est une propriété 62. Pourquoi ? Parce que la définition 15.20 de mesure positive demande
déjà d’avoir défini les sommes sur N.

Lemme 15.225.
Soit une partie mesurable A Ă R` de mesure finie. Alors

lim
MÑ0

λ
`
AX rM,8r˘ “ 0. (15.656)

Démonstration. La fonction
f : R` Ñ R`

x ÞÑ λ
`
AX rx,8r˘ (15.657)

est décroissante et bornée vers le bas par 0. Elle possède dont une limite ` ě 0 (corollaire 8.37).
Nous allons prouver que ` “ 0 en calculant la limite sur les entiers.

Nous posons Jk “ rk, k ` 1r. Pour n P N nous avons :

fpnq “ λ
`
AX rn,8r˘ (15.658a)

“ λ
` 8ď

k“n
pAX Jkq

˘
(15.658b)

“
8ÿ

k“n
λpAX Jkq. (15.658c)

Mais nous savons par hypothèse sur la mesure de A que

λpAq “
8ÿ

k“0
λpAX Jkq ă 8. (15.659)

Donc fpnq est une queue de série convergente. Elle tend donc vers zéro par le lemme 12.67. C’est
à dire que

lim
nÑ8 fpnq “ 0. (15.660)

Et comme limxÑ8 fpxq existe et vaut `, la seule possibilité est ` “ 0.
62. Proposition 15.228.
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Lemme 15.226.
Soit une fonction mesurable f : RÑ R`. Alors

lim
xÑ8

ż 8

x
fdλ “ 0. (15.661)

Démonstration. Nous posons
F pxq “

ż 8

x
fdλ. (15.662)

Nous commençons par prouver que c’est une fonction décroissante. En effet,

F pxq ´ F px` aq “
ż 8

x
f ´

ż 8

x`a
f “

ż x`a

x
f `

ż 8

x`a
f ´

ż 8

x`a
“

ż a`a

x
f ě 0. (15.663)

Nous avons utilisé 15.173.
Vu que f prend ses valeurs dans R`, nous avons F pxq ě 0 pour tout x. La fonction F est

décroissante et bornée vers le bas. Donc elle a une limite :

lim
xÑ8F pxq “ ` ě 0. (15.664)

Supposons ` ą 0 et posons 0 ă ε ă `. Soit M tel que pour tout x ąM nous ayons
ż 8

x
f ą m. (15.665)

Soit a P R` tel que
|
ż 8

a
fptq ´ ` dt| ă ε. (15.666)

En vertu de (15.665) nous considérons a0 ą a tel que
ż 8

a0

f “ I0 ą m. (15.667)

Nous construisons la suite strictement croissante pakq de la façon suivante :
ż 8

ak

f “ Ik ą m (15.668)

et
|
ż ak`1

ak

f ´ Ik| ă ε. (15.669)

Donc pour k nous avons ż ak`1

ak

f ě Ik ´ ε ě m´ ε. (15.670)

Mais ż 8

a0

“
8ÿ

k“0

ż ak`1

ak

f ě
ÿ

k

pm´ εq “ 8. (15.671)

Nous avons une contradiction.

15.14.2 Mesure de comptage et série

Définition 15.227 (mesure de comptage).
Soit pS,Fq un ensemble mesurable. La mesure de comptage sur pS,Fq est la mesure définie par

mpAq “
#

CardpAq si A est fini
`8 sinon.

(15.672)
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Cette mesure est utilisée pour voir des séries comme des intégrales sur pN,PpNq,mq.
Proposition 15.228.
Soit l’espace mesuré

`
N,PpNq,m˘ 63. Nous considérons une suite a : NÑ R.

(1) L’intégrale
ş
N
a dm existe si et seulement si la série

ř8
n“0 an existe.

(2) Si
ş
N
a dm existe, alors

ż

N

a dm “
8ÿ

n“0
an. (15.673)

Exemple 15.229
La mesure de comptagem surNmuni de la tribu de ses parties est σ-finie parce que En “ t0, . . . , nu
est de mesure finie et

Ť
nPNEn “ N. 4

Exemple 15.230
L’intervalle I “ r0, 1s muni de la tribu de toutes ses parties et de la mesure de comptage est un
espace mesuré non σ-fini. 4

15.14.3 Théorème de la moyenne

Théorème 15.231 ([1]).
Soit Q un compact connexe par arcs et une fonction continue f : Q Ñ R. Si λ est la mesure de
Lebesgue, alors il existe a P Q tel que

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ (15.674)

Démonstration. En posant I “ ş
Q fdλ nous avons immédiatement

minpfqλpQq ď I ď maxpfqλpQq (15.675)

où le minimum et le maximum existent parce que f est continue sur un compact. Si une des
deux inégalités est une égalité alors la fonction est constante. En effet supposons que la première
inégalité soit une égalité ; si la fonction n’était pas constante, il existerait une boule sur laquelle
f serait strictement supérieure à minpfq. En intégrant d’abord sur cette boule et ensuite sur le
complémentaire nous obtenons une intégrale plus grande que minpfqλpQq.

Soit ε ą 0. Il existe α, β P Q tels que fpαq ď minpfq`ε et fpβq ě maxpfq´ε. Soit γ : r0, 1s Ñ Q
un chemin continu tel que γp0q “ α et γp1q “ β. La fonction f ˝ γ : r0, 1s Ñ R est alors continue
et vérifie pf ˝ γqp0q ď minpfq ` ε et pf ˝ γqp1q ě maxpfq ´ ε.

Si ε est assez petit et vu que les inégalités (15.675) sont strictes,

λpQqpf ˝ γqp0q ď minpfqλpQq ` ελpQq ă I ă maxpfqλpQq ´ ελpQq ď λpQqpf ˝ γqp1q. (15.676)

Par le théorème des valeurs intermédiaires 13.50, il existe t0 P r0, 1s tel que λpQqpf ˝ γqpt0q “ I.
Le point a “ γpt0q vérifie

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ. (15.677)

63. La mesure de comptage sur N est donnée en la définition 15.227.
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15.14.4 Primitives et intégrales

En termes de notations, si a ă b nous posons
ż b

a
fptqdt “

ż

ra,bs
f. (15.678)

Si par contre a ą b nous posons
şb
a f “ ´

şa
b f .

Proposition 15.232 (Primitive et intégrale[173]).
Soit f une fonction intégrable sur ra, bs et continue sur sa, br. Alors la fonction

F : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż

ra,xs
fptqdt. (15.679)

est l’unique primitive de f sur sa, br s’annulant en x “ a.

Démonstration. Nous devons prouver que F est dérivable et que pour tout x0 P sa, br nous avons
F 1px0q “ fpx0q. Soit ε ą 0. Par continuité de f en x0, il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx0 ` hq “ fpx0q ` αphq (15.680)

avec limhÑ0 αphq “ 0. Cette dernière limite signifie qu’il existe un δ ą 0 tel que |αphq| ă ε pour tout
h tel que |h| ă δ, c’est-à-dire pour tout h P Bp0, δq. À partir de maintenant nous ne considérons
plus que de tels h.

Notre travail maintenant est de prouver que F est dérivable en x0, et de montrer que la dérivée
est fpx0q. Pour cela,

F px0 ` hq ´ F px0q “
ż x0`h

x0

fptqdt (15.681a)

“
ż h

0
fpx0 ` tqdt (15.681b)

“
ż h

0

“
fpx0q ` αptq

‰
dt (15.681c)

“ hfpx0q `
ż h

0
αptqdt. (15.681d)

Nous avons donc montré que pour tout ε ą 0, il existe un δ (défini via la fonction α) tel que
|h| ă δ implique ˇ̌

ˇ̌F px0 ` hq ´ F px0q
h

´ fpx0q
ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (15.682)

Cela signifie que
lim
hÑ0

F px0 ` hq ´ F px0q
h

“ fpx0q, (15.683)

qui n’est rien d’autre que le fait que F est dérivable en x0 et que sa dérivée est fpx0q.
Le fait que F s’annule en x “ a est par sa définition. L’unicité provient du corollaire 13.136.

Théorème 15.233 (Théorème fondamental du calcul intégral).
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I contenant strictement l’intervalle ra, bs Ă R
et F une primitive de f sur I. Alors

ż b

a
fptqdt “ F pbq ´ F paq. (15.684)
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Démonstration. Nous avons vu par la proposition 15.232 que la fonction

G : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż x

a
fptqdt (15.685)

était l’unique primitive de f sur sa, br à s’annuler pour x “ a. Nous avons évidemment
ż b

a
fptqdt “ Gpbq. (15.686)

Si F est une primitive quelconque, il suffit de soustraire sa valeur en x “ a : Gpxq “ F pxq ´ F paq
et donc ż b

a
fptqdt “ Gpbq “ F pbq ´ F paq, (15.687)

comme il fallait le prouver.

Le théorème fondamental s’écrit souvent sous la forme 64

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1ptqdt. (15.688)

Sous cette forme, il faut penser que nous calculons fpxq en un point pas trop éloigné de a, en
sachant fpaq et en intégrant la dérivée entre les deux.

Remarque 15.234.
Le lien entre primitive et intégrale est fondamentalement lié à l’invariance par translation de la
mesure de Lebesgue, et non à la construction précise de cette mesure. Mais en même temps, la
mesure de Lebesgue est l’unique à être invariante par translation.

Quelque remarques.
(1) Le théorème fondamental du calcul intégral est à utiliser pour calculer des intégrales des

fonctions réelle lorsqu’on a des primitives sur un domaine strictement plus large que le
domaine sur lequel nous voulons intégrer.

(2) Une version pour les intégrales impropres sera donnée au corollaire 15.247.
(3) Une primitive est forcément une fonction continue parce qu’une primitive est dérivable.
(4) Le théorème fondamental du calcul intégral ne sert pas qu’à calculer des intégrales à partir

de primitives. Il sert aussi à démontrer des résultats plus théoriques, comme le théorème
13.297.

(5) En vertu du corollaire 13.136, une fonction ne possède qu’une seule primitive à constante
près.

15.14.5 Exemples et applications

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et y admettant des primitives, nous notons
ż
fpxqdx (15.689)

l’ensemble des primitives de f sur I :
ż
fpxqdx “ tF pxq ` C tel que C P Ru (15.690)

où F est une quelconque primitive de f .

64. Par exemple dans les théorèmes du reste des polynômes de Taylor 16.34 et de Cauchy-Lipschitz 18.40.
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Exemple 15.235
Une primitive bien connue de f : x ÞÑ x2 est la fonction F : xÑ x3

3 . Nous écrivons donc
ż
x2dx “ x3

3 ` C. (15.691)

Cela est un abus de notations terrible pour dire en réalité

tx ÞÑ x3

3 ` C tel que C P Ru. (15.692)

4

En termes de notations, nous posons
ż b

a
fptqdt “

”
F ptq

ıt“b
t“a

“ F pbq ´ F paq. (15.693)

Remarque 15.236.
La valeur de l’intégrale ne dépend pas de la primitive qu’on choisi pour le calculer, car si F1 et
F2 sont deux primitives de f alors F1 “ F2 ` C et F1pbq ´ F1paq “ pF2pbq ` Cq ´ pF2paq ` Cq “
F2pbq ´ F2paq.
Remarque 15.237.
Si l’intervalle d’intégration est réduit à un seul point alors la valeur de l’intégrale est zéro. Nous le
savions déjà, et cela est cohérent avec le théorème fondamental car

şa
a fptqdt “ F paq ´ F paq “ 0.

Remarque 15.238.
Toute intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à l’origine est nulle.

Proposition 15.239 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F où F est de dimension finie 65. Nous considérons une
fonction f : E Ñ F de classe C1 ainsi qu’un chemin γ : r0, 1s Ñ E de classe C1 également.

Alors nous avons l’égalité
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘ “ f

`
γp1q˘´ f`γp0q˘. (15.694)

Démonstration. Nous posons
f : r0, 1s Ñ F

t ÞÑ pf ˝ γqptq. (15.695)

Cette fonction vérifie g1ptq “ pdfqγptq
`
γ1ptq˘ par le lemme 13.222. Le théorème fondamental du

calcul intégral 66 nous permet donc d’écrire
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż 1

0
g1ptqdf “ gp1q ´ gp0q. (15.696)

Notons que g est continue grâce aux hypothèses de classe C1 pour γ et f .

15.14.6 Permuter limite et dérivée

15.240.
Voici une preuve alternative du théorème 13.297. Elle utilise des intégrales ; elle demande donc
plus de dependences.

65. Sinon l’intégrale dont nous allons parler n’est pas définie au sens où nous n’en avons pas donné de définition.
Voir 15.174.
66. Théorème 15.233.
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Théorème 15.241 ([173]).
Soient une suite de fonctions fi : RÑ R, une fonction f : RÑ R et une fonction g : RÑ R telles
que
(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1i Ñ g uniformément sur tout compact.

Alors
(1) f est de classe C1,
(2) f 1 “ g,
(3) fi Ñ f uniformément sur tout compact.

Démonstration. Nous commençons par considérer x0 P R et un intervalle compact K contenant
x0. Nous montrons que f 1px0q “ gpx0q en plusieurs étapes.
Une formule intégrale Par hypothèse, les fonctions fi sont continues (en particulier sur un

ouvert contenant K), et le théorème fondamental de l’analyse 15.233 donne

fipxq “ fipx0q `
ż x

x0

f 1iptqdt (15.697)

pour tout x P K. Nous avons envie de prendre la limite i Ñ 8 en permutant la limite avec
l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence dominée de Lebesgue.

Convergence dominée La convergence uniforme sur tout compact des fonctions continues f 1i
vers g donne la continuité de g, théorème 13.280. En particulier g est bornée et donc intégrable
sur le compact rx0, xs. Mais il en faut plus pour le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue (théorème 15.184). Soit a ą 0 ; il existe N tel que pour tout i ą n nous ayons
}f 1i ´ g} ă a. Avec cela nous avons

|f 1ipxq| ă |gpxq| ` a (15.698)

pour tout x P K. En particulier, la fonction x ÞÑ gpxq ` a fonctionne pour la convergence
dominée et nous pouvons permuter la limite et l’intégrale dans (15.697).

Passage à la limite En passant à la limite iÑ8 dans (15.697) nous trouvons

fpxq “ fpx0q `
ż x

x0

gptqdt. (15.699)

Premières conclusions Il suffit maintenant de prendre la dérivée de (15.699) au point x “ x0
grâce à la proposition 15.232 :

f 1px0q “ gpx0q. (15.700)

Cela nous donne l’égalité f “ g parce que x0 était arbitraire.
De plus g est continue comme limite uniforme des fonctions continues f 1i . Plus précisément,
pour voir la continuité de g en x0, prendre un ouvert borné Bpx0, rq autour de x0, et ensuite
un compact K contenant cet ouvert. La convergence uniforme f 1i Ñ g sur K implique la
convergence uniforme sur Bpx0, rq et donc la continuité sur Bpx0, rq (théorème 13.280).

fi Ñ f uniforme sur tout compact Un compact n’étant pas spécialement connexe, nous ne
pouvons pas reprendre le travail fait jusqu’ici sans prendre une petite précaution. Soit un
compact L. Cette partie de R étant bornée 67, nous pouvons prendre r assez grand pour que
L Ă Bp0, rq. Nous posons K “ Bp0, rq et nous prouvons la convergence uniforme fi Ñ f sur
K. A fortiori, cela donnera la convergence uniforme sur L.

67. Par le théorème de Borel-Lebesgue 8.9
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Prenons la différence entre (15.699) et (15.697) :

|fpxq ´ fipxq| “
ˇ̌
fpx0q ´ fipx0q `

ż x

x0

gptq ´ f 1iptqdt
ˇ̌

(15.701a)

ď |fpx0q ´ fipx0q| `
ˇ̌
ˇ
ż x

x0

|gptq ´ f 1iptq|dt
ˇ̌
ˇ (15.701b)

ď |pf ´ fiqpx0q| ` |x´ x0|}g ´ f 1i}K . (15.701c)

Notez les valeurs absolues autour de l’intégrale dans (15.701b). Elles sont nécessaires parce
que x est dans un voisinage de x0, sans que nous sachions si x ě x0 ou x ď x0 (ça change le
signe de l’intégrale).
Nous avons donc

}f ´ fi} ď |pf ´ fiqpx0q| ` diampKq}g ´ f 1i} (15.702)
où diampKq est le diamètre de K, c’est-à-dire la plus grande distance entre deux éléments
de K c’est un nombre fini parce que K est borné. Il majore évidemment |x´x0|. Le membre
de droite tend vers zéro si i Ñ 8 parce que nous avons convergence simple fi Ñ f et donc
pf ´ fiqpx0q Ñ 0, et parce que nous avons convergence uniforme sur tout compact, donc
}g ´ f 1i} Ñ 0.
Nous avons donc bien limiÑ8 }f ´ fi} “ 0, c’est-à-dire convergence uniforme de pfiq vers f
sur K.

La proposition suivante est la généralisation à R de la proposition 13.349.

Proposition 15.242.
Pour tout α P R, si fαpxq “ xα alors

f 1αpxq “ αxα´1. (15.703)

Au niveau du domaine, c’est R auquel il faut enlever t0u si α´ 1 ă 0.

Démonstration. Soient α P R et une suite de rationnels αi qui converge vers α. Le plus amateurs
d’abstraction diront pαiq P α en référence à la proposition 1.97.

Nous notons fαpxq “ xα et fipxq “ xαi . Par définition nous avon

fi Ñ fα (15.704)

ponctuellement. De plus en utilisant la proposition 13.349 nous savons que f 1ipxq “ αix
αi´1. En

posant gpxq “ αxα´1 nous avons donc
f 1i Ñ g. (15.705)

ponctuellement. Mais f 1i est continue pour tout i et g également. Donc la convergence fi Ñ fα est
uniforme sur tout compact 68. Le théorème 13.297 nous permet de permuter limite et dérivée pour
avoir g “ f 1α.

15.14.7 Intégrales impropres

Définition 15.243 ([173]).
Une fonction f : D Ă R Ñ R est localement intégrable sur un intervalle I si f est intégrable
sur tout intervalle compact contenu dans I.

Proposition 15.244.
Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable. Alors

ż

ra,bs
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f. (15.706)

68. Proposition 13.286.



954 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Démonstration. Notons que la valeur de f en b n’a strictement aucune importance parce que
l’intégrale de Lebesgue ne dépend pas du choix de la valeur de la fonction en un ensemble de
mesure nulle ; et en même temps la limite à gauche de (15.706) ne dépend pas non plus de la valeur
de f en b. Bref si f n’est pas définie en b, nous pouvons poser fpbq “ 42.

Notons de plus que du point de vue de l’intégrale de Lebesgue,
ş
ra,bs et

ş
ra,br sont identiques et

valent toutes les deux
şb
a (lorsque ça existe).

Supposons d’abord que f est positive. Alors nous posons fn “ f1ra,b´ 1
n
s. Ponctuellement nous

avons la limite croissante fn Ñ f et de plus

lim
xÑb´

ż

ra,xs
f “ lim

nÑ8

ż

ra,bs
fn. (15.707)

Chacun des fn est intégrable sur ra, bs. Le théorème de Beppo-Levi 15.160 implique que f est
intégrable sur ra, bs et que

lim
nÑ8

ż b

a
fn “

ż b

a
f. (15.708)

Cela montre que dans le cas d’une fonction f positive nous avons bien (15.706).
Si f n’est pas positif, alors nous la décomposons en partie positive et négative f “ f` ´ f´ et

par définition de l’intégrale d’une fonction non positive,

lim
xÑb´

ż

ra,xr
f “ lim

ż
f` ´ lim

ż
f´. (15.709)

Il peut cependant arriver que la limite limxÑb
şb
a f existe alors que f n’est pas intégrable sur

ra, bs. C’est l’ennui des fonctions non positives. Un exemple classique est
ż 8

0

sinptq
t

dt (15.710)

Définition 15.245 ([266]).
Si

lim
xÑb

ż b

a
f (15.711)

existe alors nous disons que l’intégrale est convergente en b. Ce procédé de limite est l’intégrale
impropre de f sur ra, bs.

Exemple 15.246(Intégale impropre)
Nous considérons la fonction f : r0,8rÑ R définie par

fpxq “
#

1
n si x P r2n´ 2, 2n´ 1r
´ 1
n si x P r2n´ 1, 2nr. (15.712)

Par la divergence de la série harmonique,
ş8
0 |f | n’existe pas. La fonction f n’est donc pas intégrable

au sens de Lebesgue (définition 15.168).
Cependant pour tout n pair nous avons

ż n

0
f “ 0. (15.713)

Du coup pour tout x ě 0 nous avons ż x

0
f “

ż x

2n
f (15.714)
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où 2n est le plus grand nombre pair inférieur à x. Nous avons |x ´ 2n| ď 2 et |fpxq| ď 1
n pour

x P r2n, xs. Donc ż x

2n
f ď 2

n
. (15.715)

Nous avons par conséquent
lim
xÑ8

ż x

0
f “ 0, (15.716)

ce qui signifie que l’intégrale de f sur r0,8r converge au sens des intégrales impropres. 4

L’intégrale (15.710) est une intégrale convergente mais la fonction n’est pas intégrable (parce
que pour être intégrale il faut que |f | soit intégrable). Nous pouvons ainsi dire que cette intégrale
converge mais n’existe pas.

Le corollaire suivant nous autorise à utiliser le théorème fondamental du calcul intégral 15.233
même dans les cas limites.

Corollaire 15.247.
Si f est localement intégrable sur ra, bs et si F est une primitive de f sur tout ouvert de ra, bs alors

ż b

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (15.717)

Démonstration. Pour chaque x dans ra, br nous avons
ż x

a
f “ F pxq ´ F pbq. (15.718)

La proposition 15.244 nous explique que la limite x Ñ b´ du membre de gauche existe et vautşb
a f . Donc également le membre de droite :

ż b

a
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F pbq. (15.719)

La convergence des intégrales de fonctions 1
xα en 0 et 8 est une question classique de l’intégra-

tion. De plus ces fonctions servent souvent à utiliser une théorème de comparaison (type intégrale
dominée de Lebesgue).

Proposition 15.248.
Deux intégrales remarquables.
(1) Nous avons ż 1

0

1
xα
“ 8 (15.720)

si et seulement si α ě 1.
(2) Nous avons ż 8

1

1
xα
“ 8 (15.721)

si et seulement si α ď 1.

Démonstration. La fonction 1
xα admet la primitive F pxq “ 1

1´α
1

xα´1 sur tout compact de s0,8r.
Le corollaire 15.247 nous permet 69 de dire que

ş1
0

1
xα vaudra

lim
xÑ0´`

1
1´ α

1
xα´1 . (15.722)

Cela est strictement plus petit que 8 si et seulement si α ă 1.
69. Tout ce que nous avons fait avec la borne b de l’intégrale

şb
a
reste valable avec la borne a.
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15.15 Changement de variables dans une intégrale multiple

Dans ce qui suit, U et V sont des ouverts de RN et φ : U Ñ V est un C1-difféomorphisme.
Nous notons Q l’ensemble des cubes fermés dans U dont les côtés sont parallèles aux axes.

15.15.1 Des lemmes

Lemme 15.249 ([265]).
Soient µ et ν deux mesures de Borel sur l’ouvert U de RN . Si µpQq ď νpQq pour tout Q P Q alors
µpBq ď νpBq pour tout borélien B.

Démonstration. Si Q est un cube semi-ouvert, c’est-à-dire de la forme

Q “
ź

i“1
N ran, an ` hr Ă U (15.723)

alors Q est une réunion croissante de cubes fermés du type ran`ε, an`h´εs, et donc µpQq ď νpQq
par le lemme 15.23(1). La propriété est donc vraie pour les cubes semi-ouverts.

Si Ω est un ouvert, alors il est réunion disjointe dénombrable de cubes semi-ouverts par la
proposition 15.211. Donc pour tout ouvert Ω Ă U nous avons µpΩq ď νpΩq. En vertu de la
proposition 15.81 et de la remarque 15.82, les mesures µ et ν sont régulières, et l’inégalité au
niveau des ouverts se répercute en inégalité pour tout boréliens de U :

µpBq ď νpBq (15.724)

pour tout B P BorpUq. Notons que U étant ouvert dans RN , les boréliens de U sont exactement
les boréliens de RN inclus dans U par le corollaire 15.51.

Lemme 15.250 ([265]).
Soit une application θ : U Ñ RN de classe C1 où U est ouvert dans RN . Pour tout Q P Q nous
avons

λN
`
θpQq˘ ď sup

sPQ
}dθs}NλN pQq. (15.725)

Démonstration. Nous notons h la longueur du côté du cube. Le théorème des accroissements
finis 13.252, pour la composante θi donne, pour u, v P Q :

ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ď sup
sPQ

}pdθiqs}}u´ v} ď
ÿ

sPQ
}pdθiqs}h. (15.726)

D’autre part nous avons (nous écrivons pour N “ 2 pour être plus court) :

dθspuq “ d

dt

”
θ1ps` tuqe1 ` θ2ps` tuqe2

ı
t“0

“ pdθ1qspuqe1 ` pdθ2qspuqe2. (15.727)

Donc pour chaque i : }dθs} ě }pdθiqs}, et nous continuons la majoration (15.726) :
ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ďď
ÿ

sPQ
}pdθiqs}h ď sup

sPQ
}dθs}h. (15.728)

Les points θpuq et θpvq sont donc dans un cube de côté supsPQ }dθs}h, ce qui permet de majorer
λN

`
θpQq˘ par

λN
`
θpQq˘ ď

ˆ
sup
sPQ

}dθs}h
˙N

“
ˆ

sup
sPQ

}dθs}
˙N

λN pQq (15.729)

où le dernier facteur provient de l’égalité hN “ λN pQq.
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15.15.2 Déterminant et mesure de Lebesgue

Dans la suite, Q0 désigne le cube unité : Q0 “
`r0, 1r˘N .

Théorème 15.251 (Interprétation géométrique du déterminant[265]).
Soit une application linéaire T : RN Ñ RN . Alors pour tout borélien B de RN ,

λN
`
T pBq˘ “ |detpT q|λN pBq. (15.730)

Démonstration. Nous considérons la mesure positive µ donnée par µpBq “ λN
`
T pBq˘, qui est bien

une mesure par la proposition 15.77. Cette mesure est invariante par translation parce que λN
l’est :

µpB ` aq “ λN
`
T pBq ` a˘ “ λN

`
T pBq˘ “ µpBq. (15.731)

De plus, T pQ0q est borné et nous notons µpQ0q “ C. Nous avons µ “ CλN par le corollaire 15.221.
CpT1T2q “ CpT1qCpT2q Par définition,

CpT1T2qλN pBq “ λN
`pT1T2qpBq

˘
(15.732a)

“ λN
`
T1pT2Bq

˘ “ CpT1qλN
`
T2pBq

˘ “ CpT1qCpT2qλN pBq. (15.732b)

Par conséquent la fonction C est multiplicative :

CpT1T2q “ CpT1qCpT2q. (15.733)

Et en plus, CpIdq “ 1.
Matrice diagonale En guise de T , nous considérons l’application linéaire diagonaleD “ diagpd1, . . . , dN q

qui fait
T pQ0q “ r0, d1r ˆ . . .ˆ r0, dN r (15.734)

La mesure de cela est |d1 ¨ ¨ ¨ dN |, ce qui nous donne

CpDq “ |d1 . . . dN | “ |detpDq|. (15.735)

Matrice orthogonale Nous considérons maintenant T “ U où U est une matrice orthogonale
(UU t “ 1). Une matrice orthogonale est une isométrie 70 qui conserve donc la boule unité :
UBp0, 1q “ Bp0, 1q. Nous avons

λN
`
Bp0, 1q˘ “ λN

`
UBp0, 1q˘ “ CpUqλN

`
Bp0, 1q˘ (15.736)

par conséquent CpUq “ 1, et 1 est justement le déterminant de U .
Matrice quelconque Nous savons par le corollaire 14.33 de la décomposition polaire que toute

matrice peut être écrite sous la forme T “ U1DU2 où Ui sont orthogonales et D est diagonale.
Donc CpT q “ CpU1qCpDqCpU2q “ detpU1qdetpDq detpU2q “ detpU2DU2q “ detpT q parce
que le déterminant est multiplicatif (proposition 11.52(1)).

Ce théorème donne une interprétation géométrique du déterminant en tant que facteur de
dilatation des volumes lors de l’utilisation d’une application linéaire. Si T est une application
linéaire quelconque,

λN
`
T pQ0q

˘ “ |detpT q|λN pQ0q “ |detpT q|. (15.737)
Le déterminant de T est le volume de l’image du cube unité par l’application T .

De la même façon, en utilisant l’application linéaire T pxq “ ax nous avons pour tout borélien
B :

λN paBq “ aNλN pBq. (15.738)
Une dilatation d’un facteur a des longueurs provoque une multiplication par aN des volumes.
70. Proposition 11.83.
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15.15.3 Le théorème et sa démonstration

Théorème 15.252 (Changement de variable[264, 265]).
Soient U et V des ouverts de RN ainsi qu’un C1-difféomorphisme φ : U Ñ V . Nous notons Jφ la
fonction

Jφ : RN Ñ R

a ÞÑ detpdφaq.
(15.739)

Alors :
(1) Si E Ă U est borélien, alors φpEq est borélien et

λN
`
φpEq˘ “

ż

E
|Jφ|dλN , (15.740)

c’est-à-dire φ´1pλN q “ |Jφ|·λN .
(2) Si f : V Ñ r0,`8s est mesurable alors la fonction

pf ˝ φq ˆ |Jφ| : U Ñ r0,8s (15.741)

l’est également et 71 ż

V
fdλN “

ż

U
pf ˝ φqpxq|Jφpxq|dλN pxq. (15.742)

(3) Si f : V Ñ C est mesurable alors elle est intégrable si et seulement si pf ˝ φq ˆ |Jφ| : U Ñ C

est intégrable. Si c’est le cas, alors nous avons encore la formule de changement de variables :
ż

V
fdλN “

ż

φ´1pV q
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (15.743)

Démonstration. Attention : la preuve va être longue.
(1) Le fait que φpEq soit borélien lorsque E l’est est la proposition 15.216. En ce qui concerne

la formule annoncée, il faut travailler.
Inégalité dans un sens (cubes) Nous commençons par prouver l’inégalité

λN
`
φpQq˘ ď

ż

Q
|Jφpxq|dx (15.744)

pour tout Q P Q. On peut diviser le côté du cube Q en k éléments de longueurs égales.
Le cube est alors divisé en kN petits cubes d’intérieurs disjoints. Nous les nommons Qi
(i “ 1, . . . , kN ) Nous avons alors

ÿ

i

λN pQiq “
ÿ

i

λN
`

IntpQiq
˘ “ λN

`ď

i

IntpQiq
˘ ď λN pQq ď

ÿ

i

λN pQiq. (15.745)

La dernière inégalité est le fait que les intersections ne sont pas disjointes. Toutes ces
inégalités sont en réalité des égalités et en particulier : λN pQq “ ř

i λN pQiq.
Soit a P Qi. Posons

θ : U Ñ U

θ “ pdφaq´1 ˝ φ (15.746)

Cela appelle deux commentaires. D’abord l’application dφa : U Ñ V est inversible parce
que φ est un difféomorphisme (lemme 12.143). Ensuite, l’application θ est la composée
de pdφaq (qui est linéaire) et de φ qui est de classe C1 ; donc θ est de classe C1. Donc le
lemme 15.250 s’applique. La différentielle de θ n’est pas trop compliquée à écrire parce

71. L’intégrabilité d’une fonction est la définition 15.168 qui stipule que l’intégrale de |fpxq| est finie. L’égalité
proposée a un sens si les deux membres sont infinis. Il n’y a donc pas d’hypothèses d’intégrabilité obligatoire pour
écrire une intégrale lorsque la fonction a des valeurs positives.
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que nous avons la formule de différentielle d’une composée (théorème 12.141) et le fait
que pdφaq´1 qui est linéaire et donc sa propre différentielle (lemme 12.137). Nous avons
donc dθ “ pdφaq´1 ˝ dφ, et le lemme donne

λN
`pdφaq´1φpaq˘ ď sup

sPQi
}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQiq (15.747)

Étant donné que pdφaq´1 est une application linéaire, la proposition 15.251 s’applique,
et donc

λN
`pdφaq´1φpaq˘ “ |detpdφaq´1|λN

`
φpaq˘. (15.748)

Le déterminant d’une application réciproque est donné par la proposition 11.52(4) :

det
`pdφaq´1˘ “ 1

det
`
dφa

˘ “ 1
Jφpaq . (15.749)

Recollant les morceaux,

λN
`
φpQiq

˘ 1
Jφpaq ď sup

sPQi
}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQq, (15.750)

ou encore :
λN

`
φpQiq

˘ ď |Jφpaq| sup
sPQi

}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQiq. (15.751)

Vu que a et s sont proches l’un de l’autre (on peut choisir encore la taille du cube),
nous pouvons espérer que pdφaq´1 ne soit pas loin d’être l’inverse de dφs. Et c’est en
effet le cas. Pour s’en assurer, remarquons que l’application

dφ : Qi Ñ LpRN ,RN q (15.752)

est continue et même uniformément continue parce que Qi est compact. De plus la
composition de différentielles étant un produit de matrices nous pouvons permuter la
limite dans le calcul suivant :

lim
sÑapdφaq

´1 ˝ dφs “ pdφaq´1 ˝ lim
sÑa dφs “ 1. (15.753)

Donc si ε ą 0 est donné, il existe δ tel que pour tout s P Bpa, δq, }pdφaq´1 ˝dφs´1} ď ε.
En ce qui concerne les normes, si }A´ 1} ď ε alors }A} ď }A´ 1} ` }1} ď ε` 1.
Cela étant dit, nous nous souvenons que nous avions découpé U en un nombre fini de
cubes Qi d’égales dimensions ; il suffit de prendre k suffisamment grand pour que la
diagonale des cubes sot plus petite que le minimum des δi. Avec un tel découpage,

sup
sPQi

}pdφaq´1 ˝ dφs} ď 1` ε (15.754)

et par conséquent
λN

`
φpQiq

˘ ď p1` εqN |Jφpaiq|λN pQiq (15.755)

où nous avons ajouté un indice i au point a pour nous rappeler que nous avons choisi
a P Qi.
Le théorème de la moyenne 15.231 appliqué à l’intégrale

ş
Qi
|Jφptq|dλN ptq donne l’exis-

tence d’un ai P Qi tel que

|Jφpaiq| “ 1
λN pQiq

ż

Qi

|Jφ|dλN . (15.756)
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Ce point ai vérifie l’inégalité (15.755) comme tout point de Qi. Nous sommons ces
inégalités sur tous les i :

λN
`
φpQq˘ ď

ÿ

i

λN
`
φpQiq

˘
(15.757a)

ď p1` εN
ÿ

i

˜
1

λN pQiq
ş
Qi
|Jφ|dλN

¸
λN pQiq (15.757b)

“ p1` εqN
ÿ

i

ż

Qi

|Jφ|dλN (15.757c)

“ p1` εqN
ż

Q
|Jφ|dλN (15.757d)

où nous avons utilisé le fait que 1Q “ ř
i 1Qi presque partout. En prenant le limite

εÑ 0 nous trouvons
λN

`
φpQq˘ ď

ż

Q
|Jφ|dλN . (15.758)

L’inégalité (15.744) est prouvée.
Inégalité pour les boréliens Soit B un borélien de U . Vu que U et V sont des ouverts de

RN , les mesures de Lebesgue sur U et sur V sont les mêmes que celles sur Rn par le
corollaire 15.51.
Par les définitions 15.187 et 15.77, les applications µ et n définies par µ “ φ´1pλN q et
ν “ |Jφ|λN sont des mesures positives sur U (de Borel, qui plus est). L’inégalité (15.744)
à peine prouvée s’écrit µpQq ď νpQq pour tout cube Q. Le lemme 15.249 nous dit alors
que l’inégalité tient pour tout borélien.

Inégalité dans l’autre sens En utilisant la notation de la mesure image et du produit
d’une mesure par une fonction 72, nous pouvons écrire l’inégalité prouvée sous la forme
φ´1pλN q ď |Jφ|λN . En inversant les rôles de U et V (et donc de φ et φ´1) nous avons
aussi

φpλN q ď |Jφ´1 |λN . (15.759)

En y appliquant φ´1 et le lemme 15.77,

λN ď φ´1`|Jφ´1 |λN
˘
. (15.760)

Nous prouvons à présent que φ´1`|Jφ´1 |·λN
˘ “

´
|Jφ´1 | ˝φ

¯
·φ´1pλN q en appliquant

à un borélien B de U . D’une part

φ´1`|Jφ´1 |·λN
˘pBq “ `|Jφ´1 |·λN

˘
φpBq (15.761a)

“
ż

φpBq
|Jφ´1 |dλN , (15.761b)

et d’autre part,
`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN qB “

ż

RN
1Bpxq

`|Jφ´1 | ˝ φ˘pxqd`φ´1pλN q
˘pxq (15.762a)

“
ż

RN
1B

`
φ´1pxq˘`|Jφ´1 | ˝ φ˘`φ´1pxq˘dλN pxq (15.762b)

“
ż

RN
1φpBq|Jφ´1 | (15.762c)

“
ż

B
|Jφ´1 |dλN . (15.762d)

Justification :
72. Définition 15.77 et 15.187



15.15. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTÉGRALE MULTIPLE 961

— Pour (15.762b), le théorème 15.192(2).

L’équation (15.760) devient alors

λN ď
`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN q. (15.763)

Nous allons faire le produit de cette mesure par |Jφ| en nous souvenant que Jφpxq “
det

`
dφx

˘
. Par le lemme 12.143 nous avons aussi pdφxq´1 “ dφ´1

φpxq et donc, par la
propriété 11.52(3) du déterminant,

Jφpxq “ 1
det

`
dφ´1

φpxq
˘ “ 1

Jφ´1
`
φpxq˘ . (15.764)

Nous avons
|Jφ|·λN ď |Jφ|·

`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN q. (15.765)

En utilisant la proposition 15.188, il s’agit de multiplier la mesure φ´1pλN q par la
fonction

x ÞÑ |JφpxqJφ´1
`
φpxq˘| “ 1. (15.766)

Nous avons donc bien
|Jφ|·λN ď φ´1pλN q, (15.767)

et donc l’égalité
|Jφ|·λN “ φ´1pλN q, (15.768)

c’est-à-dire le point (1).

(2) Le fait que la fonction proposée soit mesurable est le fait que la mesurabilité n’est pas affectée
par produit et composition (propositions 15.93 et 15.43), et le fait que pour les mêmes raisons,
l’application Jφ : U Ñ R est également mesurable. En ce qui concerne la formule nous allons
la démontrer dans le cas de fonctions de plus en plus générales.

Pour les fonctions indicatrices Soit B un borélien de U . Considérons la fonction f “
1φpBq. Alors

ż

V
fdλN “

ż

RN
1φpBqpyq1V pyqdλN pyq “

ż

RN
1φpBqdλN “ λN

`
φpBq˘. (15.769)

parce que V “ φpUq et B Ă U , donc 1φpBq1φpUq “ 1φpBq. D’autre part, pour calculer
l’autre membre de (15.742) nous remarquons que f “ 1φpBq “ 1B ˝ φ´1, ce qui donne

ż

U
f
`
φpxq˘|Jφpxq|dλN pxq “

ż

U
1B|Jφ|dλN “

ż

B
|Jφ|dλN . (15.770)

L’ensemble B étant borélien, il est extrêmement mesurable, ce qui fait que le point (1)
s’applique : les expressions (15.769) et (15.770) sont égales.

Pour les fonctions étagées Soit f : V Ñ R` une fonction étagée :

fpxq “
nÿ

i“1
ai1Aipxq (15.771)



962 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Nous pouvons faire le calcul suivant :
ż

V
fdλN “

ż

V

ÿ

i

ai1AidλN (15.772a)

“
ÿ

i

ai

ż

V
1AidλN (15.772b)

“
ÿ

i

ż

U
p1ai ˝ φqpxq|Jφpxq|dλN pxq (15.772c)

“
ÿ

i

ai

ż

U
1φ´1pAiq|Jφpxq|dλN pxq (15.772d)

“
ż

V

ÿ

i

ai1φ´1pAiqpxq
looooooooomooooooooon

“pf˝φqpxq

|Jφpxq|dλN pxq (15.772e)

“
ż

V
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (15.772f)

Justifications :
— Pour (15.772b) : linéarité de l’intégrale, théorème 15.165(2) 73

— Pour (15.772c) : le cas des fonctions indicatrices est utilisé pour chaque i entre 1 et
n.

Fonction mesurable positive Soit f : V Ñ r0,8s. Par le théorème fondamental d’ap-
proximation 15.105, il existe une suite croissante de fonctions étagées et mesurables
ϕn : V Ñ r0,8r dont la limite ponctuelle est f . Nous avons alors le calcul suivant :

ż

V
fdλN “ lim

nÑ8

ż

V
ϕndλN (15.773a)

“ lim
nÑ8

ż

U
pϕn ˝ φq|Jφ|dλN (15.773b)

“
ż

U
lim
nÑ8pϕn ˝ φq|Jφ|dλN (15.773c)

“
ż

U
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (15.773d)

Justifications :
— Pour (15.773a), c’est le théorème de la convergence monotone 15.160.
— Pour (15.773b), c’est le présent théorème pour la fonction étagée ϕn.
— Pour (15.773c), c’est encore la convergence dominée, justifiée par le fait que ϕn ˝ φ

est également une suite croissante : si x P U alors ϕn`1
`
φpxq˘ ě ϕn

`
φpxq˘.

— Pour (15.773d), c’est la limite ponctuelle ϕn
`
φpxq˘Ñ f

`
φpxq˘.

(3) La partie sur l’intégrabilité repose sur le fait que |f | ˝ φ “ |f ˝ φ|. Ici |.| est le module et non
une valeur absolue. Les faits suivants sont équivalents :
— la fonction f : V Ñ C est intégrable
— la fonction |f | : V Ñ R est intégtrable
— la fonction p|f | ˝ φq|Jφ| : U Ñ R est intégrable (par le point (2)).
— la fonction pf ˝ φq|Jφ| : U Ñ R est intégrable.

En ce qui concerne la formule, il s’agit seulement d’appliquer le point (2) aux parties positives,
négatives, imaginaires et réelles de f .

73. Il est remarquable que nous n’utilisons cette linéarité que pour les fonctions étagées.
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Notons que la formule peut être écrite sous la forme

xf, gyV “ xf ˝ φ, pg ˝ φq|J |yU , (15.774)

qui est plus pratique lorsqu’on parle de produits scalaires. Pour rappel, φ : U Ñ C est un C1-
difféomorphisme.

15.253.
La formule de changement de variables peut être comprise de la façon suivante. Si φ est linéaire
alors le facteur |Jφ| est la mesure de l’image par φ d’une portion de Rp de mesure 1, sinon |Jφ| est
le rapport entre la mesure de l’image d’un élément infinitésimale de volume de Rp et sa mesure
originale.

Soit φpu, vq “ gpu, vqe1 ` hpu, vqe2 un difféomorphisme dans R2. Soit px0, y0q l’image par φ de
pu0, v0q. On considère le petit rectangle R de sommets pu0, v0q, pu0 `∆u, v0q, pu0 `∆u, v0 `∆vq
et pu0, v0 `∆vq. L’image de R n’est pas un rectangle en général, mais peut être bien approximée
par le rectangle de sommets px0, y0q, px0, y0q ` φu∆u, px0, y0q ` φu∆u` φv∆v et px0, y0q ` φv∆v
et son aire est }φu ˆ φv}∆u∆v. La valeur |φu ˆ φv| est exactement |Jφ|

15.15.4 Exemples

Un exemple avec une exponentielle est donnée dans l’exemple 19.74.
Énormément d’exemples sont disponibles avec les coordonnées polaires et toutes leurs varia-

tions. Cependant les fonctions trigonométriques ne seront vues que plus tard ; les coordonnées
polaires, cylindrique et sphériques seront vues en section 19.12 et les exemples d’utilisation pour
les intégrales seront dans la section 19.14.

15.16 Changement d’espace mesuré

Proposition 15.254 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit un ensemble Ω1 et une bijection ϕ : Ω Ñ Ω1. Nous posons
(1) A1 “ ϕpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Soit enfin une fonction mesurable f : Ω Ñ X.
Alors

(1) Le triple pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
(2) L’application f ˝ ϕ´1 : Ω1 Ñ X est mesurable.
(3) Nous avons l’égalité ż

Ω
fdµ “

ż

Ω1
pf ˝ ϕ´1qdµ1. (15.775)

Démonstration. La proposition 15.52 montre déjà que pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
Soit une partie S mesurable dans X. Alors f´1pSq est mesurable dans Ω par hypothèse sur f ,

c’est-à-dire que f´1pSq P A. Ensuite pϕ˝f´1qpSq est mesurable dans Ω1 par hypothèse sur ϕ. Cela
prouve que f ˝ ϕ´1 est une application mesurable.

Nous avons encore à prouver l’égalité d’intégrale. Par la définition 15.151 nous avons
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu (15.776)

où le supremum est sur tous les n et tous les choix de Ai P A, ai P R` tels que f |Ai ą ai. Vu que
A1 “ ϕpAq, si Ai P A et ai sont choisis, nous avons aussi

f ˝´1 |ϕpAiq ě ai (15.777)
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avec ϕpAiq P A1. Donc pour un choix de tpAi, aiqu donné,
nÿ

i“1
aiµpAiq “

nÿ

i“1
aiµ

1`ϕpAiq
˘
. (15.778)

Au final,
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu “ supt

ÿ

i

aiµ
1`ϕpAiq

˘u “
ż

ϕpΩq
f ˝ ϕ´1dµ1. (15.779)

Remarque 15.255 (Ce n’est pas la mesure que nous voulons).
La mesure donnée par la proposition 15.254 n’est pas celle que nous voulons d’habitude sur Ω1.
Anticipons un peu pour comprendre. Prenons l’exemple de la partie C de R donnée par

C “ tpx, yq P R2 tel que y “ x2, x P s0, 3ru. (15.780)

(1) La façon correcte de définir la longueur de C est de prendre une limite d’approximations par
des morceaux de droites, comme fait à la définition 22.4.

(2) Cette définition de la longueur peut être exprimée sous forme intégrale par le théorème 22.10
qui nous assure que

lpCq “
ż 3

0
}ϕ1ptq}dt “

ż 3

0

a
1` 4t2dt ‰ µ1pCq. (15.781)

En effet, µ1pCq “ µ
`
ϕ´1pCq˘ “ µ

`s0, 3r˘ “ 3, alors que pour tout t nous avons
?

1` 4t2 ą 1
et donc lpCq ą 3.

(3) Donc µ1 n’est pas exactement ce que nous aurions pu vouloir appeler la « mesure » de C.
(4) La mesure à considérer sur C doit donc plutôt être quelque chose comme le produit de la

mesure µ1 par la fonction }ϕ1}. Mais cela est une autre histoire qui vous sera contée une autre
fois.

(5) Dans le cas de S1, nous avons ϕpxq “ eix, et }ϕ1pxq} “ 1. Donc la mesure donné ici est
probablement bien celle que nous voulons. Peut-être à coefficient 1

2π près pour avoir une
normalisation µ1pS1q “ 1. Cela est également une autre histoire qui vous sera contée une
autre fois ; par exemple dans la proposition 19.64.

15.17 Théorème de Fubini-Tonelli et de Fubini

Nous rappelons que Rn muni de la mesure de Lebesgue est un espace mesuré σ-fini, conformé-
ment à la définition 15.20.

Le théorème de Fubini-Tonelli parle de fonctions réelles et non complexes, et même positives.
Le truc est que ce théorème va servir de base pour construire les autres. Si nous avons une fonc-
tion à valeurs complexes, elle se décompose en parties réelles et imaginaires qui elles-mêmes se
décomposent en parties positives et négatives. Au final, les preuves pour f : Ω Ñ C se ramènent à
appliquer quatre fois le théorème pour f : Ω Ñ R̄`.

Théorème 15.256 (Fubini-Tonelli[246]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit une fonction
f : Ω1 ˆΩ2 Ñ R une fonction mesurable et positive (valant éventuellement 8 à certains endroits)
Alors :
(1) Les fonction

F1 : x ÞÑ
ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq (15.782)
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et
F2 : y ÞÑ

ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq (15.783)

sont mesurables.
(2) Toutes les intégrales imaginables existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq

dµ1pxq (15.784a)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (15.784b)

où tous les membres de l’égalité valent éventuellement `8.

Démonstration. Commençons par prouver le théorème dans le cas d’une fonction caractéristique
d’un ensemble mesurable : fpx, yq “ 1Apx, yq pour un certain ensemble A Ă Ω1ˆΩ2. Dans ce cas,

F1pxq “
ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq “
ż

Ω2

1A1pyqpxqdµ2pyq “ µ2
`
A1pxq

˘
, (15.785)

et nous avons déjà vu au théorème 15.206 que cette fonction F1 était alors mesurable. En utilisant
maintenant les égalités (15.617) ainsi que le fait que 1Apx, yq “ 1A2pxqpyq nous avonsż

Ω1ˆΩ2

1Apx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “ pµ1 b µ2qpAq (15.786a)

“
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (15.786b)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1A2pxqpyqdµ2pyq

dµ1pxq (15.786c)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq

dµ1pxq. (15.786d)

Le théorème étant valable pour les fonctions caractéristiques, il est valable pour les fonctions
simples (définition 15.100) par linéarité de l’intégrale.

Si f n’est pas une fonction simple, alors la proposition 15.105 nous donne une suite croissante
de fonctions simples et positives convergeant ponctuellement vers f . La partie du théorème sur les
fonctions simples dit que pour chaque n l’intégrależ

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq (15.787)

peut être décomposée comme il faut en suivant la formule (15.784). Il faut pouvoir permuter la
limite et l’intégrale dans chacun de cas. D’abord le théorème de la convergence monotone 15.160
appliqué à l’espace Ω1 ˆ Ω2 dit que

lim
nÑ8

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq. (15.788)

Ensuite, pour chaque x P Ω1, les fonctions

σnpyq “
ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq (15.789)

forment une suite croissante de fonctions mesurables ; nous leur appliquons encore le théorème de
la convergence monotone :

lim
nÑ8

ż

Ω2

„ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq “ lim

nÑ8

ż

Ω2

σnpyqdµ2pyq (15.790a)

“
ż

Ω2

„
lim
nÑ8

ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (15.790b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (15.790c)
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où nous avons utilisé une seconde fois Beppo-Levi.

Remarque 15.257.
Les formules (15.784) sont bien, mais ne garantissent en aucun cas que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q : il faut
encore que ces intégrales soient finies.

Corollaire 15.258 ([263]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit 74. Soit une fonction
mesurable f : Ω Ñ R ou C. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
(1) f P L1pΩ1 ˆ Ω2q,
(2) ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2


dµ1 ă 8, (15.791)

(3) ż

Ω2

„ż

Ω1

|f |dµ1


dµ2 ă 8. (15.792)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs dans R. La notation |f |, pour
l’instant, dénote donc bien la valeur absolue et non le module.

La fonction |f | est mesurable et positive par hypothèse et par le fait que si f est mesurable, alors
|f | l’est également par le corollaire 15.96. Le théorème 15.256(2) nous dit alors que les intégrales
suivantes existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

|f |dpµ1 b µ2q “
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fpx, yq|dµ2pyq

dµ1pxq “

ż

Ω2

„ż

Ω1

|fpx, yq|dµ1pxq

dµ2pyq.

(15.793)
Attention : rien ne dit encore que ces intégrales sont finies.

(1) implique (2) et (3) Si f P L1pΩ1 ˆ Ω2q alors |f | y est également. Cela implique que le
membre de droite de (15.793) est fini. Les deux autres sont alors également finis.

(2) ou (3) implique (1) Les expressions à droite de (15.793) sont finies. Donc celle de gauche
également. Cele signifie que |f | P L1pΩ1ˆΩ2q. Par conséquent f est également dans L1pΩ2ˆ
Ω2q.

Nous passons maintenant au cas où f est à valeurs dans C. Nous décomposons

f “ fR ` ifI (15.794)

où fR et fI sont des fonctions réelles. Nous avons
ż

Ω
|f | ď

ż

Ω
|fR| `

ż

Ω
|fI |. (15.795)

Donc si fR et fI sont dans L1pΩq, la fonction f le sera aussi. De même,
ż

Ω
|fR| ď

ż

Ω
|f |, (15.796)

qui donne l’inverse : si f P L1pΩq alors fR, fI P L1pΩq. Bref, f est intégrable sur Ω si et seulement
si fR et fI le sont.

Supposons que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q. Alors
ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2


dµ1 ď

ż

Ω1

„ż

Ω2

|fR|

`
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fI |

ă 8 (15.797a)

74. Définition 15.208.
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où nous avons appliqué (1) implique (2) aux fonctions fR et fI qui sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q parce
que f y est.

Dans l’autre sens, si ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |

ă 8, (15.798)

alors en remplaçant |f | par |fR| ou par |fI | nous restons fini. En appliquant alors « (2) implique (1) »
nous trouvons que fR et fI sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q. Et cela implique que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.
Théorème 15.259 (Fubini[263]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit

f P L1`pΩ,Aq,C˘, (15.799)

c’est-à-dire une fonction à valeurs mesurable et intégrable sur Ω. Alors :
(1) Pour presque tout x P Ω1, la fonction y ÞÑ fpx, yq est L1pΩ2q.
(2) Si nous posons

ϕf pxq “
ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq; (15.800)

alors ϕf P L1pΩ1q.
(3) Nous avons la formule d’inversion d’intégrale

ż

Ω
fdpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

ϕfdµ1 (15.801a)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq

dµ1pxq (15.801b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq. (15.801c)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs réelles : f P L1`pΩ1ˆΩ2,A1b
A2q,R

˘
. Nous décomposons la fonction f en parties positives et négatives : f “ f` ´ f´ avec f`

et f´ positives ou nulles. Nous avons évidemment
ż

Ω1ˆΩ2

|f`| ď
ż

Ω1ˆΩ2

|f | ă 8. (15.802)

Donc f` et f´ sont des éléments de L1pΩ1 ˆ Ω2q.
Pour (1) Nous posons

ϕf`pxq “
ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq (15.803)

pour tous les x P Ω1 pour lesquels cette intégrale est bien définie. Vu que f` est positive et
mesurable, le théorème de Fubini-Tonelli 15.256(1) s’applique donc pour nous dire que ϕf`
est mesurable.
De plus le résultat (15.784) appliqué à f` donne

ż

Ω1

ϕf`dµ1 “
ż

Ω1ˆΩ2

f`dpµ1 b µ2q ă 8. (15.804)

Le fait que le tout soit fini est une conséquence du fait déjà mentionné que f` P L1pΩ1ˆΩ2.
Vu que ϕf` est une fonction positive, l’inégalité (15.804) signifie que ϕf` P L1pΩ1, µ1q.
En particulier, ϕf`pxq ă 8 pour presque tout x P Ω1. C’est-à-dire pour presque tout x P Ω1 :

ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq ă 8, (15.805)

et sachant que f` ě 0 nous avons f`px, · q P L1pΩ2q pour presque tout x.
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Pour (2) Partout où ϕf` et ϕf´ sont finies nous avons

ϕf “ ϕf` ´ ϕf´ , (15.806)

et comme cela a lieu presque partout, nous pouvons considérer une partie mesurable A Ă Ω1
telle que µ1pAq “ 0 et ϕf pxq “ ϕf`pxq ´ ϕf´pxq pour tout x hors de A. Bref, nous posons

gpxq “
#
ϕf` ´ ϕf´pxq si x P Ac
0 si x P A. (15.807)

Cette fonction g est mesurable et g “ ϕf presque partout. De plus
ż

Ω1

|g|dµ1 “
ż

Ac
|g| ď

ż

Ac
ϕf` `

ż

Ac
ϕf´ ă 8. (15.808)

La dernière inégalité est le fait que ϕf˘ sont dans L1pΩ1q. Et notons au passage que nous
aurions pu laisser toutes les intégrales sur Ω1 sans faire de précisions sur la distinction entre
Ω1 et Ac parce que la partie de Ω1 sur laquelle ϕf˘ sont infinies est trop petite pour changer
la valeur de l’intégrale.
Nous avons donc g P L1pΩ1q, et par conséquent également ϕf P L1pΩ1q parce que ces deux
fonctions sont égales presque partout (les classes sont égales).

Pour (3) En utilisant l’équation (15.804) nous avons
ż

Ω1

ϕfdµ1 “
ż
gdµ1 “

ż

Ω1

ϕf` ´
ż

Ω1

ϕf´ (15.809a)

“
ż

Ω1ˆ
f`dµ´

ż

Ω1ˆΩ2

f´dµ (15.809b)

“
ż

Ω1ˆΩ2
fdµ. (15.809c)

Et toutes ces intégrales sont finies.

Et c’est maintenant que nous considérons le cas complexe. Nous décomposons f “ fR ` ifI
avec des fonctions réelles fR et fI . Comme déjà mentionné autour de (15.795), les fonctions fR et
fI sont intégrables. Nous leur appliquons le théorème.

Les valeurs de x pour lesquelles fRpx, · q et fIpx, · q ne sont pas dans L1pΩ2q forment un
ensemble de mesure nulle, nommons le A. En posant

gpx, yq “
#
fRpx, yq ` ifIpx, yq si x P Ac
0 si x P A, (15.810)

nous avons que gpx, · q est intégrable pour tout x P Ac. Vu que pour ces valeurs de x nous avons
gpx, yq “ fpx, yq nous en déduisons que pour x P Ac nous avons aussi fpx, · q P L1pΩ2q.

Les autres points se traitent de la même façon 75.

15.260.
En pratique, il n’est pas toujours évident qu’une fonction soit intégrable sur Ω1ˆΩ2. Pour permuter
des intégrales sur une fonction à deux paramètres nous faisons comme suit.
(1) Nous testons l’intégrabilité en chaîne de |f |, et si c’est bon, le corollaire 15.258 nous donne

f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.
(2) Nous utilisons le théorème de Fubini 15.259 pour séparer et permuter les intégrales comme

des ingénieurs.

75. Attention : je n’ai pas vérifié explicitement. C’est juste une intuition. Vérifiez et écrivez moi pour dire si c’est bon
ou non.
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Si la fonction px, yq ÞÑ fpxqgpyq satisfait aux hypothèse du théorème de Fubini alors
ż

Ω1ˆΩ2

fpxqgpyqdxb dy “
ˆż

Ω1

fpxqdx
˙ˆż

Ω2

gpyqdy
˙
. (15.811)

Le théorème de Fubini est souvent utilisé sous cette forme.

Exemple 15.261(Nécessité d’avoir des mesures σ-finies)
Nous montrons que le théorème ne tient pas si une des deux mesures n’est pas σ-finie. Soit I “ r0, 1s.
Nous considérons l’espace mesuré

pI,BorpIq, λq (15.812)

où BorpIq est la tribu des boréliens sur I et λ est la mesure de Lebesgue (qui est σ-finie). D’autre
part nous considérons l’espace mesuré

pI,PpIq,mq (15.813)

où PpIq est l’ensemble des parties de I et m est la mesure de comptage. Cette dernière n’est pas
σ-finie parce que les seuls ensembles de mesure finie pour la mesure de comptage sont des ensembles
finis, or une union dénombrable d’ensemble finis ne peut pas recouvrir l’intervalle I.

Nous allons montrer que dans ce cadre, l’intégrale de la fonction indicatrice de la diagonale sur
I2 ne vérifie pas le théorème de Fubini. Étant donné que BorpIq Ă PpIq nous avons

BorpI2q Ă BorpIq b PpIq. (15.814)

Soit ∆ “ tpx, xq tel que x P Iu. La fonction

g : I2 Ñ R

px, yq ÞÑ x´ y (15.815)

est continue et ∆ “ g´1pt0uq est donc fermé dans I2. L’ensemble ∆ est donc un borélien de I2 et
par conséquent un élément de la tribu BorpIqbPpIq. La fonction indicatrice 1∆ est alors mesurable
pour l’espace mesuré

pI ˆ I,BorpIq b PpIq, λbmq. (15.816)

Pour x fixé nous avons

1∆px, yq “
#

1 si y “ x

1 si y ‰ x
“ 1txupyq, (15.817)

et donc

A1 “
ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdmpyq

˙
dλpxq (15.818a)

“
ż

I

ˆż

I
1txupyqdmpyq

˙
dλpxq (15.818b)

“
ż

I

´
mptxuq

¯
dλpxq (15.818c)

“
ż

I
1dλpxq (15.818d)

“ 1. (15.818e)

Par contre le support de 1∆ étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, nous avons
ż

I
1∆px, yqdλpxq “ 0 (15.819)

et par conséquent
A2 “

ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdλpxq

˙
dmpyq “ 0. (15.820)



970 CHAPITRE 15. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Nous voyons donc que le théorème de Fubini ne s’applique pas. 4

Exemple 15.262
Nous nous proposons de calculer l’intégrale suivante en utilisant le théorème de Fubini :

G “
ż

R

e´x2
dx “ ?π (15.821)

alors que la fonction x ÞÑ e´x2 n’a pas de primitives parmi les fonctions élémentaires.
Nous allons le faire de deux façons. Une première directe en utilisant le théorème de Fubini sur

un domaine non borné, et une seconde en utilisant Fubini sur un domaine borné, et en passant à
la limite ensuite.
Fubini, domaine non borné Par symétrie nous pouvons nous contenter de calculer

G` “
ż 8

0
e´x2

dx. (15.822)

L’astuce est de passer par l’intermédiaire

H “
ż

R`ˆR`
e´px2`y2qdxdy (15.823a)

“
ż

R`

ˆż

R`
e´x2

e´y2
dx

˙
dy (15.823b)

“
ˆż

R`
e´x2

dx

˙2
(15.823c)

“ G2` (15.823d)

L’intégrale (15.823a) se calcule en passant aux coordonnées polaires et le résultat est H “ π
4 .

Nous avons alors G “
?
π

2 et ż

R

e´x2 “ ?π. (15.824)

Fubini, domaine borné, puis limite Une variante, qui n’applique pas Fubini sur un domaine
non borné. Nous commençons par écrire

I “
ż `8

´8
e´x2

dx :“ lim
RÑ`8

ż `R

´R
e´x2

dx (15.825)

et puis nous faisons le calcul

I2 “ lim
RÑ`8

ˆ
p
ż `R

´R
e´x2

dxqp
ż `R

´R
e´y2

dyq
˙

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

KR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

CR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

(15.826)

où K est le carré de demi-côté R centré à l’origine et de côtés parallèles aux axes et CR est
le cercle de rayon R centré à l’origine.
La première étape à justifier est simplement l’application de Fubini. Pour le passage de
l’intégrale du carré vers le cercle, définissons

IKprq “
ż

Kr

f, ICprq “
ż

Cr

f (15.827)
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où Kr est la carré de demi-côté r et Cr est le cercle de rayon r. Le demi-côté du carré inscrit
à Cr est

?
2, donc pour tout r nous avons

IKp
?

2rq ď ICprq ă IKprq, (15.828)

et en prenant la limite, nous avons évidement

lim
rÑ8 IKp

?
2rq “ lim

rÑ8 IKprq, (15.829)

et donc cette limite est également égale à limrÑ8 ICptq.
Il ne reste qu’à calculer la dernière intégrale sur le cercle en passant aux coordonnées polaires :

ż

CR

e´px2`y2qdxdy “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
re´r2

dr “ πp1´ e´R2q. (15.830)

La limite donne π, nous en déduisons que
ż 8

´8
e´x2

dx “ ?π. (15.831)

4

Le théorème de Fubini-Tonelli nous permet également d’inverser des sommes et des séries. En
effet une somme n’est rien d’autre qu’une intégrale pour la mesure de comptage :

8ÿ

n“0
an “

ż

N

andmpnq. (15.832)

La proposition suivante montre comment il faut faire.

Proposition 15.263.
Soient les espaces mesurés pN,PpNq,mq, pRn,BorpRnq, λq où λ est la mesure de Lebesgue ainsi
qu’une suite de fonctions positives fn : Rd Ñ R. Nous supposons de plus que la fonction fn soit
intégrable pour tout n et que les résultats forment une suite sommable. Alors

8ÿ

n“0

ż

Rn
fnpxqdx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (15.833)

Démonstration. Nous pouvons la récrire le membre de gauche sous la forme
ż

N

ˆż

Rn
fpn, xqdx

˙
dmpnq (15.834)

avec la notation évidente fpn, xq “ fnpxq. Prouvons que la fonction f : NˆRd Ñ R ainsi définie
est une fonction mesurable pour l’espace mesuré

`
NˆRd,PpNq b BorpRdq,mb λ˘. (15.835)

Si A Ă R, nous avons
f´1pAq “

ď

nPN
tnu ˆ f´1

n pAq. (15.836)

Chacun des ensembles dans l’union appartient à la tribu PpNq ˆ BorpRdq tandis que les tribus
sont stables sous les unions dénombrables. La fonction f est donc mesurable. Comme nous avons
supposé que f était positive, le théorème de Fubini-Tonelli s’applique et nous avons

ż

Rd

ˆż

N

fpn, xqdmpnq
˙
dx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (15.837)
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Théorème 15.264 (Fubini).
Soit px, tq ÞÑ fpx, yq P R̄ une fonction intégrable sur Bn ˆ Bm Ă Rn`m où Bn et Bm sont des
ensembles mesurables de Rn et Rm. Alors :
(1) pour tout x P Bn, sauf éventuellement en les points d’un ensemble G Ă Bn de mesure nulle,

la fonction y P Bm ÞÑ fpx, yq P R̄ est intégrable sur Bm
(2) la fonction

BnzGÑ R

x ÞÑ
ż

Bn

fpx, yqdy (15.838)

est intégrable sur BnzG.
(3) On a ż

BnˆBm
fpx, yqdxdy “

ż

Bn

ˆż

Bm

fpx, yqdy
˙
dx. (15.839)

Notons en particulier que si fpx, yq “ ϕpxqφpyq, alors şBm ϕpyqdy est une constante qui peut
sortir de l’intégrale sur Bn, et donc

ż

BnˆBm
ϕpxqφpyqdxdy “

ż

Bn

ϕpxqdx
ż

Bm

φpyqdy. (15.840)



Chapitre 16

Suites et séries de fonctions

Les généralités sur les suites et séries de fonctions, c’est dans la section 13.30.

16.1 Séries de fonctions

16.1.1 Intégration de séries de fonctions

Théorème 16.1.
La somme uniforme de fonctions intégrables sur un ensemble de mesure fini est intégrable et on
peut permuter la somme et l’intégrale.

En d’autres termes, supposons que
ř8
n“0 fn converge uniformément vers F sur A avec µpAq ă

8. Si F et fn sont des fonctions intégrables sur A alors
ż

A
F pxqdµpxq “

8ÿ

n“0

ż

A
fnpxqdµpxq. (16.1)

Démonstration. Ce théorème est une conséquence du théorème 15.182. En effet nous définissons
la suite des sommes partielles

FN “
Nÿ

n“0
fn. (16.2)

La limite limNÑ8 FN “ F est uniforme. Par conséquent la fonction F est intégrable et
ż

A
F “ lim

NÑ8

ż

A
FN “ lim

NÑ8

ż

A

Nÿ

n“0
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“0

ż

A
fn “

8ÿ

n“0

ż

A
fn. (16.3)

La première égalité est le théorème 15.182, les autres sont de simples manipulations rhétoriques.

Le théorème suivant est une paraphrase du théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(15.184).

Théorème 16.2.
Soient des fonctions pfnqnPN telles que

řN
n“0 fn soit intégrable sur pΩ,A, µq pour chaque N . Nous

supposons que la somme converge simplement vers

fpxq “
8ÿ

n“0
fnpxq (16.4)

et qu’il existe une fonction g telle que ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă g (16.5)

pour tout N P N. Alors

973
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(1)
ř8
n“0 fn est intégrable,

(2) on peut permuter somme et intégrale :

lim
NÑ8

ż

Ω

Nÿ

n“0
fndµ “

ż

Ω

8ÿ

n“0
fn, (16.6)

(3)

lim
NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn ´

8ÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ lim

NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“N
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 0. (16.7)

Théorème 16.3.
Soit fn des fonctions C1ra, bs telles que
(1) la série

ř
n fnpx0q converge pour un certain x0 P ra, bs,

(2) la série des dérivées
ř
n f

1
n converge uniformément sur ra, bs.

Alors la série
ř
n fn converge vers une fonction F et

(1) La convergence est uniforme sur ra, bs.
(2) La fonction F est dérivable
(3) F 1pxq “ ř

n f
1
npxq.

16.1.2 Différentiabilité

Lemme 16.4.
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si la suite pTnq converge vers T dans LpE,F q, alors
pour tout v P E nous avons ˜ 8ÿ

n“0
Tn

¸
pvq “

8ÿ

n“0
Tnpvq. (16.8)

Problèmes et choses à faire
À mon avis si on a un ouvert connexe par arcs dans un espace vectoriel normé, alors il est connexe par arcs de classe C1, c’est-à-dire que deux
points peuvent être liés par un chemin de classe C1.

Je n’en suis pas certain.

Si vous êtes sûr de vous, vous pouvez affaiblir les hypothèses du théorème 16.6 et supprimer la définition 16.5 qui ne sert à rien d’autre.

Définition 16.5.
Soit un espace vectoriel normé E. Un ouvert Ω est dit connexe par arcs de classe C1 si pour tout
choix de a, b P Ω, il existe une application γ : r0, 1s Ñ Ω de classe C1 telle que γp0q “ a et γp1q “ b.

Théorème 16.6 ([267]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Ω un ouvert connexe par arcs de classe C1 de E.
Soit punq une suite de fonctions un : Ω Ñ F telle que
(1) pour tout n, la fonction un est de classe C1 sur Ω,
(2) la série

ř
n un converge simplement sur Ω,

(3) la série des différentielles
ř
npdunq converge normalement sur tout compact de Ω.

Alors la somme u “ ř
n un est de classe C1 sur Ω et sa différentielle est donnée par

du “
8ÿ

n“0
dun. (16.9)

Démonstration. Pour chaque n, la fonction dun : Ω Ñ LpE,F q est une fonction continue parce
que un est de classe C1. La série convergeant normalement, la fonction

ř8
n“0 dun est également

continue par la proposition 13.292. La difficulté de ce théorème est donc de prouver que cela est
bien la différentielle de la fonction

ř
n un, c’est-à-dire que

d

˜ 8ÿ

n“0
un

¸
“

8ÿ

n“0
dun. (16.10)
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Soient a, x P Ω. Nous considérerions bien le segment ra, xs, mais vu que Ω n’est supposé que
connexe par arcs de classe C1 (définition 16.5), nous ne pouvons pas faire mieux pour joindre a à
x que choisir un chemin de classe C1

γ : r0, 1s Ñ Ω (16.11)

tel que γp0q “ a et γp1q “ b.
L’astuce est de poser

fn : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ pdunqγptq
`
γ1ptq˘, (16.12)

et d’en étudier l’intégrale 1.

Permuter somme et intégrale Nous voudrions permuter la somme et l’intégrale dans
ş1
0
ř
i fiptqdt.

Pour cela nous commençons par regarder quelque majorations de normes.
D’abord γ est de classe C1, ce qui fait que γ1 est continue. Vu que la norme est une application
continue, la fonction t ÞÑ }γ1ptq} est également continue sur le compact r0, 1s. Elle est donc
majorée par une constante que nous nommons M . C’est le théorème de Weierstrass 7.99.
Ensuite nous avons le calcul

}fiptq} “ }pduiqγptq
`
γ1ptq˘} ď }pduiqγptq}}γ1ptq} ďM}dui}8 ă 8. (16.13)

Justifications :

— Pour la première inégalité. C’est le lemme 12.17.

— Pour la seconde inégalité. Il s’agit de l’inégalité évidente

}dui}8 “ sup
xPγ

`
r0,1s

˘ }pduiqx} (16.14)

Notons que la norme }.}8 ne réfère pas à un supremum sur E, mais seulement sur
l’image de γ. Nous aurions pu faire preuve d’un peu de créativité dans les notations.

— L’application dui est continue sur le compact γ
`r0, 1s˘. Donc le supremum est fini et

atteint.

Maintenant nous posons

gnptq “
nÿ

i“0
fiptq. (16.15)

Nous avons la majoration

}gnptq} ď
nÿ

i“0
}fiptq} ďM

nÿ

i“0
}dui}8 ă 8. (16.16)

Le fait que le tout soit fini est l’hypothèse de convergence normale sur tout compact. Le
compact en question est γ

`r0, 1s˘.
C’est le moment d’utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 15.184. At-
tention aux notations un peu décalées. Nous avons gn Ñ ř8

i“1 fi (convergence simple) et
}gnptq} ď A où A est une constante que nous voyons comme une fonction constante inté-

1. Cela revient à étudier l’intégrale de la forme différentielle dun sur le chemin γ. Voir la définition 21.47 et tout
ce qui s’en suit.
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grable sur le compact r0, 1s. Nous permutons la limite et l’intégrale :

ż 1

0

8ÿ

i“0
fiptqdt “

ż 1

0
p lim
nÑ8 gnqptqdt (16.17a)

“ lim
nÑ8

ż 1

0
gnptqdt (16.17b)

“ lim
nÑ8

ż 1

0

nÿ

i“0
fiptqdt (16.17c)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt (16.17d)

“
8ÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt. (16.17e)

Accroissements Nous pouvons maintenant faire le petit calcul suivant :

ÿ

n

ż 1

0
pdunqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ÿ

n

´
un

`
γp1q˘´ un

`
γp0q˘

¯
“

ÿ

n

`
unpxq ´ unpaq

˘ “ upxq ´ upaq
(16.18)

où nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral sous la forme de la propo-
sition 15.239.

Nous retenons l’égalité

upxq “ upaq `
ż 1

0

ÿ

n

pdunqγptq
`
γ1ptq˘dt. (16.19)

Remarque La formule (16.19) n’est pas une forme de formule des accroissements finis qui parlerait
d’évaluer une fonction u en x en partant de a et en intégrant du le long d’un chemin joignant
a et x.

Ce serait le cas si nous pouvions permuter la somme et la différentielle qui se trouvent dans
l’intégrale. Or permuter somme et différentielle est précisément l’objet du théorème que nous
sommes en train de prouver.

Différentielle Forts de la formule (16.19), nous calculons duapvq, c’est-à-dire la différentielle de
u au point a appliquée au vecteur v P F . Pour cela, nous savons que Ω est ouvert, donc Ω
contient une boule de rayon r autour de a, ce qui nous permet de dire que pour un donné,
le point a` sv est dans Ω pour tout s P Bp0, εq lorsque ε n’est pas trop grand. Pour chacun
de ces s, nous considérons un chemin de classe C1 joignant a à a` sv. Ce chemin sera noté

γs : r0, 1s Ñ Ω (16.20)
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et γp0q “ a, γp1q “ a` sv. Nous avons le calcul

duapvq “ d

ds

”
upa` svq

ı
s“0

(16.21a)

“ d

ds

” ż 1

0

8ÿ

n“0
pdunqγsptq

`
γ1sptq

˘
dt
ı
s“0

(16.21b)

“ d

ds

” 8ÿ

n“0

ż 1

0
pdunqγsptq

`
γ1sptq

˘
dt
ı
s“0

(16.21c)

“ d

ds

”ÿ

n

`
unpa` svq ´ unpaq

˘ı
s“0

(16.21d)

“ d

ds

”
p
ÿ

n

unqpa` svq
ı
s“0

(16.21e)

“
ÿ

n

d

ds

”
unpa` svq

ı
s“0

(16.21f)

“
ÿ

n

pdunqapvq (16.21g)

“
´ÿ

n

pdunqa
¯
pvq (16.21h)

“
´ÿ

n

dun

¯
a
pvq. (16.21i)

Justifications :
— Pour 16.21c. Permuter la somme et l’intégrale comme plus haut.
— Pour 16.21f. Permuter une somme et une dérivée classique des fonctions RÑ F données

par s ÞÑ unpa` svq. Il s’agit d’utiliser le théorème 13.297 sur chaque composantes dans
F .

— Pour 16.21i. Chaque dun est une application dun : E Ñ LpE,F q. Au fait près que la
notation est plus lourde, il s’agit simplement d’une définition de la somme pontuelle
d’une suite de fonctions :

ř
n fnpaq “ p

ř
n fnqpaq. Dans ce cas-ci, le tout est encore un

élément de LpE,F q que nous appliquons à v.

16.2 Séries entières
Dans cette section nous allons parler de séries complexes autant que de séries réelles. L’étude

des propriétés à proprement parler complexes des séries entières (holomorphie) sera effectuée dans
le chapitre dédié, voir le théorème 27.15 et ses conséquences.

16.2.1 Disque de convergence

Une série de puissance est une série de la forme
8ÿ

k“0
ckpz ´ z0qk (16.22)

où z0 P C est fixé, pckq est une suite complexe fixée, et z est un paramètre complexe. Nous disons
que cette série est centrée en z0.

Définition 16.7.
Une série entière est une somme de la forme

8ÿ

n“0
anz

n (16.23)



978 CHAPITRE 16. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

avec an, z P C.
Une série entière peut définir une fonction

fpzq “
ÿ

n

anz
n. (16.24)

Le but de cette section est d’étudier des conditions sur la suite panq qui assurent la continuité de
f ou la possibilité de dériver ou intégrer la série terme à terme.

Définition 16.8.
Soit

ř
nPN anzn une série entière. Le rayon de convergence de cette série est le nombre

R “ suptr P R` tel que la suite panrnq est bornéeu P r0,8s. (16.25)

La boule Bp0, Rq est le disque de convergence de la série.

Le rayon de convergence d’une série ne dépend que des réels |an|, même si à la base an P C.
Remarque 16.9.
Si pour tout n nous avons |bn| ě |an| alors le rayon de convergence de la série

ř
n anz

n est au
moins aussi grand que celui de la série

ř
n bnz

n. Cela y compris lorsque l’un ou l’autre des rayons
de convergences est infini.

Lemme 16.10 (Critère d’Abel).
Soit R ą 0 le rayon de convergence de la somme

ř
n anz

n et z P C.
(1) Si |z| ă R alors la série converge absolument.
(2) Si R ă 8 et si |z| ą R alors la série diverge.

Démonstration. Démonstration en deux parties.

(1) Si |z| ă R alors la suite panznq est bornée et il existe un nombre M P R tel que |an|rn ďM
pour tout n. Nous considérons alors un r tel que |z| ă r ă R et nous pouvons calculer :

|anzn| “ |an|rn
` |z|
r

˘n ďM

ˆ |z|
r

˙n
(16.26)

Vu que |z| ă r nous tombons sur la série géométrique (12.141) qui converge. Par le critère
de comparaison 2 la série

ř8
n“0 |anzn| converge.

(2) Par définition du rayon de convergence, la suite panznq n’est donc pas bornée et la série ne
peut pas converger à cause de la proposition 12.66.

Le critère d’Abel parle bien de convergence absolue, et non de convergence normale. Pour
chaque t, la série

ř
k |antk| converge. Si par contre nous posons ukptq “ akt

k, nous n’avons a
priori pas la convergence normale

ř
k }uk}8, même pas si la norme est la norme supremum sur

Bp0, Rq 3. Prenons comme exemple simplement ak “ 1 pour tout k. Pour tout |t| ă 1, la sérieř
k t
k converge absolument (série géométrique), mais nous aurions }uk}8 “ 1 et donc divergence

évidente de
ř
k }uk}8.

La proposition suivante sera surtout utile lorsqu’on parlera de dérivée.

Proposition 16.11 ([268]).
Quel que soit le nombre α P R, les séries řn anz

n et
ř
n n

αanz
n ont même rayon de convergence.

2. Lemme 12.69.
3. Il y aurait par contre bien convergence sur tout compact ? Cher lecteur, dites moi ce que vous en pensez
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Démonstration. Nous posons

E “ tr P R` tel que panrnq est borné uE1 “ tr P R` tel que pnαanrnq est borné u (16.27a)

Et aussi R “ suppEq, R1 “ suppE1q. Le fait que E1 ě E est facile. Nous supposons R ą 0 et nous
considérons r ă R (c’est-à-dire r P E). Nous allons montrer que r P E1. Pour cela nous prenons un
nombre s tel que r ă s ă R. Nous avons

nαanr
n “ nαan

´r
s

¯n
sn “ nα

´r
s

¯n
ans

n. (16.28)

Mais r{s ă 1, donc le lemme 13.338 dit que nαpr{sqn Ñ 0. Cela est donc borné par une constante
M . Donc

nαanr
n ďMans

n. (16.29)

Mais la suite pansnq est bornée. Donc la suite nαanrn est également bornée, ce qui prouve que
r P E1.
Remarque 16.12.
Au fond, cette proposition n’est rien d’autre que dire que dans nαrn, l’effet « convergent » est rn
qui est une décroissance exponentielle tandis que l’effet « divergent » est nα qui a une croissance
seulement polynomiale.

Théorème 16.13 (Formule de Hadamard).
Le rayon de convergence 4 de la série entière

ř
n cnz

n est donné par une des deux formules

1
R
“ lim sup k

a|ak| (16.30)

ou
1
R
“ lim

kÑ8

ˇ̌
ˇ̌ak`1
ak

ˇ̌
ˇ̌ (16.31)

lorsque ak est non nul à partir d’un certain k.
Si une de ces formules donne 1{R “ 0, alors le rayon de convergence est infini.

Le disque |z ´ z0| ď R est le disque de convergence de la série
ř
n anpz ´ z0qn. Notons que

le critère d’Abel ne dit rien pour les points tels que |z ´ z0| “ R. Il faut traiter ces points au cas
par cas. Et le pire, c’est qu’une série donnée peut converger pour certain des points sur le bord du
disque, et diverger en d’autres. Le théorème d’Abel radial (théorème 16.21) nous donnera quelques
informations sur le sujet.

Il y a un dessin à la figure 16.1.

‚z0

Figure 16.1 – À l’intérieur du disque de convergence, la convergence est absolue. En dehors, la
série diverge. Sur le cercle proprement dit, tout peut arriver.

Si les suites an et bn sont équivalentes, alors les séries correspondantes auront le même rayon
de convergence. Cela ne signifie pas que sur le bord du disque de convergence, elles aient même

4. Définition 16.8.
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comportement. Par exemple nous avons
1?
n
„ 1?

n
` p´1qn

n
. (16.32)

En même temps, en z “ ´1 la série ÿ

ně1

zn?
n

(16.33)

converge par le critère des séries alternées 5. Par contre la série
ÿ

ně1

ˆ
1?
n
` p´1qn

n

˙
zn (16.34)

ne converge pas pour z “ ´1.

Exemple 16.14
Soit α P R et considérons la série

ř
ně1 anz

n où an est la n-ième décimale de α. Si α est un nombre
décimal limité, la suite panq est finie et le rayon de convergence est infini. Sinon, pour tout N il
existe un n ą N tel que an ‰ 0 et la suite panq ne tend pas vers zéro. Par conséquent la série

ÿ

n

anz
n (16.35)

diverge pour z “ 1 et le rayon de convergence satisfait R ď 1. Nous avons aussi |an| ď 9, de telle
manière à ce que la série soit bornée et par conséquent majorée en module par 9zn, ce qui signifie
que R ě 1.

Nous déduisons alors R “ 1. 4

16.2.2 Propriétés de la somme

Le théorème suivant donne une formule (dit « produit de Cauchy ») pour le produit de deux
séries entières. Nous en donnons une adaptation dans le cas de séries de puissances dans une algèbre
normée dans la proposition 16.45.

Théorème 16.15.
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb.
(1) Si Rs est le rayon de convergence de

ř
npan ` bnqzn, nous avons

Rs ě mintRa, Rbu (16.36)

et nous avons l’égalité si pour tout |z| ď mintRa, Rbu, řpan ` bnqzn “ ř
n anz

n `ř
n bnz

n.
(2) Si λ ‰ 0 la série

ř
npλanqzn a le même rayon de convergence que la série

ř
n anz

n et si
|z| ă Ra nous avons

8ÿ

n“0
pλanqzn “ λ

8ÿ

n“0
anz

n. (16.37)

(3) Le produit de Cauchy des deux séries est donné par
˜ÿ

n

anz
n

¸˜ÿ

k

bkz
k

¸
“

8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

8ÿ

n“0

˜
nÿ

k“0
akbn´k

¸
zn. (16.38)

Si Rp est le rayon de convergence de ce produit nous avons

Rp ě mintRa, Rbu (16.39)

et si |z| ă mintRa, Rbu alors
8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

n“0
bnz

n

¸
. (16.40)

5. Théorème 12.80.
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Démonstration. Nous prouvons la partie sur le produit de Cauchy. En utilisant la propriété du
produit de la somme par un scalaire nous avons

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

m“0
bmz

m

¸
“

8ÿ

n“0

˜ 8ÿ

m“0
bmanz

m`n
¸

(16.41a)

“ lim
NÑ8 lim

MÑ8

Nÿ

n“0

Mÿ

m“0
bmanz

m`n (16.41b)

“ lim
NÑ8 lim

MÑ8

N`Mÿ

k“0

ÿ

i`k“k
biajz

k (16.41c)

“ lim
NÑ8

8ÿ

k“0

ÿ

i`k“k
biajz

k (16.41d)

“
8ÿ

k“0

ÿ

i`j“k
biajz

k. (16.41e)

Exemple 16.16
Montrons un produit de Cauchy dont le rayon de convergence est strictement plus grand que le
minimum. D’abord nous considérons

A “ 1´ z, (16.42)

c’est-à-dire a0 “ 1, a1 “ ´1, aně2 “ 0 avec Ra “ 8. Ensuite nous considérons

B “
ÿ

n

zn, (16.43)

c’est-à-dire B “ p1 ´ zq´1 et Rb “ 1. Le produit de Cauchy de ces deux séries valant 1, le rayon
de convergence est infini. 4

Exemple 16.17
Nous montrons que

8ÿ

n“0
pn` 1qxn “ 1

p1´ xq2 (16.44)

pour x P s´1, 1r.
Étant donné que pour tout r dans s´1, 1r la suite pn`1qrn est bornée, le rayon de convergence

est correct. Pour les x dans ce domaine nous avons

1
p1´ xq2 “

1
p1´ xq

1
p1´ xq “

˜ 8ÿ

n“0
xn

¸˜ 8ÿ

m“0
zm

¸
. (16.45)

Nous devons expliciter ce produit de Cauchy en utilisant le théorème 16.15. Pour tout i nous avons
ai “ bi “ 1. Par conséquent le produit (16.45) devient

8ÿ

n“0

ÿ

i`j“n
xn “

8ÿ

n“0
pn` 1qxn. (16.46)

4

Théorème 16.18.
Une série entière converge normalement sur tout disque fermé inclus au disque de convergence.
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Démonstration. Toute boule fermée inclue à Bp0, Rq est inclue à la boule Bp0, rq pour un certain
r ă R. Nous nous concentrons donc sur une telle boule fermée.

Pour chaque n nous posons unpzq “ anz
n que nous voyons comme une fonction sur Bp0, rq.

Pour tout n P N et tout z P Bp0, rq nous avons
}un}8 ď |anzn| ď |an|rn. (16.47)

Étant donné que r ă R la série
ř
n |an|rn converge et la série

ř
n }un} est convergente. La sérieř

n anz
n est alors normalement convergente.

Exemple 16.19
Encore une fois nous n’avons pas d’informations sur le comportement au bord. Par exemple la
série

ř
n z

n a pour rayon de convergence R “ 1, mais supzPBp0,1q |zn| “ 1 et nous n’avons pas de
convergence normale sur la boule fermée. 4

La convergence normale n’est donc pas de mise sur tout l’intérieur du disque de convergence.
La continuité, par contre est effective sur la boule. En effet si z0 P Bp0, Rq alors il existe un rayon
0 ă r ă R tel que Bpz0, rq Ă Bp0, Rq. Sur Bpz0, rq nous avons convergence normale et donc
continuité en z0.

La différence est que la continuité est une propriété locale tandis que la convergence normale
est une propriété globale.

Proposition 16.20.
Soit fpzq “ ř

n anz
n avec un rayon de convergence R. Si

ř |an|Rn converge alors
(1) la série

ř
n anz

n converge normalement sur Bp0, Rq,
(2) f est continue sur Bp0, Rq.

Démonstration. La conclusion est claire dans l’intérieur du disque de convergence. En ce qui
concerne le bord, chacune des sommes partielles est une fonction continue. De plus nous avons
}un} ď |an|Rn, dont la série converge. Par conséquent nous avons convergence normale sur le
disque fermé.

Le théorème suivant permet de donner, dans le cas de fonctions réelle, des informations sur la
convergence en une des deux extrémités de l’intervalle de convergence.

Théorème 16.21 (Convergence radiale de Abel).
Soit fpxq “ ř

n anx
n une série réelle de rayon de convergence 0 ă R ă 8.

(1) Si
ř
anR

n converge, alors f est continue sur r0, Rs.
(2) Si

ř
n anp´Rqn converge, alors f est continue sur r´R, 0s.

La proposition 16.74 donnera un exemple d’utilisation pour la série de lnp1´ xq (qui n’est pas
encore définie à ce moment).

Le résultat suivant permet d’identifier deux séries complexes lorsque leurs valeurs sur R sont
identiques.

Proposition 16.22.
Soient les séries fpzq “ ř

anz
n et gpzq “ ř

bnz
n convergentes dans Bp0, Rq. Si fpxq “ gpxq pour

x P r0, Rr alors an “ bn.

Démonstration. Soit n0 le plus petit entier tel que an0 ‰ bn0 . Pour tout z P Bp0, Rq nous avons

fpzq ´ gpzq “
8ÿ

n“n0

pan ´ bnqzn “ zn0ϕpzq (16.48)

où
ϕpzq “

ÿ

ně0
pan`n0 ´ bn`n0qzn. (16.49)
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Par le théorème 16.15(1) le rayon de convergence de ϕ est plus grand que R et la fonction ϕ est
continue en 0. Étant donné que ϕp0q “ an0 ´ bn0 ‰ 0 et que ϕ est continue nous avons un ρ tel
que ϕ ‰ 0 sur Bp0, ρq. Or cela n’est pas possible parce que au moins sur la partie réelle de cette
dernière boule, ϕ doit être nulle.

Proposition 16.23 ([269, 1]).
Si la série entière

ř
ně0 anz

n a un rayon de convergence R alors
(1) La somme est une fonction holomorphe dans le disque de convergence.
(2) La somme est différentiable et

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (16.50)

(3) De plus pour tout z0 P Bp0, Rq, on pose 6

Spzq “
ÿ

ně0
anz

n (16.51a)

T pzq “
ÿ

ně1
nanz

n´1 “
8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n. (16.51b)

Alors nous avons
lim
zÑz0

Spzq ´ Spz0q
z ´ z0

“ T pz0q. (16.52)

Démonstration. Nous allons prouver, en utilisant le théorème 16.6, que la somme est une fonction
différentiable et que la différentielle est C-linéaire. La proposition 13.249 nous dira alors que la
somme est C-dérivable.

Nous posons unpzq “ anz
n, qui est une fonction de classe C1. En ce qui concerne sa différentielle

nous considérons z0 P Bp0, Rq et nous avons (si n “ 0 alors la différentielle est nulle)

pdunqz0pzq “
d

dt

”
unpz0 ` tzq

ı
t“0

(16.53a)

“ d

dt

”
anpz0 ` tzqn

ı
t“0

(16.53b)

“ d

dt

”
nanpzn´1

0 tzq
ı
t“0

(16.53c)

“ nanz
n´1
0 z. (16.53d)

En cours de calcul nous avons développé pz0 ` tzqn et gardé seulement les termes de degré 1 en t.
Il y en a n et ils sont tous égaux à zn´1

0 tz.
La convergence simple

ř
n un est dans les hypothèses. Il reste à prouver que la somme des

différentielles converge uniformément sur tout compact autour de z0 ne débordant pas du disque
ouvert de convergence. Soit K un compact autour de z0. Dans le calcul suivant nous utilisons une
première fois la norme uniforme de dun vu comme fonction de K vers LpC,Cq et une fois la norme
opérateur 7 de pdunqz0 comme application linéaire CÑ C :

}dun}k “ sup
z0PK

}pdunqz0} (16.54a)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|pdunqz0pzq| (16.54b)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|nanzn´1
0 z| (16.54c)

“ sup
z0PK

n|an||z0|n´1. (16.54d)

6. Pour rappel, dans tout ce texte, Bpa, rq est une boule ouverte.
7. Définition 12.10.
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Vu que z ÞÑ |z|n´1 est une application continue sur le compact K, elle atteint son maximum
(théorème 7.99). Nous considérons zK , un point qui réalise le supremum. Ce nombre est dans le
disque de convergence parce que K est un compact autour de z0.

Nous devons prouver que
ř
n n|an||zK |n´1 converge. Vu que |zK | est une constante (par rapport

à n) nous pouvons étudier la convergence en écrivant |zK |n au lieu de |zK |n´1.
La suite pan|zK |nq est une suite bornée. Soit M tel que |an||zK |n ă M pour tout n. Nous

considérons de plus r de telle sorte que K Ă Bp0, rq Ă Bp0, Rq. En particulier |zK | ă r et nous
avons

n|an||zK |n ď n|an|rn
ˆ |zK |

r

˙n
ď nM

ˆ |zK |
r

˙n
. (16.55)

Nous savons que ce qui est dans la parenthèse est plus petit que 1, mais que
ř
n nx

n converge dès
que |x| ă 1. Par conséquent ÿ

n

}dun}K (16.56)

converge et le théorème 16.6 fonctionne : du “ ř8
n“1 dun et la somme

ř
n un est de classe C1.

La différentielle de
ř
n un s’exprime explicitement par

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (16.57)

Cette forme montre que duz0 est une application C-linéaire et donc la somme est C-dérivable par
la proposition 13.249. Ergo holomorphe sur le disque de convergence par définition 13.244.

En ce qui concerne la formule (16.52), elle provient de la formule (13.613) : f 1pz0q est donné
par la facteur multiplicatif de duz0 . En l’occurrence la formule (16.57) nous donne

f 1pz0q “
ÿ

ně1
nanz

n´1
0 . (16.58)

16.2.3 Dérivation

Lemme 16.24.
Soit une série entière

ř
anz

n de rayon de convergence R. Les séries
ÿ an

n` 1z
n`1 (16.59)

et ÿ

ně1
nanz

n´1 (16.60)

ont même rayon de convergence R.

Notons toutefois que nonobstant ce lemme, les séries dont il est question peuvent se comporter
différemment sur le bord du disque de convergence. En effet la série

ÿ 1
n
zn (16.61)

diverge pour z “ 1 alors que ÿ 1
npn` 1qz

n`1 (16.62)

converge pour z “ 1.
Les théorèmes de dérivation et d’intégration de séries de fonctions (théorèmes 16.1 et 16.3)

fonctionnent bien dans le cas des séries entières. Ils donnent la proposition 16.25 pour la dérivation
et 16.30 pour l’intégration.
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Proposition 16.25.
Soit la série entière

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n (16.63)

de rayon de convergence R. Alors la fonction f est C1 sur s´R,Rr et se dérive terme à terme :

f 1pxq “
8ÿ

n“1
nanx

n´1 (16.64)

pour tout x P s´R,Rr.

Démonstration. Nous savons que la série
ř8
n“1 nanx

n´1 a le même rayon de convergente que celui
de la série f . En particulier cette série des dérivées converge normalement sur tout compact dans
s´R,Rr et la somme est continue. Le théorème 16.3 conclu.

Remarque 16.26.
À part lorsqu’on parle de fonction RÑ R, la notion de classe Ck s’entend au sens de la différen-
tielle, et non de la dérivée, voir les définitions 13.263. C’est cela qui explique la structure de la
démonstration de la proposition 16.23.

Corollaire 16.27 ([269, 1]).
La somme d’une série entière est de classe C8 sur le disque ouvert de convergence.

Démonstration. La proposition 16.23 a démontré en réalité nettement plus : sur le disque ouvert
de convergence, la somme est une fonction holomorphe. Il n’est cependant pas possible de conclure
ainsi parce que le fait qu’une fonction holomorphe est C8 ne sera démontré qu’au coût de nombreux
efforts dans le théorème 27.15(3).
Cas réel Nous considérons la série entière

ř
n anx

n pour x P R de rayon de convergence R. Une
simple récurrence sur la proposition 16.25 donne le résultat.

Cas complexe Attention : le fait d’être de classe Ck est le fait d’être k fois différentiable. Rien à
voir avec la C-dérivabilité.
En ce qui concerne la différentiabilité nous avons la proposition 16.23 qui dit que dans le
disque de convergence, la fonction upzq “ ř

n anz
n a pour différentielle l’application du : CÑ

LCpC,Cq,
du : CÑ LCpC,Cq

duz0pzq “
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘
z.

(16.65)

Nous allons éviter de considérer la différentielle seconde comme une application

d2u : CÑ L
`
C,LpC,Cq˘ (16.66)

parce que ça nous mènerait trop loin pour parler de la différentielle ke. Au lieu de cela nous
allons considérer l’isomorphisme d’espace vectoriel

ψ : CÑ LCpC,Cq
z0 ÞÑ ψpz0qz “ z0z.

(16.67)

Dans cette optique nous écrivons :

duz0 “ ψ
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘

(16.68)

ou encore :
pψ´1 ˝ dqupz0q “

ÿ

ně0
pn` 1qan`1z

n
0 . (16.69)
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Nous allons prouver par récurrence que l’égalité suivante est vraie (y compris le fait que la
somme converge) :

pψ´1 ˝ dqkupz0q “
8ÿ

n“0

pn` kq!
n! an`kzn0 . (16.70)

Prouvons d’abord que cette somme converge pour tout k. Nous avons pn` kq!{n! ă pn` kqk
et donc il suffit de prouver que la série de coefficients nkan converge. C’est le cas par la
proposition 16.11.
Nous pouvons calculer la différentielle de pψ´1 ˝ dqku en dérivant terme à terme en utilisant
(encore) la proposition 16.23(2) :

d
`pψ´1 ˝ dqku˘

z0
pzq “

8ÿ

n“1

pn` kq!
n! an`knan´1

0 z (16.71a)

“
8ÿ

n“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 z. (16.71b)

Nous appliquons ψ´1 à cela :

pψ´1 ˝ dqk`1upz0q “
8ÿ

k“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 . (16.72)

Dérouler à l’envers Nous allons maintenant utiliser la proposition 13.217 pour montrer que u
est de classe Ck pour tout k. Nous avons démontré que pψ´1 ˝ dqku était différentiable. Par
conséquent, d

`pψ´1 ˝ dqk´1u
˘
est différentiable et donc pψ´1 ˝ dqk´1 est de classe C1. En

continuant ainsi, pψ´1 ˝ dqk´lu est de classe C l et u est de classe Ck.

Le lemme suivant est encore essentiellement valable dans un espace de Banach (proposi-
tion 12.158).

Lemme 16.28.
La série entière

ř
ně0 z

nk a un rayon de convergence 1 et converge vers la fonction
ÿ

ně0
znk “ 1

1´ zk . (16.73)

Lorsque |ω| “ 1 nous avons aussi un rayon de convergence 1 pour la série

1
ω ´ z “

ÿ

kě0
ω´k´1zk. (16.74)

Sous les mêmes hypothèses sur ω nous avons encore la série

1
pω ´ zqk “

1
pk ´ 1q!

8ÿ

s“0
ω´s´1´k ps` k ´ 1q!

s! zs (16.75)

Démonstration. Les coefficients de la série sont an “ 1 lorsque n est multiple de k et an “ 0
autrement. Donc pour r “ 1 la suite rnan reste bornée 8. Cela prouve que le rayon de convergence
est au moins 1. Par ailleurs si r ą 1 alors clairement la suite panrnq n’est pas bornée. Cela prouve
le rayon de convergence égal à 1.

Soit donc z P Bp0, 1q. Nous avons
˜ÿ

ně0
znk

¸
p1´ zkq “

ÿ

ně0
znk ´

ÿ

ně0
zpn`1qk. (16.76)

8. Utilisation directe de la définition 16.8.
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Le premier terme de la première somme vaut 1 tandis que tous les autres termes s’annulent deux
à deux.

En ce qui concerne la série (16.74), elle s’obtient facilement :

1
ω ´ z “

1
ω

1
1´ z

ω

“ 1
ω

8ÿ

s“0

´ z
ω

¯s “
ÿ

s

ω´s´1zs. (16.77)

La troisième série s’obtient en dérivant la seconde, ce qui est permis dans le disque de conver-
gence par la proposition 16.25.

Remarque 16.29.
Sur le bord du disque de convergence, la série

ř
n z

nk ne converge pas. En effet le rayon étant 1,
sur le bord nous avons la série

ř
n e

inkθ dont la norme du terme général ne tend pas vers zéro.

16.2.4 Intégration

Proposition 16.30.
Soit la série entière

ř
anx

n de rayon de convergence R.

(1) Pour tout segment ra, bs Ă s´R,Rr nous pouvons intégrer terme à terme :

ż b

a

˜ 8ÿ

n“0
anx

n

¸
dx “

8ÿ

n“0
an

ż b

a
xndx. (16.78)

(2) La série entière obtenue en intégrant terme à terme a le même rayon de convergence que
celui de la série de départ.

Démonstration. La première assertion est un cas particulier du théorème général 16.1. Pour le
rayon de convergence, le lemme 16.24 fait le travail.

Vu que le rayon de convergence ne varie pas par la dérivation ou par l’intégration et qu’une
série entière est de classe C8 sur son disque de convergence, nous pouvons dériver terme à terme
autant de fois que nous le voulons sans faire de fautes dans le disque de convergence.

16.3 Séries de Taylor

16.31.
Avant de commencer, une petite formule de dérivation toute simple que nous allons utiliser souvent :

pzkqplq “
#

0 si l ą k
k!

pk´lq!z
k´l sinon.

(16.79)

Dans les cas où il est permis de dériver terme à terme, nous avons la formule

f ppqpxq “
ÿ

k

akpxkqppq “
8ÿ

k“p
ak

k!
pk ´ pq!x

k´p (16.80)

16.3.1 Polynôme de Taylor d’une série entière

Le polynôme de Taylor d’une fonction définie par une série entière s’obtient en tronquant la
série. Cela est une assez bonne nouvelle que nous allons démontrer maintenant.
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Proposition 16.32 ([1]).
Soit une série entière

fpxq “
ÿ

k

akx
k (16.81)

de rayon de convergence R ą 0.
Pour tout n P N, il existe une fonction α telle que

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn (16.82)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (16.83)

Tout ceci étant convenu que
— l’égalité (16.82) est uniquement valable sur le disque de convergence,
— La fonction α dépend de n.

Démonstration. Le corollaire 16.27 nous indique que f est de classe C8 sur s´R,Rr et que nous
pouvons dériver terme à terme.

En utilisant la formule (16.80) et en l’évaluant en x “ x0, tous les termes s’annulent sauf k “ p :

f ppqp0q “ p!ap. (16.84)

Le théorème de Taylor 13.359 nous indique alors qu’il existe α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0
et

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn. (16.85)

16.3.2 Une majoration pour le reste

Lemme 16.33.
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois sur Bpa,Rq. Alors pour tout x P Bpa, rq,

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
. . .

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (16.86)

Démonstration. Nous allons intensivement utiliser le théorème fondamental du calcul intégral
15.233 sous la forme de la formule (15.688). Nous avons d’abord

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1pu1qdu1 “

ż x

a

“
f 1paq `

ż u1

a
f2pu2qdu2

‰
du1. (16.87)

Toute l’astuce de ce théorème est de continuer à substituer f pkqptq par f pkqpaq plus une intégrale
de a à t de f pk`1qpuq. Nous démontrons ainsi par récurrence que

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
¨ ¨ ¨

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (16.88)

La preuve de cela se fait en substituant

f pnqpunq “ f pnqpaq `
ż un
a

f pn`1qpun`1qdun`1 (16.89)

et en remarquant (encore par récurrence par exemple) que
ż x

a
. . .

ż un´1

a
dun . . . du1 “ px´ aq

n

n! . (16.90)
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Le théorème suivant donne majoration du reste du polynôme de Taylor. Il est un premier pas
dans la démonstration de formules comme

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (16.91)

lorsque Pn est un polynôme de Taylor autour d’un point a ‰ x. Nous ne saurions trop insister sur
le fait que de telles formules ne seraient valables que pour une classe relativement restreintes de
fonctions.

Théorème 16.34 (Inégalité de Taylor[270]).
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois et telle que |f pn`1qpxq| ďMN sur Bpa, dq. Alors

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 (16.92)

où Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq et où Pn sont les polynômes de Taylor autour de a P R.
Démonstration. Nous pouvons écrire la formule du lemme 16.33 pour n ` 1 au lieu de n ; cela
donne

fpxq “ Pnpxq `
ż
¨ ¨ ¨ , (16.93)

et donc
|Rnpxq| “ |Pnpxq ´ fpxq| “

ż x

a
. . .

ż un
a

f pn`1qpxqdun ¨ ¨ ¨ du1 (16.94)

En effectuant toutes les intégrales nous trouvons 9

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1. (16.95)

Cette formule pour le reste est très bien, mais pour l’exploiter au maximum de ses possibilités,
il faudra la notion de convergence de suite de fonctions, et en particulier la notion de série de
fonctions, pour pouvoir écrire

fpxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! xk (16.96)

lorsque cela est possible. Nous renvoyons donc aux séries de Taylor, section 16.3, et en particulier
aux fonctions analytiques de la sous-section 16.3.3.

16.3.3 Fonctions analytiques

Nous avons vu les polynômes de Taylor et déjà noté qu’il n’est pas en général vrai que
limnÑ8 Pnpxq “ fpxq pour des x même proches du point autour duquel les polynômes de Taylor
Pn sont calculés.

Nous allons maintenant étudier la classe des fonctions pour lesquelles la série de Taylor est
égale à la fonction de départ. D’abord une proposition montrant que les coefficients de Taylor sont
les seuls pour lesquels il est possible d’espérer avoir une telle propriété.

Proposition 16.35 ([271]).
Soit une fonction donnée par la série entière

fpxq “
8ÿ

k“0
cnpx´ aqn (16.97)

sur la boule de convergence Bpa,Rq avec R ą 0 (hypothèse : le rayon de convergence est strictement
positif). Alors

cn “ f pnqpaq
n! . (16.98)

9. Je me demande si je n’ai pas une faute entre n et n` 1 quelque part. Relisez attentivement et écrivez moi si vous
trouvez une faute.
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Démonstration. Par hypothèse, nous avons un rayon de convergence R ą 0, et le corollaire 16.27
nous indique que f y est de classe C8. Et nous pouvons dériver terme à terme par la proposition
16.25. Cela pour dire qu’il nous est autorisé d’utiliser la formule (16.80) pour calculer les dérivées
de f au point a. Nous avons d’abord

f ppqpxq “
8ÿ

n“p
cn

n!
pn´ pq!px´ aq

n´p, (16.99)

et donc
f ppqpaq “ cpp! (16.100)

qui donne immédiatement le résultat.

Proposition 16.36.
Soit l’intervalle I “ Bpa, rq. Si il existe M tel que

|f pnqpxq| ď M

rn
n! (16.101)

pour tout x P Bpa, rq. Alors nous avons la convergence simple

Pn Ñ f (16.102)

sur Bpa, rq. Ici, Pn est le polynôme de Taylor d’ordre n pour la fonction f autour du point a 10.

Démonstration. Vu que nous avons |f pnqpxq| ď M
rnn! pour tout x, nous pouvons poser

Mn “ M

rn
n! (16.103)

dans le théorème 16.34 pour le faire fonctionner. Nous avons alors

|Rnpxq| ď M

rn
n! 1
pn` 1q! |x´ a|

n`1 “ M

n` 1 |x´ a|
ˇ̌
ˇ̌x´ a

r

ˇ̌
ˇ̌
n

. (16.104)

Vu que x P Bpa, rq nous avons |x ´ a| ă r et donc |px ´ aq{r|n ă 1. Nous pouvons aussi majorer
|x´ a| par r et écrire

|Rnpxq| ď rM

n` 1 . (16.105)

Nous avons donc bien limnÑ8Rnpxq Ñ 0.

16.4 Exponentielle sur une algèbre normée

16.4.1 Définition

Dans ce qui suit, nous considérons une algèbre commutative.

Proposition-définition 16.37 (Exponentielle[1]).
Soit pA, }.}q une algèbre 11 commutative de dimension finie sur C munie d’une norme d’algèbre.
Pour x P A nous définissons

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! . (16.106)

Cette définition a les propriétés suivantes :

10. Pour être complet, il faut préciser que Pn est calculé dans ZFC. C’est pour cela que nous n’écrivons pas des
lourdeurs comme Pn,apfqpxq ; si il fallait donner tout le contexte dans la notation, on n’en sortirait pas.

Ah, et tant que j’y suis si vous ne savez pas ce qu’est ZFC, je vous déconseille fortement de répéter cela à un
jury d’agrég, entre autres parce que vous allez attirer la question « vraiment ? Vous utilisez C ? Où ? Pourquoi ? ».
Et là, bonne chance.
11. Définition 3.71.
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(1) C’est bien défini pour tout x P A. C’est-à-dire que pour chaque x, la série (16.106) converge.
(2) Cela donne une application continue exp: AÑ A.
(3) La fonction exp est différentiable et

pd expqxpyq “ exppxqy, (16.107)

le dernier produit étant la structure d’algèbre sur A.

Démonstration. Pour la différentiabilité de exp, nous voulons utiliser le théorème 16.6. Pour cela
nous posons

ukpxq “ xk

k! (16.108)

Convergence simple Nous prouvons la convergence simple, c’est-à-dire pour chaque x séparé-
ment, de la série (16.106) dans deux buts. D’abord de nous assurer que la définition posée
de exp a un sens, et ensuite pour commencer à vérifier les hypothèses du théorème 16.6.
Nous montrons que les sommes partielles forment une suite de Cauchy. Nous fixons x P A et
nous posons

sn “
8ÿ

k“0

xk

k! . (16.109)

Soient p ą q, deux entiers. Nous avons :

}sp ´ sq} “ }
pÿ

k“q`1

xk

k! } ď
pÿ

k“q`1

}xk}
k! ď

pÿ

k“q`1

}x}k
k! (16.110)

où nous avons utilisé le fait que la norme sur A soit une norme d’algèbre.
C’est le moment d’utiliser la série exponentielle donnée dans l’exemple 12.77 que nous appli-
quons avec t “ }x}. La série donnée par les coefficients ak “ }x}k{k! converge et ses sommes
partielles forment en particulier une suite de Cauchy. Donc ce que nous avons à droite dans
(16.110) peut être rendu arbitrairement petit lorsque p et q sont grands.

uk est continue Il s’agit de remarquer que px`hqk “ xk`hCpx, hq où C est une fonction bornée
de h (lorsque h est dans un voisinage de 0 P A). Donc

}px` hqk ´ xk} ď }h}}Cpx, hq} Ñ 0. (16.111)

Candidat différentielle de uk Nous trouvons à présent un candidat à être différentielle de uk.
Pour cela nous faisons le calcul suivant, sans trop nous soucier de la rigueur :

pdukqxpyq “ d

dt

”
ukpx` tyq

ı
t“0

“ k
1
k!x

k´1y “ uk´1pxqy. (16.112)

uk est différentiable Nous fixons x P A et nous posons T pyq “ uk´1pxqy. Ensuite nous vérifions
que cela vérifie la définition de la différentielle : nous devons calculer

lim
hÑ0

ukpx` hq ´ ukpxq ´ T phq
}h} “ lim

hÑ0

px` hqk ´ xk ´ kxk´1h

k!}h} “ ♣. (16.113)

Vous vous souvenez de la formule pour px ` hqk ? Essayez de vous en souvenir. Le premier
terme est xk, et le second est kxk´1h. Pour le reste c’est un polynôme dont tous les termes
contiennent au moins h2. Nous avons donc

♣ “ lim
hÑ0

h2P px, hq
k!}h} “ 0. (16.114)

Nous en concluons que uk est différentiable et que

pdukqxpyq “ uk´1pxqy. (16.115)
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uk est de classe C1 Nous devons démontrer que la différentielle est continue ; cela est la conti-
nuité de l’application

duk : AÑ LpA,Aq
x ÞÑ pdukqx.

(16.116)

La topologie sur A est celle de la norme, et celle sur LpA,Aq est celle de la norme opérateur
associée à la norme sur A. Nous avons 12 :

lim
hÑ0

}pdukqx`h ´ pdukqx} “ lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk´1px` hqy ´ uk´1pxqy} (16.117a)

ď lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}}y} (16.117b)

“ lim
hÑ0

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}. (16.117c)

Le fait que cette limite valle zéro est maintenant la continuité de uk´1.
Convergence normale sur tout compact Soit un compact K de A. Par le théorème de Borel-

Lebesgue 8.9, K est fermé et borné. C’est pour ceci que nous avons supposé que A était de
dimension finie sur R. Soit donc R ą 0 tel que }y} ă R pour tout y P K. Nous avons

}duk}K “ sup
xPK

}pdukqx} “ sup
xPK

}xk´1}
pk ´ 1q! ď sup

xPK
}x}k´1

pk ´ 1q! ď
Rk´1

pk ´ 1q! . (16.118)

Mais la série
ř8
k“0

Rk

k! converge. Nous avons donc la convergence normale demandée.
Conclusion Le théorème 16.6 conclu que l’exponentielle est de classe C1 et que sa différentielle

est donnée par la formule

pd expqxpyq “
8ÿ

k“0
pdukqxpyq “

8ÿ

k“1
pdukqxpyq “

8ÿ

k“0
ukpxqy “ exppxqy. (16.119)

Notez le jeu d’indices : duk “ 0 lorsque k “ 0 (ce qui permet de faire commencer la somme
à 1) et ensuite duk fait intervenir uk´1 (ce qui fait revenir le départ de la somme à k “ 0).

16.38.
Lorsque nous disons que la différentielle de l’exponentielle est l’exponentielle elle-même, nous
référons au point 16.37(3) : la différentielle de exp en x est l’opérateur de multiplication par
exppxq.

Nous pouvons comprendre maintenant que exp est même de classe C8 parce qu’à chaque
différentiation nous tombons sur la même fonction, laquelle est de classe au moins C1.

Cependant, pour formaliser ça, il faut un peut travailler. Le cauchemar des différentielles suc-
cessives d’une application A Ñ A est que les espaces en jeu sont des emboîtements terribles de
LpA,LpA,LpA,Aqqq.

Ce qui nous sauve est que l’espace LpA, V q est un A-module, quel que soit V . En particulier
lorsque V est lui-même déjà un emboîtement. Faisons un lemme pour voir comment ça fonctionne.

16.4.2 Différentielles

Lemme 16.39 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés E et V tels que V soit un E-module 13. Nous supposons les
normes soient telles que }xv}V ď }x}E}v}V .

Soit une fonction différentiable f : E Ñ V telle que la différentielle df : E Ñ LpE, V q soit de
la forme

dfxpyq “ ygpxq (16.120)

12. N’oubliez pas de faire à part le cas k “ 0 parce que ce qui suit n’est correct que pour k ě 1.
13. Définition 3.61.



16.4. EXPONENTIELLE SUR UNE ALGÈBRE NORMÉE 993

pour une certains fonction différentiable g : E Ñ V .
Alors f est C1, et deux fois différentiable telle que

d2f : E Ñ L
`
E,LpE, V q˘

pd2fqxpyqz “ zpdgxqpyq
(16.121)

pour tout x, y, z P E.
Démonstration. En plusieurs étapes.
f est C1 Nous savons, par hypothèse, que f est différentiable. Il faut montrer que sa différentielle

est continue, en remarquant déjà que g est continue parce que différentiable.
Soit xk EÝÑ x, et calculons }dfxk ´ dfx} :

}dfxk ´ dfx} “ sup
}y}“1

}dfxkpyq ´ dfxpyq}

“ sup
}y}“1

}`gpxkq ´ gpxq
˘
y}

ď sup
}y}“1

}gpxkq ´ gpxq}}y}

“ }gpxkq ´ gpxq}.

(16.122)

Donc nous avons bien dfxk
LpE,V qÝÑ dfx, ce qui signifie la continuité de df . Donc f est de classe

C1.
f est deux fois différentiable Pour montrer que df est différentiable, nous mettons directement

dans la définition (12.133) le candidat

Txphq : RÑ V

Txphqz “ zdgxpyq. (16.123)

Nous devons vérifier la limite suivante :

lim
h
EÝÑ0

dfx`h ´ dfx ´ Txphq
}h} “ 0. (16.124)

Étudions la norme du numérateur :

}dfx`h ´ dfx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}dfx`hpyq ´ dfxpyq ´ Txphqy} (16.125a)

“ sup
}y}“1

}ygpx` hq ´ ygpxq ´ ydgxphq} (16.125b)

ď sup
}y}“1

}y}}gpx` hq ´ gpxq ´ dgxphq}. (16.125c)

La limite (16.124) se déduit donc de la différentiabilité de g.
Note : la partie démontrant que f est C1 n’est pas strictement obligatoire parce qu’en vérifiant
que f est deux fois différentiable, nous vérifions de facto que df est en particulier continue.

Lemme 16.40 ([1]).
Soient des algèbres normées A et V telles que V soit un A-module vérifiant }xv} ď }x}}v} pour
tout x P A et v P V . Alors LpA, V q est un A-module vérifiant }xα} ď }x}}α} pour tout x P A et
α P LpA, V q.
Démonstration. C’est un simple calcul utilisant la norme opérateur :

}xα} “ sup
}y}“1

}pxαqy} “ sup
}y}“1

}xαpyq} ď sup
}y}“1

}x}}αpyq} “ }x} sup
}y}“1

}αpyq} “ }x}}α}. (16.126)
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Proposition 16.41 ([1]).
La fonction exp: AÑ A est de classe C8 et vérifie, pour tout k ě 1 la récurrence

pdk expqxpyq “ ypdk´1 expqx. (16.127)

Démonstration. La formule proposée fonctionne avec k “ 1 :

pd expqxpyq “ y exppxq. (16.128)

C’est la relation 16.107.
Nous considérons k ą 1, nous supposons que exp est de classe Ck´1 et k fois différentiable.

Nous allons prouver que exp est alors de classe Ck et k`1 fois différentiable, et que la différentielle
de dk exp est donné par la formule

pdk`1 expqxpyq “ ypdk expqx. (16.129)

Pour nous mettre au clair avec les espaces en présence, nous supposons que

dk´1 exp: AÑ LpA, V q (16.130a)
dk exp: AÑ L

`
A,LpA, V q˘ (16.130b)

pour un certain espace vectoriel normé V , lequel est un de ces terrifiants emboîtement de type
L
´
A,L

`
A,LpA,Aq˘

¯
. Il est bien un espace vectoriel normé, et également un A-module parce qu’on

peut toujours définir la multiplication d’un élément v P V par un élément x P A comme étant la
multiplication par x du résultat final de l’évaluation emboîtée, laquelle se termine par un élément
de A. Donc tout se met bien.

Quoi qu’il en soit, nous posons
Txpyq “ ypdk expqx (16.131)

et nous vérifions ce que cela donne dans la définition de la différentielle. Si nous avons

lim
hÑ0

pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq
}h} “ 0 (16.132)

alors nous aurons prouvé tout ce qu’il nous faut.
Le numérateur est une application AÑ LpA, V q ; nous en écrivons la norme comme il se doit :

}pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}pdk expqx`hpyq ´ pdk expqxpyq ´ hpdk expqxy}
(16.133a)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hpdk expqxy}
(16.133b)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hypdk´1 expqx}
(16.133c)

ď }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ hpdk´1 expqx} (16.133d)
“ }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}. (16.133e)

Dans ce calcul nous avons utilisé le lemme 16.40 et Txphqy “ hpdk expqxy. Maintenant, la limite

lim
hÑ0

}pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}.
}h} (16.134)

n’est rien d’autre que la limite arrivant dans la définition du fait que dk exp est la différentielle de
dk´1 exp. Cette limite est donc zéro comme nous voulions le prouver.
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Le théorème suivant est très important parce qu’il permet de définir l’exponentielle d’une
matrice. Et les exponentielles de matrices sont utiles, entre très nombreuses autres choses pour
résoudre certaines équations différentielles.

Théorème-définition 16.42 ([1]).
Soit une algèbre normée A (pas spécialement commutative). La formule

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (16.135)

définit une fonction différentiable dont la différentielle est donnée par 14

pd expqxpyq “
ÿ

j,jPN

xiyxj

pi` j ` 1q! (16.136)

16.43.
Nous ne démontrons pas cela ici.

Il s’agit d’une adaptation de la proposition 16.37. Là où il faut faire attention, c’est dans
l’équation (16.113) : il n’y a pas k termes xk´1h dans px ` hqk, mais k termes de la forme xihx.
C’est pour cela que la différentielle n’est pas donnée par T pyq “ uk´1pxqy, mais bien par la somme
(16.136).

M’est avis en réalité que toute la démonstration du théorème 16.114 passe facilement au cas
présent.

16.4.3 Séries dans une algèbre normée

Nous allons parler d’exponentielle de matrice. Avant cela, quelque propriétés qui sont valables
sur des algèbres normées. Le principal exemple que nous avons en tête est A “Mpn,Cq.
Proposition 16.44 ([1]).
Soit une algèbre normée A. Soient une suite d’éléments Ak P A et un élément B. Nous supposons
que la somme

ř8
k“0Ak converge. Alors

B
ÿ

k

Ak “
ÿ

k

pBAkq. (16.137)

Démonstration. Soit N P N. Nous avons :

}
Nÿ

k“0
BAk ´B

8ÿ

k“0
Ak} “ }B

8ÿ

k“N`1
Ak} (16.138a)

ď }B}}
8ÿ

k“N`1
Ak} (16.138b)

Justifications :
— Pour (16.138a), c’est la linéarité du produit matriciel.
— Pour (16.138b), c’est que la norme est une norme d’algèbre 15.

À droite, la limite N Ñ 8 donne zéro parce que }B} est un simple nombre, et }ř8
k“N`1Ak} est

une queue de suite convergente par hypothèse.
Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8

Nÿ

k“0
BAk “ B

8ÿ

k“0
Ak. (16.139)

14. La fonction exponentielle est, j’en suis quasiment certain, de classe C8. Si vous connaissez un moyen pas trop
douloureux de prouver cela, faites-le moi savoir.
15. Définition 12.14. Pour rappel, la norme opérateur en est une par le lemme 12.20.
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Nous adaptons le produit de Cauchy du théorème 16.15 au cas d’une algèbre normée.

Proposition 16.45 ([1]).
Soient une algèbre normée A, un élément A P A, ainsi que des séries convergentes

ř8
k“0 akA

k etř8
l“0 blA

l. Alors ˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“

8ÿ

n“0

` nÿ

m“0
ambn´m

˘
An. (16.140)

Démonstration. Un calcul :˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“

ÿ

k

`ÿ

l

blA
l
˘
akA

k (16.141a)

“
ÿ

k

`ÿ

l

blakA
l`k˘ (16.141b)

“ lim
KÑ8

Kÿ

k“0

`
lim
LÑ8

Lÿ

l“0
blakA

k`l˘ (16.141c)

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

Kÿ

k“0

Lÿ

l“0
blakA

k`l (16.141d)

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

K`Lÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAn (16.141e)

“ lim
KÑ8

8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (16.141f)

“
8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (16.141g)

Justifications :
— Pour (16.141a), la proposition 16.44 nous permet d’entrer l’élément

ř
l blA

l P A dans la
somme sur k.

— Pour (16.141b), c’est la même chose.
— Pour (16.141d), la somme sur k étant finie (pour chaque K), elle commute avec la limite sur

L.
— Pour (16.141e), c’est une manipulation de sommes finies. On regroupe les termes selon les

puissances de A.
— Pour (16.141f), c’est effectuer la limite sur L pour K fixé.
— Pour (16.141g), l’expression dans la limite sur K ne dépend pas de K. Donc nous pouvons

simplement supprimer la limite.

16.4.4 Exponentielle de matrice

Proposition 16.46 ([272]).
Soient des matrices A,P PMpn,Cq telle que P soit inversible. Alors 16

eP
´1AP “ P´1eAP. (16.142)

Démonstration. Une première chose à remarquer est que pour chaquem P N nous avons pP´1AP qp “
P´1AmP . Ensuite,

eP
´1AP “

ÿ

k

pP´1AP qk
k! “

ÿ

k

P´1AkP

k! “ P´1
ÿ

k

Ak

k! P. (16.143)

16. La définition de l’exponentielle de matrice est 16.37 où la convergence de la somme est celle de la norme
opérateur 12.10.
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Nous avons utilisé la proposition 16.44 pour sortir P´1 à gauche et P à droite de la somme.

Proposition 16.47 ([272]).
L’exponentielle de matrice vérifie
(1) e0 “ Id
(2) AmeA “ eAAm

(3) peAqt “ epAtq

(4) Si AB “ BA alors AeB “ eBA et eAeB “ eBeA.

Démonstration. Point par point.
Pour (1) Juste substituer A “ 0 dans la définition. Tous les termes tombent sauf le premier. Il

faut utiliser le fait que A0 “ Id.
Pour (2) Il faut utiliser la proposition 16.44 pour écrire

Am
ÿ

k

Ak

k! “
ÿ

k

AmAk

k! “
ÿ

k

AkAm

k! “
ÿ

k

Ak

k! A
m. (16.144)

Pour (3) Pour chaque k nous avons l’égalité pAkqt “ pAtqk. En utilisant encore le coup de la
queue de suite qui converge vers zéro,

}
Nÿ

k“0

pAtqk
k! ´ peAqt} “ }

8ÿ

k“N`1

pAtqk
k! } Ñ 0. (16.145)

Pour (4) Pour prouver AeB “ eBA, c’est le même genre de manipulations que (16.144).
Maintenant, vu que A et eB commutent, l’égalité à peine prouvée montre que eA et eB
commutent.

Proposition 16.48 ([272]).
Soient A PMpn,Cq ainsi que s, t P C. Alors

esAetA “ eps`tqA. (16.146)

Démonstration. Nous calculons le produit esAetA par le produit de Cauchy de la proposition 16.45 :

♣ “
˜ÿ

k

tk

k!A
k

¸˜ÿ

l

sl

l!A
l

¸
“

8ÿ

n“0

nÿ

m“0

tm

m!
sn´m

pn´mq!A
n. (16.147)

À ce point, nous multiplions et divisons par n! et nous réarrangons la somme de la façon suivante :

♣ “
8ÿ

n“0

An

n!

nÿ

m“0

n!
m!pn´mq! t

msn´m. (16.148)

Nous reconnaissons la somme sur m comme étant un binôme de Newton 17 pour pt ` sqn. Nous
avons donc finalement

♣ “
8ÿ

n“0

`pt` sqA˘n
n! “ ept`sqA. (16.149)

La proposition suivante dit que les exponentielles de matrices sont inversibles. Elle ne dit pas
que toutes les matrices inversibles sont des exponentielles. Ce sera la proposition 16.94.

17. Proposition 3.40.
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Proposition 16.49 ([272]).
Si A PMpn,Cq, alors eA est inversible et

peAq´1 “ e´A. (16.150)

Démonstration. Il suffit de prendre s “ 1 et t “ ´1 dans la proposition 16.48 et nous avons

eAe´A “ e0 “ 1. (16.151)

Cela prouve que eA est inversible et que son inverse est e´A.

Proposition 16.50 ([272]).
Soit A PMpn,Cq. Nous considérons l’application

f : RÑ GLpn,Cq
t ÞÑ etA.

(16.152)

Nous avons la formule de dérivation
f 1ptq “ AetA. (16.153)

Démonstration. Il s’agit de calculer la limite en utilisant la proposition 16.48 :

f 1ptq “ lim
εÑ0

ept`εqA ´ etA
ε

(16.154a)

“ etA lim
εÑ0

eεA ´ 1
ε

(16.154b)

“ etA lim
εÑ0

1
ε

`
εA`

8ÿ

k“2

pεAqk
k!

˘
(16.154c)

“ etA lim
εÑ0

`
A`

8ÿ

k“2

εk´1A

k!
˘

(16.154d)

“ etAA (16.154e)
“ AetA (16.154f)

où à la toute fin nous avons aussi utilisé la commutation de la proposition 16.47(2).

Le théorème suivant montre que le produit d’exponentielle de matrices suit la règle usuelle
tant que les matrices commutent. Cela est cependant plutôt l’exception que la règle. A priori nous
avons eAeB ‰ eA`B.

Théorème 16.51 ([272]).
Soient A,B PMpn,Cq telles que AB “ BA. Alors

eA`B “ eAeB. (16.155)

Démonstration. Vu que A et B commutent nous avons AetB “ etBA (proposition 16.47(4)). En-
suite nous posons

gptq “ etpA`Bqe´tBe´tA. (16.156)

Nous calculons la dérivée de g en utilisant la règle de Leibnitz et la proposition 16.50 :

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA
` etpA`Bqp´Bqe´tBe´tA
` etpA`Bqe´tBp´Aqe´tA.

(16.157)
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Vu que A, B et A`B commutent, nous pouvons réarranger les facteurs en

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA
´BetpA`Bqe´tBe´tA
´AetpA`Bqe´tBe´tA.

(16.158)

Enfin, cela fait
g1ptq “ pA`B ´B ´AqetpA`Bqe´tBe´tA “ 0. (16.159)

Donc g est constante et nous avons

etpA`Bqe´tBe´tA “ gp0q “ 1. (16.160)

En multipliant à droite par etAetB nous trouvons

etpA`Bq “ etAetB (16.161)

comme annoncé.

16.5 Exponentielle et logarithme dans les réels

Pour avoir une vue synthétique du plan, voir le thème 56.

16.5.1 L’équation différentielle

Pour la suite nous notons y une solution de l’équation y1 “ y, yp0q “ 1, et nous allons en
donner des propriétés indépendamment de l’existence, donnée par le théorème 16.54.

Proposition 16.52.
Quelques propriétés de y (si elle existe) :
(1) Pour tout x P R nous avons ypxqyp´xq “ 1.
(2) ypxq ą 0 pour tout x.
(3) y est strictement croissante.

Démonstration. Nous posons ϕpxq “ ypxqyp´xq et nous dérivons :
ϕ1pxq “ y1pxqyp´xq ´ ypxqy1p´xq “ 0. (16.162)

Donc ϕ est constante 18. Vu que ϕp0q “ 1 nous avons automatiquement ypxqyp´xq “ 1 pour tout
x.

Les deux autres allégations sont simples : si ypx0q ă 0 alors il existe t P sx0, 1r tel que yptq “ 0,
ce qui est impossible parce que yptqyp´tq “ 1. La stricte croissance de y s’ensuit.

Proposition 16.53.
Quelques formules pour tout a, b P R et n P Z :
(1) ypa` bq “ ypaqypbq
(2) ypnaq “ ypaqn
(3) y

`
a
n

˘ “ n
a
ypaq.

Démonstration. Nous posons hpxq “ ypa ` b ´ xqypxq et nous avons encore h1pxq “ 0 dont nous
déduisons que h est constante. De plus

hp0q “ ypa` bqyp0q “ ypa` bq (16.163)

18. Proposition 13.124.
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et
hpbq “ ypaqypbq. (16.164)

Vu que h est constante, ces deux expressions sont égales : ypa` bq “ ypaqypbq.
Forts de cette relation, une récurrence donne ypnaq “ ypaqn pour tout n P N. De plus

ypaq “ y
´a
n
ˆ n

¯
“ y

´a
n

¯n
, (16.165)

ce qui donne ypaq “ ypa{nqn ou encore ypa{nq “ n
a
ypaq.

Enfin pour les négatifs, si n P N,

yp´naq “ 1
ypnaq “

1
ypaqn “ ypaq´n. (16.166)

Et de la même façon,

y
´
´a
n

¯
“ 1
y
`
a
n

˘ “ n

d
1

ypaq “
´n
a
ypaq. (16.167)

16.5.2 Existence

Jusqu’ici nous avons donné des propriétés d’une éventuelle fonction y qui vérifierait l’équation
différentielle. Il est temps de montrer qu’une telle fonction existe.

Théorème 16.54.
La série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (16.168)

définit une fonction dérivable solution de
"
y1 “ y (16.169a)
yp0q “ 1. (16.169b)

Démonstration. La formule de Hadamard (théorème 16.13) donne le rayon de convergence de la
série (16.168) par

1
R
“ lim

kÑ8

1
pk`1q!

1
k!

“ lim
kÑ8

1
k ` 1 “ 0. (16.170)

Donc nous avons un rayon de convergence infini. La fonction y est définie sur R et la proposi-
tion 16.25 nous dit que y est dérivable. Nous pouvons aussi dériver terme à terme :

y1pxq “
8ÿ

k“0

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

xk´1

pk ´ 1q! “
8ÿ

k“0

xk

k! “ ypxq. (16.171)

Notez le petit jeu d’indice de départ de k. Dans un premier temps, nous remarquons que k “ 0
donne un terme nul et nous le supprimons, et dans un second temps nous effectuons la simplification
des factorielles (qui ne fonctionne pas avec k “ 0).

16.55.
Nous savons que la fonction y existe parce qu’une solution de l’équation différentielle y1 “ y,
yp0q “ 1 est donnée par la fameuse série (théorème 16.54). À part cela, ce qui a été fait avec cette
équation différentielle ne permet pas de prouver l’existence de y. Donc, du point de vue de « définir
l’exponentielle par son équation différentielle », c’est pas encore gagné. Notons au passage que le
nombre e n’est pas encore bien défini via l’équation différentielle.
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16.5.3 Le nombre de Neper e

Nous savons par le théorème 16.54 que x ÞÑ exppxq est une solution de l’équation différentielle
exponentielle (avec la bonne condition initiale). Or une telle solution est unique par la proposition
13.344.

Définition 16.56 (Le nombre de Neper).
Nous notons e le nombre expp1q.
Proposition 16.57.
Pour tout x P R, nous avons

exppxq “ ex. (16.172)

Démonstration. Soit y vérifiant la fameuse équation différentielle. Nous savons que y “ exp parce
que c’est l’unique solution (proposition 13.344). Nous avons :

ypxq “ yp1qx. (16.173)

Si q P Q alors q “ a{b et

ypqq “ y
´a
b

¯
“ y

ˆ
aˆ 1

b

˙
“ y

ˆ
1
b

˙a
“ `

b
a
yp1q˘a “ yp1qa{b “ yp1qq. (16.174)

Le résultat est prouvé pour les rationnels.
En ce qui concerne un élément général x P R, la fonction x ÞÑ ypxq est continue sur R, et la

fonction x ÞÑ ex également (proposition 13.326). Ces deux fonctions étant égales sur Q, elles sont
égales sur R par la proposition 9.15).

Une conséquence des propositions 16.57 et 13.321 est que

lim
xÑ´8 e

x “ 0 (16.175a)

lim
xÑ`8 e

x “ `8, (16.175b)

et en particulier,
exp: RÑ s0,8r

x ÞÑ ex
(16.176)

est une bijection.

16.5.4 Application réciproque : logarithme

Proposition-définition 16.58.
L’application exp: RÑ s0,8r est une bijection. L’application réciproque

ln : s0,8r Ñ R (16.177)

est le logarithme.

Démonstration. Le fonction exponentielle est dérivable, toujours strictement positive, donc stric-
tement croissante. Les limites en ˘8 sont 0 et `8. Le théorème des valeurs intermédiaires 13.50
nous dit que c’est une bijection. En effet, l’injectivité est la stricte croissance. En ce qui concerne la
surjection, soit y P s0,8r. Vu que la limite en ´8 est zéro, il existe A P R tel que exppxq ă y pour
tout x ă A, et de la même façon, il existe B P R tel que exppxq ą y pour tout x ą B. Si a ă A et
b ą B alors exppaq ă y et exppbq ą y, donc y est dans l’image de ra, bs par l’exponentielle.
Lemme 16.59 ([1]).
Le logarithme est une fonction continue.
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Démonstration. C’est une conséquence du théorème de la bijection 13.61(4), et de la continuité de
l’exponentielle sur R, qui est une partie du théorème 16.54.

Proposition 16.60 ([1]).
Pour tout x, y P R et pour a ą 0 nous avons

lnp1
x
q “ ´ lnpxq, (16.178)

et
lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq, (16.179)

et
lnpaxq “ x lnpaq (16.180)

et
ax “ ex lnpaq. (16.181)

Démonstration. Nous avons, par la proposition 13.327,

e´ lnpxq “ 1
elnpxq “

1
x
. (16.182)

En prenant le logarithme des deux côtés nous trouvons

´ lnpxq “ ln
ˆ

1
x

˙
. (16.183)

Nous pouvons continuer avec la suivante.
Par définition, lnpxyq est donné par exp

`
lnpxyq˘ “ xy. Mais nous avons aussi, par la proposi-

tion 13.327 :
elnpxq`lnpyq “ elnpxqelnpyq “ xy. (16.184)

Nous avons donc démontré (16.179).
La relation (16.180) de démontre d’abord pour x P N, puis pour x P Q et enfin pour x P R. Si

n P N alors la relation (16.179) donne immédiatement
lnpanq “ n lnpaq. (16.185)

pour tout x P R.
Si m,n P N, le nombre an{m est par définition le x ą 0 tel que

xm “ an. (16.186)
En prenant le logarithme des deux côtés : lnpxmq “ lnpanq et en utilisant la relation déjà démontrée
pour N nous trouvons m lnpxq “ n lnpaq et donc

lnpam{nq “ lnpxq “ m

n
lnpaq. (16.187)

La relation est donc démontré pour lnpaqq avec q P Q`.
Nous passons à q “ ´m{n P Q´, c’est-à-dire toujours m,n P N. Nous avons, en utilisant la

proposition 16.60,
lnpa´qq “ lnp 1

aq
q “ ´ lnpaqq “ ´q lnpaq. (16.188)

Enfin si x P R nous considérons une suite de rationnels xk Ñ x. Pour chaque k nous avons
lnpaxkq “ xk lnpaq. (16.189)

Nous prenons la limite deux deux côtés. À droite nous avons tout de suite x lnpaq, et à gauche,
par continuité de la fonction ln (lemme 16.59) et de la fonction puissance (définition 13.326) nous
trouvons lnpaxq.

La formule (16.180) en particulier est pratique pour réexprimer des fonctions puissances com-
pliquées en écrivant

ax “ elnpaxq “ ex lnpaq. (16.190)
Cela aide à calculer la dérivée de x ÞÑ ax.

Notons que certains prennent (16.190) comme définition de la fonction puissance.
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16.5.5 Approximations numériques de e

Nous donnons maintenant quelques approximations numériques de e, particulièrement ineffi-
caces.

Lemme 16.61.
Nous avons

2 ă e ă 3. (16.191)

Démonstration. Nous savons que yp0q “ 1 et y1p0q “ 1. La fonction y est strictement croissante
(et donc sa dérivée aussi). Nous avons donc y1pxq ą 1 pour tout x P s0, 1s, et donc

yp1q ą 1` 1ˆ 1 “ 2. (16.192)

Sachant que 2 ą y1pxq pour tout x P s0, 1r nous pouvons refaire le coup de l’approximation affine,
cette fois en majorant :

yp1q ă 1` 2ˆ 1 “ 3. (16.193)

De la même façon nous savons que

yp 1
n
q ą 1` 1

n
(16.194)

parce que y1 est minoré par 1 sur s0, 1
n r. Avec cela nous avons aussi la majoration

yp 1
n
q ă 1` 1

n
ˆ
ˆ

1` 1
n

˙
“ 1` 1

n
` 1
n2 . (16.195)

Et enfin nous pouvons donner l’encadrement, valable pour tout n :
ˆ

1` 1
n

˙n
ă yp1q ă

ˆ
1` 1

n
` 1
n2

˙n
. (16.196)

Pour n “ 10 nous trouvons
2.50 ă e ă 2.83. (16.197)

Bien que ce soit à mon avis humainement pas possible à faire à la main nous avons, pour
n “ 100 :

2.70 ă e ă 2.7317 (16.198)

Cela reste un encadrement très modeste.
Une méthode plus efficace consiste à calculer directement le développement de définition

e “ expp1q “
8ÿ

k“0

1
n! . (16.199)

1 def u(k):
2 """
3 return the kth term in the expansion of ’e ’
4 """
5 return 1/ factorial(k)
6

7 def sum_u(n):
8 """
9 return the sum of the ’n ’ first terms , that is with

10 k froim 0 to n -1.
11 """
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12 L=[ u(k) for k in range (0,n) ]
13 return sum (L)
14

15 s = sum_u (5) # This is a fraction
16 print (s)
17 print ( numerical_approx(s) )

tex/sage/sageSnip013.sage

Problèmes et choses à faire

Comment trouver, avec cette méthode, un encadrement pour e ?

Ce petit programme, avec 5 termes donne e » 65{24 » 2.708. Avouez que c’est déjà bien mieux.

16.5.6 Résumé des propriétés de l’exponentielle

Théorème 16.62.
Les choses que nous savons sur l’exponentielle :
(1) Il y a unicité de la solution à l’équation différentielle

"
y1 “ y (16.200a)
yp0q “ 1. (16.200b)

(2) L’équation différentielle (16.200) possède une solution donnée par la série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (16.201)

(3) Cette solution est une bijection y : RÑ s0,8r.
(4) La fonction y ainsi définie est de classe C8.
(5) Elle est également donnée par la formule

exppxq “ ex (16.202)

où e est définit par e “ expp1q.
(6) Elle vérifie

ea`b “ eaeb (16.203)

Nous nommons exponentielle cette fonction.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 13.344.
(2) C’est le théorème 16.54.
(3) Le rayon de convergence de la série (16.201) est infini (théorème 16.54) ; elle est donc définie

sur R. Le fait que ce soit une bijection est dû au fait qu’elle est strictement croissante
(proposition 16.52) ainsi qu’aux limites (16.175).

(4) Vu que y “ y1, y est dérivable. Mais comme y1 est alors égale à une fonction dérivable, y1 est
dérivable. En dérivant l’égalité y1 “ y nous obtenons y2 “ y1 et le jeu continue.

(5) C’est la proposition 16.57.
(6) C’est la proposition 16.53(1).
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Exemple 16.63(Un endomorphisme sans polynôme annulateur[146])
l’exponentielle permet de donner un exemple d’un endomorphisme n’ayant pas de polynôme an-
nulateur 19 : l’endomorphisme de dérivation

D : C8pR,Rq Ñ C8pR,Rq
f ÞÑ f 1

(16.204)

n’a pas de polynôme annulateur. En effet supposons que P “ řp
k“0 akX

k en soit un, et considérons
les fonctions fλ : t ÞÑ eλt. Nous avons

0 “ P pDqfλ “
ÿ

k

akD
kpfλq “

ÿ

k

akλ
kfλ “ P pλqfλ. (16.205)

Par conséquent λ est une racine de P pour tout λ P R. Cela implique que P “ 0.
D’ailleurs si on y pense bien, cet exemple n’est qu’un habillage de l’exemple 11.134. 4

Proposition 16.64.
Quelque propriétés du logarithme.
(1) Le logarithme est une application dérivable et strictement croissante.
(2) Le logarithme est la primitive de x ÞÑ 1

x qui s’annule en x “ 1.

Démonstration. Elle est donc bijective, d’inverse continue et dérivable par le théorème 13.61 et la
proposition 13.119.

La dérivée de la fonction logarithme peut être calculée en utilisant la formule (13.275), mais
aussi de façon plus piettone en écrivant l’expression suivante, valable pour tout x P R :

ln
`

exppxq˘ “ x, (16.206)

que nous pouvons dériver en utilisant le théorème de dérivation des fonctions composées :

ln1
`

exppxq˘ exp1pxq “ 1. (16.207)

Mais exp1pxq “ exppxq, donc
ln1pyq “ 1

y
(16.208)

pour tout y dans l’image de exp, c’est-à-dire pour tout y dans l’ensemble de définition de ln.
Par ailleurs, expp0q “ 1 donc

lnp1q “ ln
`

expp0q˘ “ 0. (16.209)

En ce qui concerne l’unicité d’une primitive s’annulant en x “ 1, c’est le corollaire 13.136.

16.5.7 Dérivée de la fonction puissance

Exemple 16.65
Soit la fonction fpx, yq “ xy, définie en 13.326. Nous allons en calculer les dérivées partielles au
point p1, 2q. Notons que f n’est pas définie pour x ă 0, mais que cela n’a pas d’importance parce
que nous pouvons nous restreindre à un voisinage du point p1, 2q. La première dérivée partielle est
facile :

Bxfp1, 2q “ pyxy´1qpx,yq“p1,2q “ 2.

Pour la seconde, il faut utiliser les propriétés de l’exponentielle et du logarithme. D’abord le
logarithme est par définition l’application réciproque de l’exponentielle (définition 16.58), donc

xy “ exp
`

lnpxyq˘. (16.210)

19. Voir la définition 11.130 et ce qui suit.
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Ensuite nous calculons en utilisant la proposition 16.60 :

Byfp1, 2q “ By
´
ey lnx

¯
px,yq“p1,2q

“
´

ln xey lnx
¯
px,yq“p1,2q

“ ln
`
1´ e2 lnp1q˘ “ 0.

4

Cet exemple est facilement généralisable aux fonctions de la forme x ÞÑ upxqvpxq. Voici une
proposition qui dit comment faire.

Proposition 16.66 ([1]).
Soit une fonction dérivable u : RÑ R et a ą 0. Nous avons

pauq1 “ u1 lnpaqau. (16.211)

Si de plus upxq ą 0 pour tout x, nous avons

puaq1 “ au1ua´1. (16.212)

Démonstration. Nous considérons la fonction fpxq “ aupxq. Vu que fpxq ą 0 pour tout x, nous
pouvons en prendre le logarithme et écrire l’égalité, valable pour tout x :

fpxq “ elnpaupxqq “ exp
`
upxq lnpaq˘. (16.213)

Sachant la dérivée de l’exponentielle, cela n’est rien d’autre que la dérivée d’une fonction composée :

f 1pxq “ lnpaqu1pxqeupxq lnpaq. (16.214)

Pour l’autre, nous posons
gpxq “ upxqa, (16.215)

qui peut encore s’écrire sous la forme

gpxq “ ea ln
`
upxq

˘
. (16.216)

Ici encore, c’est la dérivée de fonctions composées qui donne le résultat.

16.5.8 Dérivée du logarithme

Lemme 16.67.
Si u : RÑ s0,8r est dérivable alors lnpuq1 “ u1

u
.

Démonstration. Cela est une conséquence du théorème de dérivation des fonctions composées : si
gpxq “ lnpupxqq alors

g1pxq “ ln1
`
upxq˘u1pxq “ 1

upxqu
1pxq. (16.217)

16.5.9 Taylor pour l’exponentielle

Proposition 16.68 (Développement de l’exponentielle).
Pour tout entier n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` x
nαpxq. (16.218)

Démonstration. Il s’agit de la proposition 16.32 appliquée à la série entière (16.37).
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16.5.10 Analycité

Vu que exppxq est défini par une série entière (définition 16.37) et vu la proposition 16.35, il
n’est pas étonnant que exp soit analytique. Traitons ce cas.

Exemple 16.69(Analycité de l’exponentielle)
Soient a P R et R ą 0. Nous démontrons que exp est analytique sur Bpa,Rq. Si fpxq “ ex, alors
f pnqpxq “ ex pour tout n (équation (16.169a)). Nous avons donc

|f pnqpxq| ă ea`R (16.219)

pour tout x P Bpa,Rq. Nous partons de l’expression (16.34) du reste :

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 ď ea`R

pn` 1q!R
n`1. (16.220)

Mais nous avons la limite
lim
nÑ8

Rn`1

pn` 1q! “ 0 (16.221)

pour tout R.
Donc avec les polynômes de Taylor Pn calculés en a, nous avons Pn Ñ exp simplement sur R.
Nous pouvons donc développer la fonction exponentielle autour de n’importe quel point, et

avoir convergence des polynômes vers l’exponentielle sur tout R. Vous accepterez cependant que
si a et x sont éloignés, la convergence Pnpxq Ñ exppxq peut être extrêmement lente. 4

16.5.11 Autres propriétés et petits calculs

Lemme 16.70.
Si a, b P s0,8r alors

lnpabq “ lnpaq ` lnpbq (16.222)
et

ln
ˆ

1
b

˙
“ ´ lnpbq. (16.223)

Démonstration. Nous posons fpxq “ lnpaxq qui est une fonction dérivable. Alors f 1pxq “ a
ax “ 1

x .
Cette fonction f est donc une primitive de 1

x et il existe une constante K telle que

fpxq “ lnpxq `K. (16.224)

Vu que lnp1q “ 0 nous avons K “ fp1q “ lnpaq. Donc

lnpaxq “ lnpxq ` lnpaq. (16.225)

En ce qui concerne la seconde formule à démontrer, nous avons

lnp1q “ ln
ˆ

1
b
b

˙
“ ln

ˆ
1
b

˙
` lnpbq. (16.226)

Étant donné que lnp1q “ 0 nous en déduisons la formule (16.223).

Lemme 16.71.
Si les suites punq et pvnq sont équivalentes 20 et si pvnq admet une limite l différente de 1, alors les
suites pln unq et pln vnq sont équivalentes.
Démonstration. En effet si un “ vnαpnq alors en utilisant la formule du lemme 16.70,

lnpunq “ lnpvnq ` ln
`
αpnq˘ “ lnpvnq

ˆ
1` ln

`
αpnq˘

lnpvnq
˙
, (16.227)

et comme αpnq Ñ 1, la parenthèse tend vers 1.
20. Définition 8.17.



1008 CHAPITRE 16. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

16.5.12 Taylor pour le logarithme

Vu que lnp0q n’existe pas, il n’est pas question de développer ln autour de x “ 0. À la place,
nous allons le développer autour de x “ 1 et plus précisément nous allons étudier Taylor pour la
fonction fpxq “ lnp1` xq. Les résultats seront résumés dans la proposition 16.74.

Proposition 16.72 ([1]).
Soit la fonction

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (16.228)

Pour tout n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn (16.229)

pour tout x dans le domaine de f .
Notez la somme qui part de k “ 1 et non k “ 0.

Démonstration. Nous utilisons la formule de Taylor-Young (proposition 13.375). La première dé-
rivée de f se calcule en utilisant le lemme 16.67 :

f 1pxq “ 1
1` x. (16.230)

Pour les dérivées suivantes, c’est juste du calcul et nous pouvons prouver par récurrence que

f pkqpxq “ pk ´ 1q!p´1qk`1

p1` xqk . (16.231)

En ce qui concerne l’évaluation en zéro :

f pkqp0q “
#

0 si k “ 0
pk ´ 1q!p´1qk`1 sinon.

(16.232)

Du fait que f p0qp0q “ lnp1q “ 0, la somme commence à k “ 1 et non k “ 0. Nous avons

fpxq “
nÿ

k“1

f pkqp0q
k! xk ` αpxqxn “

nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn. (16.233)

Nous étudions les polynômes de la série de Taylor pour

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (16.234)

Les dérivées successives de f ont déjà été calculées en (16.231). Nous développons autour de
x “ 0. Donc fp0q “ lnp1q “ 0 et pour les autres,

f pkqp0q “ p´1qk`1pk ´ 1q!. (16.235)

Pour les polynômes de Taylor, nous avons

Pnpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (16.236)

où vous noterez la somme qui part de k “ 1 et non de k “ 0. Nous avons aussi la série de Taylor
de f donnée par

T pxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (16.237)

La somme est une limite ponctuelle, là où elle existe.
Jusqu’à présent, la seule certitude à props de T est que T p0q “ fp0q “ 0. Pour le reste :
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— Rien ne dit que T pxq existe pour d’autres x que x “ 1.
— Et même si T pxq existait pour d’autres x (c’est-à-dire si le rayon de convergence de (16.237)

était strictement plus grand que zéro), rien n’assurerait que la valeur serait celle de f .
— Et même si T pxq convergeait vers f sur son disque de convergence, ce ne serait pas encore

assez pour dire que f est analytique, parce que l’analycité demande que les séries de Taylor
autour de chaque point converge vers f . Or ici nous ne parlons encore que de T qui est la
série autour de x “ 0.

Lemme 16.73.
La série de Taylor de x ÞÑ lnp1 ` xq autour de x “ 0 converge sur s´1, 1s. Elle ne converge pas
pour x “ ´1.

Démonstration. En ce qui concerne le rayon de convergence de T , nous utilisons la formule de
Hadamard 21 avec

ak “ p´1qk`1

k
. (16.238)

Ce que nous trouvons est
1
R
“ lim

kÑ8 |
ak`1
ak

| “ lim
kÑ8

k

k ` 1 “ 1. (16.239)

Le rayon de convergence de T est donc 1. Nous avons donc que Pn Ñ T sur s´1, 1r, et peut-être
que Pn Ñ T en x “ ˘1.

Pour x “ ´1. L’intuition nous dit que ce serait lnp0q qui n’est pas défini. C’est le cas parce que

Pnp´1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1p´1qk
k

“ ´
nÿ

k“1

1
k
. (16.240)

La limite nÑ8 diverge. Donc T n’est pas définie en x “ ´1.
Pour x “ 1 par contre,

Pnp1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
. (16.241)

Le critère des séries alternées 22 nous donne la convergence de cette série.

Nous savons maintenant que la série de Taylor T converge sur s´1, 1s, et que T p0q “ fp0q “
lnp1q “ 0. Le premier gros morceau intéressant vient maintenant : nous allons prouver que T pxq
converge vers ce que nous croyons, c’est-à-dire lnp1` xq en personne.

Proposition 16.74.
Pour tout x P s´1, 1s nous avons

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (16.242)

De plus nous avons
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (16.243)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser l’expression du reste fourni par le théorème 13.362. Pour tout
x P s´1,8r, il existe un c P s0, xr (le c dépend de x) tel que

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1. (16.244)

21. Théorème 16.13.
22. Théorème 12.80.
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Cela est parce que f est de classe C8. Calculons un peu :

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1 (16.245a)

“ p´1qnn!
p1` cqn`1

1
pn` 1q!x

n`1 (16.245b)

“ p´1qn
n` 1

ˆ
x

1` c
˙n`1

. (16.245c)

Lorsque x ą 1, il n’y a aucune garantie sur la convergence de cela pour n Ñ 8. Pour rappel,
c P s0, xr. Si par contre x P s´1, 1r, alors nous savons que

ˇ̌
ˇ̌ x

1` c
ˇ̌
ˇ̌ ă 1, (16.246)

et donc convergence Pnpxq ´ fpxq Ñ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que pour la série de Taylor converge vers lnp1`xq pour x P s´1, 1r.

Nous avons également vu que la série converge pour x “ 1. Donc la fonction

gpxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (16.247)

est de continue sur s´1, 1s et égale à lnpx ` 1q sur s´1, 1r. Vu que f : x ÞÑ lnpx ` 1q est continue
sur s´1,8r, nous avons également gp1q “ fp1q “ lnp2q.

Ceci nous mène au dernier point de notre proposition : gp1q “ lnp2q s’écrit précisément

8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (16.248)

16.75.
La formule (16.243) peut sembler très chouette pour trouver des approximations de lnp2q. Le
problème est qu’elle ne donne aucune idée de l’erreur commise en tronquant la série.

Vous pouvez, certre écrite

1´ 1
2 `

1
3 ´

1
4 `

1
5 “

47
60 » 0.78. (16.249)

Ce calcul n’a aucune valeur pour affirmer que lnp2q doit être proche de 0.78. Ni même pour affirmer
que lnp2q ă 1.

Avoir des valeurs numériques de lnp2q (c’est à dire que « chiffres corrects devant ou derrière la
virgule ») demande d’avoir un encadrement. Cela doit donc se faire avec des formules de séries avec
reste ; les formules exactes qui somment jusqu’à l’inifini sont inutiles pour avoir des approximations
numériques.

Dans le cas de lnp2q, une approximation numérique sera donnée à l’aide de Taylor avec reste
intégrale dans la proposition 21.147.

Lemme 16.76.
Soit la fonction 23

fpxq “ lnp1` xq
x

(16.250)

(1) Elle admet un prolongement de classe C8 sur s´1,8r.
(2) fp0q “ 1.

23. Pour la définition du logarithme, c’est la définition 16.58.
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La seconde condition étant évidemment avec un abus de notation entre f et son prolongement,
parce que f n’est pas définie en zéro.

Démonstration. La difficulté étant de voir que f a un prolongement en zéro et qu’elle y est de
classe C8.

La 16.74 nous donne l’égalité

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (16.251)

pour tout x P s´1, 0s ; en particulier pour x “ 0. Nous faisons le petit calcul suivant :

1
x

lnp1` xq “ 1
x

8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn (16.252a)

“
8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn´1 (16.252b)

“
8ÿ

n“0

p´1qk
k ` 1 x

k. (16.252c)

Ce calcul n’est pas valable pour x “ 0, mais ça ne nous empèche pas de poser

T pxq “
8ÿ

n“0

p´1qk
k ` 1 x

k, (16.253)

qui, lui, est bien définie en zéro. Le rayon de convergence de la série T est égal à 1, de telle sorte
que

T : s´1, 1r Ñ R (16.254)
de classe C8, et est égale à f sur s´1, 1rzt0u.

La série T est donc le prolongement demandé. En ce qui concerne fp0q, c’est un abus pour
écrire T p0q qui vaut immédiatement 1.

Notons qu’un calcul de limite
lim
xÑ0

lnp1` xq
x

(16.255)

donnait la valeur fp0q “ 1. Donc prolonger avec fp0q “ 1 était la seule possibilité pour avoir une
fonction continue. De là à dire que le prolongement ainsi créé est de classe C8, c’est une autre
histoire, qui est résoue par les séries entières.

16.5.13 Développements et calcul de limites

Lors d’un calcul de limite, développer une partie d’une expression peut être utile.

Exemple 16.77
À calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

. (16.256)

Cela est une indétermination de type 0
0 . Le développement limité du numérateur 24 nous donne

une fonction αpxq telle que limxÑ0 αpxq “ 0 et

lnp1` xq
x

“ x´ x2

2 ` x2αpxq
x

“ 1´ x

2 ` xαpxq. (16.257)

Sur le membre de droite la limite est facile à calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

“ lim
xÑ0

´
1´ x

2 ` xαpxq
¯
“ 1. (16.258)

4

24. Proposition 16.72.
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16.6 Vitesses de xα, de l’exponentielle et du logarithme

16.6.1 Un peu de théorie

Voici une série de résultats qui lient les vitesses des polynômes, du logarithme et de l’exponen-
tielle.

Proposition 16.78.
Nous avons :
(1) Pour tout α ą 0, il existe N tel que lnpnq ď nα pour tout n ě N .
(2) Pour tout p ą 0 et tout α ą 0, il existe N tel que

lnpnqp ă nα (16.259)

pour tout n ě N .
(3) Pour tout n ě 1 nous avons la limite

lim
xÑ0`

xn lnpxq “ 0. (16.260)

(4) Nous avons
lim
xÑ0`

lnp1´ xq
x

“ ´1. (16.261)

(5) L’exponentielle croit plus vite que tout polynôme, et plus vite que que logarithme :

lim
tÑ8 e

´tpln tqntα “ 0 (16.262)

pour tout n et pour tout α.
(6) Pour tout n ą 0, nous avons la limite

lim
xÑ0`

xne1{x “ 8. (16.263)

Le point (1) et sa généralisation (2) nous font dire que le logarithme croît moins vite que
n’importe quel polynôme.

Démonstration. En plusieurs parties.
Pour (1) En effet, nous avons, par la règle de l’Hospital (proposition 13.131),

lim
xÑ8

xα

lnpxq “ lim
xÑ8

αxα´1

1{x “ lim
xÑ8αx

α “ 8 (16.264)

quand α ą 0. La dérivée du logarithme est dans la proposition 16.64.
Pour (2)
Pour (3) Lorsque x ‰ 0 nous avons

xn lnpxq “ lnpxq
1{xn , (16.265)

qui est un cas 88 . Nous nous en remettons à la règle de l’Hospital 13.132. D’abord nous nous
assurons de la limite des dérivées :

lim
xÑ0`

1{x
´nx´n´1 “ lim

xÑ0`
´ 1
n

xn`1

x
“ 0. (16.266)

La règle de l’Hospital conclu à l’existence de la limite demandée et à son égalité à 0.
Pour (4) En effet, par la règle de l’Hospital 13.131,

lim
xÑ0

´ lnp1´ xq
x

“ lim
xÑ0

´
´1

1´x
1 “ lim

xÑ0

1
1´ x “ 1 (16.267)
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Pour (5)
Pour (6) Nous passons au logarithme :

lnpxne1{xq “ lnpxnq ` lnpe1{xq “ n lnpxq ` 1
x
“ nx lnpxq ` 1

x
. (16.268)

Grâce à la limite déjà prouvée en (3), le numérateur tend vers 1 lorsque x Ñ 0`. Donc le
tout tend vers `8. Au final,

lim
xÑ0`

xne1{x “ lim
xÑ0`

elnpxne1{xq “ 8. (16.269)

Exemple 16.79
Le lemme 13.338 a déjà prouvé la limite

lim
nÑ8n

αan (16.270)

pour tout α ą 0 et a ă 1.
L’utilisation de propriétés de l’exponentielle nous permet de donner une nouvelle preuve, plus

courte 25.
Le théorème 16.62 et la proposition 16.60 nous permettent de passer à l’exponentielle. Pour

chaque n nous avons :
nαan “ eα lnpnq`n lnpaq. (16.271)

Ce qui est dans l’exponentielle est

α lnpnq ` n lnpaq “ n
`
α

lnpnq
n

` lnpaq˘. (16.272)

Dans la parenthèse, lnpaq ă 0 et lnpnq
n Ñ 0. Donc ce qui est dans l’exponentielle (16.271) tend vers

´8 et au final l’expression demandée tend vers zéro. 4

Remarque 16.80.
Vous ne pouvez pas a priori considérer l’exemple 16.79 comme une preuve alternative au lemme
13.338, parce que vous n’êtes pas sûr que dans toute la théorie permettant de définir l’exponentielle
(en particulier la convergence de

ř
k x

k{k!), le lemme n’est pas utilisé 26.

Proposition 16.81.
Pour tout polynôme P et pour tout a ą 0 la fonction fpxq “ P pxqe´ax est intégrable 27 sur r0,8r.
Démonstration. Nous avons fpxq “ P pxqe´ax{2e´ax{2, et par la vitesse comparée des exponentielles
et polynômes, pour un certain M ą 0 nous pouvons affirmer que P pxqe´ax{2 ă 1 sur rM, 0r. Dès
lors

|fpxq| ă e´ax{2, (16.273)
qui est intégrable.

Exemple 16.82
La fonction logarithme (définition 16.58) n’est pas définie pour x ď 0. Par conséquent la fonction
fpxq “ x lnp|x|q n’est pas définie en x “ 0. Elle est bien définie pour x ă 0 et vérifie

lim
xÑ0

x lnp|x|q “ 0. (16.274)

25. C’est toujours facile de prétendre qu’une preuve est plus courte qu’une autre lorsqu’on utilise en une ligne des
très gros théorèmes qui ont mis dix pages à être démontrés.
26. Faites la vérification et dites moi si c’est bon.
27. Définition 15.168.
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Nous pouvons donc définir la fonction

f̃ : RÑ R

x ÞÑ
#
x lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(16.275)

Contrairement à la fonction initiale f , cette fonction f̃ est définie et continue en 0.
Notez que sur le graphe de la fonction f̃ , la courbe est bien régulière en x “ 0.

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

4

16.6.2 Nombres premiers

Théorème 16.83.
Soit P , l’ensemble des nombres premiers. Alors la somme

ř
pPP

1
p diverge et plus précisément,

ÿ

pďx
pPP

1
p
ě lnplnpxqq ´ lnp2q. (16.276)

Démonstration. Nous posons

Sx “ tq ď x avec q sans facteurs carrésu (16.277)

et
Px “ tp P P tel que p ď xu. (16.278)

Si
Kx “ tpq,mq tels que q n’a pas de facteurs carrés et qm2 ď xu, (16.279)

alors nous avons
Kx “

ď

qPSx

ď

mď
?
x{q
pq,mq. (16.280)

Par définition et par le lemme 3.26 nous avons aussi

tn ď xu “ tqm2 tel que pq,mq P Kxu. (16.281)
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Tout cela pour décomposer la somme

ÿ

nďx

1
n
“

ÿ

qPSx

ÿ

mď
?
x{q

1
m2 ď

ÿ

qPSx

1
q

ÿ

mě1

1
m2

looomooon
“C

. (16.282)

Nous avons aussi

ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
“ 1`

ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
păq

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
păqăr

1
pqr

` . . . (16.283a)

ě 1`
ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
pqďx

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
pqrďx

1
pqr

` . . . (16.283b)

Les sommes sont finies. Les sommes s’étendent sur toutes les façons de prendre des produits de
nombres premiers distincts de telle sorte de conserver un produit plus petit que x ; c’est-à-dire que
les sommes se résument en une somme sur les éléments de Sx :

exp
˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
ě

ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
ě

ÿ

qPSx

1
q
. (16.284)

La première inégalité est simplement le fait que 1`u ď eu si u ě 0 (directe de la définition 16.62).
Les inégalités suivantes proviennent du fait que le logarithme est une primitive de la fonction
inverse (proposition 16.64) :

lnpxq ď
ÿ

něx

ż n`1

n

dt

t
ď

ÿ

něx

1
n
. (16.285)

Nous prolongeons ces inégalités avec les inégalités (16.282) et (16.284) :

lnpxq ď
ÿ

něx

1
n
ď C

ÿ

qPSx

1
q
ď C ď exp

˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
. (16.286)

En passant au logarithme,

ln
`

lnpxq˘ ď lnpCq `
ÿ

pPPx

1
p
. (16.287)

Ceci montre la divergence de la série de droite. Nous cherchons maintenant une borne pour C.
Pour cela nous écrivons

Nÿ

n“1

1
n2 ď 1`

ÿ

n“2

1
npn´ 1q (16.288a)

“ 1`
Nÿ

n“2

ˆ
1

n´ 1 ´
1
n

˙
(16.288b)

“ 1` 1´ 1
N

(16.288c)

ď 2. (16.288d)

Donc C ď 2.

Ce théorème prend une nouvelle force en considérant le théorème de Müntz 18.7 qui dit qu’alors
l’ensemble Spantxp tel que p est premieru est dense dans les fonctions continues sur r0, 1s muni de
la norme uniforme ou }.}2.
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16.6.3 Quelques limites

Nous voyons à présent quelques calculs de limite et de développements mettant en scène des
logarithmes et exponentielles.

Exemple 16.84
Pour trouver le développement de la fonction fpxq “ e´2x, il suffit d’écrire celui de et et de
remplacer ensuite t par ´2x. Le développement à l’ordre 3 de la fonction exponentielle est :

et “ 1` t` t2

2 `
t3

6 ` t
3αptq. (16.289)

Le développement de fpxq “ e´2x sera donc

fpxq “ 1´ 2x` 4x2

2 ´ 8x3

6 ´ 8x3αp´2xq. (16.290)

Donc le polynôme de degré 3 partie régulière de g est :

1´ 2x` 2x2 ´ 4
3x

3, (16.291)

et la fonction reste correspondante est :

αgpxq “ ´8αp´2xq. (16.292)

4

Exemple 16.85
Nous savons les développements

fpxq “ lnp1` xq „ x´ x2

2 ` x3

3 (16.293)

et
sinpxq „ x´ x3

6 . (16.294)

Nous obtenons le développement d’ordre 3 de la fonction x ÞÑ ln
`
1` sinpxq˘ en écrivant

ln
`
1` sinpxq˘ „ `

x´ x3

6
˘´ 1

2

ˆ
x´ x3

6

˙2
` 1

3

ˆ
x´ x3

6

˙3
. (16.295)

Il s’agit maintenant de trouver les termes qui sont de degré inférieur ou égale à 3.
D’abord ˆ

x´ x3

6

˙2
“ x2 ´ x4

3 ` x6

36 „ x2 (16.296)

Nous avons alors aussi ˆ
x´ x3

6

˙6
„ x2

ˆ
x´ x3

6

˙
„ x3. (16.297)

En replaçant tout ça dans (16.295) nous trouvons

ln
`
1` sinpxq˘ „ x´ x2

2 ` x3

6 . (16.298)

4

Exemple 16.86
Calculer

lim
xÑ8 e

1{xa1` 4x2 ´ 2x. (16.299)
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Nous allons effectuer un développement asymptotique de la partie « difficile » de l’expression posant
d’abord x “ 1{h. Si fpxq “ e1{x?1´ 4x2 alors

gphq “ 1
|h|e

h
a
h2 ` 4 “ 1

h

`
1` h` hαphq˘`2` hβphq˘. (16.300)

La première parenthèse est le développement de eh et la seconde celui de
?
h2 ` 4. Nous nous

apprêtons à faire la limite x Ñ 8 qui correspond à h Ñ 0`, nous pouvons donc supposer que
h ą 0 et omettre la valeur absolue. En effectuant le produit et en regroupant tous les termes
contenant h2, αphq ou βphq dans un seul terme hγphq,

fphq “ 1
h

`
2` 2h` hγphq˘ “ 2

h
` 2` γphq “ 2x` 2` γp1{xq (16.301)

où γ est une fonction vérifiant limtÑ0 γptq “ 0.
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la limite (16.299) :

lim
xÑ8 e

1{xa1` x2 ´ 2x “ lim
xÑ8

`
2x` 2` γp1{xq ´ 2x

˘ “ 2. (16.302)

4

16.7 Trigonométrie hyperbolique

Définition 16.87.
Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont les fonctions définies sur R par
les formules suivantes :

coshpxq “ ex ` e´x
2 (16.303a)

sinhpxq “ ex ´ e´x
2 . (16.303b)

Si vous ne vous rappelez plus la définition de ex, c’est 16.37.

Proposition 16.88.
Quelque propriétés algébriques des fonctions trigonométriques hyperboliques.
(1) coshp´xq “ coshpxq
(2) sinhp´xq “ ´ sinhpxq
(3) cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1

Démonstration. Si s’agit simplement de remplacer les définitions.

Proposition 16.89.
Quelque propriétés analytiques des fonctions trigonométriques hyperboliques.
(1) cosh1pxq “ sinhpxq
(2) sinh1pxq “ coshpxq.
(3) coshpxq ě 1.

Démonstration. Pour les dérivées, il s’agit d’utiliser la dérivation de l’exponentielle, laquelle est
facile par le théorème 16.62(1).

Pour (3), nous commençons par les x ě 0. D’abord coshp0q “ 1. Ensuite cosh1pxq “ sinhpxq “
ex´e´x

2 . Vu que x ą 0 nous avons ex ą e´x ą 0. Donc la dérivée de cosh est strictement positive
sur s0,8r. La fonction y est donc partout plus grande que coshp0q “ 1.

Pour les x ă 0, nous avons la fait que cosh est paire.
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Proposition 16.90.
La fonction sinh : RÑ R est bijective.

Démonstration. En deux parties.
Injective Si sinhpaq “ sinhpbq, alors le théorème de Rolle 13.126 affirme qu’il existe c P sa, br

tel que sinh1pcq “ 0. Mais la proposition 16.89 nous dit que sinh1pxq “ coshpcq ě 1. Donc
impossible.

Surjective Nous avons
lim

xÑ´8 sinhpxq “ ´8 (16.304)

et
lim
xÑ8 sinhpxq “ 8. (16.305)

Soit y P R. Il existe m ă 0 tel que sinhpmq ă y et M ą 0 tel que sinhpMq ą y. Le théorème
des valeurs intermédiaires 13.50 nous enseigne qu’il existe x P rm,M s tel que sinhpxq “ y.

Proposition 16.91 ([1]).
Soient a, b P R tels que a´ b2 “ 1. Il existe un unique px, σq P Rˆ t˘1u tel que

" sinhpxq “ b (16.306a)
σ coshpxq “ a. (16.306b)

Démonstration. Vu que le sinus hyperbolique est une bijection 28, il existe un unique x P R tel que
sinhpxq “ b. Maintenant un petit calcul :

a2 “ 1` sinhpxq2 “ 1` e2x ` e´2x ´ 2
4 “ e2x ` e´2x ` 2

4 “ coshpxq2. (16.307)

Vu que coshpxq2 “ a2, il existe un unique σ P t˘1u tel que σ coshpxq “ a.

Les représentations graphiques sont ceci :

y “ coshpxq

y “ sinhpxq

´3 ´2 ´1 1 2 3

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

28. Proposition 16.90.
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La tangente hyperbolique est donnée par le quotient

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (16.308)

16.8 Séries entières de matrices

16.8.1 Différentiabilité

Proposition 16.92.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et la fonction

f : Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
akA

k (16.309)

Alors
(1) La différentielle de f sur Bp0, Rq est

dfApUq “
8ÿ

k“0
ak

k´1ÿ

l“0
AlUAk´1´l, (16.310)

c’est-à-dire que l’on peut différentier terme à terme. (Ici c’est A qui est dans Bp0, Rq)
(2) La convergence de la somme 16.310 est absolue.
(3) La convergence de la somme 16.310 est normale sur tout compact.
(4) La fonction f est de classe C1 sur Bp0, Rq, c’est-à-dire que la fonction A ÞÑ dfA est continue.

Notons que dfA n’est pas tout à fait une série entière. Cependant, en ce qui concerne les normes,
c’est tout comme si ça l’était.

Démonstration. Nous posons ukpAq “ akA
k, qui est une fonction de classe C8 et dont la différen-

tielle est donnée par

pdukqApUq “ d

dt

”
ukpA` tUq

ı
t“0

“ ak
d

dt

”
pA` tUqk

ı
t“0

; (16.311)

en distribuant le produit nous trouvons tout un tas de termes dont seuls ceux contenant exactement
une fois tU ne vont pas s’annuler. Étant donné que U etA ne commutent pas nous avons l’expression
un peu moche

pdukqApUq “
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l. (16.312)

En ce qui concerne la norme, nous regardons celle de pdukqA pour un A fixé ; c’est-à-dire que nous
en regardons la norme opérateur :

}pdukqA} “ sup
}U}“1

}
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l} ď
k´1ÿ

l“0
|ak|}A}l}A}k´1´l ď k|ak|}A}k´1. (16.313)

Pour donner la convergence nous considérons un nombre r tel que }A} ă r ă R, de telle sorte que
la suite panrnq soit bornée par un nombre M et que nous puissions écrire

}pdukqA} ď k|ak|}A}k´1 “ k|ak|}A}k
}A} “ k|ak|

}A} r
k

ˆ}A}
r

˙k
ď M

}A}k
ˆ}A}

r

˙k
, (16.314)

dont la série converge. Nous avons donc convergence absolue de la série
8ÿ

k“0
pdukqA. (16.315)
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Passons à la convergence normale sur tout compact. Nous nous fixons r ă R et nous nous intéres-
sons à la norme de duk sur Bp0, rq, c’est-à-dire

}duk}8 “
ÿ

xPBp0,rq
}pdukqA}. (16.316)

Vu que Bp0, rq est compact, ce supremum est un maximum et nous pouvons noter Ak la matrice
qui le réalise. Nous réalisons alors les mêmes manipulations que pour (16.314) :

}duk}8 “ }pdukqAk} ď k|ak|}Ak}k´1 ď k|ak|rk´1 “ 1
r
k|ak|rk. (16.317)

Nous prenons maintenant r ă r0 ă R etM , un majorant de panrn0 q, de telle sorte qu’en multipliant
et divisant par rk0 ,

}duk}8 ď k|ak|rk0
r

rk

rk0
ď kM

r

ˆ
r

r0

˙k
, (16.318)

dont la série converge. Nous avons donc convergence normale sur tout compact. Par voie de fait
conséquences nous avons continuité de la série

8ÿ

k“0
pdukqA (16.319)

et convergence vers dfA par le théorème 16.6.

Proposition 16.93.
Si le rayon de convergence de la série upAq “ ř8

k“0 akA
k est R, alors

(1) elle converge normalement sur tout compact de Bp0, Rq ;
(2) la fonction u y est de classe C8.

Démonstration. Nous posons
uk : Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ akA
k

(16.320)

qui est évidemment une fonction de classe C8. Nous étudions la je différentielle en m, pour k ą j
(dans une série, nous ne nous intéressons pas aux premiers termes). La je différentielle appliquée
à v1 appliquée à v2, etc s’exprime de la façon suivante :

pdjukqmpv1, . . . , vjq “ d

dt1
. . .

d

dtj

´
ukpm` t1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tjvjq

¯
ti“0

. (16.321)

Dans le produit pm` t1v1`¨ ¨ ¨` tjvjqk, seuls les termes contenant exactement une fois chacun des
ti ne s’annulera pas après avoir fait la dérivée et évalué en ti “ 0. Combien de termes cela fait ?
Parmi les k facteurs, il faut en placer j qui ne sont pas m (cela fait

`
k
j

˘
possibilités), et puis il faut

ordonner ces j termes, cela fait encore j! possibilités. Au final,

}pdjukqm} ď |ak|
ˆ
k

j

˙
j!}m}k´j “ |ak|P pkq}m}k´j (16.322)

où P pkq “ k!
pk´jq! est un polynôme de degré j.

Afin d’étudier la convergence normale sur tout compact de la série des djuk, nous considérons
r ă r0 ă R et nous allons prouver la convergence normale sur Bp0, rq. Vu que c’est un compact, il
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existe une matrice mk P Bp0, rq telle que

}djuk}8 “ }pdjukqmk} (16.323a)
ď |ak|P pkq}mk}k´j (16.323b)
ď |ak|P pkqrk´j (16.323c)

“ |ak|P pkq
rj

rk (16.323d)

“ |ak|r
k
0P pkq
rj

ˆ
r

r0

˙k
(16.323e)

ď M

rj
P pkq

ˆ
r

r0

˙k
(16.323f)

oùM est un majorant de anrn. Vu que r0{r ă 1, la somme sur k converge et nous avons convergence
normale sur tout compact de

dj
8ÿ

k“0
akA

k “
8ÿ

k“0
djpakAkq (16.324)

avec un peu d’abus de notation.

16.9 Exponentielle de matrices
Proposition 16.94.
Une matrice complexe est inversible si et seulement si elle est une exponentielle.

Autrement dit :
GLpn,Cq “ eMpn,Cq. (16.325)

Démonstration. Nous avons déjà prouvé dans la proposition 16.49 que toutes les exponentielles
étaient inversibles. Ici nous nous concentrons sur la réciproque.

Soit A P GLpn,Cq ; nous allons donner une matrice B PMpn,Cq telle que A “ exppBq. D’abord
remarquons qu’il suffit de prouver le résultat pour une matrice par classe de similitude. En effet si
A “ exppBq et si M est inversible alors

exppMBM´1q “
ÿ

k

1
k!pMBM´1qk (16.326a)

“
ÿ

k

1
k!MBkM´1 (16.326b)

“M exppBqM´1. (16.326c)

Donc MAM´1 “ exppMBM´1q. Nous pouvons donc nous contenter de trouver un logarithme
pour les blocs de Jordan. Nous supposons donc que A “ p1`Nq avec Nm “ 0. En nous inspirant
de (16.242), nous posons 29

Dptq “ tN ´ t2

2 N
2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qm tm´1

m´ 1N
m´1 (16.327)

et nous allons prouver que eDp1q “ 1`N . Notons que N étant nilpotente, cette somme ainsi que
toutes celles qui viennent sont finies. Il n’y a donc pas de problèmes de convergences dans cette
preuve (si ce n’est les passages des équations (16.326)).

Nous posons Sptq “ eDptq (la somme est finie), et nous avons

S1ptq “ D1ptqeDptq (16.328)

29. Le logarithme d’un nombre n’est pas encore définit à ce moment, mais cela ne nous empêche pas de poser une
définition ici pour une application des réels vers les matrices.
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Afin d’obtenir une expression qui donne S1 en termes de S, nous multiplions par p1 ` tNq en
remarquant que p1` tNqD1ptq “ N nous avons

p1` tNqS1ptq “ NSptq. (16.329)

En dérivant à nouveau,
p1` tNqS2ptq “ 0. (16.330)

La matrice p1` tNq est inversible parce que son noyau est réduit à t0u. En effet si p1` tNqx “ 0,
alors Nx “ ´1

tx, ce qui est impossible parce que N est nilpotente. Ce que dit l’équation (16.330)
est alors que S2ptq “ 0. Si nous développons Sptq en puissances de t nous nous arrêtons au terme
d’ordre 1 et nous avons

Sptq “ Sp0q ` tS1p0q “ 1` tD1p0q “ 1` tN. (16.331)

En t “ 1 nous trouvons Sp1q “ 1 ` N . La matrice Dp1q donnée est donc bien un logarithme de
1`N .

16.9.1 Diagonalisabilité d’exponentielle

Proposition 16.95 ([57]).
Si A PMpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A est diagonalisable si et seulement si
eA est diagonalisable.

Démonstration. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible M telle que D “
M´1AM soit diagonale (c’est la définition 11.164). Dans ce cas nous avons aussi pM´1AMqk “
M´1AkM et donc M´1eAM “ eM

´1AM “ eD qui est diagonale.
La partie difficile est donc le contraire.

Qui est diagonalisable et comment ? Nous supposons que eA est diagonalisable et nous écri-
vons la décomposition de Dunford (théorème 11.216) :

A “ S `N (16.332)

où S est diagonalisable, N est nilpotente, rS,N s “ 0. Nous avons besoin de prouver que
N “ 0.
Les matrices A est S commutent ; en passant au développement nous en déduisons que A et
eS commutent, puis encore en passant au développement que eA et eS commutent. Vu que
S est diagonalisable, eS l’est et par hypothèse eA est également diagonalisable. Donc eA et
e´S sont simultanément diagonalisables par la proposition 11.170.
Étant donné que A et S commutent, nous avons eN “ eA´S “ eAe´S , et nous en déduisons
que eN est diagonalisable vu que les deux facteurs eA et e´S sont simultanément diagonali-
sables.

Unipotence Si r est le degré de nilpotence de N , nous avons

eN ´ 1 “ N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! . (16.333)

Donc

peN ´ 1qk “
ˆ
N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q!
˙k

(16.334)

où le membre de droite est un polynôme en N dont le terme de plus bas degré est de degré
k. Donc peN ´ 1q est nilpotente et eN est unipotente.
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Si M est la matrice qui diagonalise eN , alors la matrice diagonale M´1eNM est tout autant
unipotente que eN elle-même. En effet,

pM´1eNM ´ 1qr “
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kM´1peN qkM (16.335a)

“M´1

˜
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kpeN qk

¸
M (16.335b)

“M´1peN ´ 1qrM (16.335c)
“ 0. (16.335d)

La matrice M´1eNM est donc une matrice diagonale et unipotente ; donc M´1eNM “ 1, ce
qui donne immédiatement que eN “ 1.

Polynômes annulateurs En reprenant le développement (16.333) sachant que eN “ 1, nous
savons que

N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! “ 0. (16.336)

Dit en termes pompeux (mais non moins porteurs de sens), le polynôme

QpXq “ X ` X2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` Xr´1

pr ´ 1q! (16.337)

est un polynôme annulateur de N .
La proposition 11.135 stipule que le polynôme minimal d’un endomorphisme divise tous les
polynômes annulateurs. Dans notre cas, Xr est un polynôme annulateur et donc le polynôme
minimal de N est de la forme Xk. Donc il est Xr lui-même.
Nous avons donc Xr � Q. Mais Q est un polynôme contenant le monôme X donc Xr ne
peut diviser Q que si r “ 1. Nous en concluons que X est un polynôme annulateur de N .
C’est-à-dire que N “ 0.

Conclusion Vu que Dunford 30 dit que A “ S ` N et que nous venons de prouver que N “ 0,
nous concluons que A “ S avec S diagonalisable.

16.10 Étude d’asymptote
Lorsqu’une fonction tend vers l’infini pour x Ñ 8, une question qui peut venir est : à quelle

vitesse tend-t-elle vers l’infini ?
Il est « visible » que la fonction logarithme ne tend pas très vite vers l’infini : certes

lim
xÑ8 lnpxq “ `8, (16.338)

mais par exemple lnp100000q » 11.5 tandis que e100000 » 1043429. Sans contestations possibles,
l’exponentielle croit plus vite que le logarithme.

Soient f et g deux fonctions dont la limite xÑ8 est 8. Si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 0 (16.339)

nous disons que g tend vers 8 plus vite que f ; si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 8 (16.340)

30. Théorème 11.216.
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nous disons que f tend vers 8 plus vite que g, et si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ a P R (16.341)

avec a ‰ 0 alors nous disons que f tend vers l’infini à la même vitesse que agpxq.
Exemple 16.96
La fonction x ÞÑ x2 tend vers l’infini plus vite que la fonction x ÞÑ ?

x. 4

Dans cette section nous allons nous contenter de déterminer les fonctions qui tendent vers l’infini
aussi vite qu’une droite oblique, que nous appellons asymptote et que nous voulons déterminer.

Exemple 16.97
Déterminer les asymptotes obliques (s’ils existent) de la fonction

fpxq “ e1{xa1` 4x2. (16.342)

Tout d’abord nous remarquons que limxÑ8 fpxq “ 8. Nous sommes donc en présence d’une
branche du graphe qui tend vers l’infini. Ensuite,

lim
xÑ8

fpxq
x

“ lim
xÑ8 e

1{x
c

1
x2 ` 4 “ 2. (16.343)

Donc le graphe de f tend vers l’infini à la même vitesse que le graphe de la fonction y “ 2x. Nous
aurons donc une asymptote oblique de coefficient directeur 2. De façon imagée, nous pouvons
penser que le graphe de f et celui de y “ 2x sont presque parallèles si x est assez grand. Afin de
déterminer l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, il nous reste à voir quelle est la « distance » entre
le graphe de f et celui de y “ 2x :

lim
xÑ8 fpxq ´ 2x “ lim

xÑ8 e
1{xa1` 4x2 ´ 2x. (16.344)

Cette limite a été calculée dans l’exemple 16.86 et vaut 2.
Nous concluons que le graphe de la fonction f admet l’asymptote

y “ 2x` 2. (16.345)

4

16.11 Développement en série

16.11.1 Série génératrice d’une suite

Soit un une suite telle que le rayon de convergence de

fpzq “
8ÿ

n“0
unz

n (16.346)

soit strictement positif. Alors la série f est la série génératrice de la suite punq.
Grâce au théorème 16.25 nous pouvons la dériver terme à terme autour de z “ 0. En utilisant

la petite formule (16.79) nous trouvons

f plqpzq “
8ÿ

n“l
un

n!
pn´ lq!z

n´l, (16.347)

et donc
ul “ f plqp0q

l! . (16.348)

D’où le nom de série génératrice. Cela est évidemment intéressant seulement si nous connaissons
une autre forme pour f par ailleurs.

Nous en utiliserons une pour déterminer les partitions d’un nombre en parts fixes, proposi-
tion 27.45.
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16.11.2 Développement en série et Taylor

Définition 16.98.
Soit une fonction f : C Ñ C et z0 P C. Nous disons que f est développable en série entière
dans un voisinage de z0 s’il existe une série

ř
n anz

n de rayon de convergence R ą 0 et r ď R tel
que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (16.349)

pour tout z P Bpz0, rq.
Proposition 16.99.
Si V est un ouvert dans C alors l’ensemble des fonctions V Ñ C développables en série entière
forme une C-algèbre.

Démonstration. Les séries entières passent aux sommes et aux produits en gardant des rayons de
convergence non nuls.

Proposition 16.100.
Si f est développable en série entière à l’origine alors elle est C8 sur un voisinage de l’origine et
le développement est celui de Taylor :

fpxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (16.350)

pour tout x dans un voisinage de 0.

Démonstration. Si fpxq “ ř
anx

n, nous savons que f est C1 et que nous pouvons dériver terme
à terme (au moins dans un voisinage). De plus le fait de dériver ne change pas le domaine. Par
récurrence, la fonction est C8 sur le voisinage. En dérivant k fois la série

ř
anx

n nous trouvons

f pkqpxq “
8ÿ

n“k
npn´ 1q . . . pn´ k ` 1qanxn´k. (16.351)

En calculant en x “ 0 nous trouvons
f pkqp0q “ k!ak, (16.352)

d’où le terme général

ak “ f pkqp0q
k! . (16.353)

Si f est une fonction et si la série

Tf pxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (16.354)

converge, alors cette série est la série de Taylor de f .

Remarque 16.101.
La série de Taylor d’une fonction n’est pas liée à sa fonction de façon aussi raide qu’on pourrait le
croire. Même dans le cas d’une fonction C8 il peut arriver que Tf pxq ‰ fpxq.

Il peut aussi arriver que f ne soit pas développable en série entières.

Exemple 16.102
Nous considérons la fonction

fpxq “
#
e´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(16.355)
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Nous avons

f 1pxq “
#

2
x3 e

´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(16.356)

Note : pour la seconde ligne nous devons faire explicitement le calcul

f 1p0q “ lim
tÑ0

fptq ´ fp0q
t

“ lim
tÑ0

1
t
e´1{t2 “ 0. (16.357)

Plus généralement nous avons f pkqp0q “ 0, et par conséquent la série de Taylor converge (triviale-
ment) vers la fonction identiquement nulle.

Cette fonction n’est donc pas développable en série entière vu qu’il n’existe aucun voisinage de
zéro sur lequel la série de f coïncide avec f . 4

Exemple 16.103
Développement de fpxq “ arctanpxq. Nous savons que

f 1pxq “ 1
1` x2 , (16.358)

alors que nous connaissons le développement

1
1´ x “

8ÿ

n“0
xn (16.359)

pour tout x P Bp0, 1q. Nous avons donc successivement

1
1` x “

ÿ

n“0
p´xqn (16.360a)

1
1` x2 “

ÿ

n“0
p´1qnx2n (16.360b)

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 ` C. (16.360c)

Notons que dans la dernière nous avons évité d’écrire la somme depuis n “ 0 (qui serait un terme
constant) et nous avons écris explicitement « `C ». Étant donné que arctanp0q “ 0, nous devons
poser C “ 0 et donc

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 . (16.361)

4

16.11.3 Resommer une série

Nous avons vu comment trouver la série correspondant à une fonction donnée. Un exercice
difficile consiste à trouver la fonction qui correspond à une somme donnée.

16.11.3.1 Les sommes du type
ř
n P pnqxn

Pour calculer 8ÿ

n“0
P pnqxn (16.362)

où P est un polynôme de degré m nous commençons par écrire

P pnq “ α0 ` α1pn` 1q ` α2pn` 1qpn` 2q ` ¨ ¨ ¨ ` αmpn` 1q . . . pn`mq. (16.363)
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Nous décomposons alors la somme en m sommes de la forme

8ÿ

n“0
αk
pn` kq!
n! xn “ αk

˜ 8ÿ

n“0
xn`k

¸pkq
. (16.364)

Effectuons par exemple
8ÿ

n“0
xn`3 “ 1

1´ x ´ 1´ x´ x2 (16.365)

Notons que dans un usage pratique, ce terme devra être ensuite dérivé trois fois, de telle manière
que les termes « correctifs » n’interviennent pas. Cette méthode ne demande donc que de calculer
les dérivées successives de 1{p1´ xq.
Exemple 16.104
Calculons la fonction

fpxq “
8ÿ

n“0
n3xn. (16.366)

D’abord nous écrivons

n3 “ ´1` 7pn` 1q ´ 6pn` 1qpn` 2q ` pn` 1qpn` 2qpn` 3q. (16.367)

Nous avons
8ÿ

n“0
pn` 1qxn “

˜ 8ÿ

n“0
xn`1

¸1
“

ˆ
1

1´ x ´ 1
˙1
“ 1
px´ 1q2 . (16.368)

De la même façon,
ÿ

n

pn` 1qpn` 2qxn “
´ÿ

xn`2
¯2 “ ´2

px´ 1q3 (16.369a)

ÿ

n

pn` 1qpn` 2qpn` 3qxn “ 6
px´ 1q4 . (16.369b)

En remettant tout ensemble nous obtenons
8ÿ

n“0
n3xn “ ´ 1

1´ x `
7

px´ 1q2 `
12

px´ 1q3 `
6

px´ 1q4 . (16.370)

Nous pouvons vérifier ce résultat en traçant les deux courbes et en remarquant qu’elles coïn-
cident.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: n=var(’n’)
sage: S(x)=sum( [ n**3*x**n for n in range(0,30) ] )
sage: f(x)=-1/(1-x)+7/((x-1)**2)+12/((x-1)**3)+6/( (x-1)**4 )
sage: S(0.1)
0.214906264288980
sage: f(0.1)
0.214906264288981
sage: f.plot(-0.5,0.5)+S.plot(-0.5,0.5)

4
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16.11.3.2 Les sommes du type
ř
n x

n{P pnq
Si P pnq a des racines entières, nous pouvons le décomposer en fractions simples et utiliser la

somme 8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq. (16.371)

Nous avons par exemple
8ÿ

n“0

xn

n` 1 “
1
x

ÿ

n“0

xn`1

n` 1 (16.372a)

“ 1
x

8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq

x
. (16.372b)

Notez le changement de point de départ de la somme au passage.
Autre exemple :

8ÿ

n“0

xn

n` 3 “
1
x3

˜ 8ÿ

n“1

xn

n
´ x´ x2

2

¸
(16.373a)

“ ´ lnpx´ 1q
x3 ´ 1

x2 ´
1

2x. (16.373b)

Si le polynôme possède des racines non entières, les choses se compliquent.

Exemple 16.105
Calculons 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 . (16.374)

Si x ě, en posant t “ ?x nous trouvons

8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1
t

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (16.375)

Étudions
Hptq “

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (16.376)

Nous avons
H 1ptq “

8ÿ

n“0
t2n “

ÿ

n“0
pt2qn “ 1

1´ t2 . (16.377)

Une primitive de cette fonction est
1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (16.378)

En t “ 0, cette fonction vaut 0 qui est la bonne valeur. Donc nous avons bien

Hptq “ 1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (16.379)

Notons que ce que l’équation (16.377) nous dit est que Hptq est une primitive de 1{p1´ t2q. Il
faut choisir la bonne primitive en fixant une valeur.

Nous avons donc 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1

2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ̌
?
x` 1?
x´ 1

ˇ̌
ˇ̌ (16.380)

pour x ą 0. Nous devons encore trouver ce que cela vaut pour x ă 0.
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Nous posons successivement X “ ´x puis gpXq “ fp´Xq. Ce que nous devons calculer est

gptq “ 1
t

8ÿ

n“0

p´1qnt2n`1

2n` 1 . (16.381)

Si nous posons

hptq “
ÿ p´1qnt2n`1

2n` 1 , (16.382)

alors
h1ptq “

ÿ
p´1qnt2n “

ÿ
p´t2qn “ 1

1` t2 , (16.383)

par conséquent hptq “ arctanptq (cela avait déjà été déduit à l’envers dans l’exemple 16.103).
Au final

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “

$
’’&
’’%

1
2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ
?
x`1?
x´1

ˇ̌
ˇ si x ą 0

arctanp?´xq?´x si x ă 0
1 si x “ 0.

(16.384)

Notons qu’elle est continue en zéro à gauche et à droite.

4

Exemple 16.106
Nous considérons l’exemple suivant :

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

3n` 2 . (16.385)

Nous posons t “ 3
?
x, et nous substituons :

xn

3n` 2 “
t3n

3n` 2 “
1
t2
t3n`2

3n` 2 . (16.386)

Nous devons étudier la fonction
gptq “

8ÿ

n“0

t3n`2

3n` 2 (16.387)

Nous avons
g1ptq “

ÿ

n“0
t3n`1 “ t

ÿ

n“0
t3n “ t

1´ t3 . (16.388)

Notons que gp0q “ 0. 4

Exemple 16.107
Calculer le nombre 8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 . (16.389)

Nous aurions envie de dire que cela est fp´1q pour la fonction f donnée en (16.384). Le problème
est que le rayon de convergence de f étant 1, rien n’est garantit quand au fait que la fonction y
soit continue en x “ ´1. En particulier nous devons justifier le fait que

lim
xÑ´1

ÿ

n

xn

2n` 1 “ lim
xÑ´1

1?´x arctanp?´xq. (16.390)

Ce qui nous sauve est le critère d’Abel radial (théorème 16.21). En effet la série
ÿ rn

2n` 1 (16.391)
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étant convergente avec r “ ´1, la série correspondante est continue sur r´1, 0s. Nous pouvons
donc calculer la série (16.389) en posant x “ ´1 dans (16.384) :

8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 “

π

4 . (16.392)

Note : la série (16.391) ne converge pas avec r “ 1. La fonction f n’est pas continue en x “ 1.
4

Exemple 16.108
Nous avons 8ÿ

n“1
nxn´1 “ 1

p1´ xq2 . (16.393)

En effet si nous désignons par f la somme à gauche, nous trouvons que f “ g1 avec

gpxq “
8ÿ

n“1
xn. (16.394)

Nous savons par ailleurs que gpxq “ 1{p1´ xq. Par conséquent

fpxq “
ˆ

1
1´ x

˙1
“ 1
p1´ xq2 . (16.395)

4

16.11.3.3 Sage, primitives et logarithme complexe

16.109.
Attention : Sage pourrait nous induire en erreur si nous n’y prenions pas garde. En effet ce que
vous ne savez pas mais que Sage sait, c’est que

lnp´1q “ iπ. (16.396)

Par conséquent Sage se permet de donner des primitives sans valeurs absolues dans le logarithme :

sage: f(x)=1/x
sage: f.integrate(x)
x |--> log(x)

La primitive à laquelle on s’attend d’habitude est lnp|x|q. Ici la réponse est correcte parce que si x
est négatif nous avons

lnpxq “ ln
`p´1q|x|˘ “ lnp´1q ` lnp|x|q. (16.397)

Cette fonction est donc décalée de la primitive usuelle seulement de la constante lnp´1q.
Un exemple plus élaboré :

sage: h(x)=1/(1-x**2)
sage: H=h.integrate(x)
sage: H
x |--> -1/2*log(x - 1) + 1/2*log(x + 1)
sage: H(0)
-1/2*I*pi

Exemple 16.110
Encore une fois il faut faire attention en demandant la primitive à Sage :
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=x/(1-x**3)
sage: F=f.integrate(x)
sage: F(0)
-1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3))

Cette fois la primitive proposée diffère de celle qu’on cherche de la constante complexe

´ π

3 i. (16.398)

Mais il y a pire si nous voulons tracer. Nous voudrions définir la fonction F2pxq “ F pxq ´ F p0q.
Mathématiquement c’est bien de cette fonction que nous parlons, mais :

sage: F2(x)=F(x)-F(0)
sage: F2(x)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*(2*x + 1)*sqrt(3)) +

+1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 1/3*log(x - 1) + 1/6*log(x^2 + x + 1)
sage: F2.plot(x,-0.1,0.1)
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

WARNING: When plotting, failed to evaluate function at 200 points.
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

Last error message: ’unable to simplify to float approximation’

Il refuse de tracer. Pourquoi ? La partie complexe de l’expression de F2 est mathématiquement
nulle, mais elle est en deux parties :

π

3 ` la partie imaginaire de´ 1
3 lnpx´ 1q. (16.399)

Lorsque Sage tente de tracer, il donne à x un certain nombre de valeurs et calcule une valeur
approchée de lnpx´1q. Cette dernière ne se simplifie pas avec le nombre exact π{3. Sage reste donc
avec une partie imaginaire qu’il ne peut pas tracer.

Notez la nuance :

sage: ln(-0.1)
-2.30258509299405 + 3.14159265358979*I
sage: ln(-1/10)
I*pi + log(1/10)

Du coup nous avons aussi

sage: F2(-0.1)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(0.266666666666667*sqrt(3))

+ 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 0.0474885065133152 - 1.04719755119660*I

4

16.11.3.4 Nombres de Bell

Ici nous montrerions bien le théorème 16.124 sur les nombres de Bell parce que c’est essentiel-
lement un résultat sur les séries entières et leurs manipulations. Hélas, il demande un tout petit
peu d’équation différentielle (presque rien). Donc il est postposé jusqu’en page 1041.



1032 CHAPITRE 16. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

16.12 Séries entières de matrices
Nous nous proposons d’étudier des séries de la forme

8ÿ

k“0
akA

k (16.400)

où A est une matrice. L’essentiel de la théorie va rester. Nous considérons une norme algébrique
(définition 12.14), c’est-à-dire }AB} ď }A}}B}.

16.12.1 Rayon de convergence

La notion de rayon de convergence de cette série reste la même : c’est la définition 16.8 qui ne
dépend que des coefficients ak et pas du tout de ce qu’on met à côté dans la somme. Évidemment
il faudra montrer que dans le cas des matrices, le nom « rayon de convergence » n’est pas usurpé.

Proposition 16.111.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et A P Mpn,Rq une matrice vérifiant
}A} ă R. Alors la série

8ÿ

k“0
akA

k (16.401)

converge absolument, c’est-à-dire que
ř
k }akAk} ă 8.

Démonstration. Nous avons les majorations

}anAn} ď |an|}An} ď |an|}A}n. (16.402)

Par hypothèse }A} ă R et R est un supremum, donc il existe r tel que }A} ă r ă R avec panrnq
borné. Nommons M un majorant de la suite panrnq. Alors nous avons

}AnAn} ď |an|rn }A}
n

rn
ďM

ˆ}A}
r

˙n
. (16.403)

La série du membre de droite converge parce que c’est une série géométrique de raison plus petite
que 1 ; voir l’exemple 12.75.

16.12.2 Convergence et rayon spectral

Le concept de rayon spectral permet aussi de donner des informations sur la convergence de
séries de matrices. Pour rappel le rayon spectral d’une matrice est le maximum du module de ses
valeurs propres (définition 12.15). Le rayon spectral de la matrice A est noté ρpAq.

La proposition suivante sera redémontrée indépendamment dans le théorème 16.113.

Proposition 16.112 ([57]).
Si A PMpn,Cq est telle que ρpAq ă 1, alors An Ñ 0.

Démonstration. Nous nous plaçons dans une base des espaces caractéristiques 31 de A, c’est-à-dire
que nous supposons que la matrice A a la forme

A “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚ (16.404)

où les λi sont les valeurs propres de A et les Ni sont nilpotentes. En effet nous savons que l’espace
caractéristique Fλi est l’espace de nilpolence de A ´ λi1. Si nous notons Ai la restriction de A à

31. Voir le théorème 11.215
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cet espace, la matrice Ni “ Ai ´ λi1 est nilpotente. Du coup Ai “ λI1`Ni et nous avons bien la
décomposition (16.404).

Nous avons donc An Ñ 0 si et seulement si pNi`λi1qn Ñ 0 pour tout i. Soit donc N nilpotente
et λ ă 1 (parce que nous savons que toutes les valeurs propres de A sont inférieures à un). Nous
avons

pλ1`Nqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk “

r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk. (16.405)

Nous voyons que le nombre de termes dans la somme ne dépend pas de n. De plus pour chacun de
termes, la puissance de N ne dépend pas non plus de n. Le terme

ˆ
n

k

˙
λn´k ď P pnqλn´k (16.406)

où P est un polynôme tend vers zéro lorsque n devient grand parce que c’est une cas polynôme
fois exponentielle.

Théorème 16.113 (Thème 42[176]).
Soit A PMpn,Kq (K “ R ou C). Les affirmations suivantes sont équivalentes.
(1) limkÑ8Ak “ 0
(2) ρpAq ă 1
(3)

ř8
k“0A

k converge.
Dans le cas où ces conditions sont vérifiées, nous avons aussi
— 1´A est inversible,
—

ř8
k“0A

k “ p1´Aq´1

Démonstration. Nous supposons qu’une norme est donnée surKn et nous considérons surMpn,Kq
la topologie associée à la norme subordonnée 32. Nous subdivisons la preuves en différentes impli-
cations.
(1) implique (2) Si ρpAq ď 1, en combinant la proposition 12.22 avec la proposition 12.24, nous

avons
}Am} ě `

ρpAq˘m ě 1 (16.407)

Mais la limite Ak Mpn,KqÝÑ 0 signifie la limite }Ak} RÝÑ 0. Le fait que tous les éléments de la
suite soient plus grand que 1 empêche cette limite.

(2) implique (1) Vu que ρpAq ă 1, il existe ε ą 0 tel que ρpAq ` ε ă 1. Par le lemme 12.23 il
existe une norme N sur Mpn,Kq telle que NpAq ď ρpAq ` ε ă 1. Notons que cette norme N
dépend de A et de ε.
Avec cette norme nous avons

NpAkq ď NpAqk RÝÑ 0. (16.408)

Cela signifie que Ak NÝÑ 0. L’équivalence entre toutes les normes sur Mpn,Kq donne alors la
convergence Ak }.}ÝÑ 0.
Pour une preuve alternative de cette implication, voir la proposition 16.112.

(3) implique (1) La convergence d’une série implique que la norme du terme général converge
vers zéro par la proposition 12.66. Nous avons donc }Ak} Ñ 0, ce qui signifie Ak Ñ 0, et
donc ρpAq ă 1 parce que (1) implique (2).

ρpAq ă 1 implique 1´A est inversible Si µ est une valeur propre de 1´A alors

det
`p1´Aq ´ µ1˘ “ det

`
A´ p1´ µq1˘, (16.409)

32. Si on parle de convergence d’une suite, c’est qu’il y a une topologie quelque part.
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donc 1´ µ est une valeur propre de A. Donc les valeurs propres de 1´ A sont les nombres
1´ λi où les λß sont les valeurs propres de A. Par hypothèse, nous avons λi ă 1 pour tout i,
donc les valeurs propres de 1´ A sont toutes non nulles. Donc 1´ A est inversible (pas de
noyau).

Le reste Nous montrons à présent que si ρpAq ă 1 alors
ř8
k“0A

k converge vers 1´A. Pour cela
nous savons déjà que 1´A est inversible. Nous posons

Bm “ 1`A` . . .`Am, (16.410)

ce qui donne immédiatement ABm “ A`A2 ` . . .`Am`1. Nous avons donc

p1´AqBm “ 1´Am`1. (16.411)

Nous savons que limmÑ0Am “ 0, donc

p1´Aq
8ÿ

k“0
Ak “ lim

kÑ8p1´AqBk “ lim
kÑ8p1´A

k`1q “ 1. (16.412)

Notez au passage que nous avons permuté la somme avec le produit matriciel (voir 12.3.3).

16.12.3 Exponentielle et logarithme de matrice

La définition de l’exponentielle dans le cas des matrices est celle sur les algèbres normées non
commutatives, 16.42.

Proposition 16.114.
L’application

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0

Ak

k!
(16.413)

est une application de classe C8. Sa différentielle en zéro est l’identité : pd expq0 “ Id.

Démonstration. En ce qui concerne la continuité, nous savons que le rayon de convergence de la
suite 1

k! est infini ; la proposition 16.93 conclu.
Pour la différentielle, c’est la proposition 16.92 qui nous permet d’écrire

d exp0pUq “
d

dt

”
expptUq

ı
t“0

“ d

dt

” 8ÿ

k“0

tkUk

k!

ı
t“0

“
8ÿ

k“0

ktk´1Uk

k!

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“0

“ U (16.414)

parce que seul le terme k “ 1 n’est pas nul.

Nous avons vu par la proposition 16.94 que toute matrice complexe inversible a un logarithme.
Nous allons maintenant parler de logarithme de matrices réelles avec une condition sur la norme.
La formule ci-dessous montre explicitement que le logarithme est réel.

ln : tA PMpn,Rq tel que }A´ 1} ă 1u ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
p´1qk pA´ 1q

k`1

k ` 1 .
(16.415)

Lemme 16.115.
Si }m} ă 1 dans Mpn,Rq, alors nous posons

lnp1`mq “
8ÿ

k“0
p´1qkm

k`1

k ` 1 . (16.416)

Cette fonction a les propriétés suivantes.
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(1) Elle est de classe C8.
(2) Elle est un bon logarithme au sens où

elnp1`mq “ 1`m. (16.417)

(3) Elle vérifie l’approximation
lnp1`mq “ m` σpmq (16.418)

où σ a la propriété que
lim
kÑ8 kσ

´m
k

¯
“ 0. (16.419)

Démonstration. Le rayon de convergence de la suite ak “ p´1qk
k`1 est 1. Donc l’application donnée

est C8 sur Bp0, 1q par le théorème 16.93.
D’après la formule (16.416) nous avons

σpmq “
8ÿ

l“1
p´1qlm

l`1

l ` 1 . (16.420)

Nous avons alors
kσpm

k
q “

8ÿ

l“1
p´1ql ml`1

klpl ` 1q , (16.421)

et donc
}kσpm

k
q} ď

8ÿ

l“1

}m}l`1

klpl ` 1q ď
1
k

8ÿ

l“1

}m}l`1

l ` 1
kÑ8Ñ 0 (16.422)

Cela prouve la dernière assertion.

Proposition 16.116.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. Nous considérons la fonction

f : RÑ EndpV q
t ÞÑ etA.

(16.423)

Cette fonction vérifie
f 1ptq “ `

etA
˘1 “ AetA. (16.424)

Démonstration. Si nous posons fkptq “ tkAk

k! alors la fonction f est la somme : f “ ř8
k“0 fk. Nous

allons permuter la somme et la dérivation à l’aide du théorème 16.6. Vu que

f 1kptq “
ktk´1Ak

k! , (16.425)

la suite suite des dérivées converge normalement sur R, nous pouvons dériver terme à terme pour
obtenir

´ 8ÿ

k“0
tk
Ak

k!

¯
“

8ÿ

k“0
ktk´1A

k

k! “
8ÿ

k“1
ktk´1A

k

k! “ A
8ÿ

k“1

Ak´1tk´1

pk ´ 1q! “ AetA. (16.426)

Notez le jeu au niveau du point départ de la somme : elle passe de 0 à 1 parce que le terme zéro
est nul, mais la simplification k

k! “ 1
pk´1q! n’a pas de sens pour k “ 0.

Lemme 16.117 ([273]).
Soit A P EndpV q où V est un espace vectoriel réel de dimension finie. Si nous notons λi (i “
1, . . . , r) les valeurs propres distinctes de A alors il existe un polynôme P P RrXs tel que

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq. (16.427)
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Démonstration. Le polynôme caractéristique de A se note, d’après le corollaire 11.181 de la façon
suivante :

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (16.428)

où mi est la multiplicité de la valeur propre λi. Le lemme des noyaux 11.127 nous dit qu’en posant

Vi “ kerpA´ λi1qmi (16.429)

nous avons V “ Àr
i“1 Vi. Nous nommons pi : V Ñ V la projection canonique de E sur Vi ainsi

que xi la composante de x P V dans l’espace caractéristique Vi et nous posons Ai “ pi ˝ A. Les
espaces caractéristiques sont stables par A (lemme 11.213), donc pAxiqi “ Axi. Par conséquentř
iAipi “ A parce que

`ÿ

i

piApi
˘pxq “

ÿ

i

pAxiqi “
ÿ

i

Axi “ A
ÿ

i

xi “ Ax. (16.430)

En ce qui concerne les puissances de A nous avons de même

Ani xI “ AiA
n´1
i xiloomoon
PVi

“ AAn´1
i xi “ Anxi, (16.431)

et donc
rÿ

i“1
Ani pi “ An. (16.432)

En particulier,
etA “

ÿ

i

etAipi. (16.433)

C’est de cette exponentielle de matrice que nous devons étudier la norme.
La décomposition de Dunford du théorème 11.216 est toujours un bon plan pour traiter avec

les exponentielles : nous avons A “ s` n avec

s “
ÿ

k

λkpk, n “
ÿ

k

pA´ λk1qpk. (16.434)

Nous montrons que la décomposition de Dunford de piA est piA “ pis` pin. Nous avons

pis “
ÿ

k

λkpipk “ λipi (16.435)

qui est bien diagonalisable. De plus les espaces caractéristiques sont stables par n, donc pin est
nilpotent. Enfin ils commutent :

rpis, pins “ λippin´ pinpiq. (16.436)

Vu que n préserve les espaces caractéristiques, lorsque v P Vk avec k ‰ i nous avons pinpiv “ 0 et
pinv “ 0. Mais si v P Vi alors

pinpiv “ pinv “ nv (16.437)

et pinv “ nv, donc les opérateurs pin et pinpi sont égaux et (16.436) donne bien zéro. En ce qui
concerne l’exponentielle de Ai nous avons

epiA “ episepin “ eλipi exp
`pA´ λi1qpi

˘
. (16.438)

Nous pouvons maintenant sérieusement nous attaquer à la norme de etA de l’équation (16.433).
D’abord nous avons }pi} “ 1 parce que l’opérateur pi est l’identité sur au moins un vecteur (en
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fait tout ceux de l’espace caractéristique Vi). En utilisant les propriétés de la norme opérateur 33,
nous trouvons dans un premier temps 34 :

}etA} ď
rÿ

i“1
}etAi} ď

rÿ

i“1
|etλi |

miÿ

k“0

|t|k
k! }A´ λi1i}

k

looooooooooomooooooooooon
“Pip|t|

(16.439)

où 1i est l’opérateur identité sur Vi. Petit détail dans le calcul :

}eλipi} ď
8ÿ

l“0

λli
k! }pi}

l “ eλi . (16.440)

Notons que tous les termes de Pip|t|q et Pi
`|t|˘ sont positifs, de telle sorte que nous pouvons majorer

en ajoutant des termes partout. À la place d’avoir Pip|t|q comme coefficient de |etλi | nous majorons
en mettant

řr
j“1 Pjp|t|q comme coefficient :

}etA} ď
rÿ

i“1
|etλi |Pi

`|t|˘ “
rÿ

i“1
|etλi |

rÿ

j“1
Pj
`|t|˘ “ P

`|t|˘
rÿ

i“1
etRepλiq. (16.441)

L’arrivée de la partie réelle est une égalité usuelle pour les nombres complexes : |ea`bi| “ ea|ebi| “
ea.

16.12.4 Calcul effectif de l’exponentielle d’une matrice

Nous reprenons l’exemple de [274]. Soit A une matrice dont le polynôme minimum s’écrit

P pXq “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. (16.442)

Par le théorème 11.127 de décomposition des noyaux nous avons

E “ kerpA´ 1q2 ‘ kerpA´ 2q. (16.443)

En suivant les notations de ce théorème nous avons P1pXq “ pX ´ 1q2, P2pXq “ X ´ 2 et

Q1pXq “ X ´ 2 (16.444a)
Q2pXq “ pX ´ 1q2. (16.444b)

Les polynômes Ri dont l’existence est assurée par le théorème de Bézout sont

R1pXq “ ´X
R2pXq “ 1.

(16.445)

Nous avons
R1Q1 `R2Q2 “ 1. (16.446)

Le projecteur pi sur kerPi est RiQi :

p1 “ ´ApA´ 2q “ projkerpu´1q2
p2 “ pA´ 1q2 “ projkerpu´2q .

(16.447)

Passons maintenant au calcul de l’exponentielle 35. Nous avons évidemment

eA “ eAp1 ` eAp2. (16.448)

33. Surtout le fait que ce soit une norme d’algèbre, lemme 12.20.
34. Si les valeurs propres de A sont λi, celles de tA sont tλi.
35. Définition 16.42. Thème 56
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Étant donné que p1 est le projecteur sur le noyau de pA´ 1q2, nous avons
eAp1 “ eeA´1p1 “ ep1 ` epu´ 1q1 “ ep1 “ ´AepA´ 2q. (16.449)

En effet eA´1p1 “ ř8
k“0pA´ 1qk ˝ p1. De la même façon nous avons

eAp2 “ e2eA´2p2 “ e2p2 “ e2pA´ 1q2. (16.450)

Au final,
eA “ ´AepA´ 2q ` e2pA´ 1q2. (16.451)

16.13 Lemme de Borel

16.13.1 Fonctions plateaux

Vous voulez une fonction de classe C8 qui n’est pas nulle partout ? En voici une.

Lemme 16.118.
La fonction

ϕpxq “
#
e´1{x si x ą 0
0 sinon.

(16.452)

est de classe C8.

Démonstration. Pour tout polynôme P nous avons la limite 36

lim
xÑ0`

e´1{x

P pxq “ 0. (16.453)

De là, en écrivant les dérivées successives de ϕ, il est facile de voir qu’elles sont continues en
x “ 0.

Proposition 16.119.
Soient a ă b ă c ă d dans R. Il existe une fonction f P C8pRq à valeurs positives telle que
(1) fpxq “ 1 si x P rb, cs
(2) supppfq Ă ra, ds.

Démonstration. Nous partons de la fonction ϕ du lemme 16.118. Ensuite nous considérons

ψmpxq “ 1´
şx
0 ϕptqdtşm
0 ϕptqdt (16.454)

Cette fonction est encore de classe C8. En effet,
şm
0 est un simple nombre strictement positif sans

histoires tandis que la proposition 15.232 dit que x ÞÑ şx
0 ϕptqdt est une primitive de ϕ. Vu que ϕ

est déjà de classe C8, sa primitive l’est également.
La fonction ψm vérifie

ψmpxq “

$
’&
’%

1 si x ă 0
0 si x ą m

positive si x P r0,ms.
(16.455)

À partir de là nous considérons les fonctions

f1pxq “ ψd´cpx´ cq “

$
’&
’%

1 si x ă c

0 si x ą d

positive si x P rc, ds.
(16.456a)

f2pxq “ ψpb´ aqpb´ xq “

$
’&
’%

0 si x ă a

1 si x ą b

positive si x P ra, bs.
, (16.456b)

36. Voir la proposition 16.78(3).
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et finalement la fonction suivante répond à la question des fonctions plateaux sur R :

fpxq “ f1pxqf2pxq. (16.457)

Une variation sur le même thème est l’existence de fonctions infiniment dérivables à support
compact, c’est-à-dire des fonctions dans C8c pRdq “ DpRdq.
Proposition 16.120.
La fonction

ξpxq “
#
e´1{p1´|x|2q si x P Bp0, 1q
0 sinon.

(16.458)

est de classe C8 et à support compact.

Le lemme d’Urysohn comprend de nombreuses variantes plus ou moins générales. En voici une
parmi les plus simples.

Lemme 16.121 (Lemme d’Urysohn).
Soit un ouvert U de R et un compact K inclus dans U . Il existe une fonction f : R Ñ r0, 1s de
classe C8 telle que
(1) fpxq “ 1 pour x P K,
(2) supppfq Ă U .

Démonstration. Vu que K est compact, il est borné (théorème 8.9). Nous posons b “ minpKq et
c “ maxpKq. En particulier b et c sont des éléments de K et donc de U . Comme U est ouvert, il
existe des boules centrées en b et c contenues dans U . Soit r le rayon de telles boules :

Bpb, rq Ă U (16.459a)
Bpc, rq Ă U . (16.459b)

Nous posons a “ b´ r P U et d “ c` r P U . Nous considérons à présent la fonction plateau f de la
proposition 16.119. Elle est de classe C8 et vérifie fpxq “ 1 pour x P rb, cs “ K ainsi que fpxq “ 0
hors de ra, ds Ă U .

Notons que la fonction du lemme 16.121 n’épouse pas spécialement très bien la forme de K. Si
par exemple K “ r0, 1s Y r10, 11s, la fonction f sera égale à 1 au moins sur r0, 11s.

16.13.2 Le lemme de Borel

Lemme 16.122 (Lemme de Borel[43]).
Soit panq une suite dans R. Il existe une fonction u P C8pRq telle que upkqp0q “ ak pour tout
k ě 0.

Démonstration. Soit ϕ P C8c pRq une fonction telle que ϕpxq “ 1 si |x| ď 1
2 et telle que supppϕq Ă

s´1, 1r.
Nous commençons par considérer une suite de réels strictement positifs pλkq dont nous fixerons

une valeur précise plus tard, et nous posons

fkpxq “ ϕpλkxqak
k! x

k. (16.460)

Nous allons étudier la convergence et les propriétés de upxq “ ř8
k“0 fkpxq.
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Calculons (formellement) la medérivée de fk :

f
pmq
k pxq “ ak

k!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´lk ϕpm´lqpλkxqpxkqplq (16.461a)

“ ak

mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
λm´lk ϕpm´lqpλkxq xk´l

pk ´ lq! . (16.461b)

Notons que nous travaillons à m fixé et que nous ne nous intéressons qu’aux termes avec k assez
grand ; nous pouvons donc supposer k ě m. De toutes façons pour

řm
k“0 fk, on a la classe C8, et

la permutation de la somme avec tout ce qu’on veut. Vu que ϕ est continue à support compact
nous pouvons poser

Mm “ max
0ďjďm }ϕ

j}8 “ max
0ďjďmmax

xPR |ϕ
pjqpxq|. (16.462)

Nous continuons en nous fixant un x P R et un k ě m.
Si |x| ą 1

λk
, alors ϕpmqpλkxq “ 0 parce que λkx est strictement hors du support de ϕ qui est

s´1, 1r. Donc pour |x| ą 1
λk
.

Si par contre |x| ď 1
λk
, nous avons les majorations

|f pmqk pxq| ď |ak|
mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
|λk|m´l ϕpm´lqpλkxqloooooomoooooon

ďMm

1
pk ´ lq! |x|k´lloomoon

ďp1{λkqk´l
(16.463a)

ď |ak|Mm|λk|m´k 1
pk ´mq!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
(16.463b)

ď |ak|Mm|λk|m´k2m
pk ´mq! (16.463c)

“ |ak|Mm2m
pk ´mq!|λk|k´m (16.463d)

où pour faire disparaitre la somme de coefficients binomiaux, nous avons remarqué que
řm
l“0

`
m
l

˘

est le nombre total de termes dans le développement de pa ` bqm, c’est-à-dire 2m. Nous voulons,
pour m fixé, étudier la convergence de la somme de cela. Notons que le 2m n’a en particulier
strictement aucune importance parce qu’on travaille à m fixé.

Nous fixons maintenant la valeur des λk :

λk “ maxt|ak|, 1u. (16.464)

Avec cela, en nous souvenant que nous n’étudions que les termes k ą m, le dénominateur de
(16.463d) est réellement croissant en k, donc nous avons la majoration

|f pmqk pxq| ď Mm2m
pk ´mq! . (16.465)

Au final nous avons
}f pmqk }8 ď 2mMm

pk ´mq! . (16.466)

Et la somme de cela converge sans difficultés. Donc la série

upxq “
8ÿ

k“0
f
pmq
k pxq (16.467)

converge normalement et donc uniformément sur R. Nous pouvons alors permuter la somme et la
dérivation par le théorème 16.3. Donc

upmq “
8ÿ

k“0
f
pmq
k (16.468)
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est continue. En particulier, pour évaluer en zéro, on peut faire

upmqp0q “
8ÿ

k“0
f
pmq
k p0q. (16.469)

Nous avons
fkpxq “ ϕpλkxqak

k! x
k. (16.470)

Pour calculer la dérivée en zéro, il suffit de la calculer sur un voisinage sur lequel ϕpλkxq est la
constante 1 ; un tel voisinage existe pour tout k. À ce moment le calcul est classique :

f
pmq
k pxq “

#
ak si k “ m

0 sinon.
(16.471)

Finalement nous avons bien
upmqp0q “

8ÿ

k“0
f
pmq
k p0q “ ak. (16.472)

Remarque 16.123.
Pour prouver le lemme de Borel, la première chose qui passe par la tête est la fonction toute simple

upxq “
8ÿ

k“0

ak
k! x

k. (16.473)

Évidemment si on calcule les dérivées successives de cette fonction, nous trouvons les bons résultats.
Le problème est la convergence. Rien qu’en prenant ak “ k!kk, la série ne converge pour aucun x
positif. L’idée de multiplier chacun de fk par une fonction plateau sur un petit intervalle autour
de zéro a plusieurs avantages. D’abord on conserve les dérivées correctes parce qu’on ne touche
pas à la valeur des fk sur un petit voisinage. Ensuite cela ne modifie pas la continuité ; et enfin en
multipliant par ϕpλkxq, ça calme méchamment les divergences parce que λkx passe vite au dessus
de 1 (et donc en dehors du support de ϕ) si λk est grand. D’où le fait qu’il soit normal que les λk
soient de l’ordre des ak.

16.14 Nombres de Bell

Théorème 16.124 (Nombres de Bell[43]).
Soient n ě 1 et Bn le nombre de partitions distinctes de l’ensemble t1, . . . , nu avec la convention
que B0 “ 0. Alors
(1) La série entière

8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (16.474)

a un rayon de convergence R ą 0 et sa somme est donnée par

fpxq “ ee
x´1 (16.475)

pour tout x P s´R,Rr.
(2) Pour tout k P N,

Bn “ 1
e

8ÿ

k“0

kn

k! . (16.476)

(3) Le rayon de convergence de la série (16.474) est en réalité infini : R “ 8.
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Démonstration. (1) Soient n ě 1 et 0 ď k ď n. Nous notons Ek l’ensemble des partitions de
t1, . . . , n` 1u pour lesquelles le « paquet » contenant n` 1 soit de cardinal k` 1. Calculons
le cardinal de Ek.
Pour construire un élément de Ek, il faut d’abord prendre le nombre n ` 1 et lui adjoindre
k éléments choisis dans t1, . . . , nu, ce qui donne

`
n
k

˘
possibilités. Ensuite il faut trouver une

partition des pn` 1q ´ pk` 1q “ n´ k éléments restants, ce qui fait Bn´k possibilités. Donc

CardpEkq “
ˆ
n

k

˙
Bn´k. (16.477)

L’intérêt des ensembles Ek est que tE0, . . . , Enu est une partition de l’ensemble des partitions
de t1, . . . , n`1u, c’est-à-dire que Bn`1 “ řn

k“0 CardpEkq, ce qui va nous donner une relation
de récurrence pour les Bn :

Bn`1 “
nÿ

k“0
CardpEkq “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Bn´k “

nÿ

l“0

ˆ
n

n´ l
˙
Bl “

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl. (16.478)

où nous avons utilisé un petit changement de variables l “ n´k. Afin d’étudier la convergence
de la série (16.474), nous allons montrer par récurrence que pour tout n, Bn ă n!. D’abord
pour n “ 0 c’est bon : B1 “ 1 parce que la seule partition de t1u est t1u. Supposons que
l’inégalité soit vraie pour une certaine valeur k, et montrons qu’elle est vraie pour la valeur
k ` 1 :

Bk`1 “
nÿ

l“0

ˆ
n

k

˙
Bk ď

nÿ

l“0

ˆ
n

k

˙
k! “ k!

kÿ

l“0

1
pn´ kq!looomooon

ď1

ď n!pn` 1q “ pn` 1q! (16.479)

où nous avons utilisé la formule
`
n
k

˘ “ n!
k!pn´kq! .

Donc pour tout x P R nous avons

0 ď Bn
n! |x

n| ď |x|n, (16.480)

et donc la série a un rayon de convergence au moins aussi grand que celui de la série géomé-
trique, c’est-à-dire que 1. Donc R ě 1. Nous nommons R ce rayon de convergence.

(2) Soit x P s´R,Rr. Pour une telle valeur de x à l’intérieur du disque de convergence, la
proposition 16.25 nous permet de dériver terme à terme la série 37

fpxq “
8ÿ

k“0

Bk
k! x

k “ 1`
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!x

k`1, (16.481)

pour obtenir

f 1pxq “
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1qpk ` 1qxk “

8ÿ

k“0

Bk`1
k! xk (16.482a)

“
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
Bl

¸
xk

k! “
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

Bl
l!pl ´ kq!

¸
xk. (16.482b)

<++> En cette expression, nous reconnaissons un produit de Cauchy (proposition 16.15)
avec al “ Bl

l! et bn “ 1
n! . Vu que ce sont deux séries ayant un rayon de convergence plus grand

que zéro, le produit a encore un rayon de convergence plus grand que zéro et nous pouvons
prendre le produit des séries :

f 1pxq “
˜ 8ÿ

l“0

Bl
l! x

l

¸˜ 8ÿ

k“0

1
k!x

k

¸
“ fpxqex. (16.483)

37. C’est ici qu’on utilise la convention B0 “ 0 et ça aura une influence sur le choix de la constante K plus bas.
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Étudions l’équation différentielle y1 “ yex. D’abord par un argument en lacet de chaussure 38,
une solution est de classe C8. Ensuite si une solution est non nulle, elle est de signe constant.
En effet si ypx0q ă 0 et ypx1q “ 0 (on choisit x1 minimum pour cette propriété parmi les
nombres plus grands que x0) alors il existe 39 un t P sx0, x1r tel que y1ptq ą 0, ce qui donnerait
yptq ą 0, ce qui contredirait la minimalité de x1.
Nous prétendons 40 que cette équation différentielle a un espace de solutions de dimension 1.
En effet, si y1 “ yex et g1 “ gex alors en posant ϕ “ y{g nous obtenons tout de suite ϕ1 “ 0,
ce qui signifie que ϕ est constante, ou encore que y et g sont multiples l’un de l’autre.
Si nous en trouvons une non nulle par n’importe quel moyen, c’est bon. Une solution étant
dérivable est continue, donc l’équation f 1 “ fex nous indique que f 1 est continue. Une solution
non nulle va automatiquement accepter un petit voisinage sur lequel la manipulation suivante
a un sens :

f 1pxq
fpxq “ ex, (16.484)

donc ln
`|fpxq|˘ “ ex ` C et fpxq “ Kee

x pour une certaine constante. Il est vite vérifié
que cette fonction est une solution de l’équation différentielle y1pxq “ ypxqex et par unicité,
toutes les solutions sont de cette forme. Autrement dit, l’espace des solutions est l’espace
vectoriel Spantx ÞÑ ee

xu. Étant donné que fp0q “ 0, nous devons choisir K “ 1
e et donc

fpxq “ 1
e
ee
x “ ee

x´1. (16.485)

(3) Nous commençons par écrire la fonction f comme une série de puissance. La partie simple
du calcul : pour x P s´R,Rr, nous avons

ee
x “

8ÿ

k“0

pexqk
k! “

8ÿ

k“0

1
k!

8ÿ

l“0

pkxql
l! “

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

kl

k!
xl

l! . (16.486)

Notons que cela n’est pas une série de puissance en x parce qu’il y a la double somme. Nous
allons inverser les sommes au moyen du théorème de Fubini sous la forme du corollaire 15.258.
Pour cela nous considérons la fonction

a : NˆNÑ R

pk, lq ÞÑ pkxql
k!l!

(16.487)

et nous mettons la mesure de comptage 41 sur N et N2. Nous commençons donc à vérifier
l’intégrabilité variable par variable de |a| :

ż

N

ˆż

N

|apk, lq|dmplq
˙
dmpkq “

8ÿ

k“0

1
k!
pk|x|ql
l! (16.488a)

“
8ÿ

k“0

1
k!e

k|x|. (16.488b)

Nous devons montrer que cette dernière somme va bien. Pour cela nous posons uk “ ek|x|

k!
et nous remarquons que uk`1

uk
Ñ 0. Donc la double intégrale (16.488) converge, ergo a P

L1pN ˆ Nq, ce qui nous permet d’utiliser le théorème de Fubini 15.259 pour inverser les
sommes intégrales sommes dans l’équation (16.486) :

1
e
ee
x “ 1

e

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

1
k!

1
l!pkxq

l “
ÿ

l“0

1
e

1
l!

˜ 8ÿ

k“0

kl

k!

¸
xl. (16.489)

38. Genre ce qui est fait pour prouver 16.62(4).
39. Théorème de Rolle 13.126.
40. Ou alors on utilise le théorème 33.14 avec Mpxq “ ex dans les cas n “ 1 et I “ s´R,Rr.
41. Nous passons outre les avertissements et menaces de Arnaud Girand.
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Cela est un développement en série entière pour la fonction 1
ee
ex , dont nous savions déjà

le développement (16.474) ; par unicité du développement nous pouvons identifier les coeffi-
cients :

Bl “ 1
e

8ÿ

k“0

kl

k! . (16.490)

(4) Le développement (16.486) étant en réalité valable pour tout x et tous les calculs subséquents
l’étant aussi, le développement

ee
x´1 “

8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (16.491)

est en fait valable pour tout x, ce qui donne à la série entière un rayon de convergence infini.



Chapitre 17

Représentations et caractères

17.1 Représentations et caractères

Définition 17.1.
Si G est un groupe, l’ensemble des homomorphismes HompG,C˚q est un groupe pour la multipli-
cation. Un élément de HompG,C˚q est un caractère abélien. Le nom « abélien » vient du fait
que le caractère prenne ses valeurs dans C˚. Nous notons Ĝ “ HompG,C˚q.
Théorème 17.2.
Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe à Ĝ.

L’isomorphisme n’est pas canonique.

Démonstration. Étant donné la structure des groupes abéliens finis donnée par le théorème 5.23,
nous commençons par nous concentrer sur G “ Z{nZ. Nous allons montrer que

HompZ{nZq » Un “ tξ P C tel que ξn “ 1u. (17.1)

Pour cela nous avons l’isomorphisme

ψ : HompZ,C˚q Ñ C˚

f ÞÑ fp1q. (17.2)

Notons que si f P HompZ,C˚q, alors fpkq “ fp1qk, donc ψ est bien un isomorphisme. Cela nous
amène à définir

ϕ : Hom
´
pZ{nZ,`q, pC˚n· q

¯
Ñ Un

g ÞÑ fp1q.
(17.3)

Remarquons que pour tout f P HompZ{nZ,C˚q on a bien fp1qn “ 1. En effet si rks P Z{nZ, alors
f
`rks˘ “ fp1qk et en particulier

fp1qn “ fprnsq “ fp0q “ 1. (17.4)

Donc fp1q P Un. Le ϕ est injective parce que si fp1q “ gp1q alors f “ g du fait que fpkq “ fp1qk “
gp1qk “ gpkq.

Nous en sommes à avoir prouvé que HompZ{nZ,C˚q » Un (introduit au lemme 20.2). Il faudrait
encore montrer que Un » Z{nZ. Pour cela nous nous rappelons du lemme 20.3 nous ayant raconté
que le groupe Un des racines de l’unité était cyclique et d’ordre n. Il est donc bien isomorphe à
Z{nZ.

Passons au cas où
G » Z{d1Zˆ Z{d2Zˆ . . .ˆ Z{nkZ. (17.5)

1045
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Dans ce cas nous montrons que

α :
ką

i“1
HompZ{diZ,C˚q Ñ HompG,C˚q

αpχ1, . . . , χkqpg1, . . . , gkq “ χ1pg1q . . . χkpgkq.
(17.6)

Ce α est injectif parce qu’en appliquant l’égalité

αpχ1, . . . , χkq “ αpχ11, . . . , χ1kq (17.7)

à l’élément g “ p9, . . . , 1, . . . , 0q alors nous trouvons χip1q “ χ1ip1q parce que χjp0q “ 1. Du coup
χi “ χ1i.

L’application α est en plus surjective. En effet si χ P HompG,C˚q, alors nous définissons
χipgiq “ χp0, . . . , gi, . . . , 0q, (17.8)

et nous avons alors αpχ1, . . . , χkq “ χ.
Nous devons encore montrer que α est un homomorphisme. Si χ, χ1 P Śk

i“1 HompFdi ,C˚q,
alors

αpχχ1qpg1, . . . , gkq “ pχ1χ
1
1qpg1q . . . pχkχ1kqpgkq (17.9a)

“ χ1pg1q . . . χkpgkqχ11pg1q . . . χ1kpgkq (17.9b)
“ αpχqpg1, . . . , gkqαpχ1qpg1, . . . , gkq (17.9c)
“ `

αpχqαpχ1q˘pg1, . . . , gkq. (17.9d)

Donc αpχχ1q “ αpχqαpχ1q.
Théorème 17.3.
Soit G un groupe abélien fini. Les groupes G et ˆ̂

G sont isomorphes et un isomorphisme canonique
est donné par α : g ÞÑ fg donné par

fgpχq “ χpgq. (17.10)

Démonstration. D’abord fg est bien un caractère de Ĝ parce que

fgpχχ1q “ pχχ1qpgq “ χpgqχ1pgq “ fgpχqfgpχ1q. (17.11)

Le fait que α soit un homomorphisme de groupes est direct :

fgg1pχq “ χpgg1q “ χpgqχpg1q “ fgpχqfg1pχq “ pfgfg1qpχq. (17.12)

D’autre part nous savon que G et ˆ̂
G ont le même cardinal. Il suffit donc de prouver l’injectivité

de α pour être sûr de la bijectivité. Pour cela nous devons prouver que si g ‰ e alors fg ‰ fe. Nous
savons que pour tout caractère χ P Ĝ, fepχq “ χpeq “ 1. Donc pour tout g P Gzteu, nous devons
trouver χ P Ĝ tel que χpgq ‰ 1.

En vertu de ce que nous connaissons sur la structure des groupes abéliens finis (théorème 5.23),
nous commençons G “ Z{nZ et considérons le caractère donné par χpr1sq “ e2iπ{n. Ce χ est un
isomorphisme entre G et Upnq ; nous n’avons χprksq “ 0 que si rks “ rns “ r0s. Pour rappel dans
Z{nZ, le neutre est e “ 0 et non e “ 1.

Passons au cas général :
G » Z{n1Zˆ . . .ˆ Z{nkZ (17.13)

Si g “ pg1, . . . , gkq est non nul dans G, alors il existe i tel que gi ‰ 0 et on prend

χpg1, . . . , gkq “ χipgiq (17.14)

où χi est le caractère χipr1sq “ e2πi{ni . Ce χ est alors un caractère non trivial de G.
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17.1.1 Crochet de dualité et transformée de Fourier

Si G est un groupe abélien, nous définissons le crochet de dualité entre G et Ĝ par

x., .y : Gˆ ĜÑ C˚

xg, χy “ χpgq. (17.15)

Notons que l’image de ce crochet n’est pas C˚ entier, mais seulement le groupe unitaire Upnq où
n est l’exposant 1 de G.

Si f, g sont des applications de G dans C, alors on leur associe le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (17.16)

Lemme 17.4.
Les caractères de G forment une base orthonormée de CG pour ce produit scalaire.

Démonstration. Étant donné que les χpsq sont des nombres complexe de module 1, nous avons
χpsqχpsq “ 1 et par conséquent xχ, χy “ 1.

Si par contre χ ‰ χ1, alors il existe sPG tel que χps0q ‰ χ1ps0q. Dans ce cas en effectuant un
changement de variable sÑ s0s dans la sommation,

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

sPG
χpsqχ1psq (17.17a)

“ 1
|G|

ÿ

sPG
χps0sqχ1ps0sq (17.17b)

“ 1
|G|χps0qχ1ps0q

ÿ

sPG
χpsqχ1psq. (17.17c)

Donc nous avons trouvé
xχ, χ1y`1´ χps0qχ1ps0q

˘ “ 0. (17.18)
Mais vu que χps0q ‰ χps10q, la parenthèse est non nulle (pour rappel χps0q est un complexe de
module 1) et par conséquent xχ, χ1y “ 0.

Nous déduisons immédiatement que les caractères forment une famille libre parce que si
ř
i χi “

0 (la somme est sur tous les caractères), alors en prenant le produit scalaire avec χk,
ÿ

i

aixχk, χiy “ 0, (17.19)

et donc ak “ 0.
Les caractères forment donc un système libre orthonormé. De plus l’espace engendré à la bonne

dimension parce que le cardinal de l’ensemble des caractères est la dimension (complexe) de l’espace
des fonctions de G dans C parce que, en utilisant l’isomorphisme entre G et Ĝ,

Card Ĝ “ CardpGq “ dimCCG. (17.20)

La première

Du fait que les caractères forment une base orthonormée, nous pouvons écrire, pour toute
application f : GÑ C,

f “
ÿ

χPĜ
xχ, fyχ. (17.21)

À une fonction f : GÑ C nous associons la transformée de Fourier

f̂ : ĜÑ C

χ ÞÑ xχ, fy. (17.22)

1. Définition 2.17.
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Nous avons donc aussi une espèce de formule d’inversion

f “
ÿ

χPĜ
f̂pχqχ (17.23)

qui n’est qu’une réécriture de 17.21.

17.1.2 Groupes non abéliens

Nous avons vu que le groupe des caractères Ĝ contenait toute l’information sur un groupe
abélien. Malheureusement, pour les groupes non abéliens, ça ne va pas suffire, et nous allons
introduire la notion de représentations, dont les caractères seront un cas particulier de dimension
un.

Proposition 17.5.
Soit G un groupe (pas spécialement abélien). Nous avons

Ĝ » Hom
`
G{DpGq,C˚˘. (17.24)

Démonstration. Ce qui fait fonctionner la preuve est le fait que si f : G Ñ C˚ est un homomor-
phisme, alors f s’annule sur DpGq. L’isomorphisme est

ψ : ĜÑ Hom
`
G{DpGq,C˚˘

ψpfqrgs “ fpgq. (17.25)

Cette application est bien définie parce que si f est un homomorphisme,

fpgklk´1l´1q “ fpgq. (17.26)

D’autre part ψ est un homomorphisme de groupe parce que

ψpf1f2qrgs “ pf1f2qpgq “ f1pgqf2pgq “ ψpf1qrgsψpf2qrgs “
`
ψpf1qψpf2q

˘rgs. (17.27)

Pour l’injectivité de ψ, soit f1 et f2 telles que ψpf1q “ ψpf2q. Alors pour tout g P G nous avons

ψpf1qrgs “ ψpf2qrgs (17.28)

et donc f1pgq “ f2pgq.
Enfin ψ est surjective. En effet, soit f̄ P Hom

`
G{DpGq,C˚˘. Alors nous obtenons ψpfq “ f̄ en

posant
fpgq “ f̄ rgs. (17.29)

Il faut juste vérifier que le f ainsi défini est dans Ĝ, c’est-à-dire que fpg1g2q “ fpg1qfpg2q.
Cette proposition nous montre que

Ĝ “ {G{DpGq, (17.30)

alors que G{DpGq est abélien ; il n’est donc pas tellement possible que Ĝ contienne beaucoup
d’informations intéressantes sur G.

17.1.3 Représentations linéaires des groupes finis

Si dimV “ 1, alors GLpV q “ C˚ et les représentation sont les caractères abéliens.

Exemple 17.6
Considérons le triangle équilatéral A,B,C, par exemple donné par les points

$
’’’’’’&
’’’’’’%

A “ 1 (17.31a)

B “ p´1
2 ,
?

3
2 q (17.31b)

C “ p´1
2 ,´

?
3

2 q (17.31c)

(17.31d)
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Dans la base (pas orthonormée) tA,Bu de R2, ces trois points sont donnés par

A “
ˆ

1
0

˙
B “

ˆ
0
1

˙
C “

ˆ´1
´1

˙
. (17.32)

Le groupe symétrique S3 agit sur le triangle par permutation des sommets. Vues dans la base
tA,Bu, les transpositions correspondent aux matrices

pA,Bq Ñ
ˆ

0 1
1 0

˙
(17.33a)

pA,Cq Ñ
ˆ´1 0
´1 1

˙
(17.33b)

pB,Cq Ñ
ˆ

1 ´1
0 ´1

˙
. (17.33c)

La permutation pA,B,Cq s’écrit comme pA,B,Cq “ pA,CqpA,Bq et on lui associe la matrice

pA,B,Cq Ñ
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙
. (17.34)

C’est bien le produit des matrices de pA,Cq et de pA,Bq. De la même façon nous avons

pBACq ă `` ą (17.35)

<++> 4

Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont deux représentations du groupe G, alors nous définissons la somme
directe par

`
V ‘ V 1, ρ‘ ρ1˘ donné par

pρ‘ ρ1qpgq “
ˆ
ρpgq 0

0 ρ1pgq
˙
P GLpV ‘ V 1q. (17.36)

Nous noterons souvent 2V pour la représentations pV, ρq‘pV, ρq et plus généralement l’écriture

V “à
i

kiWi (17.37)

signifiera la représentation somme de ki termes de la représentation Wi. Ici encore un abus est
commis entre la représentation pρi,Wiq et l’espace Wi.

17.1.4 Module

Nous considérons la C-algèbre GrCs des combinaisons (formelles) d’éléments de G à coefficients
dans G, c’est-à-dire l’ensemble

CrGs “ t
ÿ

sPG
assu (17.38)

avec le produit hérité de la bilinéarité :
ÿ

sPG

ÿ

tPG
asbtst “

ÿ

s

ÿ

t

asbs´1tt, (17.39)

et la somme
p
ÿ

s

assq `
ÿ

t

btt “
ÿ

sPG
pas ` bsqs. (17.40)

Le tout est une C-algèbre agissant sur V par
˜ÿ

s

ass

¸
v “

ÿ

sPG
asρpsqv P V (17.41)

Les sous-modules indécomposables seront les représentations irréductibles.
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Définition 17.7.
La représentation pV, ρq du groupe G est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de V
sous ρpGq sont V et t0u.

Exemple 17.8
La représentation de S3 sur R2 donnée par les permutations des sommets d’un triangle équilatéral
donnée dans l’exemple 17.6 est irréductible. 4

La question qui vient est de savoir si une représentation possédant des sous-espaces invariants
peut être écrite comme la somme de représentations irréductibles.

Proposition 17.9.
Soit pV, ρq une représentation linéaire de dimension finie d’un groupe fini 2. Si W1 est un sous-
espace stable 3, alors il existe un sous-espace W2 également stable et tel que V “W1 ‘W2.

Toute représentation linéaire est décomposable en représentations irréductibles.

Démonstration. Soit P : V Ñ V un projecteur sur W1, c’est-à-dire que P 2 “ P et P pV q “ W1.
Pour construire un tel projecteur, on peut par exemple prendre un supplémentaire de W1 dans V
puis utiliser la décomposition 4. Nous considérons l’opérateur

PG “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ P ˝ ρpgq´1. (17.42)

Prouvons que ce PG est encore un projecteur. D’abord pour tout g P G nous avons

ρpgqPGρpgq´1 “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpgsqPρpgsq´1 “ PG. (17.43)

La dernière égalité est un changement de variables dans la somme 5. Cela signifie que PGρ “ ρPG.
Nous avons même PGP “ P parce que si v PW1, alors

PGpvq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsqP ρpsq´1vlooomooon

PW1

(17.44a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqρpsq´1v (17.44b)

“ v. (17.44c)

Avec cela nous pouvons conclure que P 2
G “ PG parce que

PG ˝ PG “ 1
|G|

ÿ

g

PGρpgqPρpgq´1 (17.45a)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPGPρpgq´1 (17.45b)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPρpgq´1 (17.45c)

“ PG. (17.45d)

Donc PG est un projecteur, est stable sous les conjugaisons par ρpgq et commute avec ρpgq. Nous
décomposant Id de façon évidente en

Id “ PG ` pId´PGq. (17.46)
2. La démonstration marche aussi pour les groupes compacts, mais il faudrait des intégrales.
3. c’est-à-dire si ρ n’est pas irréductible.
4. Ou encore prendre une base de W1, l’étendre en une base de V et définir P comme l’annulation des coefficients

des vecteurs « complétant » la base.
5. Et c’est ça qui demande un peu de technique pour écrire la preuve dans le cas d’un groupe compact : il faut

une mesure de Haar.
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Étant donné que l’opérateur PG commute avec tous les ρpgq, les noyaux de PG et Id´PG sont des
sous-espaces invariants. Vu que PG est un projecteur, nous avons qpPGq “ 0 avec qpXq “ X2´X.
Pour appliquer le lemme des noyaux (théorème 11.127), nous remarquons que qpXq “ XpX ´ 1q
et donc

V “ kerPG ‘ kerpPG ´ 1q. (17.47)

Si nous posons W2 “ kerPG, il reste à voir que kerpPG1q “W1. D’abord W1 Ă kerpPG´ Idq parce
que si w PW1, ce dernier étant stable,

PGw “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgqP ρpgq´1wlooomooon

PW1

(17.48a)

“ 1
|G|

ÿ

gPG
w (17.48b)

“ w. (17.48c)

Pour prouver l’inclusion inverse, nous savons que PG et P sont des projecteurs tels que PGP “ P ,
ce qui signifie que l’image de PG est inclue à celle de P , c’est-à-dire à W1. Mais ImagepPGq “
kerp1´ PGq, donc

kerp1´ PGq “ ImagepPGq Ă ImagepP q “W1. (17.49)

La représentation ρ se décompose donc en deux sous-représentations pρ,W1q et ρ,W2. Si l’une
des deux n’est pas irréductible, le processus peut recommencer. Vu que la dimension de V est finie,
toute représentation se décompose en une somme finie de représentation irréductibles.

17.1.5 Structure hermitienne

Soit pρ, V q une représentation de G sur un espace vectoriel complexe V . Nous voulons munir
V d’un produit scalaire hermitien (définition 11.8) tel que les opérateurs ρpgq soient tous des
isométries. C’est-à-dire que nous voudrions définir xu, vyG de telle sorte à avoir

xρpgqu, ρpgqvyG “ xu, vyG (17.50)

pour tout g P G. Nous commençons par considérer un produit hermitien x., .y quelconque et puis
nous définissons

xu, vyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqu, ρpgqvy. (17.51)

Nous devons vérifier que c’est un produit. La seule des conditions dont la vérification n’est pas
immédiate est celle de positivité. Pour tout g P G et tout v P V , nous avons xρpgqv, ρpgqvy est
positif et nul si et seulement si ρpgqv “ 0. Étant donné que ρpeqv “ v, parmi les termes de la
somme

xu, uyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqv, ρpgqvy, (17.52)

au moins un est strictement positif (pourvu que v ‰ 0) ; les autres sont positifs ou nuls. Par
conséquent xv, vyG “ 0 si et seulement si v “ 0.

Donc les groupes finis peuvent être vus comme des parties de groupes d’isométrie. De la même
façon, en utilisant une mesure de Haar pour faire la moyenne, nous pouvons plonger les groupes
compacts dans des groupes unitaires.

17.1.6 Caractères

Définition 17.10.
Soit pV, ρq une représentation linéaire du groupe G. Le caractère de ρ est la fonction

χρ : GÑ C

s ÞÑ Tr
`
ρpsq˘. (17.53)
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Par invariance cyclique de la trace, nous avons

χρpsts´1q “ χρptq, (17.54)

ce qui fait que le caractère est une fonction constante sur les classes de conjugaison.
D’après sa fiche wikipédia, le marquis de Sade, passionné de théâtre, faisait des représentations qui avaient du caractère.

Un caractère irréductible est un caractère d’une représentation irréductible.

Définition 17.11.
Une application f : GÑ C est centrale si elle est constante sur les classes de conjugaison.

Les traces sont des applications centrales.
L’ensemble des fonctions centrales sur un groupe fini (ou tout au moins ayant un nombre fini

de classes de conjugaison) est un C-espace vectoriel de dimension égale au nombre de classes, et
nous pouvons mettre le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (17.55)

C’est une forme hermitienne sur l’espace des fonctions centrales.

17.2 Équivalence de représentations et caractères
Cette section prend des éléments des articles lemme de Schur, caractère d’une représentation,

fonction centrale et trace de wikipédia.

Définition 17.12.
Nous disons que les deux représentations pV, ρq et pV 1, ρ1q sont équivalentes s’il existe une bijection
linéaire f : V Ñ V 1 telle que

f ˝ ρ “ ρ1 ˝ f. (17.56)
Nous disons alors que f entrelace ρ et ρ1.

Théorème 17.13 (Théorème de Schur).
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont des représentations irréductibles non équivalentes alors la seule application
linéaire f : V Ñ V 1 entrelaçant ρ et ρ1 est la fonction nulle.

En d’autres termes, soit les représentations sont équivalentes (et il y a un isomorphisme), soit
il n’y a même pas un homomorphisme.

Démonstration. Soit f P LpV, V 1q telle que f ˝ρ “ ρ1 ˝f . Alors ker f est un sous-espace stable sous
ρpGq, et Imagepfq est un sous-espace de V 1 stable par ρ1pGq. Par irréductibilité, nous avons que
kerpfq “ t0u ou V . Même chose pour Imagepfq. Il y a deux possibilités.
(1) Si kerpfq “ t0u, alors Imagepfq ‰ t0u et alors Imagepfq “ V 1. Du coup f est injective et

surjective, c’est-à-dire est un isomorphisme.
(2) Si kerpfq “ V , alors f “ 0.

Corollaire 17.14 (Schur pour les représentations sur C).
Soit pV, ρq une représentation irréductible, alors l’ensemble

EndGpV, ρq “ tf P EndpV q tel que ρ ˝ f “ f ˝ ρu (17.57)

est l’ensemble des homothéties.

Démonstration. Soit f P EndGpV, ρq. Vu que l’espace est sur C, l’endomorphisme f a une valeur
propre λ. L’opérateur g “ f´λ1 est aussi un opérateur d’entrelacement de ρ alors que kerpgq ‰ t0u
par définition de valeur propre. Du coup kerpgq “ V , ce qui signifie que f est l’isométrie de rapport
λ : f “ λ Id.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Schur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A8re_d'une_repr%C3%A9sentation_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_centrale_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Trace_%28alg%C3%A8bre%29
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Lemme 17.15.
Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont des représentations équivalentes de caractères χ et χ1, alors χ “ χ1.

Démonstration. Si A : V Ñ V 1 est un isomorphisme d’espace vectoriel entrelaçant ρ et ρ1, c’est-à-
dire si pour tout g, ρ1pgqA “ Aρpgq, alors ρ1pgq “ AρpgqA´1 et

χ1pgq “ Tr
`
ρ1pgq˘ “ Tr

`
AρpgqA´1˘ “ Tr

`
ρpgq˘ (17.58)

parce que la trace est un invariant de similitude (lemme 11.159).

Lemme 17.16.
Si χ est le caractère de la représentation complexe pV, ρq du groupe fini G, alors pour tout g P G
nous avons χpg´1q “ χpgq.
Démonstration. Par le corollaire 2.32 au théorème de Lagrange, nous avons g|G| “ e et donc en
tant qu’opérateur, ρpgq|G| “ 1. Les valeurs propres de ρpgq sont donc des racines de l’unité. Si
nous notons λi ces valeurs propres, alors χpgq “ ř

i λi, et en considérant la matrice dans sa base
de diagonalisation (lemme de Schur complexe, 11.176), nous voyons que

χpg´1q “ Tr
`
ρpgq´1˘ “

ÿ

i

1
λi
. (17.59)

Mais λi étant une racine de l’unité nous avons 1
λi
“ λ̄i, ce qui fait que

χpg´1q “
ÿ

i

λ̄i “ χpgq. (17.60)

Proposition 17.17.
Soient deux représentations irréductibles complexes pV, ρq et pV 1, ρ1q du même groupe fini G, et χ
et χ1 leurs caractères respectifs. Nous avons
(1) xχ, χ1y “ 0 si ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes.
(2) xχ, χ1y “ 1 si les représentations sont équivalentes.

Démonstration. Nous considérons les bases te1, . . . , enu de V et tf1, . . . , fmu de V 1. Puis nous
considérons la matrice F pk, lq “ Ekl PMm,npCq où pour rappel, Ekl est la matrice de composantes
pEklqij “ δkiδlj . Nous posons

FGpk, lq “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ F pk, lq ˝ ρ1pgq´1. (17.61)

En nous permettant de ne pas réécrire les indices k et l de F et FG, nous montrons que FG entrelace
ρ et ρ1 :

FG ˝ ρ1ptq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsq ˝ F ˝ ρ1ps´1q ˝ ρptq (17.62a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqFρ1ps´1tq (17.62b)

“ 1
|G|

ÿ

k

ρptkqFρ1pk´1q (17.62c)

“ 1
|G|ρptq

ÿ

k

ρpkqFρ1pk´1q (17.62d)

“ ρptq ˝ FG. (17.62e)

Dans ce calcul nous avons effectué le changement de variables k “ ps´1tq´1 qui donne s “ tk.
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Par ailleurs nous avons
´
ρpgqF pk, lqρ1pg´1q

¯
ij
“

nÿ

r“1

mÿ

s“1
ρpgqirF pk, lqrsρ1pg´1qsj (17.63a)

“
ÿ

rs

ρpgqirδkrδlsρ1pg´1qsj (17.63b)

“ ρpgqikρ1pg´1qlj , (17.63c)

et par conséquent
FGpk, lqij “ 1

|G|
ÿ

gPG
ρpgqikρ1pg´1qlj . (17.64)

Si χ et χ1 sont les caractères de ρ et ρ1, alors nous avons le produit (17.55) qui donne

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

gPG
χpgqχ1pgq (17.65a)

“ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχ1pg´1q lemme 17.16 (17.65b)

“ 1
|G|

ÿ

g

nÿ

i“1

mÿ

j“1
ρpgqiiρ1pg´1qjj (17.65c)

“
ÿ

ij

FGpi, jqij par (17.64). (17.65d)

Si les représentations ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes, le fait que FG en soit un opérateur d’entre-
lacement implique par le théorème de Schur 17.13 que FG “ 0 et donc xχ, χ1y “ 0.

Si au contraire les représentation sont équivalentes, alors le lemme 17.15 nous dit que χ “ χ1
et nous reprenons la définition :

xχ, χy “ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχpgq “ 1
|G|

ÿ

gPG
1 “ 1 (17.66)

parce que les nombres χpgq sont des racines de l’unité.

17.2.1 Représentation régulière

Nous notons λ la représentation régulière gauche, agissant sur le K-espace vectoriel des
fonctions GÑ K par ´

λpgqf
¯
pgq “ fpg´1hq. (17.67)

D’autre part nous considérons les fonctions δg : GÑ K (ici K est R ou C ou pire) définie par

δgphq “
#

1 si g “ h

0 sinon.
(17.68)

La représentation régulière agit sur les fonctions δs de la façon suivante :

λpgqδs “ δgs (17.69)

parce que
`
λpgqδs

˘phq “ δspg´1hq “ δgsphq.
Lemme 17.18.
Le caractère de la représentation régulière gauche est donné par

χλ “ |G|δe. (17.70)
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Démonstration. Appliquer l’équation (17.70) fonctionne parce que χλpeq est la dimension de l’es-
pace des fonctions sur G, c’est-à-dire |G|. Si par contre g ‰ e, alors λpgq est une matrice de
permutation (dans la base des δh) et a donc tous ses éléments diagonaux nuls.

Si ρ est une représentation et si f est une fonction sur le groupe, alors nous considérons
l’opérateur

ρf “
ÿ

gPG
fpgqρpgq. (17.71)

Proposition 17.19 ([275]).
Si pρ, V q est une représentation irréductible et si f est une fonction centrale sur G, alors l’opérateur
ρf est une homothétie de V de rapport

1
dimV

ÿ

gPG
fpgqχpgq (17.72)

où χ est le caractère de ρ.

Démonstration. Nous commençons par voir que ρf entrelace ρ. En effet,

ρptq´1 ˝ ρf ˝ ρptq “
ÿ

g

fpgqρpt´1gtq (17.73a)

“
ÿ

h

fptht´1qρpgq h “ t´1gt (17.73b)

“
ÿ

h

fphqρphq (17.73c)

“ ρf (17.73d)

où en écrivant fptht´1q “ fphq, nous avons utilisé le fait que f était centrale. Étant donné que ρf
entrelace une représentation irréductible, le lemme de Schur (17.13) nous indique que ρf est une
homothétie. Soit k le facteur d’homothétie. Alors d’une part Trpρf q “ nk. D’autre part,

Trpρf q “ Tr
`ÿ

g

fpgqρpgq˘ (17.74a)

“
ÿ

g

fpgqTr
`
ρpgq˘ (17.74b)

“
ÿ

g

fpgqχpgq. (17.74c)

Du coup effectivement
k “ 1

n

ÿ

gPG
fpgqχpgq. (17.75)

17.2.2 Caractères et représentations : suite et fin

Lemme 17.20.
Un groupe fini n’a (à équivalence près) qu’un nombre fini de représentations irréductibles.

Démonstration. Les caractères irréductibles forment un système orthonormé (proposition 17.17)
et donc libre parmi les fonctions centrales. Donc il y a au plus autant de caractères irréductibles
que la dimension de l’espace des fonctions centrales ; et ce dernier est de dimension finie donnée
par le nombre de classes de conjugaison de G.

Nous savons que les caractères de deux représentations irréductibles sont égaux. Étant donné
qu’il n’existe qu’un nombre fini de représentations irréductibles, il existe un nombre fini de carac-
tères irréductibles. Nous pouvons donc fixer les notations suivantes. Les caractères irréductibles
seront notés tϕiui“1,...,h et nous noterons pσi,Wiq une représentation ayant le caractère ϕi.
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Théorème 17.21 ([275]).
Soit pρ, V q une représentation de G de caractère χ. Alors sa décomposition en représentations
irréductibles est donnée par

pV, ρq “
hà
i“1

kipWi, σiq (17.76)

avec ki “ xχ, ϕiy. En particulier, à permutation près des facteurs, la décomposition d’une repré-
sentation en représentations irréductibles est unique.

Démonstration. La décomposition de χ en caractères irréductibles est donnée par χ “ ř
i kiϕi ; en

prenant le produit de cette égalité avec ϕj et en tenant compte de l’othonormalité des caractères
irréductibles,

xχ, ϕjy “
ÿ

i

kixϕi, ϕjy “ kj . (17.77)

Le théorème suivant est ce qui nous permet de dire que l’étude des caractères et l’étude des
représentations, c’est la même chose.

Théorème 17.22.
Soit G un groupe fini 6.
(1) Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont même caractères.
(2) Si χ est le caractère d’une représentation, alors

(2a) xχ, χy P N
(2b) xχ, χy “ 1 si et seulement si la représentation est irréductible.

Démonstration. Nous démontrons chaque point séparément.
(1) Le fait que deux représentations équivalentes aient même caractère est le lemme 17.15. Nous

montrons l’autre sens. Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont deux représentations irréductibles de décom-
positions

V “à
i

kiWi (17.78a)

V 1 “à
i

k1iWi, (17.78b)

alors si χ “ χ1, nous avons ki “ k1i et les représentations sont identiques.
(2) Soit pρ, V q une représentation ayant χ comme caractère. En posant ki “ xχ, ϕiy nous avons

la décomposition en représentations irréductibles

V “à
i

kiWi, (17.79)

et aussi
xχ, χy “ x

ÿ

i

kiϕi,
ÿ

j

kjϕjy “
ÿ

i

k2
i P N. (17.80)

Ce nombre est de plus égal à 1 si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls sauf
un qui vaudrait 1. Ce cas donne une représentation irréductible.

Proposition 17.23.
Si pλ,Rq est la représentation régulière gauche de décomposition en représentations irréductibles

R “à
i

kiWi, (17.81)

alors
6. Nous sommes depuis longtemps dans l’étude des représentations des groupes finis.
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(1) ki “ dimWi,
(2)

ř
ipdimWiq2 “ |G|,

(3) pour tout g P G, řipdimWiqϕipgq “ 0 7.
(4) Si tpni, ϕiqu est la liste des couples dimension,caractère des représentations irréductibles non

équivalentes, alors pour tout s P Gzteu nous avons
řp
i“1 niϕipsq “ 0 où la somme porte sur

les représentations irréductibles non équivalentes.

Démonstration. Nous notons r le caractère de la représentation régulière gauche. Nous avons

ki “ xr, ϕiy “ 1
|G|

ÿ

sPG
rpsqϕipsq “ ϕipeq. (17.82)

Mais ϕipeq “ dimWi P R, donc nous avons bien ki “ dimWi. Le caractère de la représentation
régulière peut alors s’exprimer de deux façons :

|G|δe “
ÿ

i

pdimWiqϕi. (17.83)

En évaluant cette égalité en e nous trouvons directement

|G| “
ÿ

i

pdimWiq2, (17.84)

et en l’évaluant en s ‰ e, nous trouvons

0 “
ÿ

i

pdimWiqϕipsq. (17.85)

Le théorème suivant est valable pour les groupes finis (comme toute cette section).

Théorème 17.24 ([275]).
Les caractères irréductibles χ1, . . . , χh forment une base orthonormé des fonctions centrales sur G.

Démonstration. Nous savons déjà qu’ils forment un système orthonormé. Considérons le sous-
espace H “ Spantϕiui“1,...,h de l’espace des fonctions centrales sur G. En vertu de la proposi-
tion 4.115, il nous suffit de prouver que HK “ 0. Soit donc f , une fonction centrale appartenant à
HK. Pour tout i, nous avons xf, ϕiy “ 0 et donc aussi xf̄ , ϕ̄iy “ 0.

Considérant une représentation irréductible pσ,W q de caractère ϕ, nous savons par la proposi-
tion 17.19 que l’opérateur

σf̄ “
ÿ

g

f̄pgqϕpgq (17.86)

est une homothétie de rapport xf̄ , ϕ̄y{dimW “ 0. Étant donné que toutes les représentations sont
des sommes directes de représentations irréductibles, en réalité l’opérateur ρf̄ est nul pour toute
représentation ρ. En particulier pour la représentation régulière,

0 “ λf̄ pδtq “
ÿ

gPG
f̄pgqλpgqpδtq “

ÿ

g

f̄pgqδft. (17.87)

En écrivant cette égalité avec t “ e et puis en appliquant à k P G nous trouvons

0 “
ÿ

g

f̄pgqδgpkq “ f̄pkq. (17.88)

Donc f̄ “ 0 et f est nulle.
7. Cette propriété est appelée « orthogonalité des colonnes » pour une raison qui apparaîtra au moment de

compléter le tableau (17.110).
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Corollaire 17.25.
Le nombre de représentations irréductibles non équivalentes d’un groupe fini est égal à son nombre
de classes de conjugaison.

Démonstration. Le nombre de classes de conjugaison est la dimension de l’espace des fonctions
centrales qui elle-même est égale au nombre de caractères irréductibles par le théorème 17.24.
Enfin deux caractères irréductibles sont égaux si et seulement si les représentations sous-jacentes
sont équivalentes.

Corollaire 17.26.
Toutes les représentations irréductibles d’un groupe abélien sont de dimension 1.

Démonstration. Le corollaire 17.25 nous dit qu’il y a autant de représentations unitaires qu’il n’y
a de représentations irréductibles (non équivalentes). Mais les classes de conjugaisons sont des
singletons (lemme 2.20). Nous avons donc exactement |G| représentations irréductibles lorsque G
est abélien.

Mais d’autre part la proposition 17.23(2) donne
ř
ipdimWiq2 “ |G| lorsque la somme parcours

les représentations irréductibles. Il y a |G| termes à la somme, donc tous les termes doivent être
1.

17.3 Représentation produit tensoriel
Soient ρ et φ, deux représentations d’un groupe G sur des espaces vectoriels V et W . La

représentation produit tensoriel est la représentation

ρb φ : GÑ GLpV bW q
pρb φqpgqpv b wq “ ρpgqv b φpgqw. (17.89)

Pour trouver son caractère, nous considérons une base teiu de V et une base teαu de W , et la base
tei b eαu de V bW . Donc

pρb φqpgqpei b eαq “ ρpgqei b φpgqeα. (17.90)

Nous devons savoir quelle est la composante « ei b eα » de cette dernière expression, et c’est
évidemment

ρpgqiiραα, (17.91)

ce qui nous amène à dire que

Trpρb φqpgq “
ÿ

i

ÿ

α

ρpgqiiφpgqαα “ Tr
`
ρpgq˘Tr

`
φpgq˘, (17.92)

c’est-à-dire au final que
χρbφ “ χρχφ. (17.93)

17.4 Exemple sur le groupe symétrique
Soit G “ S3, un des premiers groupes finis non abéliens. On en a une représentation de

dimension deux en tant que permutation des sommets d’un triangle équilatéral, donnée dans
l’exemple 17.6 ; nous notons ρ cette représentation.

Nous y avons aussi la représentation de signature donnée par

ε : S3 Ñ GLpCq
σ ÞÑ εpσq Id .

(17.94)

Et enfin il y a la représentation triviale. Ce sont les trois représentations irréductibles ; pour rappel
il y a autant de représentations irréductibles que de classes de conjugaison (corollaire 17.25).
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Classe de conjugaison taille χ1 χε χρ
Id 1 1 1 2

pA,Bq 3 1 ´1 0
pA,B,Cq 2 1 1 ´1

Nous calculons par exemple le produit scalaire

xχ1, χεy “ 1
6
`
1 ·χ1pIdqχεpIdq ` 3 ·χ1pA,BqχεpA,Bq ` 2 ·χ1pA,B,CqχεpA,B,Cq

˘
(17.95a)

“ 0. (17.95b)

D’autre part nous avons aussi

xχρ, χρy “ 1
6p1 · 2 · 2` 3 · 0` 2 · 1q “ 1. (17.96)

17.5 Table des caractères du groupe symétrique S4

Pour la table des caractères de S4, voir [43]. Et si vous voulez la table des caractères du groupe
diédral, vu que ce sont de isométries de Rn, il faudra voir plus bas en la section 19.15.

17.5.1 Calculs à partir de rien ou presque

Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont caractérisées par la structure des
décompositions en cycles (proposition 2.67). Elles sont données dans l’exemple 2.69.

Nous avons donc 5 classes de conjugaison, et il nous faut donc 5 représentations irréductibles
non équivalentes (corollaire 17.25) dont nous allons chercher les caractères.

La première est la représentation triviale de dimension 1 ; nous notons χ1 son caractère et nous
avons la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1 (17.97)

Ensuite nous avons la signature qui est un morphisme non trivial ε : Sn Ñ t´1, 1u. Nous avons
alors la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χε 1 1 ´1 1 ´1 1 (17.98)

Une troisième représentation pas trop compliquée à trouver est celle

ρp : S4 Ñ GLp4,Cq
ρppσqei “ eσpiq.

(17.99)

Cela n’est pas une représentation irréductible parce que C4 se décompose en deux sous-espaces
stables :

D “ Spanp1, 1, 1, 1q (17.100a)
H “ tx P C4 tel que x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0u. (17.100b)

La représentation induite sur D est la représentation triviale. Puis sur H, elle induit une autre
représentations que nous allons noter ρs.

Nous allons à présent déduire le caractère de la représentation ρs et prouver qu’elle est irré-
ductible. Il est cependant possible de sauter cette étape en échange d’un certain travail sur les
isométries du tétraèdre. Voir la proposition 19.12 et ensuite

Nous avons la décomposition ρp “ ρ1 ‘ ρs et donc

χp “ χ1 ` χs. (17.101)
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Nous savons déjà χ1. Le caractère χp n’est pas très compliqué parce que χppσq est une matrice de
permutation des vecteurs de base. Donc la matrice ρppσq a un 1 sur la diagonale pour les i tels que
σpiq “ i. Nous avons donc

χppIdq “ 4 χpp12q “ 2 (17.102a)
χp

`p12qp34q˘ “ 0 χpp123q “ 1 (17.102b)
χpp1234q “ 0. (17.102c)

Le caractère χs peut être calculé par simple soustraction :
dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q

χs 3 3 1 0 ´1 ´1 (17.103)

Avant d’ajouter cette ligne au tableau des représentations irréductibles nous devons savoir si ρs
en est une. Pour cela, tant que nous avons son caractère nous pouvons utiliser le critère du théo-
rème 17.22 :

xχs, χsy “ 1
|S4|

ÿ

σPS4

χspσq2. (17.104)

Nous avons tout de suite |S4| “ 4 · 3 · 2 “ 24 et puis

24xχs, χsy “ 32 ` 6 · 12 ` 8 · 02 ` 6 · p´1q2 ` 3 · p´1q2 “ 24, (17.105)

donc oui, le caractère est irréductible parce que xχs, χsy “ 1. Et nous pouvons donc ajouter la
ligne (17.103) à notre tableau. Par ailleurs, nous notons qu’elle est de dimension 3.

Pour le reste nous savons qu’il y a autant de représentations irréductibles que de classes de
conjugaison, de telle sorte qu’il ne manque que deux représentations irréductibles. De plus la
proposition 17.23 nous dit que si ni est la dimension de la ie représentation irréductible, alors

|S4| “
ÿ

i

n2
i . (17.106)

Dans notre situation, si nous nommons n1 et n2 les dimensions des deux représentations qui nous
manquent, nous avons 24 “ n2

1 ` n2
2 ` p12 ` 12 ` 32q, c’est-à-dire n2

1 ` n2
2 “ 13. Il n’y a pas des

tonnes de sommes de deux carrés qui font 13. Il y a n1 “ 2 et n2 “ 3, et c’est tout.
Nous recherchons donc encore une représentation de dimension 2 et une de dimension 3. Pour

cela nous allons un peu regarder les produits tensoriels qui s’offrent à nous. Pour faire une dimension
3, il faut faire le produit d’une de dimension 1 par une de dimension 3. Là encore le choix est très
limité et nous demande d’essayer

ρW “ ρs b ρε (17.107)
qui agit sur l’espace V2 b Vε par

ρW pgqpv b xq “ ρspgqv b ρεpgqx. (17.108)

Pour savoir son caractère nous utilisons la petite formule toute simple (17.93) : nous multiplions
case par case les tableaux (17.103) et (17.98) :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χW 3 3 ´1 0 1 ´1 (17.109)

Avant de réellement ajouter cette ligne au tableau, nous devons nous assurer qu’elle est bien
irréductible. Nous utilisons le même critère : xχW , χW y “ 1, donc c’est bon.

Pour trouver le dernier caractère, que nous nommerons χu, il ne faut pas beaucoup d’imagina-
tion. Il suffit d’utiliser les relations d’orthogonalité du théorème 17.24, en sachant que la dimension
est 2 et qu’alors χW pIdq “ 2, c’est pas trop compliqué :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χε 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 b c d e

(17.110)
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Les relations d’orthogonalité des colonnes de la propriété 17.23 nous permettent de calculer les
coefficients manquants. En pratique, il suffit de prendre le produit scalaire de chaque ligne avec la
première et d’égaler avec zéro. Nous trouvons b “ 0, c “ 1, d “ 0, et e “ 2. Le tableau final est :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χε 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 0 ´1 0 2

(17.111)

Notons que nous sommes parvenus à remplir la dernière ligne sans rien savoir de la représen-
tation qui va avec. Nous allons cependant donner une interprétation géométrique et fixer cette
représentation comme agissant sur le triangle équilatéral en 17.30.

17.5.2 Représentation de S4 via les isométries du tétraèdre

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsopT q
des isométries affine du tétraèdre grâce à la proposition 19.12 qui donne un isomorphisme de groupe
S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Nous verrons donc ça plus en détail dans la section 19.1.5.

17.5.3 À propos de la représentation ρu

Nous nous penchons à présent sur la représentations ρu dont nous ne savons rien à part qu’elle
est de dimension 2 et son caractère.

Lemme 17.27.
Nous avons ρupsq “ Id pour tout s P V4.

Démonstration. Tous les éléments de V4 sont conjugués (à part l’identité, mais pour elle le résultat
est clair), donc il suffit de prouver le résultat pour un élément quelconque.

L’endomorphisme ρu
`p12qp34q˘ est un endomorphisme d’ordre 2 sur R2 dont la trace est 2.

Imposons donc ˆ
a b
c d

˙
“

ˆ
a b
c d

˙
“

ˆ
1 0
0 1

˙
(17.112)

sous la contrainte a` d “ 2. La résolution est assez rapide et donne b “ c “ 0, a “ d “ 1.
Vous voulez une démonstration plus technologique ? Oui ? Alors commencez par remarquer que

l’opérateur A “ ρu
`p12qp34q˘ vérifie A2 “ 1, donc le polynôme X2´1 est un polynôme annulateur

de A. Il est peut-être minimal ou peut être pas, mais en tout cas le polynôme minimal divise
celui-là et donc est soit X ´ 1 soit X ` 1 soit X2 ´ 1. Dans les trois cas il est scindé à racines
simples, et l’endomorphisme A est diagonalisable par le théorème 11.167(3).

Mais comme A2 “ 1, les valeurs propres (ce qui est sur la diagonale) de A ne peuvent être que
˘1. La trace étant 2, les éléments diagonaux ne peuvent être que 1. Et A “ Id.

Le groupe V4 définit en 5.41 est normal dans S4, donc le quotient S4{V4 est un groupe par le
lemme 2.28.

Lemme 17.28.
L’application

ρ̃u : S4{V4 Ñ GLp2,Rq
rgs ÞÑ ρupgq (17.113)

est bien définie et donne une représentation irréductible de S4{V4.
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Démonstration. Montrons que c’est bien définit. Si s P V4 nous devons prouver que ρupgsq “
ρupgq. Vu que ρu est un homomorphisme (c’est une représentation), et que ρupsq “ Id nous avons
directement

ρupgsq “ ρupgqρupsq “ ρupgq. (17.114)

Nous devons prouver que la représentation ρ̃u est irréductible. Si un sous-espace non trivial
Spanpxq était stabilisé par ρ̃u, il serait également stabilisé par ρu. Mais comme ρu est irréductible,
elle ne stabilise personne.

Lemme 17.29.
Le groupe S4{V4 est un groupe non-abélien, isomorphe à S3.

Démonstration. Le groupe S4{V4 a une représentation irréductible de dimension 2, et n’est donc
pas abélien par le corollaire 17.26.

Il contient |S4|{|V4| “ 24{4 “ 6 éléments (théorème de Lagrange 2.31). Or 6 “ 3 ˆ 2, donc
le groupe S4{V4 est dans le cas non-abélien du théorème 5.25(2). Cette partie parle d’unicité du
groupe non-abélien d’ordre 6. Or S3 est un groupe non-abélien d’ordre 6, donc S4{V4 est isomorphe
à S3.

Attention : il n’est pas correct de dire que S4{V4 est un sous-groupe de S4 juste parce que c’est
un quotient de S4 ; ce n’est en général pas vrai (exemple 2.29).

17.30.
Nous sommes maintenant aptes à identifier la représentation ρu. D’abord nous nous rappelons de la
représentation ρs : S4 Ñ IsopT q de S4 sur le tétraèdre. Ensuite si A est un sommet dudit tétraèdre
et que S3 Ă S4 est la partie qui fixe A alors nous avons une représentation

ρs : S3 Ñ IsopT q (17.115)

qui agit en réalité sur le triangle équilatéral T 1 opposé au sommet A.
Nous avons finalement la chaine d’homomorphismes de groupes

S4
projÝÑ S4{V4

»ÝÑ S3
ρsÝÑ IsopT 1q (17.116)

Cela est donc une représentation S4 Ñ IsopT 1q. Elle est de dimension 2 et est irréductible (elle
contient les rotations d’angle 2π{3 qui ne fixent aucune direction). Elle est donc la représentation
ρu qui est la seule irréductible de dimension 2.

Nous avons donc montré que la représentation ρu dont nous ne savions rien est la représentation
de S4 sur un triangle équilatéral obtenue à partir de celle de S4 sur le tétraèdre, en fixant un point.



Chapitre 18

Encore de l’analyse (et c’est pas fini)

18.1 Densité des polynômes
Corollaire 18.1.
Si X Ă R est compact et de mesure finie 1, alors l’ensemble des polynômes est denses dans`
CpX,Rq, }.}2

˘
.

Démonstration. Si f est une fonction dans CpX,Rq et si ε ě 0 est donné alors nous pouvons
considérer un polynôme P tel que }f ´ P }8 ď ε. Dans ce cas nous avons

}f ´ P }22 “
ż

X
|fpxq ´ P pxq|2dx ď

ż

X
ε2dx “ ε2µpXq (18.1)

où µpXq est la mesure de X (finie par hypothèse).

18.2 Primitive et intégrale
Nous avons déjà parlé de primitive de fonction continue en la proposition 13.308.

Proposition 18.2.
Soit I un intervalle borné ouvert de R. Une fonction h P C8c pIq admet une primitive dans C8c pIq
si et seulement si

ş
I h “ 0.

Démonstration. Si une primitive H de h est à support compact, alors
ż

I
h “ Hpbq ´Hpaq “ 0´ 0 “ 0. (18.2)

Pas de problèmes dans ce sens.
Supposons maintenant que

ş
I h “ 0. Le fait que h admette une primitive dans C8pIq est

évident : toute fonction continue admet une primitive 2. SoitH une telle primitive et H̃ “ H´Hpbq.
Alors H̃pbq “ 0 et

H̃paq “ Hpaq ´Hpbq “ ´
ż

I
h “ 0. (18.3)

Nous rappelons que le support d’une fonction est la fermeture de l’ensemble des points de non-
annulation.

Supposons que le support de h soit inclus dans rm,M s Ă sa, br. En prenant des nombres m1 et
M 1 tels que a ă m1 ă m et M ăM 1 ă b (nous insistons sur le caractère strict de ces inégalités), la
fonction h est nulle sur ra,m1s et sur rM 1, bs ; la fonction H̃ doit donc y être constante. Mais nous
avons déjà vu que H̃paq “ H̃pbq “ 0. Donc l’ensemble des points sur lesquels H̃ n’est pas nul est
inclus dans sm1,M 1r et donc est strictement (des deux côtés) inclus dans I.

1. Dans R cette hypothèse est évidemment superflue par rapport à l’hypothèse de compacité ; mais ça suggère
des généralisations . . .

2. Théorème 13.308.

1063
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18.2.1 Théorème taubérien de Hardi-Littlewood

Un théorème taubérien est un théorème qui compare les modes de convergence d’une série.

Lemme 18.3.
Si f et g sont des fonctions continues, alors spxq “ maxtfpxq, gpxqu est également une fonction
continue.

Démonstration. Soit x0 et prouvons que s est continue en x0. Si fpx0q ‰ gpx0q (supposons fpx0q ą
gpx0q pour fixer les idées), alors nous avons un voisinage de x0 sur lequel f ą g et alors s “ f sur
ce voisinage et la continuité provient de celle de f .

Si au contraire fpx0q “ gpx0q “ spx0q alors si panq est une suite tendant vers x0, nous prenons
N tel que

ˇ̌
fpanq ´ fpx0q

ˇ̌ ď ε pour tout n ą N et M tel que
ˇ̌
gpanq ´ gpx0q

ˇ̌ ď ε pour tout n ąM .
Alors pour tout n ą maxtN,Mu nous avons

ˇ̌
spanq ´ spx0q

ˇ̌ ď ε, (18.4)

d’où la continuité de s en x0.

La proposition suivante dit que si une fonction connaît un saut, alors on peut le lisser par une
fonction continue.

Proposition 18.4.
Soit f continue sur ra, x0r et sur rx0, bs avec fpx´0 q ă fpx0q. En particulier nous supposons que
fpx´q existe et est finie. Alors pour tout ε ą 0, il existe une fonction continue s telle que sur ra, bs
on ait s ď f et ż b

a
spxq ´ fpxq dx ď ε. (18.5)

Démonstration. Nous notons A la taille du saut :

A “ fpx0q ´ fpx´0 q. (18.6)

Quitte à changer a et b, nous pouvons supposer que

fpxq ă fpx0q ` A

3 (18.7)

pour x P ra, x0r et
f ą fpx0q ` 2A

3 (18.8)

pour x P rx0, bs. C’est le théorème des valeurs intermédiaires qui nous permet de faire ce choix.
Soit mpxq la droite qui joint le point

`
x0 ´ ε, fpx0 ´ εq

˘
au point

`
x0, fpx`0 q

˘
. Nous posons

spxq “

$
’&
’%

fpxq si x ă x0 ´ ε
maxtmpxq, fpxqu si x0 ´ ε ď x ď x0

fpxq si x ą x0.

(18.9)

En vertu des différents choix effectués, c’est une fonction continue. En effet

spx0 ´ εq “ maxtfpx0 ´ εq, fpx0, εqu “ fpx0 ´ εq (18.10)

et
spx0q “ maxtmpx0q, fpx`0 qu “ fpx`0 q (18.11)

parce que mpx0q “ fpx`0 q. En ce qui concerne l’intégrale, si nous posons

M “ sup
x,yPra,bs

|fpxq ´ fpyq|, (18.12)

nous avons ż b

a
s´ f “

ż x0

x0´ε
s´ f ď εM. (18.13)
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Lemme 18.5.
Pour tout polynôme P , nous avons la formule

lim
xÑ1´

p1´ xq
8ÿ

n“0
xnP pxnq “

ż 1

0
P pxqdx. (18.14)

Démonstration. D’abord pour P “ 1, la formule se réduit à la série harmonique connue. Ensuite
nous prouvons la formule pour le polynôme P “ Xk et la linéarité fera le reste pour les autres
polynômes. Nous avons

p1´ xq
ÿ

n

xnxkn “ p1´ xq
ÿ

n

px1`kqn “ 1´ x
1´ x1`k “

1
1` x` ¨ ¨ ¨ ` xk . (18.15)

Donc
lim
xÑ1´

p1´ xq
ÿ

n

xnP pxnq “ 1
1` k . (18.16)

Par ailleurs, c’est vite vu que ż 1

0
xkdx “ 1

k ` 1 . (18.17)

Théorème 18.6 (Hardy-Littlewood[276]).
Soit panq une suite réelle telle que
(1) an

n tend vers une constante,
(2) F pxq “ ř8

n“0 anx
n a un rayon de convergence ě 1,

(3) limxÑ1´ F pxq “ l.
Alors

ř8
n“0 an “ l.

Démonstration. Quitte à prendre la suite b0 “ a0 ´ l et bn “ an, on peut supposer l “ 0.
Soit Γ l’ensemble des fonctions

γ : r0, 1s Ñ R (18.18)

telles que
(1)

ř8
n“0 anγpxnq converge pour 0 ď x ă 1,

(2) limxÑ1´
ř
ně0 anγpnq “ 0.

Ce Γ est un espace vectoriel.
Les polynômes sont dans Γ Soit γptq “ ts. Pour 0 ď x ă 1 nous avons

8ÿ

n“0
anγpxnq “

8ÿ

n“0
anx

ns ă
8ÿ

n“0
anx

n. (18.19)

Donc la condition de convergence est vérifiée. En ce qui concerne la limite,

lim
xÑ1´

8ÿ

n“0
anx

ns “ lim
xÑ1´

F pxsq “ 0 (18.20)

parce que par hypothèse, limxÑ1´ F pxq “ 0.
Définition de la fonction qui va donner la réponse Nous considérons la fonction

gptq “
#

0 si 0 ď t ă 1{2
1 si 1{2 ď t ď 1,

(18.21)
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c’est-à-dire g “ 1r 12 ,1s. Nous montrons que si g P γ, alors le théorème est terminé. Si 0 ď x ď 1,
on a 0 ď xn ă 1{2 dès que

n ą ´ lnp2q
lnpxq (18.22)

avec une note comme quoi lnpxq ă 0, donc la fraction est positive. Nous désignons par Nx la
partie entière de ce n adapté à x. L’idée est que la fonction gpxnq est la fonction indicatrice
de 0 ď n ď Nx, et donc

ÿ

ně0
angpxnq “

Nxÿ

n“0
an. (18.23)

Mais si xÑ 1´, alors Nx Ñ8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

Nxÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

ÿ

nPN
angpxnq, (18.24)

et cela fait zéro si g P Γ.
Approximation de g par des polynômes Nous considérons la fonction

hptq “ gptq ´ t
tp1´ 1q “

#
1
t´1 si t P r0, 1{2r
1
t si t P r1{2, 1s. (18.25)

La seconde égalité est au sens du prolongement par continuité. La fonction h est une fonction
non continue qui fait un saut de ´2 à 2 en x “ 1{2. En vertu de la proposition 18.4 (un peu
adaptée), nous pouvons considérer deux fonctions continues s1 et s2 telles que

s1 ď h ď s2 (18.26)

et ż 1

0
s2 ´ s1 ď ε. (18.27)

Notons que l’inégalité s1 ď s2 doit être stricte sur au moins un petit intervalle autour de
x “ 1{2. Soient P1 et P2, deux polynômes tels que }P1 ´ s1}8 ď ε et }P2 ´ s2}8 ď ε (ici la
norme supremum est prise sur r0, 1s). C’est le théorème de Stone-Weierstrass (13.305) qui
nous permet de le faire.
Nous posons aussi 3

Q1 “ P1 ` ε (18.28a)
Q2 “ P2 ´ ε. (18.28b)

Nous avons ż 1

0
Q1 ´Q2 ď

ż 1

0
Q1 ´ P1 ` P1 ´ P2 ` P2 ´Q2. (18.29)

Pour majorer cela, d’abord Q1 ´ P1 “ P2 ´Q2 “ ε, ensuite,

P1 ´ P2 “ P1 ´ s1 ` s1 ´ s2 ` s2 ´ P2 (18.30)

dans lequel nous avons P1 ´ s1 ď ε, s2 ´ P2 ď ε et
ş1
0 s1 ´ s2 ď ε. Au final, nous posons

q “ Q2 ´Q1 et nous avons ż 1

0
q ď 5ε. (18.31)

Enfin nous posons aussi
Ripxq “ x` xp1´ xqQi. (18.32)

3. À ce niveau, je crois qu’il y a une faute de frappe dans [276].
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Ces polynômes vérifient Rip0q “ 0, Rip1q “ 1 et

R1 ď g ď R2 (18.33)

parce que
Q1 ď P1 ď h ď P2 ď Q2 (18.34)

et
t` tp1´ tqQ1 ď t` tp1´ tqhptqloooooooomoooooooon

gptq
ď t` tp1´ tqQ2. (18.35)

Preuve que g est dans Γ D’abord si 0 ď x ă 1, xN ă 1
2 pour un certain N , et alors gpxN q “ 0.

Du coup la série
8ÿ

n“0
angpxnq “

Nÿ

n“0
an (18.36)

est une somme finie qui converge donc.
D’autre part nous prenonsM tel que |an| ă M

n pour tout n. Nous majorons
ř
nPN angpxnq en

utilisant R1. Mais vu que R1 est un polynôme, nous pouvons dire que |ř8
n“0 anR1pxnq| ď ε

en prenant x P rλ, 1r et λ assez grand. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
angpxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
angpxnq ´

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇloooooooomoooooooon

ďε

(18.37a)

ď ε`
8ÿ

n“0
|an|pg ´R1qpxnq (18.37b)

ď ε`
8ÿ

n“0
|an|pR2 ´R1qpxnq (18.37c)

ď ε`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

pQ2 ´Q1qpxnq (18.37d)

“ ε`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

qpxnq (18.37e)

ď ε`Mp1´ xq
ÿ

n

xnqpxnq. (18.37f)

Justifications :
— La ligne (18.37d) est par le fait que R2 ´R1 “ xp1´ xqpQ2 ´Q1q.
— La ligne (18.37f) provient d’une majoration sauvage de 1{n par 1 et de 1´xn par 1´x.

Par le lemme 18.5, nous avons alors

lim
xÑ1´

|
ÿ

n

angpxnq| ď ε`M
ż 1

0
q ď 6ε. (18.38)

18.2.2 Théorème de Müntz

Théorème 18.7 (Théorème de Müntz[277, 278, 279]).
Soit C0

`r0, 1s˘, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s muni de la norme }.}8 ou }.}2 et une
suite pαnq strictement croissante de nombres positifs. Nous notons φλ la fonction x ÞÑ xλ.

Alors
Spant1, φαnu (18.39)
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est dense dans C0
`r0, 1s˘ si et seulement si

8ÿ

n“2

1
αn
“ `8. (18.40)

Nous prouvons le théorème pour la norme }.}2.
Démonstration. Soit m P R` ; nous notons ∆N pmq la distance entre φm et Spantφα1 , . . . , φαN u.
Cette distance peut être évaluée avec le déterminant de Gram (proposition 11.57)

∆N pmq2 “ Gpφm, φα1 , . . . , φαN q
Gpφα1 , . . . , φαN q

. (18.41)

Pour calculer cela nous avons besoin des produits scalaires 4

xφa, φby “
ż 1

0
xa`bdx “ 1

a` b` 1 . (18.42)

Pour avoir des notations plus compactes, nous notons α0 “ m. Donc nous avons à calculer le
déterminant

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “ det
´

1
αi`αj`1

¯
(18.43)

où i, j “ 0, . . . , N . Nous reconnaissons un déterminant de Cauchy (proposition 11.58) en posant,
dans 1

αi`αj`1 , ai “ αi et bj “ αj ` 1. Étant donné que bj ´ bi “ aj ´ ai, nous avons

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “
ś

0ďiăjďN pαj ´ αiq2śN
i“0

śN
j“0pαi ` αj ` 1q. (18.44)

Nous séparons maintenant les termes où i ou j sont nuls. En ce qui concerne le dénominateur, il
faut prendre tous les couples pi, jq avec i et j éventuellement égaux à zéro. Nous décomposant cela
en trois paquets. Le premier est p0, 0q ; le second est p0, iq (chaque couple arrive en fait deux fois
parce qu’il y a aussi pi, 0q) ; et le troisième sont les i, j tous deux différents de zéro :

p2m` 1q
ź

ij

pαi ` αj ` 1q
ź

i

pαi `m` 1q2. (18.45)

Notons que dans le produit central, le carré est contenu dans le fait qu’on écrit
ś
ij et non

ś
iăj .

Nous avons donc

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2

ś
ipαi ´mq2

p2m` 1qśijpαi ` αj ` 1qśipαi `m` 1q2 . (18.46)

Le calcul de Gpφα1 , . . . , φαN q est plus simple 5 :

Gpφα1 , . . . , φαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2ś
ijpαi ` αj ` 1q . (18.47)

En divisant l’un par l’autre il ne reste que les facteurs comprenant m et en prenant la racine carrée,

∆N pmq “ 1?
2m` 1

Nź

i“1

ˇ̌
ˇ̌ αi ´m
αi `m` 1

ˇ̌
ˇ̌ . (18.48)

Nous passons maintenant à la preuve proprement dite. Supposons que V “ Spantφαi , i P Nu
est dense. Si m est un des αi, il peut évidemment être approché par les φαi . Mais vue la densité

4. C’est ici qu’on se particularise à la norme }.}2.
5. Je crois qu’il y a une faute de frappe dans le dénominateur de [277].
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de V , un φm avec m ‰ αi (pour tout i) alors φm peut également être arbitrairement approché par
les φαi , c’est-à-dire que

lim
NÑ8∆N pmq “ 0. (18.49)

Nous posons
un “ ln

ˆ
αn ´m

αn `m` 1

˙
(18.50)

et nous prouvons que la série
ř
n un diverge. En effet nous nous souvenons de la formule lnpabq “

lnpaq ` lnpbq, de telle sorte que la N esomme partielle de
ř
n un est

ln
ˆ

α1 ´m
α1 `m` 1 · . . . · αN ´m

αN `m` 1

˙
“ ln

`?
2m` 1∆N pmq

˘
, (18.51)

qui tend vers ´8 lorsque N Ñ8.
Si la suite pαnq est majorée et plus généralement si nous n’avons pas αn Ñ8, alors évidemment

la série
ř
n

1
αn

diverge. Nous supposons donc que limnÑ8 αn “ 8. Nous avons aussi 6

un “ ln
ˆ

αn ´m
αn `m` 1

˙
“ ln

ˆ
1´ 2m` 1

αn `m` 1

˙
„ ´2m` 1

αn
. (18.52)

Une justification est donné à l’équation (16.267). Ce que nous avons surtout est
ÿ

n

un „ ´p2m` 1q
ÿ

n

1
αn
. (18.53)

Étant donné que la série de gauche diverge, celle de droite diverge 7.
Nous faisons maintenant le sens opposé : nous supposons que la série

ř
n 1{αn diverge et nous

nous posons
V “ Spantφαn tel que n P Nu. (18.54)

Il suffit de prouver que φm P V̄ pour tout m parce qu’un corollaire du théorème de Stone-
Weierstrass 18.1 montre que Spantφk tel que k P Nu est dense dans C pour la norme }.}2.

Si αn Ñ8, nous avons :
un „ 2m` 1

αn
Ñ 0 (18.55)

et alors ∆N pmq Ñ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement φm P V̄ .
Si par contre αn ne tend pas vers l’infini, nous repartons de l’expression (18.48), nous posons

0 ă α “ supi αi et nous calculons :

?
2m` 1∆N pmq “

Nź

i“1

|αi ´m|
αi `m` 1 (18.56a)

ď
Nź

i“1

αi `m
αi `m` 1 (18.56b)

“
Nź

i“1

ˆ
1´ 1

αi `m` 1

˙
(18.56c)

ď
Nź

i“1

ˆ
1´ 1

α`m` 1

˙
(18.56d)

“
ˆ

1´ 1
α`m` 1

˙N
. (18.56e)

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque N Ñ8.
6. Je crois qu’il y a une faute de signe dans la dernière expression de [278].
7. Nous utilisons le fait que si un “

ř
vn en tant que suites et si

ř
n un diverge, alors

ř
n vn diverge.
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Remarque 18.8.
Certaines sources 8 citent le théorème de Müntz comme ceci (avec un implicite que αi ‰ 0) :

Spant1, φαiu “ C
`r0, 1s˘ô

ÿ

iě1

1
αi
“ `8. (18.57)

Que penser de la présence explicite du 1 (c’est-à-dire de φ0) ou non dans l’ensemble ?
Première chose : la présence éventuelle de φ0 est la raison pour laquelle nous faisons commencer

la somme à i “ 2 et non i “ 1. Dans le même ordre d’idée, si Spantφαiu est dense, alors en prenant
n’importe quelle queue de suite, ça reste dense.

Prouvons donc l’énoncé (18.57). Si Spant1, φαiu est dense, alors en posant β1 “ 0, βi “ αi´1
notre théorème prouve que

ř8
β“2

1
βi
“ `8, cela est exactement que

ř8
i“1

1
αi
“ `8. Dans l’autre

sens, si
ř
iě1

1
αi
“ `8, alors nous avons aussi

ř
iě2

1
αi
“ `8 et notre théorème dit que Spantφαiu

est dense. A fortiori, Spant1, φαiu est dense.

Exemple 18.9
Nous savons depuis le théorème 16.83 que la somme des inverses des nombres premiers diverge.
4

18.3 Intégrales convergeant uniformément

18.3.1 Définition et propriété

Définition 18.10.
Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous disons que l’intégrale

ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (18.58)

converge uniformément en x si pour tout ε ą 0, il existe un compact Kε tel que pour tout
compact K tel que Kε Ă K nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

ΩzK
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε. (18.59)

Le point important est que le choix de Kε ne dépend pas de x.

Lemme 18.11.
Soit

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq, (18.60)

une intégrale uniformément convergente. Pour chaque k P N nous considérons un compact Kk tel
que ˇ̌

ˇ̌
ˇ

ż

ΩzKk
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

1
k
. (18.61)

Alors la suite de fonctions Fk définie par

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (18.62)

converge uniformément vers F .

8. Dont le rapport du jury 2014
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Démonstration. Nous avons
ˇ̌
Fkpxq ´ F pxq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq ´
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌ (18.63a)

“ |
ż

ΩzKk
fpx, ωqdµpωq| (18.63b)

ď 1
k
. (18.63c)

18.3.2 Critères de convergence uniforme

Afin de tester l’uniforme convergence d’une intégrale, nous avons le critère de Weierstrass :

Théorème 18.12.
Soit fpx, tq : rα, βs ˆ ra,8rÑ R, une fonction dont la restriction à toute demi-droite x “ cst est
mesurable. Si |fpx, tq| ă ϕptq et ş8a ϕptqdt existe, alors l’intégrale

ż 8

0
fpx, tqdt (18.64)

est uniformément convergente.

Le théorème suivant est le critère d’Abel :

Théorème 18.13.
Supposons que fpx, tq “ ϕpx, tqψpx, tq où ϕ et ψ sont bornée et intégrables en t au sens de Riemann
sur tout compact ra, bs, b ě a. Supposons que :
(1) | şTa ϕpx, tqdt| ďM où M est indépendant de T et de x,
(2) ψpx, tq ě 0,
(3) pour tout x P rα, βs, ψpx, tq est une fonction décroissante de t,
(4) les fonctions x ÞÑ ψpx, tq convergent uniformément vers 0 lorsque tÑ8.

Alors l’intégrale ż 8

a
fpx, tqdt (18.65)

est uniformément convergente.

Remarque 18.14.
Étant donné que la fonction sinus est bornée, il est tentant de l’utiliser comme ϕ dans le critère
d’Abel (théorème 18.13). Hélas,

ż T

0
sinpxtq “ ´1

x

`
cospxT q ´ cospxq˘, (18.66)

qui n’est pas bornée pour tout x ! Poser ϕpx, tq “ sinpxtq ne fonctionne pas pour assurer la
convergence uniforme sur un intervalle qui contient des x arbitrairement proches de 0. Le critère
d’Abel avec ϕpx, tq “ sinpxtq ne permet que de conclure à l’uniforme convergence sur tout compact
ne contenant pas 0. Cela est toutefois souvent suffisant pour étudier la continuité ou la dérivabilité
en se servant du fameux coup du compact.

18.4 Fonctions définies par une intégrale
Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous nous demandons dans quel cas l’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω (18.67)
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définit une fonction F continue, dérivable ou autre.
Dans la suite nous allons considérer des fonctions f à valeurs réelles. Quitte à passer aux

composantes, nous pouvons considérer des fonctions à valeurs vectorielles. Par contre le fait que x
soit dans R ou dans Rn n’est pas spécialement une chose facile à traiter.

18.4.1 Continuité sous l’intégrale

Nous allons présenter deux théorèmes donnant la continuité de F .
(1) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 18.15,
(2) si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 18.16.

Théorème 18.15.
Soit pΩ, µq est un espace mesuré, soit x0 P Rm et f : U ˆ Ω Ñ R où U est ouvert dans Rm. Nous
supposons que
(1) La fonction fpx, .q est dans L1pΩ, µq pour tout x P Rm.
(2) La fonction fp., ωq est continue en x0 pour tout ω P Ω.
(3) Il existe une fonction G P L1pΩq telle que

|fpx, ωq| ď Gpωq (18.68)

pour tout x P U .
Alors la fonction

F : U Ñ R

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (18.69)

est continue en x0.

Démonstration. Soit pxnq une suite convergente vers x0. Nous considérons la suite de fonctions
fn : Ω Ñ R définies par

fnpφq “ fpxn, ωq. (18.70)

sur qui nous pouvons utiliser le théorème de la convergence dominée (théorème 15.184) pour obtenir

lim
nÑ8F pxnq “ lim

nÑ8

ż

Ω
fpxn, ωqdµpωq (18.71a)

“
ż

Ω
lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq (18.71b)

“
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (18.71c)

“ F pxq. (18.71d)

Nous avons utilisé la continuité de fp., ωq.
Si nous avons un peu de compatibilité entre la topologie et la mesure, alors nous pouvons

utiliser l’uniforme convergence d’une intégrale pour obtenir la continuité d’une fonction définie par
une intégrale.

Théorème 18.16.
Soit pΩ, µq un espace topologique mesuré tel que tout compact est de mesure finie. Soit une fonction
f : Rˆ Ω Ñ R telle que
(1) Pour chaque x P R, la fonction fpx, .q est L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction fp., ωq est continue en x0.
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(3) L’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (18.72)

est uniformément convergente 9.
Alors la fonction F est continue en x0.

Démonstration. Nous reprenons les notations du lemme 18.11. Les fonctions

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (18.73)

existent parce que les fonctions fpx, .q sont dans L1pΩq. Montrons que les fonctions Fk sont conti-
nues. Soit une suite xk Ñ x0 nous avons

lim
nÑ8Fkpxnq “ lim

nÑ8

ż

Kk

fpxn, ωqdµpωq. (18.74)

Nous pouvons inverser la limite et l’intégrale en utilisant le théorème de la convergence dominée.
Pour cela, la fonction fpxn, ωq étant continue sur le compact Kk, elle y est majorée par une
constante. Le fait que les compacts soient de mesure finie (hypothèse) implique que les constantes
soient intégrales sur Kk. Le théorème de la convergence dominée implique alors que

lim
nÑ8Fkpxnq “

ż

Kk

lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq “

ż

Kk

fpx0, ωqdµpωq “ Fkpx0q. (18.75)

Nous avons utilisé le fait que fp., ωq était continue en x0.
Le lemme 18.11 nous indique alors que la convergence Fk Ñ F est uniforme. Les fonctions Fk

étant continues, la fonction F est continue.

Pour finir, citons ce résultat concernant les fonctions réelles.

Théorème 18.17.
Nous considérons F pxq “ ş8

a fpx, tqdt. Si f est continue sur rα, βs ˆ ra, αr et l’intégrale converge
uniformément, alors F pxq est continue.

18.4.2 Le coup du compact

Nous avons vu des fonctions définies par toute une série de processus de limite (suites, séries,
intégrales). Une des questions centrales est de savoir si la fonction limite est continue, dérivable,
intégrale, etc. étant donné que les fonctions sont continues.

Pour cela, nous inventons le concept de convergence uniforme. Si la limite (série, intégrale) est
uniforme, alors la fonction limite sera continue. Il arrive qu’une limite ne soit pas uniforme sur un
intervalle ouvert s0, 1s, et que nous voulions quand même prouver la continuité sur cet intervalle.
C’est à cela que sert la notion de convergence uniforme sur tout compact. En effet, la notion de
continuité est une notion locale : savoir ce qu’il se passe dans un petit voisinage autour de x est
suffisant pour savoir la continuité en x (idem pour sa dérivée).

Si nous avons uniforme convergence sur tout compact de s0, 1s, mais pas uniforme convergence
sur cet intervalle, la limite sera quand même continue sur s0, 1s. En effet, si x Ps0, 1s, il existe un
ouvert autour de x contenu dans un compact contenu dans s0, 1s. L’uniforme convergence sur ce
compact suffit à prouver la continuité en x.

Déduire la continuité sur un ouvert à partir de l’uniforme convergence sur tout compact de
l’ouvert est appelé faire le coup du compact.

9. Définition 18.10.
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18.4.3 Dérivabilité sous l’intégrale

Nous traitons à présent de la dérivabilité de la fonction F définie comme intégrale de f .

Théorème 18.18 (Dérivation sous le signe intégral[263]).
Soit pΩ, µq un espace mesuré et une fonction f : RˆΩ Ñ R dont nous voulons étudier la dérivabilité
en a P R. Nous supposons qu’il existe δ ą 0, A mesurable de mesure nulle dans Ω tels que
(1) fpx, .q soit dans L1pΩq.
(2) L’application x ÞÑ fpx, ωq est dérivable pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P AA.
(3) Il existe une fonction G intégrable sur Ω telle que

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq (18.76)

pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P AA.
Alors la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (18.77)

est dérivable en a et nous pouvons permuter la dérivée et l’intégrale :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (18.78)

Démonstration. Soit une suite pxnq dans Bpa, δq telle que xn ‰ a et xn Ñ a. Si la limite

lim
nÑ8

F paq ´ F pxnq
a´ xn (18.79)

existe et ne dépend pas de la suite choisie, alors la fonction F est dérivable en a et sa dérivée vaut
cette limite. Par linéarité de l’intégrale, nous devons étudier la limite

lim
nÑ8

ż

Ω

fpa, ωq ´ fpxn, ωq
a´ xn dω, (18.80)

montrer qu’elle existe, ne dépend pas de la suite choisie et vaut
ş
Ω Bxfpa, ωqdω. Nous sommes donc

dans un problème d’inversion de limite et de dérivée pour lequel nous allons utiliser le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue. D’abord nous posons

gnpωq “ fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a . (18.81)

Cela est une suite de fonctions dans L1pΩq parce qu’à la fois a et xn sont dans Bpa, δq. De plus
nous avons

lim
nÑ8 gnpωq “

Bf
Bx pa, ωq (18.82)

parce que nous savons que f est dérivable en a pour tout ω P AA. En ce qui concerne la majoration
de gn, nous utilisons le théorème des accroissements finis (théorème 13.129) sur le numérateur de
(18.81). Pour tout n et pour tout ω P AA, il existe un θn,ω dans sa, xnr tel que

fpxn, ωq ´ fpa, ωq “ BfBx pθn,ω, ωqpxn ´ aq, (18.83)

donc
|gnpωq| “

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx pθn,ω, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq. (18.84)
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La dernière inégalité provient des hypothèses. Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(théorème 15.184) nous permet alors de calculer la limite (18.80) :

lim
nÑ8

ż

Ω
gnpωqdω “

ż

Ω
lim
nÑ8 gnpωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdω. (18.85)

Notons que l’existence de la dernière intégrale fait partie du théorème de la convergence dominée.
Nous avons donc prouvé que la limite de gauche existait et ne dépendant pas de la suite choisie.

Donc F est dérivable en a et la dérivée vaut cette limite :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (18.86)

Théorème 18.19.
Supposons f continue et sa dérivée partielle Bf

Bx continue sur rα, βsˆ ra, αr. Supposons que F pxq “ş8
a fpx, tqdt converge et que

ş8
a
Bf
Bxdt converge uniformément. Alors F est C1 sur rα, βs et

dF

dx
“

ż 8

a

Bf
Bxdt. (18.87)

En ce qui concerne les fonctions dans Rn, il y a les propositions 18.25 et 18.26 qui parlent de
différentiabilité sous l’intégrale.

18.4.4 Absolue continuité

Définition 18.20.
Une fonction F : RÑ R est absolument continue sur ra, bs s’il existe une fonction f sur ra, bs
telle que

F pxq “
ż x

a
fptqdt (18.88)

pour tout x P ra, bs.
Théorème 18.21.
Soient A un ouvert de R et Ω un espace mesuré. Soient une fonction f : Aˆ Ω Ñ R et

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω. (18.89)

Nous supposons les points suivants.
(1) La fonction f est mesurable en tant que fonction AˆΩ Ñ R. Pour chaque x P A, la fonction

fpx, · q est intégrable sur Ω.
(2) Pour presque tout ω P Ω, la fonction fpx, ωq est une fonction absolument continue de x.
(3) La fonction Bf

Bx est localement intégrable, c’est-à-dire que pour tout ra, bs Ă A,
ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ dω dx ă 8. (18.90)

Alors la fonction F est absolument continue et pour presque tout x P A, la dérivée est donné par

d

dx

ż

Ω
fpx, ωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx px, ωqdω. (18.91)

La proposition suivante sera utilisée entre autres pour montrer que sous l’hypothèse d’une
densité continue, la loi exponentielle est sans mémoire, proposition 37.98.
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Proposition 18.22.
Soit fpx, tq une fonction continue sur rα, βs ˆ ra, bs, telle que Bf

Bx existe et soit continue sur
sα, βrˆra, bs. Soient ϕpxq et ψpxq, des fonctions continues de rα, βs dans R et admettant une
dérivée continue sur sα, βr. Alors la fonction

F pxq “
ż ψpxq

ϕpxq
fpx, tqdt (18.92)

admet une dérivée continue sur sα, βr et

dF

dx
“

ż ψpxq

ϕpxq
Bf
Bx px, tqdt` f

`
x, ψpxq˘· dψ

dx
´ f`x, ϕpxq˘· dϕ

dx
. (18.93)

L’exemple qui suit devrait pouvoir être rendu rigoureux en utilisant des distributions correc-
tement.

Exemple 18.23
Si g est une fonction continue, la fonction suivante est une primitive de g :

ż x

0
fptqdt “

ż 8

0
fptq1tăxptqdt. (18.94)

Nous nous proposons de justifier de façon un peu heuristique le fait que ce soit bien une primitive
de g en considérant la fonction

fpt, xq “ gptq1tăxptq. (18.95)

Nous posons

F pxq “
ż 8

0
fpx, tqdt, (18.96)

et nous calculons F 1 en permutant la dérivée et l’intégrale 10. D’abord,

fpt, xq “
#
gptq si t P r0, xs
0 sinon.

(18.97)

La dérivée de f par rapport à x est donnée par la distribution

Bf
Bx pt0, x0q “ gpt0qδpt0 ´ x0q. (18.98)

Donc
F 1px0q “

ż 8

0

Bf
Bx pt, x0qdt “

ż 8

0
gptqδpt´ x0q “ gpx0q, (18.99)

comme attendu. 4

Cet exemple est rendu rigoureux par la proposition suivante.

Proposition 18.24.
Si f P L1pRq, alors la fonction

F pxq “
ż x

´8
fptqdt (18.100)

est presque partout dérivable et pour les points où elle l’est nous avons F 1pxq “ fpxq.

10. Ceci n’est pas rigoureux : il faudrait avoir un théorème à propos de distributions qui permet de le faire.
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18.4.5 Différentiabilité sous l’intégrale

Le théorème suivant est restrictif sur l’ensemble d’intégration (qui doit être compact), mais
accepte des fonctions de plusieurs variables, ce qui est un premier pas vers la différentiabilité.

Proposition 18.25 (Dérivation sous l’intégrale).
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Nous considérons une fonction f : AˆB Ñ R. Si
pour un i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi existe dans AˆB et est continue, alors la fonction

F pxq “
ż

B
fpx, tqdt (18.101)

admet une dérivée partielle dans la direction xi sur A. Cette dérivée partielle y est continue et

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt, (18.102)

pour tout a dans l’ouvert A.

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.
F est dérivable Nous voulons prouver que BF

Bxi pa, tq existe. Pour cela nous posons

glptq “ fpa1, . . . , ai ` εl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq
εl

(18.103)

où εl est une suite de nombres tendant vers zéro. La fonction f est dérivable dans la direction
xi si et seulement si limlÑ8 glptq existe et ne dépend pas du choix de la suite. À ce moment,
la valeur de la dérivée partielle sera cette limite. Dans notre cas, nous savons que f admet
une dérivée partielle dans la direction xi et donc nous avons

Bf
Bxi pa, tq “ lim

lÑ8 glptq. (18.104)

De la même façon pour F nous avons

BF
Bxi “ lim

lÑ8

ż

B
glptqdt. (18.105)

Sous-entendu : si la limite de droite ne dépend pas de la suite choisie, alors BFBxi existe et vaut
cette limite.
Vu la continuité de f , le seul point à vérifier pour le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue est l’existence d’une fonction intégrable de t majorant gl. Pour cela le théorème de
accroissements finis (théorème 13.129) appliqué à la fonction ε ÞÑ fpan, . . . , ai ` ε, . . . , anq
nous dit que

fpa1, . . . , ai ` εl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq “ εl
Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq (18.106)

pour un certain θ P Bpai, εlq. Notons que ce θ dépend de t mais pas de l. Vu que Bif est
continue par rapport à ses deux variables, si K est un voisinage compact autour de a, il existe
M ą 0 tel que ˇ̌

ˇ̌ Bf
Bxi px, tq

ˇ̌
ˇ̌ ăM (18.107)

pour tout x P K et tout t P B. La valeur de Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq est donc bien majorée

par rapport à θ et par rapport à t en même temps par une constante qui n’a pas de mal à
être intégrée sur le compact B.
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Le théorème de la convergence dominée (théorème 15.184) s’applique donc bien et nous avons

lim
lÑ8

ż

B
glptqdt “

ż

B
lim
lÑ8 glptq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (18.108)

Le membre de droite ne dépendant pas de la suite εl choisie, le membre de gauche est bien
la dérivée de F par rapport à xi et nous avons

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (18.109)

Cela prouve la première partie de la proposition.
La dérivée est continue Soit K un voisinage compact autour de a et U 1 un ouvert tel que

a P U 1 Ă K. Nous avons encore la majoration (18.107) sur U 1 et donc le théorème de
continuité sous l’intégrale 18.15 nous indique que la fonction

U 1 Ñ R

x ÞÑ
ż

B

Bf
Bxi px, tqdt

(18.110)

est continue en a.

Une conséquence de la proposition 18.25 est que si elle fonctionne pour tous les i, alors F
est différentiable et même de classe C1, et la différentielle de F s’obtient comme intégrale de la
différentielle de f .

Proposition 18.26.
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Si pour tout i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi
existe dans AˆB et est continue, alors F est de classe C1 et

pdF qa “
ż

B
pdftqadt (18.111)

où ftpxq “ fpx, tq.

Démonstration. En vertu de la proposition 18.25, toutes les dérivées partielles de F sont continues.
Cela implique que F est de classe C1 par la proposition 13.239 et que la différentielle s’écrive en
terme des dérivées partielles avec la formule usuelle. Nous avons alors

pdF qapuq “
ÿ

k

BF
Bxk paquk (18.112a)

“
ż

B

ÿ

k

Bf
Bxk pa, tqdt (18.112b)

“
ż

B

ÿ

k

Bft
Bxk paqukdt (18.112c)

“
ż

B
pdftqapuqdt. (18.112d)

Cela est la formule annoncée.

Un autre théorème tourne autour du pot, et me semble inutile.

Théorème 18.27.
Soit pΩ, µq un espace mesuré, une fonction f : RnˆΩ Ñ R et a P Rn. Nous considérons la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (18.113)
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Pour chaque k “ 1, . . . , n nous supposons avoir

BF
Bxk paq “ F 1|kpaq “

ż

Ω

Bf|k
Bt pak, ωqdµpωq (18.114)

où F|kptq “ F pa1, . . . , t, . . . , anq et f|k est définie de façon similaire.
Nous supposons de plus que les fonctions BxkF sont continues.
Alors F est de classe C1 et sa différentielle est donnée par

dfa “
ż

Ω
pdfωqadω (18.115)

où fω est définie par fωpxq “ fpx, ωq.
Démonstration. Étant donné que les dérivées partielles de F en a existent et sont continues, la
proposition 13.239 dit que F est différentiable et que

dFapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk. (18.116)

La linéarité de l’intégrale et les hypothèses nous donnent alors

dfapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk (18.117a)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf|k
Bt pak;ωqukdµpωq (18.117b)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf
Bxk pa;ωqukdµpωq (18.117c)

“
ż

Ω
pdfωqapuqdµpωq, (18.117d)

et donc dfa “
ş
Ωpdfωqadµpωq.

Notons qu’en passant aux composantes, ce théorème fonctionne tout aussi bien pour des fonc-
tions à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie plutôt que dans R.

Lemme 18.28 (Hadamard[280]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe Cp avec p ě 1. Pour tout a P Rn il existe des fonctions
g1,. . . , gn de classe Cp´1 telles que

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
pxi ´ aiqgipxq. (18.118)

Démonstration. Vu que f est de classe C1, le théorème fondamental de l’analyse 15.233 fonctionne
et

fpxq ´ fpaq “
ż 1

0

d

dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
dt “

ż 1

0

nÿ

i“1

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘pxi ´ aiq. (18.119)

Plus de détails : la fonction t ÞÑ d
dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
possède comme primitive la fonction F ptq “

f
`
a` tpx´ aq˘.
Nous posons

gipxq “
ż 1

0

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘dt (18.120)
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Le fait que l’intégrale existe est simplement le fait qu’il s’agit d’une fonction continue sur un
compact et donc majorée par une constante. Pour voir que gi est de classe Cp´1 nous pouvons
calculer BgiBxk en permutant dérivée et intégrale par la proposition 18.25 :

Bgi
Bxk pxq “

ż 1

0

B
Bxk

ˆ Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘

˙
dt “

ż 1

0
t
B2f

BxkBxi
`
a` tpx´ aq˘. (18.121)

Nous pouvons ainsi permuter p´1 dérivées tout en gardant une fonction continue dans l’intégrale.
Le théorème 18.15 nous donne alors une fonction continue. Ainsi toutes les fonctions

Bp´1gi
Bxi1 . . . Bxip´1

(18.122)

sont continues et gi est de classe Cp´1 par la proposition 13.276.
En repartant de (18.119) nous avons alors bien ce qui était annoncé :

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
gipxqpxi ´ aiq. (18.123)

Corollaire 18.29.
Soit φ P DpRq tel que φpkqpx0q “ 0 pour tout k ď n. Alors il existe une fonction ψ P DpRq telle
que

φpxq “ px´ x0qn`1ψpxq (18.124)

pour tout x P R.
Démonstration. En utilisant le lemme de Hadamard 18.28 avec a “ x0, n “ 1 et fpx0q “ 0, nous
avons une fonction g1 à support compact telle que

φpxq “ φpx0q ` px´ x0qg1pxq. (18.125)

Alors φ1pxq “ g1pxq ` px´ x0qg11pxq, ce qui donne immédiatement g1px0q “ 0 et donc une fonction
g2 telle que g1pxq “ px´ x0qg2pxq. En injectant dans (18.125) nous avons

φpxq “ px´ x0q2g2pxq. (18.126)

Il suffit de continuer ainsi tant que les dérivées de φ s’annulent.

18.5 Deux théorème de point fixe
Nous allons voir Picard. Les autres théorème de point fixe que sont Brouwer, Schauder et

Markov-Kakutani sont plus bas 11 parce qu’ils utilisent de l’intégration. Voir le thème 18 pour les
retrouver.

18.5.1 Points fixes attractifs et répulsifs

Définition 18.30.
Soit I un intervalle fermé de R et ϕ : I Ñ I une application C1. Soit a un point fixe de ϕ.
Nous disons que a est attractif s’il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite
xn`1 “ ϕpxnq converge vers a. Le point a sera dit répulsif s’il existe un voisinage V de a tel que
pour tout x0 P V la suite xn`1 “ ϕpxnq diverge.
Lemme 18.31 ([281]).
Soit a un point fixe de ϕ.

11. Dans la section 21.5.
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(1) Si |ϕ1paq| ă 1 alors a est attractif et la convergence est au moins exponentielle.
(2) Si |ϕ1paq| ą 1 alors a est répulsif et la divergence est au moins exponentielle.

Démonstration. Si |ϕ1paq ă 1| alors il existe k tel que |ϕ1paq| ă k ă 1 et par continuité il existe
un voisinage V de a dans lequel |ϕ1pxq| ă k pour tout x P V . En utilisant le théorème des
accroissements finis nous avons

|xn ´ a| “
ˇ̌
fpxn´1 ´ aq

ˇ̌ ď k|xn´1 ´ a| (18.127)

et par récurrence
|xn ´ a| ď kn|x0 ´ a|. (18.128)

Le cas |ϕ1paq ą 1| se traite de façon similaire.

Remarque 18.32.
Dans le cas |ϕ1paq| “ 1, nous ne pouvons rien conclure. Si ϕpxq “ sinpxq nous avons sinpxq ă x et
le point a “ 0 est attractif. A contrario, si ϕpxq “ sinhpxq nous avons | sinhpxq| ą |x| et le point
a “ 0 est répulsif.

18.5.2 Picard

Définition 18.33.
Une application f : pX, }.}Xq Ñ pY, }.}Y q entre deux espaces métriques est une contraction si elle
est k-Lipschitz pour un certain 0 ď k ă 1, c’est-à-dire si pour tout x, y P X nous avons

}fpxq ´ fpyq}Y ď k}x´ y}X . (18.129)

Théorème 18.34 (Picard [282, 283] 12.).
Soit X un espace métrique complet et f : X Ñ X une application contractante, de constante de
Lipschitz k. Alors f admet un unique point fixe, nommé ξ. Ce dernier est donné par la limite de
la suite définie par récurrence

"
x0 P X (18.130a)
xn`1 “ fpxnq. (18.130b)

De plus nous pouvons majorer l’erreur par

}xn ´ x} ď kn

1´ k }xn ´ xn´1} ď kn

1´ k }x1 ´ x0}. (18.131)

Soit r ą 0, a P X tels que la fonction f laisse la boule K “ Bpa, rq invariante (c’est-à-dire que
f se restreint à f : K Ñ K). Nous considérons les suites punq et pvnq définies par

"
u0 “ v0 P K (18.132a)
un`1 “ fpvnq, vn`1 P Bpun, εq. (18.132b)

Alors le point fixe ξ de f est dans K et la suite pvnq satisfait l’estimation

}vn ´ ξ} ď kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ε

1´ k . (18.133)

La première inégalité (18.131) donne une estimation de l’erreur calculable en cours de processus ;
la seconde donne une estimation de l’erreur calculable avant de commencer.

12. Il me semble qu’à la page 100 de [283], l’hypothèse H1 qui est prouvée ne prouve pas Hn dans le cas n “ 1.
Merci de m’écrire si vous pouvez confirmer ou infirmer. La preuve donnée ici ne contient pas cette « erreur ».
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Démonstration. Nous commençons par l’unicité du point fixe. Si a et b sont des points fixes, alors
fpaq “ a et fpbq “ b. Par conséquent

}fpaq ´ fpbq} “ }a´ b}, (18.134)

ce qui contredit le fait que f soit une contraction.
En ce qui concerne l’existence, notons que si la suite des xn converge dans X, alors la limite

est un point fixe. En effet en prenant la limite des deux côtés de l’équation xn`1 “ fpxnq, nous
obtenons ξ “ fpξq, c’est-à-dire que ξ est un point fixe de f . Notons que nous avons utilisé ici la
continuité de f , laquelle est une conséquence du fait qu’elle soit Lipschitz. Nous allons donc porter
nos efforts à prouver que la suite est de Cauchy (et donc convergente parce que X est complet).
Nous commençons par prouver que }xn`1 ´ xn} ď kn}x0 ´ x1}. En effet pour tout n nous avons

}xn`1 ´ xn} “ }fpxnq ´ fpxn´1q} ď k}xn ´ xn´1}. (18.135)

La relation cherchée s’obtient alors par récurrence. Soient q ą p. En utilisant une somme télesco-
pique,

}xq ´ xp} ď
q´1ÿ

l“p
}xl`1 ´ xl} (18.136a)

ď
˜
q´1ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0} (18.136b)

ď
˜ 8ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0}. (18.136c)

Étant donné que k ă 1, la parenthèse est la queue d’une série qui converge, et donc tend vers zéro
lorsque p tend vers l’infini.

En ce qui concerne les inégalités (18.131), nous refaisons une somme télescopique :

}xn`p ´ xn} ď }xn`p ´ xn`p´1} ` ¨ ¨ ¨ ` }xn`1 ´ xn} (18.137a)
ď kp}xn ´ xn´1} ` kp´1}xn ´ xn´1} ` ¨ ¨ ¨ ` k}xn ´ xn´1} (18.137b)
“ kp1` ¨ ¨ ¨ ` kp´1q}xn ´ xn´1} (18.137c)

ď k

1´ k }xn ´ xn´1}. (18.137d)

En prenant la limite pÑ8 nous trouvons

}ξ ´ xn} ď k

1´ k }xn ´ xn´1} ď k

1´ k }x1 ´ x0}. (18.138)

Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème en supposant que f se restreigne
en une fonction f : K Ñ K. D’abord K est encore un espace métrique complet, donc la première
partie du théorème s’y applique et f y a un unique point fixe.

Nous allons montrer la relation par récurrence. Tout d’abord pour n “ 1 nous avons

}v1 ´ ξ} ď }v1 ´ u1} ` }u1 ´ ξ} ď ε` k

1´ k }u1 ´ u0} (18.139)

où nous avons utilisé l’estimation (18.138), qui reste valable en remplaçant x1 par u1 13. Nous
pouvons maintenant faire la récurrence :

}vn`1 ´ ξ} ď }vn`1 ´ un`1} ` }un`1 ´ ξ} (18.140a)
ď ε` k}vn ´ ξ} (18.140b)

ď ε` k
ˆ

kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ε

1´ k
˙

(18.140c)

“ ε

1´ k `
kn`1

1´ k }u1 ´ u0}. (18.140d)

13. Elle n’est cependant pas spécialement valable si on remplace xn par un.
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Remarque 18.35.
Ce théorème comporte deux parties d’intérêts différents. La première partie est un théorème de
point fixe usuel, qui sera utilisé pour prouver l’existence de certaines équations différentielles.

La seconde partie est intéressante d’un point de vie numérique. En effet, ce qu’elle nous enseigne
est que si à chaque pas de calcul de la récurrence xn`1 “ fpxnq nous commettons une erreur d’ordre
de grandeur ε, alors le procédé (la suite pvnq) ne converge plus spécialement vers le point fixe, mais
tend vers le point fixe avec une erreur majorée par ε{pk ´ 1q.
Remarque 18.36.
Au final l’erreur minimale qu’on peut atteindre est de l’ordre de ε. Évidemment si on commet une
faute de calcul de l’ordre de ε à chaque pas, on ne peut pas espérer mieux.

Remarque 18.37.
Si f elle-même n’est pas contractante, mais si fp est contractante pour un certain p P N alors la
conclusion du théorème de Picard reste valide et f a le même unique point fixe que fp. En effet
nommons x le point fixe de f : fppxq “ x. Nous avons alors

fp
`
fpxq˘ “ f

`
fppxq˘ “ fpxq, (18.141)

ce qui prouve que fpxq est un point fixe de fp. Par unicité nous avons alors fpxq “ x, c’est-à-dire
que x est également un point fixe de f .

Si la fonction n’est pas Lipschitz mais presque, nous avons une variante.

Proposition 18.38.
Soit E un ensemble compact 14 et si f : E Ñ E est une fonction telle que

}fpxq ´ fpyq} ă }x´ y} (18.142)

pour tout x ‰ y dans E alors f possède un unique point fixe.

Démonstration. La suite xn`1 “ fpxnq possède une sous-suite convergente. La limite de cette
sous-suite est un point fixe de f parce que f est continue. L’unicité est due à l’aspect strict de
l’inégalité (18.142).

Théorème 18.39 (Équation de Fredholm).
Soit K : ra, bs ˆ ra, bs Ñ R et ϕ : ra, bs Ñ R, deux fonctions continues. Alors si λ est suffisamment
petit, l’équation

fpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` ϕpxq (18.143)

admet une unique solution qui sera de plus continue sur ra, bs.
Démonstration. Nous considérons l’ensemble F des fonctions continues ra, bs Ñ ra, bs muni de la
norme uniforme. Le lemme 13.283 implique que F est complet. Nous considérons l’application
Φ: F Ñ F donnée par

Φpfqpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` ϕpxq. (18.144)

Nous montrons que Φp est une application contractante pour un certain p. Pour tout x P ra, bs
nous avons

}Φpfq ´ Φpgq}8 ď }Φpfqpxq ´ Φpgqpxq} (18.145a)

“ |λ|
›››
ż b

a
Kpx, yq`fpyq ´ gpyq˘dy

››› (18.145b)

ď |λ|}K}8|b´ a|}f ´ g}8 (18.145c)

14. Notez cette hypothèse plus forte
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Si λ est assez petit, et si p est assez grand, l’application Φp est donc une contraction. Elle possède
donc un unique point fixe par le théorème de Picard 18.34.

18.6 Théorèmes de point fixes et équations différentielles

18.6.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Nous démontrons ici deux théorèmes de Cauchy-Lipschitz. De nombreuses propriétés annexes
seront démontrées dans le chapitre sur les équations différentielles, section 33.8.

Le théorème de Cauchy-Arzella 21.33 sera pour plus tard parce qu’il utilise Schauder 21.32.

Théorème 18.40 (Cauchy-Lipschitz[284, 285]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (18.146a)

ypt0q “ y0 (18.146b)

avec f : U “ I ˆΩ Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz 15 par rapport à y.

Alors il existe un intervalle J Ă I sur lequel la solution au problème est unique. De plus toute
solution du problème est une restriction de cette solution à une partie de J . La solution sur J (dite
« solution maximale ») est de classe C1.

Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes (même pas toutes simples).
Cylindre de sécurité Précisons l’espace fonctionnel F adéquat. Soient V et W les voisinages de

t0 et y0 sur lesquels f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités suivantes :
(1) M “ supVˆW f ;
(2) r ą 0 tel que Bpy0, rq Ă V

(3) T ą 0 tel que Bpt0, T q ĂW et T ă r{M .
Nous considérons alors l’ensemble

F “ C0`Bpt0, T q, Bpy0, rq
˘

(18.147)

que nous munissons de la norme uniforme. Par le lemme 13.283 l’espace
`
F , }.}8

˘
est complet.

Une application Φ: F Ñ F Si y est une solution de l’équation différentielle considérée, elle vé-
rifie 16

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (18.148)

Ceci nous incite à considérer l’opérateur Φ: F Ñ F défini par

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (18.149)

Pour que l’application Φ soit utile nous devons montrer que pour tout y P F ,
— l’application Φpyq est bien définie,
— pour tout t P Bpy0, rq nous avons Φpyqptq P Bpt0, T q,
— l’application Φpyq : Bpt0, T q Ñ Bpy0, rq est continue.

Attention : nous ne prétendons pas que Φ elle-même soit continue. C’est parti.

15. Définition 13.257. Notons que nous ne supposons pas que f soit une contraction.
16. C’est le théorème fondamental du calcul intégral 15.233.
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Φpyq est bien définie Il faut montrer que l’intégrale converge. Le calcul de Φpyqptq ne se
fait qu’avec t P Bpt0, T q. Vu que u prend ses valeurs dans rt0, ts et que y P F , le nombre
ypuq est toujours dans Bpy0, rq. Ceci pour dire que dans l’intégrale, la fonction f n’est
considérée que sur rt0, ts ˆ Bpy0, rq Ă V ˆW . La fonction f est donc uniformément
majorable, et l’intégrale ne pose pas de problèmes.

Φpyqptq P Bpt0, T q Prouvons que Φpyqptq P Bpy0, rq. Pour cela, notons que

|Φpyqptq ´ y0| ď
ż t

t0

|f`u, ypuq˘|du ď |t´ t0|}f}8. (18.150)

Étant donné que t P Bpt0, T q nous avons |t´ t0| ď r{M et donc |Φpyqptq ´ y0| ď r.
Φpyq est continue Nous pourrions invoquer le théorème 18.15, mais nous allons le faire à

la main. Soit s0 P Bpt0, T q et prouvons que Φpyq est continue en s0. Pour cela nous
prenons s P Bps0, δq et nous calculons :

|Φpyqpsq ´ Φpyqps0q| ď
ż s

s0

|f`u, ypuq˘|du ď |s0 ´ s|}f}8. (18.151)

C’est le fait que f soit bornée dans le cylindre de sécurité qui fait en sorte que cela
tende vers zéro lorsque sÑ s0.

L’équation (18.148) signifie que y est un point fixe de Φ. L’espace F étant complet le théorème
de point fixe de Picard (théorème 18.34) s’applique. Nous allons montrer qu’il existe un p P N
tel que Φp soit contractante. Par conséquent Φp aura un unique point fixe qui sera également
unique point fixe de Φ par la remarque 18.37.

Contractante Prouvons donc que Φp est contractante pour un certain p. Pour cela nous com-
mençons par montrer la formule suivante par récurrence :

››Φppxqptq ´ Φppyqptq›› ď kp|t´ t0|p
p! }x´ y}8 (18.152)

pour tout x, y P F , et pour tout t P Bpt0, T q. Pour p “ 0 la formule (18.152) est vérifiée parce
que }x ´ y}8 est le supremum de }xptq ´ yptq} pour t P Bpt0, T q. Supposons que la formule
soit vraie pour p et calculons pour p` 1. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

››Φp`1pxqptq ´ Φp`1pyqptq›› ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

››f
`
u,Φppxqpuq˘´ f`u,Φppyqpuq˘››du

ˇ̌
ˇ̌ (18.153a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k}Φppxqpuq ´ Φppyqpuq}du
ˇ̌
ˇ̌ (18.153b)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k
kp|t´ t0|

p! }x´ y}8
ˇ̌
ˇ̌ (18.153c)

“ kp`1|t´ t0|p`1

pp` 1q! }x´ y}8. (18.153d)

Justifications :
— (18.153b) parce que f est Lipschitz.
— (18.153c) par hypothèse de récurrence.

La formule (18.152) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que Φp est
une contraction pour un certain p. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

}Φppxqptq ´ Φppyqptq} ď kp

t! |t´ t0|
p}x´ y}8 ď kpT p

p! }x´ y}8 (18.154)

où nous avons utilisé le fait que |t´ t0|p ă T p. En prenant le supremum sur t des deux côtés
il vient

}Φppxq ´ Φppyq}8 ď kpT p

p! }x´ y}8. (18.155)
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Le membre de droite tend vers zéro lorsque p Ñ 8 parce que k ă 1 et T p{p! Ñ 0 17. Nous
concluons donc que Φp est une contraction pour un certain p.

Conclusion L’unique point fixe de Φ est alors l’unique solution continue de l’équation différentielle
(18.146). Par ailleurs l’équation elle-même y1 “ fpt, yq demande implicitement que y soit
dérivable et donc continue. Nous concluons que l’unique point fixe de Φ est l’unique solution
de l’équation différentielle donnée. Cette dernière est automatiquement C1 parce que si y est
continue alors u ÞÑ fpu, ypuqq est continue, c’est-à-dire que y1 est continue.

Unicité Nous passons maintenant à la partie « prolongement maximum » du théorème. Soient x1
et x2 deux solutions maximales du problème (18.146) sur des intervalles I1 et I2 respective-
ment. Les intervalles I1 et I2 contiennent Bpt0, rq sur lequel x1 “ x2 par unicité.
Nous allons maintenant montrer que pour tout t ě t0 pour lequel x1 ou x2 est défini, x1ptq
et x2ptq sont définis et sont égaux. Le raisonnement sur t ď t0 est similaire.
Supposons que l’ensemble des t ě t0 tels que x1 “ x2 soit ouvert à droite, c’est-à-dire soit
de la forme rt0, br. Dans ce cas, soit x1 soit x2 (soit les deux) cesse d’exister en b. En effet si
nous avions les fonctions xi sur rt0, b ` εr alors l’équation x1 “ x2 définirait un fermé dans
rt0, b` εr. Supposons pour fixer les idées que x1 cesse d’exister : le domaine de x1 (parmi les
t ě 0) est rt0, br et sur ce domaine nous avons x1 “ x2. Dans ce cas x1 pourrait être prolongé
en x2 au-delà de b. Si x1 et x2 s’arrêtent d’exister en même temps en b, alors nous avons bien
x1 “ x2.
Nous devons donc traiter le cas où x1 “ x2 sur rt0, bs alors que x1 et x2 existent sur rt0, b` εr
pour un certain ε.
Nous pouvons appliquer le théorème d’existence locale au problème

"
y1 “ fpt, yq (18.156a)
ypbq “ x1pbq. (18.156b)

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous devons
donc avoir x1 “ x2, ce qui contredit le fait que x1 ‰ x2 en dehors de rt0, bs.
Donc x1 et x2 existent et sont égaux sur au moins I1 Y I2.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz donne existence et unicité d’une solution maximale. Cepen-
dant cette solution peut ne pas exister partout où les hypothèses sur f sont remplies. En d’autres
termes, il peut arriver que f soit Lipschitz jusqu’à t1, mais que la solution maximale ne soit définie
que jusqu’en t2 ă t1. Ce cas fait l’objet du théorème d’explosion en temps fini 33.18.

Sous quelques hypothèses nous pouvons nous assurer de l’existence d’une solution unique sur
tout R.

Théorème 18.41 (Cauchy-Lipschitz global[286, 43]).
Soit un intervalle I de R, y0 P Rn, t0 P I et une fonction continue f : I ˆRn Ñ Rn telle que pour
tout compact K dans I, il existe k ą 0 tel que

}fpt, y1q ´ fpt, y2q} ď k}y1 ´ y2} (18.157)

pour tout t P K et y1, y2 P Rn.
Alors le problème

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (18.158a)

ypt0q “ y0 (18.158b)

possède une unique solution y : I Ñ Rn sur I.

17. C’est le terme général du développement de eT qui est une série convergente.
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Démonstration. Soit un intervalle compact K dans I et contenant t0. Nous notons ` le diamètre
de K. Sur l’espace E “ C0pK,Rnq nous considérons la topologie uniforme : pE, }.}8q. C’est un
espace complet par le lemme 13.283 (nous utilisons le fait que Rn soit complet, proposition 1.79).
Nous allons utiliser l’application suivante :

Φ: E Ñ E

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds (18.159)

Démontrons quelques faits à propos de Φ.
La définition fonctionne bien Nous devons commencer par prouver que cette application est

bien définie. Si y P E alors f et y sont continues ; l’application s ÞÑ f
`
s, ypsq˘ est donc

également continue. L’intégrale de cette fonction sur le compact rt0, ts ne pose alors pas de
problèmes. En ce qui concerne la continuité de φpyq sous l’hypothèse que y soit continue,

}Φpyqptq ´ Φpyqpt1q} ď
ż t1

t
}fps, ypsqq}ds ďM |t´ t1| (18.160)

où M est une majoration de }s ÞÑ f
`
s, ypsq˘}8,K .

Si y est solution alors Φpyq “ y Supposons que y soit une solution de l’équation différentielle
(18.158). Alors, vu que y1ptq “ f

`
t, yptq˘ nous avons :

yptq “ y0 `
ż t

t0

y1psqds “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds “ Φpyqptq. (18.161)

Si Φpyq “ y alors y est solution Nous avons, pour tout t :

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds. (18.162)

Le membre de droite est dérivable par rapport à t, et la dérivée fait f
`
t, yptq˘. Donc le membre

de gauche est également dérivable et nous avons bien

y1ptq “ f
`
t, yptq˘. (18.163)

De plus ypt0q “ y0 `
şt0
t0
. . . “ y0.

Nous sommes encore avec K compact et E “ C0pK,Rnq muni de la norme uniforme. Nous
allons montrer que Φ est une contraction de E pour une norme bien choisie.
Une norme sur E Pour y P E nous posons

}y}k “ max
tPK

`
e´k|t´t0|}yptq}˘. (18.164)

Ce maximum est bien définit et fini parce que la fonction de t dedans est une fonction continue
sur le compactK. Cela est également une norme parce que si }y}k “ 0 alors e´k|t´t0|}yptq} “ 0
pour tout t. Étant donné que l’exponentielle ne s’annule pas, }yptq} “ 0 pour tout t.

Équivalence de norme Nous montrons que les normes }.}k et }.}8 sont équivalentes 18 :

}y}8e´k` ď }y}k ď }y}8 (18.165)

pour tout y P E. Pour la première inégalité, ` ě |t´ t0| pour tout t P K, et k ą 0, donc

}yptq}e´k` ď e´k|t´t0|}yptq}. (18.166)

En prenant le maximum des deux côtés, }y}8e´k` ď }y}k.
En ce qui concerne la seconde inégalité dans (18.165), k|t´ t0| ě 0 et donc e´k|t´t0| ă 1.

18. Définition 12.3
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Vu que les normes }.}8 et }.}k sont équivalentes, l’espace pE, }.}kq est tout autant complet que
pE, }.}8q. Nous démontrons à présent que Φ est une contraction dans pE, }}kq.

Soient y, z P E. Si t ě t0 nous avons

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď
ż t

t0

}f`s, ypsq˘´ f`s, zpsq˘}ds (18.167a)

ď k

ż t

t0

}ypsq ´ zpsq}ds. (18.167b)

Il convient maintenant de remarquer que

}yptq} “ e´k|t´t0|ek|t´t0|}yptq} ď }y}kek|t´t0|. (18.168)

Nous pouvons avec ça prolonger les inégalités (18.167) par

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď k}y ´ z}k
ż t

t0

ek|s´t0|ds “ k}y ´ z}k
ż t

t0

ekps´t0qds (18.169)

où nous avons utilisé notre supposition t ě t0 pour éliminer les valeurs absolues. L’intégrale
peut être faite explicitement, mais nous en sommes arrivés à un niveau de fainéantise tellement
inconcevable que

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: var( ’a ,b , k ’)
7 (a, b, k)
8 sage: f(x)=exp(-k*x)
9 sage: f.integrate(x,a,b)

10 e^(-a*k)/k - e^(-b*k)/k

tex/sage/sageSnip014.sage

Au final, si t ě t0,
}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k

`
ekpt´t0q ´ 1

˘
. (18.170)

Si t ď t0, il faut retourner les bornes de l’intégrale avant d’y faire rentrer la norme parce que
} ş1

0 f} ď
ş1
0 }f}, mais ça ne marche pas avec } ş0

1 f}. Pour t ď t0 tout le calcul donne

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
ekpt0´tq ´ 1

˘
. (18.171)

Les deux inéquations sont valables a fortiori en mettant des valeurs absolues dans l’exponentielle,
de telle sorte que pour tout t P K nous avons

e´k|t0´t|}φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
1´ e´k|t0´t|˘. (18.172)

En prenant le supremum sur t,

}Φpyq ´ Φpzq}k ď }y ´ z}kp1´ e´k`q, (18.173)

mais 0 ă p1´ee´k`q ă 1, donc Φ est contractante pour la norme }.}k. Vu que pE, }.}kq est complet,
l’application Φ y a un unique point fixe par le théorème de Picard 18.34.

Ce point fixe est donc l’unique solution de l’équation différentielle de départ.
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Existence et unicité sur I Il nous reste à prouver que la solution que nous avons trouvée existe
sur I : jusqu’à présent nous avons démontré l’existence et l’unicité sur n’importe quel compact
dans I.
Soit une suite croissante de compacts Kn contenant t0 (par exemple une suite exhaustive
comme celle du lemme 9.59). Nous avons en particulier

I “
8ď

n“0
Kn. (18.174)

Existence sur I Soit yn l’unique solution sur Kn. Il suffit de poser

yptq “ ynptq (18.175)

pour n tel que t P Kn. Cette définition fonctionne parce que si t P KnXKm, il y a forcément
un des deux qui est inclus dans l’autre et le résultat d’unicité sur le plus grand des deux
donne ynptq “ ymptq.

Unicité sur I Soient y et z des solutions sur I ; vu que I n’est pas spécialement compact, le
travail fait plus haut ne permet pas de conclure que y “ z.
Soit t P I. Alors t P Kn pour un certain n et y et z sont des solutions sur Kn qui est compact.
L’unicité sur Kn donne yptq “ zptq.

18.42.
Il y a d’autres moyens de prouver qu’une solution existe globalement sur R. Si f est globalement
bornée, le théorème d’explosion en temps fini donne quelques garanties, voir 33.20.

Le théorème suivant donne une version du théorème de Cauchy-Lipschitz lorsque la fonction f
dépend d’un paramètre. Ce théorème n’utilise rien de fondamentalement nouveau. Nous le donnons
seulement pour montrer que l’on peut choisir l’espace F de façon un peu maligne pour élargir le
résultat. Si vous voulez un théorème de Cauchy-Lipschitz avec paramètre vraiment intéressant,
allez voir le théorème 33.31.

Théorème 18.43 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre[1, 287]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f : I ˆ Ω ˆ Λ Ñ Rn continue et localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et
λ0 P Λ. Il existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1λptq “ f

`
t, yλptq, λ

˘
(18.176a)

yλpt0q “ y0 (18.176b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est continue 19.

Démonstration. Problèmes et choses à faire
Ceci est une idée de la preuve. Je n’ai pas vérifié toutes les étapes. Soyez prudent.

D’abord nous avons un voisinage compact V ˆ Bpy0, rq ˆ Λ0 de pt0, y0, λ0q sur lequel f est
bornée. Ensuite nous récrivons l’équation différentielle sous la forme

$
&
%
By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (18.177a)

ypt0, λq “ y0. (18.177b)

pour une fonction y : V ˆ Λ0 Ñ Rn.

19. Ici, la surprise est que ce soit continu par rapport à λ. Le fait qu’elle le soit par rapport à t est clair depuis le
départ parce que c’est finalement rien d’autre que le Cauchy-Lipschitz vieux et connu.
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Nous posons F “ C0`V ˆ Λ0,Rn
˘
et nous y définissons l’application

Φ: F Ñ F

Φpyqpt, λq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, yps, λq, λ˘ds. (18.178)

Il y a plein de vérifications à faire[287], mais je parie que Φ est bien définie, et que une de ses
puissances est une contraction de pF , }.}8q. L’unique point fixe est une solution de notre problème
et est dans C0, donc pt, λq ÞÑ ypt, λq “ yλptq est de classe C0, c’est-à-dire continue.

18.44.
Ce théorème marque un peu la limite de ce que l’on peut faire avec la méthode des points fixes
dans le cadre de Cauchy-Lipschitz : nous sommes limités à la continuité de la solution parce que les
espaces Cp ne sont pas complets 20. Il n’y a donc pas d’espoir d’adapter la méthode pour prouver
que si f est de classe Cp alors pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp. On peut, à λ fixé prouver que
t ÞÑ yλptq est de classe Cp (utiliser une récurrence), mais pas plus.

La régularité C1 de y par rapport à la condition initiale sera l’objet du théorème 33.28. Ce
résultat n’est vraiment pas facile et utilise des ingrédients bien autres qu’un point fixe. Ensuite la
régularité Cp par rapport à la condition initiale et par rapport à un paramètre seront presque des
cadeaux (proposition 33.29 et 33.31).

Exemple 18.45([288])
Nous savons que le théorème de Picard permet de trouver le point fixe par itération de la contraction
à partir d’un point quelconque. Tentons donc de résoudre

"
y1ptq “ yptq (18.179a)
yp0q “ 1 (18.179b)

dont nous savons depuis l’enfance que la solution est l’exponentielle 21. Partons donc de la fonction
constante y0 “ 1, et appliquons la contraction (18.159) :

u1 “ 1`
ż 1

0
u0psqds “ 1` t. (18.180)

Ensuite
u2 “ 1`

ż t

0
p1` sqds “ 1` t` t2

2 . (18.181)

Et on voit que les itérations suivantes vont donner l’exponentielle.
Nous sommes évidemment en droit de se dire que nous avons choisi un bon point de départ.

Tentons le coup avec une fonction qui n’a rien à voir avec l’exponentielle : u0pxq “ sinpxq.
Le programme suivant permet de faire de belles investigations numériques en partant d’à peu

près n’importe quelle fonction :

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 x=var( ’x ’)
7

8 def Phi(f):

20. Par exemple, le théorème de Stone-Weierstrass 13.305 nous dit que la limite uniforme de polynômes (de classe
C8) peut n’être que continue. Voir aussi le thème 24.
21. Voir par exemple le théorème 16.54.



18.7. THÉORÈMES D’INVERSION LOCALE ET DE LA FONCTION IMPLICITE 1091

9 prim=f.integrate ()
10 return 1+prim(x)-prim (0)
11

12 f=sin(x)
13

14 for i in range (1,30):
15 print (i,f)
16 f=Phi(f)
17

18 g=f(x)-exp(x)
19 plot(g,(x,-10,10)).show()

tex/sage/picard_exp.py

Ce programme fait 30 itérations depuis la fonction sinpxq pour tenter d’approximer exppxq.
Pour donner une idée, après 7 itérations nous avons la fonction suivante :

1
60x

5 ` 1
24x

4 ` 1
2x

2 ` 2x´ sinpxq ` 1. (18.182)

Nous voyons que les coefficients sont des factorielles, mais pas toujours celles correspondantes à la
puissance, et qu’il manque certains termes par rapport au développement de l’exponentielle que
nous connaissons. Bref, le polynôme qui se met en face de sinpxq s’adapte tout seul pour compenser.

Et après 30 itérations, ça donne quoi ? Voici un graphe de l’erreur entre u30pxq et expp30q :

´10 ´8 ´6 ´4 ´2 2 4 6 8 10

´ 3
200

´ 1
100

´ 1
200

1
200

1
100

Pour donner une idée, expp10q » 22000. Donc il y a une faute de 0.01 sur 22000. Pas mal.

4

18.7 Théorèmes d’inversion locale et de la fonction implicite

18.7.1 Mise en situation

Dans un certain nombre de situation, il n’est pas possible de trouver des solutions explicites aux
équations qui apparaissent. Néanmoins, l’existence « théorique » d’une telle solution est souvent
déjà suffisante. C’est l’objet du théorème de la fonction implicite.
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Prenons par exemple la fonction sur R2 donnée par

F px, yq “ x2 ` y2 ´ 1. (18.183)

Nous pouvons bien entendu regarder l’ensemble des points donnés par F px, yq “ 0. C’est le cercle
dessiné à la figure 18.1.

‚ P

‚
P 1

‚
Q

‚
x

Figure 18.1 – Un cercle pour montrer l’intérêt de la fonction implicite. Si on donne x, nous ne
pouvons pas savoir si nous parlons de P ou de P 1.

Nous ne pouvons pas donner le cercle sous la forme y “ ypxq à cause du ˘ qui arrive quand
on prend la racine carrée. Mais si on se donne le point P , nous pouvons dire que autour de P , le
cercle est la fonction

ypxq “
a

1´ x2. (18.184)
Tandis que autour du point P 1, le cercle est la fonction

ypxq “ ´
a

1´ x2. (18.185)

Autour de ces deux points, donc, le cercle est donné par une fonction. Il n’est par contre pas
possible de donner le cercle autour du point Q sous la forme d’une fonction.

Ce que nous voulons faire, en général, est de voir si l’ensemble des points tels que

F px1, . . . , xn, yq “ 0 (18.186)

peut être donné par une fonction y “ ypx1, . . . , xnq. En d’autre termes, est-ce qu’il existe une
fonction ypx1, . . . , xnq telle que

F
`
x1, . . . , xn, ypx1, . . . , xnq

˘ “ 0. (18.187)

Plus généralement, soit une fonction

F : D Ă Rn ˆRm Ñ Rm

px, yq ÞÑ `
F1px, yq, . . . , Fmpx, yq

˘ (18.188)

avec x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ymq. Pour chaque x fixé, on s’intéresse aux solutions du
système de m équations F px, yq “ 0 pour les inconnues y ; en particulier, on voudrait pouvoir
écrire y “ ϕpxq vérifiant F px, ϕpxqq “ 0.

18.7.2 Théorème d’inversion locale

Lemme 18.46 ([215]).
Soit E un espace de Banach (métrique complet) et O un ouvert de E. Nous considérons une
λ-contraction ϕ : O Ñ E. Alors l’application

f : x ÞÑ x` ϕpxq (18.189)

est un homéomorphisme entre O et un ouvert de E. De plus f´1 est Lipschitz de constante plus
petite ou égale à p1´ λq´1.
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Cette proposition utilise le théorème de point fixe de Picard 18.34, et sera utilisée pour démon-
trer le théorème d’inversion locale 18.48.

Démonstration. Soient x1, x2 P O. Nous posons y1 “ fpx1q et y2 “ fpx2q. En vertu de l’inégalité
de la proposition 7.107 nous avons

››fpx2q ´ fpx1q
›› “ ››x2 ` ϕpx2q ´ x1 ´ ϕpx1q

›› (18.190a)

ě
ˇ̌
ˇ}x2 ´ x1} ´

››ϕpx2q ´ ϕpx1q
››
ˇ̌
ˇ (18.190b)

ě p1´ λq}x2 ´ x1}. (18.190c)

À la dernière ligne les valeurs absolues sont enlevées parce que nous savons que ce qui est à
l’intérieur est positif. Cela nous dit d’abord que f est injective parce que fpx2q “ fpx1q implique
x2 “ x1. Donc f est inversible sur son image. Nous posons A “ fpOq et nous devons prouver que
que f´1 : AÑ O est continue, Lipschitz de constante majorée par p1´ λq´1 et que A est ouvert.

Les inéquations (18.190) nous disent que

››f´1py1q ´ f´1py2q
›› ď }y1 ´ y2}

1´ λ , (18.191)

c’est-à-dire que
f´1`Bpy, rq˘ Ă B

`
f´1pyq, r

1´ λ
˘
, (18.192)

ce qui signifie que f´1 est Lipschitz de constante souhaitée et donc continue.
Il reste à prouver que fpOq est ouvert. Pour cela nous prenons y0 “ fpx0q dans fpOq est nous

prouvons qu’il existe ε tel que Bpy0, εq soit dans fpOq. Il faut donc que pour tout y P Bpy0, εq,
l’équation fpxq “ y ait une solution. Nous considérons l’application

Ly : x ÞÑ y ´ ϕpxq. (18.193)

Ce que nous cherchons est un point fixe de Ly parce que si Lypxq “ x alors y “ x` ϕpxq “ fpxq.
Vu que ››Lypxq ´ Lypx1q

›› “ ››ϕpxq ´ ϕpx1q›› ď λ}x´ x1}, (18.194)

l’application Ly est une contraction de constante λ. Par ailleurs x0 est un point fixe de Ly0 , donc
en vertu de la caractérisation (13.631) des fonctions Lipschitziennes,

Ly0

`
Bpx0, δq

˘ Ă B
`
Ly0px0q, λδ

˘ “ Bpx0, λδq. (18.195)

Vu que pour tout y et x nous avons Lypxq “ Ly0pxq ` y ´ y0,

Ly
`
Bpx0, δq

˘ “ Ly0

`
Bpx0, δq

˘` py ´ y0q Ă Bpx0, λδq ` py ´ y0q Ă Bpx0q, λδ ` }y ´ y0}. (18.196)

Si ε ă p1 ´ λqδ alors λδ ` }y ´ y0} ă δ. Un tel choix de ε ą 0 est possible parce que λ ă 1. Pour
une telle valeur de ε nous avons

Ly
`
Bpx0, δq

˘ Ă Bpx0, δq. (18.197)

Par conséquent Ly est une contraction sur l’espace métrique complet Bpx0, δq, ce qui signifie que
Ly y possède un point fixe par le théorème de Picard 18.34.

Le théorème d’inversion locale s’énonce de la façon suivante dans Rn :

Théorème 18.47 (Inversion locale dans Rn).
Soit f P CkpRn,Rnq et x0 P Rn. Si dfx0 est inversible, alors il existe un voisinage ouvert U de x0
et V de fpx0q tels que f : U Ñ V soit un Ck-difféomorphisme. (c’est-à-dire que f´1 est également
de classe Ck)
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Nous allons le démontrer dans le cas un peu plus général (mais pas plus cher 22) des espaces
de Banach en tant que conséquence du théorème de point fixe de Picard 18.34.

Théorème 18.48 (Inversion locale dans un espace de Banach[289, 215]).
Soit une fonction f P CppE,F q avec p ě 1 entre deux espaces de Banach. Soit x0 P E tel que dfx0

soit une bijection bicontinue 23. Alors il existe un voisinage ouvert V de x0 et W de fpx0q tels que
(1) f : V ÑW soit une bijection,
(2) f´1 : W Ñ V soit de classe Cp.

Démonstration. Nous commençons par simplifier un peu le problème. Pour cela, nous considérons
la translation T : x ÞÑ x` x0 et l’application linéaire

L : Rn Ñ Rn

x ÞÑ pdfx0q´1x
(18.198)

qui sont tout deux des difféomorphismes (L en est un par hypothèse d’inversibilité). Quitte à
travailler avec la fonction k “ L ˝ f ˝ T , nous pouvons supposer que x0 “ 0 et que dfx0 “ 1. Pour
comprendre cela il faut utiliser deux fois la formule de différentielle de fonction composée de la
proposition 13.556 :

dk0puq “ dLpf˝T qp0q
´
dfT p0qdT0puq

¯
. (18.199)

Vu que L est linéaire, sa différentielle est elle-même, c’est-à-dire dLpf˝T qp0q “ pdfx0q´1, et par
ailleurs dT0 “ 1, donc

dk0puq “ pdfx0q´1
´
dfx0puq

¯
“ u, (18.200)

ce qui signifie bien que dk0 “ 1. Pour tout cela nous avons utilisé en plein le fait que dfx0 était
inversible.

Nous posons g “ f ´ 1, c’est-à-dire gpxq “ fpxq ´ x, qui a la propriété dg0 “ 0. Étant donné
que g est de classe C1, l’application 24

dg : E Ñ GLpF q
x ÞÑ dgx

(18.201)

est continue. En conséquence de quoi nous avons un voisinage U 1 de 0 pour lequel

sup
xPU 1

}dgx} ă 1
2 . (18.202)

Maintenant le théorème des accroissements finis 12.151 (13.252 pour la dimension finie) nous
indique que pour tout x, x1 P U 1 nous avons 25

}gpx1q ´ gpxq} ď sup
aPrx,x1s

}dga}· }x´ x1} ď 1
2}x´ x

1}, (18.203)

ce qui prouve que g est une contraction au moins sur l’ouvert U 1. Nous allons aussi donner une
idée de la façon dont f fonctionne : si x1, x2 P U 1 alors

}x1 ´ x2} “ }gpx1q ´ fpx1q ´ gpx2q ` fpx2q} (18.204a)
ď }gpx1q ´ gpx2q} ` }fpx1q ´ fpx2q} (18.204b)

ď 1
2}x1 ´ x2} ` }fpx1q ´ fpx2q}, (18.204c)

22. Sauf la justification de la régularité de l’application A ÞÑ A´1

23. En dimension finie, une application linéaire est toujours continue et d’inverse continu.
24. Ici GLpF q est l’ensemble des applications linéaires, inversibles et continues de F dans lui-même. Ce ne sont

pas spécialement des matrices parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur la dimension de F , finie ou non.
25. Ici nous supposons avoir choisi U 1 convexe afin que tous les a P rx, x1s soient bien dans U 1 et donc soumis à

l’inéquation (18.202), ce qui est toujours possible, il suffit de prendre une boule.
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ce qui montre que
}x1 ´ x2} ď 2}fpx1q ´ fpx2q}. (18.205)

Maintenant que nous savons que g est contractante de constante 1
2 et que f “ g`1 nous pouvons

utiliser la proposition 18.46 pour conclure que f est un homéomorphisme sur un ouvert U (partie
de U 1) de E et f´1 a une constante de Lipschitz plus petite ou égale à p1´ 1

2q´1 “ 2.
Nous allons maintenant prouver que f´1 est différentiable et que sa différentielle est donnée

par pdf´1qfpxq “ pdfxq´1.
Soient a, b P U et u “ b ´ a. Étant donné que f est différentiable en a, il existe une fonction

α P op}u}q telle que
fpbq ´ fpaq ´ dfapuq “ αpuq. (18.206)

En notant ya “ fpaq et yb “ fpbq et en appliquant pdfaq´1 à cette dernière équation,

pdfaq´1pyb ´ yaq ´ u “ pdfaq´1`αpuq˘. (18.207)

Vu que dfa est bornée (et son inverse aussi), le membre de droite est encore une fonction β ayant
la propriété limuÑ0 βpuq{}u} “ 0 ; en réordonnant les termes,

b´ a “ pdfaq´1pyb ´ yaq ` βpuq (18.208)

et donc
f´1pybq ´ f´1pyaq ´ pdfaq´1pyb ´ yaq “ βpuq, (18.209)

ce qui prouve que f´1 est différentiable et que pdf´1qya “ pdfaq´1.
La différentielle df´1 est donc obtenue par la chaine

df´1 : fpUq f´1
// U 1 df // GLpF q Inv // GLpF q (18.210)

où l’application Inv : GLpF q Ñ GLpF q est l’application X ÞÑ X´1 qui est de classe C8 par le
théorème 12.159. D’autre part, par hypothèse df est une application de classe Ck´1 et donc au
minimum C0 parce que k ě 1. Enfin, l’application f´1 : fpUq Ñ U est continue (parce que la
proposition 18.46 précise que f est un homéomorphisme). Donc toute la chaine est continue et
df´1 est continue. Cela entraine immédiatement que f´1 est C1 et donc que toute la chaine est
C1.

Par récurrence nous obtenons la chaine

df´1 : fpUq f´1

Ck´1
// U 1 df

Ck´1
// GLpF q Inv

C8
// GLpF q (18.211)

qui prouve que df´1 est Ck´1 et donc que f´1 est Ck. La récurrence s’arrête ici parce que df n’est
pas mieux que Ck´1.

18.7.3 Théorème de la fonction implicite

Nous énonçons et le démontrons le théorème de la fonction implicite dans le cas d’espaces de
Banach.

Théorème 18.49 (Théorème de la fonction implicite dans Banach[193]).
Soient E, F et G des espaces de Banach et des ouverts U Ă E, V Ă F . Nous considérons une
fonction f : U ˆ V Ñ G de classe Cr telle que 26

dyfpx0,y0q : F Ñ G (18.212)

soit un isomorphisme pour un certain px0, y0q P U ˆ V .

26. La notation dy est la différentielle partielle de la définition 12.156.
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Alors nous avons des voisinages U0 de x0 dans E et W0 de fpx0, y0q dans G et une fonction
de classe Cr

g : U0 ˆW0 Ñ V (18.213)

telle que
f
`
x, gpx,wq˘ “ w (18.214)

pour tout px,wq P U0 ˆW0.
Cette fonction g est unique au sens suivant : il existe un voisinage V0 de y0 tel que si px, yq P

U0ˆV0 et w PW0 satisfont à fpx, yq “ w alors y “ gpx,wq. Autrement dit, la fonction g : U0ˆW0 Ñ
V0 est unique.

Démonstration. Nous commençons par considérer la fonction

Φ: U ˆ V Ñ E ˆG
px, yq ÞÑ `

x, fpx, yq˘ (18.215)

et sa différentielle

dΦpx0,y0qpu, vq “
d

dt

”`
x0 ` tu, fpx0 ` tu, y0 ` tvq

˘ı
t“0

(18.216a)

“
ˆ
d

dt

”
x0 ` tu

ı
t“0

,
d

dt

”
fpx0 ` tu, y0 ` tvq

ı
t“0

˙
(18.216b)

“ `
u, dfpx0,y0qpu, vq

˘
. (18.216c)

Nous utilisons alors la proposition 12.157 pour conclure que

dΦpx0,y0qpu, vq “
`
u, pd1fqpx0,y0qpuq ` pd2fqpx0,y0qpvq

˘
, (18.217)

mais comme par hypothèse pd2fqpx0,y0q : F Ñ G est un isomorphisme, l’application dΦpx0,y0q : E ˆ
F Ñ E ˆ G est également un isomorphisme. Par conséquent le théorème d’inversion locale 18.48
nous indique qu’il existe un voisinage O de px0, y0q et P de Φpx0, y0q tels que Φ: O Ñ P soit une
bijection et Φ´1 : P Ñ O soit de classe Cr. Vu que P est un voisinage de

Φpx0, y0q “
`
x0, fpx0, y0q

˘
, (18.218)

nous pouvons par 12.45 le choisir un peu plus petit de telle sorte à avoir P “ U0 ˆW0 où U0 est
un voisinage de x0 et W0 un voisinage de fpx0, y0q. Dans ce cas nous devons obligatoirement aussi
restreindre O à U0 ˆ V0 pour un certain voisinage V0 de y0. L’application Φ´1 a obligatoirement
la forme

Φ´1 : U0 ˆW0 Ñ U0 ˆ V0

px,wq ÞÑ `
x, gpx,wq˘ (18.219)

pour une certaine fonction g : U0 ˆW0 Ñ V . Cette fonction g est la fonction cherchée parce qu’en
appliquant Φ à (18.219),

px,wq “ Φ
`
x, gpx,wq˘ “

´
x, f

`
x, gpx,wq˘

¯
, (18.220)

qui nous dit que pour tout x P U0 et tout w PW0 nous avons

f
`
x, gpx,wq˘ “ w. (18.221)

Si vous avez bien suivi le sens de l’équation (18.219) alors vous avez compris l’unicité. Sinon,
considérez px, yq P U0 ˆ V0 et w PW0 tels que fpx, yq “ w. Alors

`
x, fpx, yq˘ “ px,wq et

Φpx, yq “ px,wq. (18.222)

Mais vu que Φ: U0 ˆ V0 Ñ U0 ˆW0 est une bijection, cette relation définit de façon univoque
l’élément px, yq de U0 ˆ V0, qui ne sera autre que gpx,wq.



18.7. THÉORÈMES D’INVERSION LOCALE ET DE LA FONCTION IMPLICITE 1097

Le théorème de la fonction implicite s’énonce de la façon suivante pour des espaces de dimension
finie.

Théorème 18.50 (Théorème de la fonction implicite en dimension finie).
Soit une fonction F : Rn ˆRm Ñ Rm de classe Ck et pα, βq P Rn ˆRm tels que

(1) F pα, βq “ 0,

(2) BpF1,...,Fmq
Bpy1,...,ymq ‰ 0, c’est-à-dire que pdyF qpα,βq est inversible.

Alors il existe un voisinage ouvert V de α dans Rn, un voisinage ouvert W de β dans Rm et une
application ϕ : V ÑW de classe Ck telle que pour tout x P V on ait

F
`
x, ϕpxq˘ “ 0. (18.223)

De plus si px, yq P V ˆW satisfait à F px, yq “ 0, alors y “ ϕpxq.

Remarque 18.51.
Notons que cet énoncé est tourné un peu différemment en ce qui concerne le nombre de variables
dont dépend la fonction implicite : comparez

f
`
x, gpx,wq˘ “ w (18.224a)
F
`
x, ϕpxq˘ “ 0. (18.224b)

Le deuxième est un cas particulier du premier en posant

F px, yq “ fpx, yq ´ fpx0, y0q (18.225)

et donc en considérant w comme valant la constante fpx0, y0q ; dans ce cas la fonction g ne dépend
plus que de la variable x.

Exemple 18.52
La remarque 18.51 signifie entre autres que le théorème 18.49 est plus fort que 18.50 parce que
le premier permet de choisir la valeur d’arrivée. Parlons de l’exemple classique du cercle et de la
fonction fpx, yq “ x2 ` y2. Nous savons que

fpα, βq “ 1. (18.226)

Alors le théorème 18.49 nous donne une fonction g telle que

fpx, gpx, rqq “ r (18.227)

tant que x est proche de α, que r est proche de 1 et que g donne des valeurs proches de β.
L’énoncé 18.50 nous oblige à travailler avec la fonction F px, yq “ x2` y2´ 1, de telle sorte que

F pα, βq “ 0, (18.228)

et que nous ayons une fonction ϕ telle que

F px, ϕpxqq “ 0. (18.229)

La fonction ϕ ne permet donc que de trouver des points sur le cercle de rayon 1. 4
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18.7.4 Exemple

Le théorème de la fonction implicite a pour objet de donner l’existence de la fonction ϕ.
Maintenant nous pouvons dire beaucoup de choses sur les dérivées de ϕ en considérant la fonction

x ÞÑ F
`
x, ϕpxq˘. (18.230)

Par définition de ϕ, cette fonction est toujours nulle. En particulier, nous pouvons dériver l’équation

F
`
x, ϕpxq˘ “ 0, (18.231)

et nous trouvons plein de choses.

Exemple 18.53
Prenons par exemple la fonction

F
`px, yq, z˘ “ zez ´ x´ y, (18.232)

et demandons nous ce que nous pouvons dire sur la fonction zpx, yq telle que

F
`
x, y, zpx, yq˘ “ 0, (18.233)

c’est-à-dire telle que
zpx, yqezpx,yq ´ x´ y “ 0. (18.234)

pour tout x et y P R. Nous pouvons facilement trouver zp0, 0q parce que

zp0, 0qezp0,0q “ 0, (18.235)

donc zp0, 0q “ 0.
Nous pouvons dire des choses sur les dérivées de zpx, yq. Voyons par exemple pBxzqpx, yq. Pour

trouver cette dérivée, nous dérivons la relation (18.234) par rapport à x. Ce que nous trouvons est

pBxzqez ` zezpBxzq ´ 1 “ 0. (18.236)

Cette équation peut être résolue par rapport à Bxz :

Bz
Bxpx, yq “

1
ezp1` zq . (18.237)

Remarquez que cette équation ne donne pas tout à fait la dérivée de z en fonction de x et y, parce
que z apparaît dans l’expression, alors que z est justement la fonction inconnue. En général, c’est
la vie, nous ne pouvons pas faire mieux.

Dans certains cas, on peut aller plus loin. Par exemple, nous pouvons calculer cette dérivée au
point px, yq “ p0, 0q parce que zp0, 0q est connu :

Bz
Bxp0, 0q “ 1. (18.238)

Cela est pratique pour calculer, par exemple, le développement en Taylor de z autour de p0, 0q.
4

Exemple 18.54
Est-ce que l’équation ey`xy “ 0 définit au moins localement une fonction ypxq ? Nous considérons
la fonction

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
(18.239)

La différentielle de cette application est

dfp0,0qpuq “ d

dt

”
fptu1, tu2q

ı
t“0

“ d

dt

ˆ
tu1

etu2 ` t2u1u2

˙

t“0
“

ˆ
u1
u2

˙
. (18.240)
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L’application f définit donc un difféomorphisme local autour des points px0, y0q et fpx0, y0q. Soit
pu, 0q un point dans le voisinage de fpx0, y0q. Alors il existe un unique px, yq tel que

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
“

ˆ
u
0

˙
. (18.241)

Nous avons automatiquement x “ u et ey ` xy “ 0. Notons toutefois que pour que ce procédé
donne effectivement une fonction implicite ypxq nous devons avoir des points de la forme pu, 0q
dans le voisinage de fpx0, y0q. 4

18.8 Décomposition polaire (régularité)

18.55.
Nous allons montrer que l’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ ?

A
(18.242)

est une difféomorphisme.
Cependant S``pn,Rq n’est pas un ouvert de Mpn,Rq et nous ne savons pas ce qu’est la

différentielle d’une application non définie sur un ouvert. Nous allons donc en réalité montrer que
l’application racine carrée existe sur un voisinage de chacun des points de S``pn,Rq. Et comme
une union quelconque d’ouverts est un ouvert, la fonction f sera bien définie sur un ouvert de
Mpn,Rq.
Lemme 18.56.
L’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ A2 (18.243)

est un C8-difféomorphisme.

Démonstration. Prouvons d’abord que f prend ses valeurs dans S``pn,Rq. Si A P S``pn,Rq
alors par la diagonalisation 11.189 elle s’écrit A “ QDQ´1 où D est diagonale avec des nombres
strictement positifs sur la diagonale. Avec cela, A2 “ QD2Q´1 où D2 contient encore des nombres
strictement positifs sur la diagonale.

L’application f étant essentiellement des polynômes en les entrées de A, elle est de classe C8.
Passons à l’étude de la différentielle. Comme mentionné en 18.55 nous allons en réalité voir f

sur un ouvert de Mpn,Rq autour de A P S``pn,Rq. Par conséquent si A P S``pn,Rq,

df : S``pn,Rq Ñ L
`
Mpn,Rq,Mpn,Rq˘ (18.244a)

dfA : Mpn,Rq ÑMpn,Rq. (18.244b)

Le calcul de dfA est facile. Soit u P Mpn,Rq et faisons le calcul en utilisant la formule du lemme
(13.195) :

dfApuq “ d

dt

”
fpA` tuq

ı
t“0

(18.245a)

“ d

dt

”
A2 ` tAu` tuA` t2u2

ı
t“0

(18.245b)

“ Au` uA. (18.245c)

Nous allons utiliser le théorème d’inversion locale 18.48 à la fonction f . Dans la suite, A est une
matrice de S``pn,Rq.
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dfA est injective Soit M PMpn,Rq dans le noyau de dfA. En posant M 1 “ A´1MQ nous avons
M “ QM 1Q´1 et on applique dfA à QM 1Q´1 :

dfApQM 1Q´1q “ Q
`
DM `MD

˘
Q´1. (18.246)

où D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚ avec λi ą 0. La matrice D est inversible. Nous avons M 1 “

´DM 1D´1, et en coordonnées,

M 1
ij “ ´

ÿ

kl

DikM 1
kl
D´1
lj (18.247a)

“ ´
ÿ

kl

λiδikM
1
kl

1
λj
δlj (18.247b)

“ ´λi
λi
M 1
ij . (18.247c)

C’est-à-dire que M 1
ij “ ´ λi

λj
M 1
ij avec ´ λi

λj
ă 0. Cela implique M 1 “ 0 et par conséquent

M “ 0.
dfA est surjective Soit N P Mpn,Rq ; nous cherchons M P Mpn,Rq tel que dfApMq “ N . Nous

posons N 1 “ Q´1NQ etM “ QM 1Q´1, ce qui nous donne à résoudre dfDpM 1q “ N 1. Passons
en coordonnées :

pDM 1 `M 1Dqij “
ÿ

k

pδikλiM 1
kj `M 1

ikδkjλjq “M 1
ijpλi ` λjq (18.248)

où λi ` λj ‰ 0. Il suffit donc de prendre la matrice M 1 donnée par

M 1
ij “

1
λi ` λjN

1
ij (18.249)

pour que dfApM 1q “ N 1.
Le théorème d’inversion locale donne un voisinage V de A dans Mpn,Rq et un voisinage W de

A2 dans Mpn,Rq tels que f : V Ñ W soit une bijection et f´1 : W Ñ V soit de même régularité,
en l’occurrence C8.

Remarque 18.57.
Oui, il y a des matrices non symétriques qui ont une unique racine carrée.

La proposition suivante, qui dépend du le théorème d’inversion locale par le lemme 18.56, donne
plus de régularité à la décomposition polaire donnée dans le théorème 14.31.

Proposition 18.58 (Décomposition polaire : cas réel (suite)).
L’application

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(18.250)

est un difféomorphisme de classe C8.

Démonstration. Si M est donnée dans GLpn,Rq alors la décomposition polaire 27 M “ QS est
donnée par S “ ?MM t et Q “MS´1. Autrement dit, si nous considérons la fonction de décom-
position polaire

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq (18.251)
alors

f´1pMq “ `
Mp
?
MM tq´1,

?
MM t

˘
. (18.252)

Nous avons vu dans le lemme 18.56 que la racine carrée était un C8-difféomorphisme. Le reste
n’étant que des produits de matrices, la régularité est de mise.
27. Proposition 14.31.
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18.9 Théorème de Von Neumann
Lemme 18.59 ([43]).
Soit G, un sous-groupe fermé de GLpn,Rq et

LG “ tm PMpn,Rq tel que etm P G@t P Ru. (18.253)

Alors LG est un sous-espace vectoriel de Mpn,Rq.
Démonstration. Si m P LG, alors λm P LG par construction. Le point délicat à prouver est le
fait que si a, b P LG, alors a ` b P LG. Soit a P Mpn,Rq ; nous savons qu’il existe une fonction
αa : RÑM telle que

eta “ 1` ta` αaptq (18.254)
et

lim
tÑ0

αptq
t
“ 0. (18.255)

Si a et b sont dans LG, alors etaetb P G, mais il n’est pas vrai en général que cela soit égal à etpa`bq.
Pour tout k P N nous avons

ea{keb{k “
ˆ
1` a

k
` αap1

k
q
˙ˆ

1` b

k
` αbp1

k
q
˙
“ 1` a` b

2 ` β
ˆ

1
k

˙
(18.256)

où β : RÑM est encore une fonction vérifiant βptq{tÑ 0. Si k est assez grand, nous avons
››››
a` b
k

` βp1
k
q
›››› ă 1, (18.257)

et nous pouvons profiter du lemme 16.115 pour écrire alors
´
ea{keb{k

¯k “ ek ln
`
1`a`b

k
`βp 1

k
q
˘
. (18.258)

Ce qui se trouve dans l’exponentielle est

k

„
a` b
k

` αp1
k
q ` σ

ˆ
a` b
k

` αp1
k
q
˙

. (18.259)

Les diverses propriétés vues montrent que le tout tend vers a` b lorsque k Ñ8. Par conséquent

lim
kÑ8

´
ea{keb{k

¯k “ ea`b. (18.260)

Ce que nous avons prouvé est que pour tout t, etpa`bq est une limite d’éléments dans G et est donc
dans G parce que ce dernier est fermé.

Vu que LG est un sous-espace vectoriel deMpn,Rq, nous pouvons considérer un supplémentaire
M .

Lemme 18.60.
Il n’existe pas se suites pmkq dans Mzt0u convergeant vers zéro et telle que emk P G pour tout k.

Démonstration. Supposons que nous ayons mk Ñ 0 dans Mzt0u avec emk P G. Nous considérons
les éléments εk “ mk}mk} qui sont sur la sphère unité de GLpn,Rq. Quitte à prendre une sous-suite,
nous pouvons supposer que cette suite converge, et vu que M est fermé, ce sera vers ε P M avec
}ε} “ 1. Pour tout t P R nous avons

etε “ lim
kÑ8 e

tεk . (18.261)

En vertu de la décomposition d’un réel en partie entière et décimale, pour tout k nous avons λk P Z
et |µk| ď 1

2 tel que t{}mk} “ λk ` µk. Avec ça,

etε “ lim
kÑ8 exp

´ t

mk
mk

¯
“ lim

kÑ8 e
λkmkeµkmk . (18.262)
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Pour tout k nous avons eλkmk P G. De plus |µk| étant borné et mk tendant vers zéro nous avons
eµkmk Ñ 1. Au final

etε “ lim
kÑ8 e

tεk P G (18.263)

Cela signifie que ε P LG, ce qui est impossible parce que nous avions déjà dit que ε PMzt0u.
Lemme 18.61.
L’application

f : LG ˆM Ñ GLpn,Rq
l,m ÞÑ elem

(18.264)

est un difféomorphisme local entre un voisinage de p0, 0q dans Mpn,Rq et un voisinage de 1 dans
exp

`
Mpn,Rq˘.

Notons que nous ne disons rien de eMpn,Rq. Nous n’allons pas nous embarquer à discuter si ce
serait tout GLpn,Rq 28 ou bien si ça contiendrait ne fut-ce que G.

Démonstration. Le fait que f prenne ses valeurs dans GLpn,Rq est simplement dû au fait que les
exponentielles sont toujours inversibles. Nous considérons ensuite la différentielle : si u P LG et
v PM nous avons

dfp0,0qpu, vq “ d

dt

”
f
`
tpu, vq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
etuetv

ı
t“0

“ u` v. (18.265)

L’application df0 est donc une bijection entre LG ˆM et Mpn,Rq. Le théorème d’inversion lo-
cale 18.48 nous assure alors que f est une bijection entre un voisinage de p0, 0q dans LG ˆM et
son image. Mais vu que df0 est une bijection avecMpn,Rq, l’image en question contient un ouvert
autour de 1 dans exp

`
Mpn,Rq˘.

Théorème 18.62 (Von Neumann[43, 290, 291]).
Tout sous-groupe fermé de GLpn,Rq est une sous-variété de GLpn,Rq.

Démonstration. Soit G un tel groupe ; nous devons prouver que c’est localement difféomorphe à
un ouvert de Rn. Et si on est pervers, on ne va pas faire localement difféomorphe à un ouvert de
Rn, mais à un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous allons être pervers.

Étant donné que pour tout g P G, l’application
Lg : GÑ G

h ÞÑ gh
(18.266)

est de classe C8 et d’inverse C8, il suffit de prouver le résultat pour un voisinage de 1.
Supposons d’abord que LG “ t0u. Alors 0 est un point isolé de lnpGq ; en effet si ce n’était

pas le cas nous aurions un élément mk de lnpGq dans chaque boule Bp0, rkq. Nous aurions alors
mk “ lnpakq avec ak P G et donc

emk “ ak P G. (18.267)

De plus mk appartient forcément à M parce que LG est réduit à zéro. Cela nous donnerait une
suite mk Ñ 0 dans M dont l’exponentielle reste dans G. Or cela est interdit par le lemme 18.60.
Donc 0 est un point isolé de lnpGq. L’application ln étant continue 29, nous en déduisons que 1
est isolé dans G. Par le difféomorphisme Lg, tous les points de G sont isolés ; ce groupe est donc
discret et par voie de conséquence une variété.

Nous supposons maintenant que LG ‰ t0u. Nous savons par la proposition 16.114 que

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq (18.268)

28. Vu les dimensions y’a tout de même peu de chance.
29. Par le lemme 16.115.
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est une application C8 vérifiant d exp0 “ Id. Nous pouvons donc utiliser le théorème d’inversion
locale 18.48 qui nous offre donc l’existence d’un voisinage U de 0 dansMpn,Rq tel queW “ exppUq
soit un ouvert de GLpn,Rq et que exp: U ÑW soit un difféomorphisme de classe C8.

Montrons que quitte à restreindre U (et donc W qui reste par définition l’image de U par exp),
nous pouvons avoir exp

`
U X LG

˘ “ W XG. D’abord exppLGq Ă G par construction. Nous avons
donc exp

`
U XLG

˘ ĂW XG. Pour trouver une restriction de U pour laquelle nous avons l’égalité,
nous supposons que pour tout ouvert O dans U ,

exp: O X LG Ñ exppOq XG (18.269)

ne soit pas surjective. Cela donnerait un élément de OXALG dont l’image par exp n’est pas dans G.
Nous construisons ainsi une suite en considérant une boule Bp0, 1

k q inclue à U et xk P Bp0, 1
k qXALG

vérifiant exk P G. Vu le choix des boules nous avons évidemment xk Ñ 0.
L’élément exk est dans eMpn,Rq et le difféomorphisme du lemme 18.61 30 nous donne plk,mkq P

LGˆM tel que elkemk “ exk . À ce point nous considérons k suffisamment grand pour que exk soit
dans la partie de l’image de f sur lequel nous avons le difféomorphisme. Plus prosaïquement, nous
posons

plk,mkq “ f´1pexkq (18.270)

et nous profitons de la continuité pour permuter la limite avec f´1 :

lim
kÑ8plk,mkq “ f´1` lim

kÑ8 e
xk
˘ “ f´1p1q “ p0, 0q. (18.271)

En particulier mk Ñ 0 alors que emk “ exke´lk P G. La suite mk viole le lemme 18.60. Nous
pouvons donc restreindre U de telle façon à avoir

exp
`
U X LG

˘ “W XG. (18.272)

Nous avons donc un ouvert de LG (l’ouvert U XLG) qui est difféomorphe avec l’ouvert W XG de
G. Donc G est une variété et accepte LG comme carte locale.

Remarque 18.63.
En termes savants, nous avons surtout montré que si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g,
alors l’exponentielle donne un difféomorphisme local entre g et G.

18.10 Recherche d’extrema

18.10.1 Extrema à une variable

Définition 18.64.
Soit f : A Ă R Ñ R et a P A. Le point a est un maximum local de f s’il existe un voisinage U
de a tel que fpaq ě fpxq pour tout x P U XA. Le point a est un maximum global si fpaq ě gpxq
pour tout x P A.

La proposition basique à utiliser lors de la recherche d’extrema est la suivante :

Proposition 18.65.
Soit f : A Ă RÑ R et a P IntpAq. Supposons que f est dérivable en a. Si a est un extremum local,
alors f 1paq “ 0.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple de la fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 : sa
dérivée est nulle et pourtant x “ 0 n’est ni un maximum ni un minimum local.

Cette proposition ne sert donc qu’à sélectionner des candidats extremum. Afin de savoir si ces
candidats sont des extrema, il y a la proposition suivante.

30. Il me semble que l’utilisation de ce lemme manque à l’avant-dernière ligne de la preuve chez [43].

http://fr.wikipedia.org/wiki/Extremum
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Proposition 18.66.
Soit f : I Ă RÑ R, une fonction de classe Ck au voisinage d’un point a P Int I. Supposons que

f 1paq “ f2paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0, (18.273)

et que
f pkqpaq ‰ 0. (18.274)

Dans ce cas,
(1) Si k est pair, alors a est un point d’extremum local de f , c’est un minimum si f pkqpaq ą 0,

et un maximum si f pkqpaq ă 0,
(2) Si k est impair, alors a n’est pas un extremum local de f .

Note : jusqu’à présent nous n’avons rien dit des extrema globaux de f . Il n’y a pas grand chose
à en dire. Si un point d’extremum global est situé dans l’intérieur du domaine de f , alors il sera
extremum local (a fortiori). Ou alors, le maximum global peut être sur le bord du domaine. C’est
ce qui arrive à des fonctions strictement croissantes sur un domaine compact.

Une seule certitude : si une fonction est continue sur un compact, elle possède une minimum
et un maximum global par le théorème 8.35.

Soit une fonction f : I Ñ R, et soit a P I. Si f 1paq ą 0, alors la tangente au graphe de f au point`
a, fpaq˘ sera une droite croissante (coefficient directeur positif). Cela ne veut pas spécialement
dire que la fonction elle-même sera croissante, mais en tout cas cela est un bon indice.

Exemple 18.67
Si fpxq “ x2, il est connu que f 1pxq “ 2x. Nous avons donc que f 1 est positive si x ě 0 et f 1 ą est
négative si x ă 0. Cela correspond bien au fait que x2 est décroissante sur s´8, 0r et croissante
sur s0,8r. 4

Sur la figure 18.2, nous avons dessiné la fonction fpxq “ x cospxq et sa dérivée. Nous voyons que
partout où la dérivée est négative, la fonction est décroissante tandis que, inversement, partout où
la dérivée est positive, la fonction est croissante.

´3
2 π ´π ´1

2 π 1
2 π π 3

2 π

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 18.2 – La fonction fpxq “ x cospxq en bleu et sa dérivée en rouge.

Les extrema de la fonction f sont donc placés là où f 1 change de signe. En effet si f 1pxq ă 0
pour x ă a et f 1pxq ą 0 pour x ą a, la fonction est décroissante jusqu’à a et est ensuite croissante.
Cela signifie que la fonction connait un creux en a. Le point a est donc un minimum de la fonction.

Attention cependant. Le fait que f 1paq “ 0 ne signifie pas automatiquement que f a un maxi-
mum ou un minimum en a. Nous avons par exemple tracé sur la figure 18.3 les fonctions x3 et sa
dérivée. Il est à noter que, conformément à ce que l’on pense, certes la dérivée s’annule en x “ 0,
mais elle ne change pas de signe.
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´2 ´1 1 2

´4

´2

2

4

6

Figure 18.3 – La dérivée de x3 s’annule en x “ 0, mais ce n’est ni un minimum ni un maximum.

18.10.2 Extrema libre

Définition 18.68.
Un point a à l’intérieur du domaine d’une fonction f : A Ă Rn Ñ R est un point critique de f
lorsque dfpaq “ 0.

Ces points sont analogues aux points où la dérivée d’une fonction sur R s’annule. Les points
critiques de f sont dons les candidats à être des points d’extremum.

Dans le cas d’une fonction de deux variables,l la proposition 13.271 nous permet de voir pd2fqa
comme étant la matrice

d2fpaq “
˜

d2f
dx2 paq d2f

dx dy paq
d2f
dy dxpaq d2f

dy2 paq

¸
. (18.275)

Dans le cas d’une fonction C2, cette matrice est symétrique.

Proposition 18.69 ([292]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω. Soit une fonction f : Ω Ñ R différentiable en a. Si a est un
extremum local de f , alors a est un point critique de f .

Démonstration. Nous supposons que a est un maximum local (ce sera la même chose si a est un
minimum). Soit r ą 0 tel que fpxq ď fpaq pour tout x P Bpa, rq (et tel que cette boule reste dans
Ω). Soit u P Rn assez petit pour que a˘u P Bpa, rq de sorte que la définition suivante ait un sens :

g : r´1, 1s Ñ R

t ÞÑ fpa` tuq (18.276)

Cette fonction est différentiable en t “ 0 (composée de fonctions différentiables, proposition 13.207)
et a un maximum local en t “ 0. Donc g1p0q “ 0 par la proposition 18.65. Donc

0 “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“ dfapuq. (18.277)

18.10.3 Extrema et Hessienne

Proposition 18.70 ([1, 293, 294]).
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable ainsi que a P Ω.
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(1) Si a est un point critique de f et si il existe r tel que pd2fxq est semi-définie positive pour
tout x P Bpa, rq alors f possède un minimum local en a.

(2) Si a est un point critique 31 de f , et si d2fa est strictement définie positive 32, alors a est un
minimum local strict de f ,

(3) Si a est un minimum local, alors pd2fqa est semi-définie positive.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve.
(1) Soit h tel que a ` h P Bpa, rq. Nous allons montrer que fpaq ď fpa ` hq ; cela montrera que

x “ a est un minimum local. Pour cela nous utilisons un développement de Taylor 33 : il
existe c P sa, a` hr tel que

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqcph, hq ě fpaq (18.278)

parce que par hypothèse pd2fqc est définie positive et parce que dfa “ 0.
(2) La forme bilinéaire d2fa est strictement définie positive, donc il existe α ą 0 tel que

d2faph, hq ą α}h}2 (18.279)

pour tout h. Nous écrivons encore Taylor : il existe une fonction ε telle que limhÑ0 εphq “ 0
et

fpa` hq “ gpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2εphq. (18.280)

En tenant compte du fait que dfa “ 0,

fpa` hq ą fpaq ` }h}2`1
2α` εphq

˘
. (18.281)

La limite de ε nous dit qu’il existe r ą 0 tel que }εphq} ă 1
2α pour tout h P Bp0, rq. Pour ces

valeurs de h nous avons
fpa` hq ą fpaq. (18.282)

Donc a est un minimum local strict de f .
(3) Si a est un minimum local, nous savons déjà que dfa “ 0 par la proposition 18.69. Nous

écrivons le développement de Taylor de f à l’ordre 2 de la proposition 13.366 :

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q. (18.283)

En prenant h assez petit pour que a ` h ne sorte pas de la boule dans laquelle a est un
minimum, nous avons fpa` hq ´ fpaq ą 0. Donc

1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q ą 0 (18.284)

Nous divisons cela par }h}2 et notons eh “ h{}h} :
1
2pd

2fqapeh, ehq ` αp}h}q ą 0. (18.285)

À la limite hÑ 0, le premier terme est constant tandis que le deuxième tend vers zéro. À la
limite,

pd2fqapeh, ehq ě 0. (18.286)

La caractérisation du lemme 11.196(2) nous dit alors que pd2fqa est semi-définie positive.

31. Définition 18.68.
32. La fonction f est de classe C2, donc les dérivées croisées sont égales et d2f est symétrique. La définition 11.191

s’applique donc.
33. Proposition 13.369.
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La partie (3) est tout à fait comparable au fait bien connu que, pour une fonction f : RÑ R,
si le point a est minimum local, alors f 1paq “ 0 et f2paq ą 0.

Notons que le point (3) ne parle pas de minimum strict, et donc pas de matrice strictement
définie positive.

Exemple 18.71(Proposition 18.70(2) sans point critique)
L’hypothèse de point critique pour l’utilisation de la stricte définition positive de d2fa est néces-
saire. Soit en effet la fonction

fpxq “ x2 ` x. (18.287)

Elle vérifie f2p0q “ 2, de telle sorte que sa différentielle seconde en zéro soit strictement définie
positive. Le point x “ 0 n’est cependant même pas un minimum local. Entre autres parce que
f 1p0q “ 1 ‰ 0. 4

La méthode pour chercher les extrema de f est donc de suivre le points suivants :

(1) Trouver les candidats extrema en résolvant ∇f “ p0, 0q,
(2) écrire d2fpaq pour chacun des candidats

(3) calculer les valeurs propres de d2fpaq, déterminer si la matrice est définie positive ou négative,

(4) conclure.

Une conséquence de la proposition 11.194(3) 34 est que si detM ă 0, alors le point a n’est pas
un extrema dans le cas où M “ d2fpaq par le point (3) de la proposition 18.70.

Exemple 18.72
Soit la fonction fpx, yq “ x4` y4´ 4xy. C’est une fonction différentiable sans problèmes. D’abord
sa différentielle est

df “ `
4x3 ´ 4y; 4y3 ´ 4xq, (18.288)

et la matrice des dérivées secondes est

M “ d2fpx, yq “
ˆ

12x2 ´4
´4 12y2

˙
. (18.289)

Nous avons fd “ 0 pour les trois points p0, 0q, p1, 1q et ´1,´1.
Pour le point p0, 0q nous avons

M “
ˆ

0 ´4
´4 0

˙
, (18.290)

dont les valeurs propres sont 4 et ´4. Elle n’est donc semi-définie ou définie rien du tout. Donc
p0, 0q n’est pas un extremum local.

Au contraire pour les points p1, 1q et p´1,´1q nous avons

M “
ˆ

12 ´4
´4 12

˙
, (18.291)

dont les valeurs propres sont 16 et 8. La matrice d2f y est donc définie positive. Ces deux points
sont donc extrema locaux. 4

34. La matrice d2fpaq est toujours symétrique quand f est de classe C2.
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18.10.4 Un peu de recettes de cuisine

(1) Rechercher les points critiques, càd les px, yq tels que
#Bf
Bx px, yq “ 0
Bf
By px, yq “ 0

En effet, si px0, y0q est un extrémum local de f , alors BfBx px0, y0q “ 0 “ Bf
By px0, y0q.

(2) Déterminer la nature des points critiques : « test » des dérivées secondes :

On pose Hpx0, y0q “ B
2f

Bx2 px0, y0qBf
2

By2 px0, y0q ´
ˆ B2f

BxBy px0, y0q
˙2

(2a) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ą 0 ùñ px0, y0q est un minimum local de f .

(2b) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ă 0 ùñ px0, y0q est un maximum local de f .

(2c) Si Hpx0, y0q ă 0 ùñ f a un point de selle en px0, y0q.
(2d) Si Hpx0, y0q “ 0 ùñ on ne peut rien conclure.

18.10.5 Extrema liés

Soit f , une fonction sur Rn, et M Ă Rn une variété de dimension m. Nous voulons savoir
quelles sont les plus grandes et plus petites valeurs atteintes par f sur M .

Pour ce faire, nous avons un théorème qui permet de trouver des extrema locaux de f sur la
variété. Pour rappel, a PM est une extrema local de f relativement à l’ensemble M s’il existe
une boule Bpa, εq telle que fpaq ď fpxq pour tout x P Bpa, εq XM .

Théorème 18.73 (Extrema lié [276]).
Soit A, un ouvert de Rn et
(1) une fonction (celle à minimiser) f P C1pA,Rq,
(2) des fonctions (les contraintes) G1, . . . , Gr P C1pA,Rq,
(3) M “ tx P A tel que Gipxq “ 0@iu,
(4) un extrema local a PM de f relativement à M .

Supposons que les gradients ∇G1paq, . . . ,∇Grpaq soient linéairement indépendants. Alors a “
px1, . . . , xnq est une solution de ∇Lpaq “ 0 où

Lpx1, . . . , xn, λ1, . . . , λrq “ fpx1, . . . , xnq `
rÿ

i“1
λiGipx1, . . . , xnq. (18.292)

Autrement dit, si a est un extrema lié, alors ∇fpaq est une combinaisons des ∇Gipaq, ou encore
il existe des λi tels que

dfpaq “
ÿ

i

λidGipaq. (18.293)

La fonction L est le lagrangien du problème et les variables λi sont les multiplicateurs de
Lagrange.

Démonstration. Si r “ n alors les vecteurs linéairement indépendantes ∇Gipaq forment une base
de Rn et donc évidemment les λi existent. Nous supposons donc maintenant que r ă n. Nous
notons pziqi“1...n les coordonnées sur Rn.

La matrice ¨
˚̋
BG1Bz1 paq ¨ ¨ ¨ BG1Bzn paq... . . . ...
BGrBz1 paq ¨ ¨ ¨ BGrBzn paq

˛
‹‚ (18.294)
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est de rang r parce que les lignes sont par hypothèses linéairement indépendantes. Nous nommons
pyiqi“1,...,r un choix de r parmi les pziq tels que

det

¨
˚̋
BG1By1

. . . BG1Byr... . . . ...
BGrBy1

. . . BGrByr

˛
‹‚‰ 0. (18.295)

Nous identifions Rn à Rs ˆ Rr dans lequel Rr est la partie générée par les pyiqi“1,...,r. Les co-
ordonnées sur Rs seront nommées pxjqj“1,...,s, de telle sorte que les coordonnées sur Rn setont
x1, . . . , xs, y1, . . . , yr. Dans ces coordonnées, nous nommons a “ pα, βq avec α P Rs et β P Rr.

Si nous notons G “ pG1, . . . , Grq, le théorème de la fonction implicite (théorème 18.49) nous
dit qu’il existe un voisinage U 1 de α P Rn, un voisinage V 1 de β P Rr et une fonction ϕ : U 1 Ñ V 1
de classe C1 telle que si px, yq P U 1 ˆ V 1, alors

gpx, yq “ 0 (18.296)

si et seulement si y “ ϕpxq. Nous posons maintenant

ψpxq “ px, ϕpxqq (18.297a)
hpxq “ f

`
ψpxq˘. (18.297b)

Nous avons ψpαq “ a et ψpxq P M pour tout x P U 1. La fonction h a donc un extrema local en α
et donc les dérivées partielles de h y sont nulles. Cela signifie que

0 “ Bh
Bxi pαq “

nÿ

j“1

Bf
Bxj

Bxj
Bxi `

rÿ

k“1

Bf
Byk

Bϕk
Bxi , (18.298)

c’est-à-dire
Bf
Bxi pαq `

rÿ

k“1

Bf
Byk paq

Bϕk
Bxi pαq “ 0 (18.299)

pour tout i “ 1, . . . , s. D’autre part pour tout k, la fonction lkpxq “ Gk
`
x, ϕpxq˘ est constante et

vaut zéro ; ses dérivées partielles sont donc nulles :

Bl
Bxi pαq “

BGk
Bxi pαq `

rÿ

k“1

BGk
Byk paq

Bϕk
Bxi pαq “ 0 (18.300)

pour tout i “ 1, . . . , s et k “ 1, . . . , r.
Les s premières colonnes de la matrice

¨
˚̊
˚̊
˝

Bf
Bx1

¨ ¨ ¨ Bf
Bxs

Bf
By1

¨ ¨ ¨ Bf
ByrBG1Bx1

¨ ¨ ¨ BG1Bxs
BG1By1

¨ ¨ ¨ BG1Byr...
...

...
...

...
...

BGrBx1
¨ ¨ ¨ BGrBxs

BGrBy1
¨ ¨ ¨ BGrByr

˛
‹‹‹‹‚

(18.301)

s’expriment en terme des r dernières. La matrice est donc au maximum de rang r. Notons que la
première ligne est ∇f et les r suivantes sont les ∇Gi. Vu que ces lignes sont des vecteurs liés, il
existe µ0, . . . , µr tels que

µ0∇f `
rÿ

i“1
µi∇Gi “ 0. (18.302)

Par hypothèse les ∇Gi sont linéairement indépendants, ce qui nous dit que µ0 ‰ 0. Donc nous
avons ce qu’il nous faut :

∇fpaq “
ÿ

i

µi
µ0

∇Gipaq. (18.303)

Notons qu’au vu de l’expression (18.293), le fait que les formes tdGipaqu1ďiďr forment une
partie libre dans pRnq˚ implique que les λi sont uniques.
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La proposition suivante est la même que 18.73.

Proposition 18.74.
Soit U , un ouvert de Rn et des fonctions de classe C1 f, g1, . . . , gr : U Ñ R. Nous considérons

Γ “ tx P U tel que g1pxq “ . . . “ grpxq “ 0u. (18.304)

Soit a un extrémum de f |Γ. Supposons que les formes dg1, . . . , dgr soient linéairement indépen-
dantes en a. Alors il existe λ1, . . . , λr dans R tel que

dfa “
rÿ

i“1
λipdgiqa. (18.305)

En pratique les candidats extrema locaux sont tous les points où les gradients ne sont pas
linéairement indépendants, plus tous les points donnés par l’équation ∇L “ 0. Parmi ces candidats,
il faut trouver lesquels sont maxima ou minima, locaux ou globaux.

L’existence d’extrema locaux se prouve généralement en invoquant de la compacité, et en
invoquant le lemme suivant qui permet de réduire le problème à un compact.

Lemme 18.75.
Soit S, une partie de Rn et C, un ouvert de Rn. Si a P IntS est un minimum local relatif à SXC,
alors il est un minimum local par rapport à S.

Démonstration. Nous avons que @x P Bpa, ε1q X S X C, fpxq ě fpxq. Mais étant donné que C
est ouvert, et que a P C, il existe un ε2 tel que Bpa, ε2q Ă C. En prenant ε “ mintε1, ε2u, nous
trouvons que fpxq ě fpaq pour tout x P Bpa, εq X pS X Cq “ Bpa, εq X S.

18.11 Fonctions convexes

Définition 18.76 ([295]).
Une fonction f d’un intervalle I de R vers R est dite convexe lorsque, pour tous x1 et x2 de I
et tout λ dans r0, 1s nous avons

f
`
λx1 ` p1´ λqx2

˘ ď λ fpx1q ` p1´ λq fpx2q (18.306)

Si pour tout θ P s0, 1r et pour tout x ‰ y dans I nous avons

f
`
λx1 ` p1´ λqx2

˘ ă λ fpx1q ` p1´ λq fpx2q (18.307)

alors nous disons que la fonction f est strictement convexe sur I.
Une fonction est concave si son opposée est convexe.

18.77 ([295]).
Les différents résultats pour les fonctions convexes s’adaptent généralement sans mal aux fonctions
strictement convexes. Une nuance cependant : de même que les fonctions dérivables convexes sont
celles qui ont une dérivée croissante, les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont
une dérivée strictement croissante (proposition 18.81). En revanche, il ne faudrait pas croire que
la dérivée seconde d’une fonction dérivable strictement convexe est nécessairement une fonction à
valeurs strictement positives (voir théorème 18.82) : la dérivée d’une fonction strictement croissante
peut s’annuler occasionnellement, ou plus exactement peut s’annuler sur un ensemble de points
d’intérieur vide. Penser à x ÞÑ x4 pour un exemple de fonction strictement convexe dont la dérivée
seconde s’annule.
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18.11.1 Inégalité des pentes

Dans l’étude des fonctions convexes nous allons souvent utiliser la fonction taux d’accroisse-
ment qui est, pour α dans le domaine de convexité de f définie par

τα : Iztαu Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpαq
x´ α .

(18.308)

Proposition 18.78 (Inégalité des pentes[296]).
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I Ă R. Alors pour tout a ă b ă c dans I nous
avons 35

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a ď fpcq ´ fpbq
c´ b . (18.309)

En d’autres termes,
τapbq ď τapcq ď τbpcq, (18.310)

c’est-à-dire que τ est croissante en ses deux arguments.

Démonstration. D’abord les inégalités a ă b ă c impliquent 0 ă b´ a ă c´ a et donc

λ “ b´ a
c´ a ă 1. (18.311)

L’astuce est de remarquer que p1´ λqa` λc “ b. Donc λ a toutes les bonnes propriétés pour être
utilisé dans la définition de la convexité :

f
`p1´ λqa` λc˘ ď λfpcq ` p1´ λqfpaq, (18.312)

c’est-à-dire
fpbq ´ fpaq ď λ

`
fpcq ´ fpaq˘ (18.313)

ou encore, en remplaçant λ par sa valeur :

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a . (18.314)

Cela fait déjà une des inégalités à savoir.
D’autre part en partant de ´a ă ´b ă ´c nous posons

0 ă λ “ c´ b
c´ a. (18.315)

Nous avons à nouveau b “ p1´ λqc` λa et nous pouvons obtenir la seconde inégalité

fpcq ´ fpaq
c´ a ď fpcq ´ fpbq

c´ b . (18.316)

Géométriquement, l’inégalité des pentes se comprend facilement : le coefficient angulaire de la
corde du graphe augmente. Donc si x ă y ă z, le coefficient moyen entre x et y est plus petit que
celui entre x et z qui est plus petit que celui entre y et z.

Donc si le coefficient angulaire moyen entre a et b ` u vaut celui entre a et b, ce coefficient
ne peut qu’être constant entra a et b : sinon il serait plus grand entre b et b ` u et la moyenne
sur a Ñ b ` u serait plus grande que sa moyenne sur a Ñ b. Mais avoir un coefficient angulaire
constant signifie être une droite.

En résumé, si une fonction est convexe et non strictement convexe, alors son graphe est une
droite. C’est en gros cela que la proposition 18.86 clarifiera.

35. Les inégalités sont strictes si la fonction f est strictement convexe.
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18.11.2 Convexité et régularité

Lemme 18.79 ([295]).
Une fonction convexe sur un ouvert
(1) y admet des dérivées à gauche et à droite en chaque point,
(2) y est continue.

Démonstration. Soit I “ sa, br un intervalle sur lequel f est convexe et α P I. Nous allons prouver
que f est continue en α. Nous considérons τα le taux d’accroissement définit par (18.308) ; c’est
une fonction croissante comme précisé dans l’inégalité des trois pentes 18.78 et de plus ταpxq est
bornée supérieurement par ταpbq pour x ă α et inférieurement par ταpaq pour x ą α. Les limites
existent donc et sont finies par la proposition 13.66. Autrement dit les limites

lim
xÑα`

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα`
ταpxq “ inf

tąα ταptq (18.317a)

lim
xÑα´

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα´
ταpxq “ sup

tăα
ταptq. (18.317b)

existent et sont finies, c’est-à-dire que la fonction f admet une dérivée à gauche et à droite.
Pour tout x nous avons les inégalités

ταpaq ď fpxq ´ fpαq
x´ α ď ταpbq. (18.318)

En posant k “ maxtταpaq, ταpbqu nous avons
ˇ̌
fpxq ´ fpαqˇ̌ ď k|x´ α|. (18.319)

La fonction est donc Lipschitzienne et par conséquent continue par la proposition 13.256.

Remarque 18.80.
Les dérivées à gauche et à droite ne sont a priori pas égales. Penser par exemple à une fonction
affine par morceaux dont les pentes augmentent à chaque morceau.

18.11.3 Dérivées d’une fonction convexe

Proposition 18.81 ([297, 298, 1]).
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R
(1) est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.
(2) est strictement convexe si et seulement si sa dérivée est strictement croissante sur I

Démonstration. Pour la preuve de (1) et (2), nous allons démontrer les énoncés « non stricts » et
indiquer ce qu’il faut changer pour obtenir les énoncés « stricts ».
Sens direct Nous supposons que f est convexe. Soient a ă b dans I et x P sa, br. D’après l’inégalité

des pentes 18.78,
fpxq ´ fpaq

x´ a ď fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpbq ´ fpxq

b´ x . (18.320)

En faisant la limite xÑ a nous avons

f 1paq ď fpbq ´ fpaq
b´ a (18.321)

et la limite xÑ b donne
fpbq ´ fpaq

b´ a ď f 1pbq. (18.322)

Ici les inégalités sont non a priori strictes, même si f est strictement convexe : même avec
des inégalités strictes dans (18.320), le passage à la limite rend l’inégalité non stricte. Quoi
qu’il en soit nous avons

f 1paq ď f 1pbq. (18.323)
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Sens direct : strict Nous savons déjà que f 1 est croissante. Si (18.323) était une égalité, alors f 1
serait constante sur sa, br parce qu’en prenant c entre a et b nous aurions f 1paq ď f 1pcq ď f 1pbq
avec f 1paq “ f 1pbq. Donc f 1paq “ f 1pcq. Avoir f 1 constante sur un intervalle est contraire à la
stricte convexité.

Sens réciproque Nous supposons que f 1 est croissante et nous considérons a ă b dans I ainsi
que λ P r0, 1s. Nous posons x “ λa ` p1 ´ λqb, et nous savons que a ď x ď b. Le théorème
des accroissements finis 13.129 donne c1 P sa, xr et c2 P sx, br tels que

f 1pc1q “ fpxq ´ fpaq
x´ a (18.324)

et
f 1pc2q “ fpbq ´ fpxq

b´ x . (18.325)

Et en plus c1 ă c2. Vu que f 1 est croissante nous avons f 1pc1q ď f 1pc2q et donc
fpxq ´ fpaq

x´ a ď fpbq ´ fpxq
b´ x . (18.326)

En remplaçant x par sa valeur en termes de λ, a et b nous avons x ´ a “ p1 ´ λqpb ´ aq et
b´ x “ λpb´ aq, et l’inégalité (18.326) nous donne

fpxq ď λfpaq ` p1´ λqfpbq. (18.327)

Sens réciproque : strict Si f 1 est strictement croissante, nous avons f 1pc2q ă f 1pc2q et les in-
égalité suivantes sont strictes, ce qui donne

fpxq ă λfpaq ` p1´ λqfpbq. (18.328)

Théorème 18.82 ([297]).
Soit une fonction f de classe C2.
(1) Est convexe si et seulement si f2 est positive.
(2) Si f2 est strictement positive, elle est strictement convexe.

Démonstration. En deux parties.
Pour (1) La fonction est C2, donc f2 est positive si et seulement si f 1 est croissante (proposi-

tion 13.124) alors que la proposition 18.81 nous jure que f sera convexe si et seulement si f 1
est croissante.

Pour (2) Si f2 est strictement positive, f 1 sera strictement croissante et donc f strictement
convexe (proposition 18.81).

Remarque 18.83.
Une fonction peut être strictement convexe sans que sa dérivée seconde ne soit toujours strictement
positive. En exemple : x ÞÑ x4 est strictement convexe alors que sa dérivée seconde s’annule en
zéro.

Exemple 18.84
Quelques exemples utilisant le théorème 18.82
(1) La fonction x ÞÑ x2 est convexe parce que sa dérivée seconde est la constante (positive) 2.
(2) La fonction x ÞÑ 1

x est convexe sur R`zt0u (sa dérivée seconde est 2x´3).
(3) La fonction exponentielle est strictement convexe par le théorème 18.82.
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(4) La fonction ln est concave parce que la dérivée seconde de ´ ln est 1
x2 qui est strictement

positif.

4

Nous en faisons une en détail ; elle sera utile en analyse fonctionnelle, lors de l’étude des espaces
Lp. Voir par exemple le théorème de la projection 28.127.

Lemme 18.85.
Soient p ą 1 et la fonction

f : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(18.329)

est strictement convexe.

Démonstration. La proposition 15.242 nous permet de dire que la fonction f est de classe C8 et
que la dérivée seconde est donnée par

f2pxq “ ppp´ 1qxp´2. (18.330)

Cela est strictement positif pour tous les x considérée, le théorème 18.82 conclu.

18.11.4 Graphe d’une fonction convexe

L’idée principale du graphe d’une fonction convexe est qu’il est toujours au dessus du graphe
de ses tangentes (lorsqu’elles existent). Lorsqu’elles n’existent pas, le lemme 18.79 donne des coef-
ficients directeurs de droites qui vont rester en dessous du graphe de la fonction.

Proposition 18.86 ([299]).
Une fonction convexe est strictement convexe si et seulement s’il n’existe aucun intervalle de
longueur non nulle sur lequel elle coïncide avec une fonction affine.

Démonstration. Si sur l’intervalle (non réduit à un point) rx, ys, la fonction convexe f coïncide
avec une fonction affine, alors fptq “ at` b et pour λ P s0, 1r nous avons

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ aλx` ap1´ λqy ` b “ λfpxq ` p1´ λqfpyq (18.331)

où nous avons remplacé b par λb ` p1 ´ λqb. Par conséquent la fonction n’est pas strictement
convexe.

Nous supposons maintenant que la fonction convexe f n’est pas strictement convexe sur l’in-
tervalle I. Il existe x ‰ y P I et λ P s0, 1r tels que

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ λfpxq ` p1´ λqfpyq. (18.332)

Nous posons z “ λx`p1´λqy et u P sx, zr pour écrire des inégalités des pentes entre x ă u ă z ă y.
Plus précisément si nous notons a Ñ b la pente de a à b, c’est-à-dire a Ñ b “ fpbq´fpaq

b´a , alors les
inégalités des pentes pour x ă u ă z puis u ă z ă y donnent

xÑ z ď uÑ z ď z Ñ y. (18.333)

Voyons maintenant qu’en réalité z Ñ y “ xÑ z. En effet en replaçant

fpyq “ fpzq ´ λfpxq
1´ λ (18.334)

et
y “ λx

1´ λ (18.335)
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dans l’expression z Ñ y “ fpyq´fpzq
y´z nous obtenons

z Ñ y “ fpyq ´ fpzq
y ´ z “ fpzq ´ fpxq

z ´ x “ xÑ z. (18.336)

Les inégalités (18.333) sont donc des égalités :
fpzq ´ fpxq

z ´ x “ fpzq ´ fpuq
z ´ u “ fpyq ´ fpzq

y ´ z . (18.337)

Nous avons donc montré que le nombre a “ fpzq´fpuq
z´u ne dépend pas de u. Nous avons alors

fpzq ´ fpuq “ apz ´ uq (18.338)

ou encore :
fpuq “ fpzq ´ apz ´ uq, (18.339)

ce qui signifie que sur sx, zr, la fonction f est affine.

Proposition 18.87.
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R est convexe si et seulement si son graphe est au
dessus de chacune de ses tangentes.

Démonstration. En deux parties.
Sens direct Soient x, y P I. Nous voulons :

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (18.340)

Étant donné que nous aurons besoin, dans le quotient différentiel de quelque chose comme
fpx` tq ´ fpxq nous écrivons la définition (18.306) de la convexité en inversant les rôles de
x et y et en manipulant un peu :

f
`
ty ` p1´ tqx˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (18.341a)

f
`
x` tpy ´ xq˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (18.341b)

f
`
x` tpy ´ xq˘ “ fpxq ď tfpyq ´ tfpxq (18.341c)

Nous divisons par t :
f
`
x` tpy ´ xq˘´ fpxq

t
ď fpyq ´ fpxq. (18.342)

Le passage à la limite tÑ 0 donne

py ´ xqf 1pxq ď fpyq ´ fpxq, (18.343)

ce qu’il fallait.
Sens inverse Pour tout x, y P I nous supposons avoir

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (18.344)

Si nous supposons x ‰ y et si nous posons z “ λx` p1´ λqy nous voulons prouver que

fpzq ď λfpxq ` p1´ λqfpyq. (18.345)

Pour cela nous écrivons l’inégalité (18.344) avec les couples px, zq et py, zq :
fpxq ě fpzq ` f 1pzq1px´ zq (18.346a)
fpyq ě fpzq ` f 1pzq1py ´ zq (18.346b)

En multipliant la première par λ et la seconde par p1´ λq et en sommant,

λfpxq ` p1´ λqfpyq ě λfpzq ` λf 1pzqpx´ zq ` p1´ λqfpzq ` p1´ λqf 1pzqpy ´ zq
(18.347a)

“ fpzq ` f 1pzq`λpx´ zq ` p1´ λqpy ´ zq˘ (18.347b)
“ fpzq. (18.347c)
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Proposition 18.88 ([1]).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et a P R. Il existe une constante ca P R telle que pour tout
x nous ayons

fpxq ´ fpaq ě capx´ aq. (18.348)

Autrement dit, le graphe de la fonction f est toujours au dessus de la droite d’équation

y “ fpaq ` capx´ aq. (18.349)

Démonstration. Les dérivées à gauche et à droite de f données par le lemme 18.79 sont les candidats
tout cuits pour être coefficient directeur de la droite que l’on cherche. Nous allons prouver qu’en
posant

ca “ inf
tąa τaptq, (18.350)

la droite y “ fpaq ` capx´ aq répond à la question 36.
Nous devons prouver que le nombre ∆x “ fpxq ´ `

fpaq ` capx´ aq
˘
est positif pour tout x.

Si x ą a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x
x´a est positif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (18.351a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (18.351b)

ě 0 (18.351c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ą a.
Si x ă a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x

x´a est négatif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (18.352a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (18.352b)

ď 0 (18.352c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ă a.

Proposition 18.89 ([1]).
Si g est une fonction convexe, il existe deux suites réelles panq et pbnq telles que

gpxq “ sup
nPN
panx` bnq. (18.353)

Démonstration. Pour u P R nous considérons apuq et bpuq tels que la droite ypxq “ apuqx ` bpuq
vérifie ypuq “ gpuq et ypxq ď gpxq pour tout x. Cela est possible par la proposition 18.88. Il s’agit
d’une droite coupant le graphe de g en x “ u et restant en dessous. Nous considérons alors punq
une suite quelconque dense dans R (disons les rationnels pour fixer les idées) et nous posons

"
an “ apunq (18.354a)
bn “ bpunq. (18.354b)

Si q P Q alors anx ` bn ď gpxq pour tout n et gpqq est le supremum qui est atteint pour le n tel
que un “ q. Si maintenant x n’est pas dans Q il faut travailler plus.

36. En prenant l’autre, c1a “ suptăa τaptq, ça fonctionne aussi. En pensant à une fonction affine par morceaux, on
remarque qu’en choisissant un nombre entre les deux, nous avons plus facilement une inégalité stricte dans (18.348).
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Nous prenons pq̃nq, une sous-suite de pqnq convergeant vers x et N suffisamment grand pour
que pour tout n ě N on ait |q̃n´x| ď ε et |gpq̃nq´gpxq| ď ε ; cela est possible grâce à la continuité
de g (lemme 18.79). Ensuite les sous-suites pãnq et pb̃nq sont celles qui correspondent :

ãnq̃n ` b̃n “ gpq̃nq. (18.355)

Nous considérons la majoration

|ãnx` b̃n ´ gpxq| ď |ãnx` b̃n ´ pãnq̃n ` b̃nq| ` |ãnq̃n ` b̃n ´ gpq̃nq|looooooooooomooooooooooon
“0

` |gpq̃nq ´ gpxq|looooooomooooooon
ďε

(18.356a)

ď |ãn||x´ q̃n| ` ε (18.356b)
“ ε

`|ãn| ` 1
˘
. (18.356c)

Il nous reste à montrer que |ãn| est borné par un nombre ne dépendant pas de n (pour les n ą N).
Vu que la droite de coefficient directeur ãn et passant par le point

`
q̃n, gpq̃nq

˘
reste en dessous

du graphe de g, nous avons pour tout n et tout y P R l’inégalité

gpyq ě ãnpy ´ q̃nq ` gpq̃nq P ãnBpy ´ x, εq `B
`
gpxq, ε˘. (18.357)

Si ãn n’est pas borné vers le haut, nous prenons y tel que Bpy ´ x, εq soit minoré par un nombre
k strictement positif et nous obtenons

gpyq ě kãn ` l (18.358)

avec k et l indépendants de n. Cela donne gpyq “ 8. Si au contraire ãn n’est pas borné vers le bas,
nous prenons y tel que Bpy´x, εq est majoré par un nombre k strictement négatif. Nous obtenons
encore gpyq “ 8.

Nous concluons que |ãn| est bornée.
Lemme 18.90 ([43]).
L’application

φ : S``pn,Rq Ñ R

A ÞÑ detpAq (18.359)

est log-convave, c’est-à-dire que l’application ln ˝φ est concave 37. De façon équivalente, si A,B P
S`` et si α` β “ 1, alors

detpαA` βBq ě detpAqα detpBqβ. (18.360)

Ici S`` est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives, définition 11.191.

Démonstration. En plusieurs étapes.
Pseudo-réduction Le théorème de pseudo-réduction simultanée, corollaire 11.274, appliqué aux

matrices A et B nous donne une matrice inversible Q telle que
"
B “ QtDQ (18.361a)
A “ QtQ (18.361b)

avec

D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚, (18.362)

λi ą 0. Nous avons alors

detpAqα detpBqβ “ detpQq2α detpQq2β detpDqβ “ detpQq2 detpDqβ (18.363)

37. La définition 16.58 du logarithme ne fonctionne que pour les réels strictement positifs. C’est le cas du déter-
minant d’une matrice réelle symétrique strictement définie positive.
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(parce que α` β “ 1) et

detpαA` βBq “ detpαQtQ` βQtDQq (18.364a)
“ det

`
Qtpα1` βDqQ˘ (18.364b)

“ detpQq2 detpα1` βDq. (18.364c)

Ré-expression L’inégalité (18.360) qu’il nous faut prouver se réduit donc à

detpα1` βDq ě detpDqβ. (18.365)

Vue la forme de D nous avons

detpα1` βDq “
nź

i“1
pα` βλiq (18.366)

et
detpDqβ “ ` nź

i“1
λi
˘β
. (18.367)

Il faut donc prouver que
nź

i“1
pα` βλiq ě

` nź

i“1
λi
˘β
. (18.368)

Cette dernière égalité de produit sera prouvée en passant au logarithme.
Logarithme Vu que le logarithme est concave par l’exemple 18.84, nous avons pour chaque i que

lnpα` βλiq ě α lnp1q ` β lnpλiq “ β lnpλiq. (18.369)

En sommant cela sur i et en utilisant les propriétés de croissance et de multiplicativité du
logarithme nous obtenons successivement

nÿ

i“1
lnpα` βλiq ě β

ÿ

i

lnpλiq (18.370a)

ln
`ź

i

pα` βλiq
˘ ě ln

´`ź

i

λi
˘β¯ (18.370b)

ź

i

pα` βλiq ě
`ź

i

λi
˘β
, (18.370c)

ce qui est bien (18.368).

Rappel de notations : R` “ r0,8r. Voir la remarque 1.101.

Lemme 18.91 ([1]).
Soit une fonction strictement convexe g : R` Ñ R`. Soit une fonction f : R`ˆR` Ñ R` vérifiant
(1) fp0, 0q “ 0,
(2) fptx, tyq “ tfpx, yq pour tout t (tant que ça ne déborde pas du domaine)
(3) fp1, yq “ gpyq pour tout y
(4) fp0, yq “ fpy, 0q.

Alors f est convexe.

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute paire de points A,B sur le graphe de f , le
segment rA,Bs est au-dessus du graphe de f . Ledit graphe étant d’ailleurs constitué de droites
joignant p0, 0, 0q et les points du graphe de g (situé en x “ 1).

Nous notons C le graphe de f .
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Une corde alignée à O Soient deux point A et B alignés à l’origine O. Un point quelconque de
rA,Bs (et même de toute la droite) s’écrit

`
tAx, tAy, tfpAx, Ayq

˘ “ `
tAx, tAy, fptAx, tAyq

˘
, (18.371)

et donc est sur le graphe de f .
Autre corde Nous prouvons que rA,Bs X C “ tA,Bu.

Si A et B sont dans le plan x “ 0 alors c’est d’accord parce que le graphe de f dans le plan
est le même que celui de la fonction strictement convexe g.
Si A et B ne sont pas alignés à O et si ils ne sont pas dans le plan x “ 0 alors le plan AOB
coupe le plan x “ 1 en une droite.
Nous supposons l’existence d’un point C P sA,Br X C.
Nous considérons la droite pOAq qui est contenue dans ce plan et dans C (au moins la partie
positive) et nous notons A1 son intersection avec le plan x “ 1. Même chose pour B et C qui
donnent B1 et C 1.
Cela nous donne des points A1, B1 et C 1 qui sont alignés dans le graphe de f en x “ 1. Or
le graphe de f en x “ 1 est le graphe de la fonction g qui est strictement convexe et qui ne
contient donc pas de points alignés.
Nous en concluons que si A,B P C alors sA,Br est soit complètement strictement au-dessus
de C soit complètement strictement en-dessous de C.

Nous prouvons à présent que toutes les cordes sont au-dessus de C. Pour cela, soient A,B P
s0,8rˆs0,8r, deux points non alignés à O “ p0, 0q. Nous considérons les points A1, B1 qui sont les
intersections entre les droites pAOq et pBOq et la droite x “ 1 ainsi que le chemin σ qui parcours
le segment rA,A1s et le chemin γ qui parcours le segment rB,B1s :

σp0q “ A, γp0q “ B,

σp1q “ A1, γp1q “ B1.
(18.372)

Pour tout u, la seule droite passant par O et par σpuq passe également par A, et pas par B. En
conséquence de quoi, pour tout u1, u2 P r0, 1s, la droite

`
σpu1qσpu2q

˘
ne passe pas par p0, 0q.

Nous considérons à présent non seulement la corde joignant
`
A, fpAq˘ à

`
B, fpBq˘ et la corde

joignant
`
A1, fpA1q˘ à

`
B1, fpB1q˘ mais également toutes les cordes intermédiaires (si vous aimez

les gros mots, vous pouvez parler d’homotopie) :

cpu, tq “ t
´
σptq, f`σpuq˘

¯
` p1´ tq

´
γptq, f`γptq˘

¯
(18.373)

Pour chaque u P r0, 1s, cela représente une corde entre deux points non alignés à p0, 0, 0q et donc
une corde qui est soit strictement au-dessus de C soit strictement en-dessous (à par les points
correspondant à t “ 0 et t “ 1 qui, eux, sont sur C).

Soit t0 P s0, 1r. La courbe cpu, t0q avec u P r0, 1s ne touche jamais C. Or le point cp1, t0q est
au-dessus de C, donc le point cp0, t0q est également au-dessus de C.

Nous en concluons que toutes les cordes entre pA, fpAqq et pB, fpBqq est située au-dessus de C
et non en-dessous de C.

18.11.5 Convexité et hessienne

Définition 18.92.
Soit une partie convexe U de Rn et une fonction f : U Ñ R.
(1) La fonction f est convexe si pour tout x, y P U avec x ‰ y et pour tout θ P s0, 1r nous avons

f
`
θx` p1´ θqy˘ ď θfpxq ` p1´ θqfpyq. (18.374)

(2) Elle est strictement convexe si nous avons l’inégalité stricte.
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Proposition 18.93 ([294]).
Soit Ω ouvert dans Rn et U convexe dans Ω, et une fonction différentiable f : U Ñ R.
(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U ,

fpyq ě fpxq ` dfxpy ´ xq. (18.375)

(2) La fonction f est strictement convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U avec x ‰ y,

fpyq ą fpxq ` dfxpy ´ xq. (18.376)

Démonstration. Nous avons quatre petites choses à démontrer.
(1) sens direct Soit une fonction convexe f . Nous avons :

f
`p1´ θqx` θy˘ ď p1´ θqfpxq ` θfpyq, (18.377)

donc
f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq ď θ

`
fpyq ´ fpxq˘ (18.378)

Vu que θ ą 0 nous pouvons diviser par θ sans changer le sens de l’inégalité :

f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq

θ
ď fpyq ´ fpxq. (18.379)

Nous prenons la limite θ Ñ 0`. Cette limite est égale à a limite simple θ Ñ 0 et vaut (parce
que f est différentiable) :

Bf
Bpy ´ xqpxq ď fpyq ´ fpxq, (18.380)

et aussi
dfxpy ´ xq ď fpyq ´ fpxq (18.381)

par le lemme 13.195.
(1) sens inverse Pour tout a ‰ b dans U nous avons

fpbq ě fpaq ` dfapb´ aq. (18.382)

Pour x ‰ y dans U et pour θ P s0, 1r nous écrivons (18.382) pour les couples `θx`p1´θqy, y˘
et

`
θx` p1´ θqy, x˘. Ça donne :

fpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`
θpy ´ xq˘, (18.383)

et
fpxq ě f

`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`p1´ θqpx´ yq˘. (18.384)
La différentielle est linéaire ; en multipliant la première par p1´ θq et la seconde par θ et en
la somme, les termes en df se simplifient et nous trouvons

θfpxq ` p1´ θqfpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘. (18.385)

(2) sens direct Nous avons encore l’équation (18.379), avec une inégalité stricte. Par contre, ça
ne va pas être suffisant parce que le passage à la limite ne conserve pas les inégalités strictes.
Nous devons donc être plus malins.
Soient 0 ă θ ă ω ă 1. Nous avons p1 ´ θqx ` θy P rx, p1 ´ ωqx ` ωys, donc nous pouvons
écrire p1´ θqx` θy sous la forme p1´ sqx` s`p1´ ωqx` ωy˘. Il se fait que c’est bon pour
s “ θ{ω (et aussi que nous avons θ{ω ă 1). Donc nous avons

f
`p1´ θqx` θy˘ “ f

´
p1´ θ

ω
qx` θ

ω

`p1´ ωqx` ωy˘
¯

(18.386a)

ă p1´ θ

ω
qfpxq ` θ

ω
f
`p1´ ωqx` ωy˘. (18.386b)
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Cela nous permet d’écrire

f
`p1´ θqx` θy˘´ fpxq

θ
ă f

`p1´ ωqx` ωy˘
ω

ă fpyq ´ fpxq. (18.387)

Le seconde inégalité est le pendant de (18.379). Maintenant en passant à la limite pour θ
nous conservons une inégalité stricte par rapport à fpyq ´ fpxq :

dfxpy ´ xq ă fpyq ´ fpxq. (18.388)

Avant de lire la proposition suivante, il faut relire la proposition 13.271 et ce qui s’y rapporte.
Lire aussi la remarque 18.83 qui indique qu’il n’y a pas de réciproque dans l’énoncé (2).

Proposition 18.94 ([294]).
Soit une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable sur l’ouvert Ω de Rn et un convexe U Ă Ω.
(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0 (18.389)

pour tout x, y P U .
(2) Si pour tout x ‰ y dans U nous avons

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ą 0 (18.390)

alors la fonction f est strictement convexe sur U .

Remarque 18.95.
Notons que la condition (18.389) n’est pas équivalente à demander pd2fqxph, hq ě 0 pour tout h.
En effet nous ne demandons la positivité que dans les directions atteignables comme différence de
deux éléments de U . La partie U n’est pas spécialement ouverte ; elle pourrait n’être qu’une droite
dans R3. Dans ce cas, demander que f (qui est C2 sur l’ouvert Ω) soit convexe sur U ne demande
que la positivité de pd2fqx appliqué à des vecteurs situés sur la droite U .

Démonstration. Il y a trois parties à démontrer.
(1) sens direct Soit une fonction convexe f sur U . Soient aussi x, y P U et h “ y ´ x. Nous

utilisons ma version préférée de Taylor 38 : celui de la proposition 13.366 :

fpx` thq “ fpxq ` tdfxphq ` t2

2 pd
2
xqph, hq ` t2}h}2αpthq (18.391)

avec limsÑ0 αpsq “ 0. Le fait que f soit convexe donne

0 ď fpx` thq ´ fpxq ´ tdfxphq, (18.392)

et donc
0 ď t2

2 pd
2fqxph, hq ` f2}h}2αpthq. (18.393)

En multipliant par 2 et en divisant par t2,

0 ď pd2fqxph, hq ` 2}h}2αpthq. (18.394)

En prenant tÑ 0 nous avons bien pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0.

38. Si vous présentez ceci au jury d’un concours, vous devriez être capable de raconter ce que signifie d2f , et
pourquoi nous l’utilisons comme une 2-forme.
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(1) sens inverse Soient x, y P U . Nous écrivons Taylor en version de la proposition 13.367 :

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2pd

2fqzpy ´ x, y ´ xq (18.395)

pour un certain z P sx, yr. En vertu de ce qui a été dit dans la remarque 18.95 nous ne
pouvons pas évoquer l’hypothèse (18.389) pour conclure que pd2fqzpy ´ x, y ´ xq ě 0. Il y a
deux manières de nous sortir du problème :
— Trouver s P U tel que y ´ x “ s´ z.
— Trouver un multiple de y ´ x qui soit de la forme y ´ x.

La première approche ne fonctionne pas parce que s “ y´x`z n’est pas garanti d’être dans
U ; par exemple avec x “ 1, z “ 2, y “ 3 et U “ r0, 3s. Dans ce cas s “ 4 R U .
Heureusement nous avons z “ θx ` p1 ´ θqy, donc z ´ x “ p1 ´ θqpy ´ xq. Dans ce cas la
bilinéarité de pd2fqz donne 39

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2

1
p1´ θq2 pd

2fqzpz ´ x, z ´ xq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ě0

. (18.396)

Nous en déduisons que f est convexe par la proposition 18.93(1).
(2) Le raisonnement que nous venons de faire pour le sens inverse de (1) tient encore, et nous

avons
fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1

2
1

p1´ θq2 pd
2fqzpz ´ x, z ´ xq

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
ą0

(18.397)

d’où nous déduisons la stricte convexité de f par la proposition 18.93(2).

Corollaire 18.96.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction deux fois différentiable f sur Ω.
(1) La fonction f est convexe si et seulement si pour tout x, la matrice hessienne d2fx est semi-

définie positive.
(2) Si pour tout x de Ω, la matrice hessienne d2fx est strictement définie positive, alors f est

strictement convexe.

Démonstration. Nous pouvons voir ce résultat comme une conséquence directe de la proposi-
tion 18.94 en posant U “ Ω. Nous allons cependant en donner une démonstration directe.

Soit a P Ω et posons la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpaq ´ pdfqapx´ aq. (18.398)

Nous allons calculer des différentielles de f , et une chose importante à comprendre est que la
différentielle de la fonction x ÞÑ dfapx´aq ne fait pas intervenir la différentielle seconde de f ; c’est
la différentielle de a ÞÑ dfapxq qui demanderait la différentielle seconde de f . Ici la point a étant
donné, dfa est une application linéaire sans histoires. En particulier, dfapx´ aq “ dfapxq ´ dfapaq.

La fonction g vérifie :
(1) gpaq “ 0,
(2) dgx “ dfx ´ dfa, parce que la différentielle de x ÞÑ dfapxq est x ÞÑ dfapxq en vertu du

lemme 12.137.
(3) dga “ 0. Le point a est un point critique de g.

39. Si vous avez bien suivi, la bilinéarité est contenue dans la proposition 13.271.
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(4) d2gx “ d2fx parce que la différentielle de x ÞÑ dfa est nulle.
Ceci étant dit, nous pouvons commencer avec la preuve.
(1) sens direct Nous supposons que f est convexe. Alors gpxq ě 0 pour tout x par la caracté-

risation 18.93(1). Cela signifie que x “ 0 est un minimum global de g. Par conséquent la
proposition 18.70(3) nous dit que la Hessienne d2fa est semi-définie positive.

(1) sens inverse Nous sommes dans le cas de la proposition 18.70(1). Le point x “ a est un
minimum local de g, ce qui signifie que gpxq ě 0 pour tout x de Ω. Encore une fois la
caractérisation 18.93(1) nous permet de conclure.

(2) La fonction g vérifie les conditions de 18.70(2), donc x “ 0 est un minimum local strict de g.
La caractérisation 18.93(2) nous fait conclure que f est strictement convexe.

18.97.
Nous rappelons que, avec p ą 1, la fonction

f : r0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(18.399)

est strictement croissante. La proposition 13.332 est formelle sur ce point.

Lemme 18.98.
Soient un réel a, et p ą 1. L’équation

|x|p “ ax (18.400)

possède au plus deux solutions réelles.

Démonstration. En deux parties suivant le signe de a.
Si a “ 0 Alors l’équation est |x|p “ 0, et l’unique solution est x “ 0
Si a ą 0 Si x ă 0 alors ax ă 0 et |x|p ´ ax ą |x|p ą 0. Cela prouve que notre équation n’a pas de

solutions x ă 0 lorsque a ą 0.
Cherchons donc des solutions avec x ě 0. D’abord |x| “ x et ensuite, en posant p “ 1 ` δ
(δ ą 0), nous avons la factorisation

xp ´ ax “ xpxδ ´ aq “ 0. (18.401)

Poser x “ 0 est clairement une solution. Si x ‰ 0, nous avons le raisonnement suivant. Les
réels formant un corps, c’est un anneau intègre qui vérifie alors la règle du produit nul 40.
Cela pour dire que si x ‰ 0, alors

xδ “ a. (18.402)

La proposition 13.336 nous dit que cela a une unique solution dans les réels positifs.
Si a ă 0 Ce cas se traite de façons similaire 41.

Proposition 18.99.
Soit 1 ă p ă 8. La fonction

f : Rn Ñ R

x ÞÑ }x}p (18.403)

est strictement convexe.

40. Voir le lemme 1.64 et la définition 1.54.
41. Vérifiez par vous-même et écrivez-moi si il y a un problème (personnellement, je n’ai pas vérifié.).
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Démonstration. La preuve va se diviser en deux parties. D’abord nous allons utiliser la matrice
Hessienne pour démontrer le résultat sur l’ouvert Rnzt0u, et ensuite nous allons un peu bricoler
pour ajouter 0 au domaine de stricte convexité 42.

La Hessienne Nous notons
fppxq “ }x}p “

`ÿ

i

x2
i

˘p{2
, (18.404)

et nous dérivons :
Bfp
Bxi pxq “

p

22xi
`ÿ

i

x2
i

˘pp´2q{2 “ pxifp´2pxq. (18.405)

Cela n’est déjà pas bien défini en x “ 0 lorsque p ă 2, mais qu’importe ? Nous dérivons
encore en utilisant entre autres la formule (18.405) elle-même avec pÑ p´ 2 :

B2fp
BxjBxi pxq “ pδij}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}p´ 4}. (18.406)

Nous avons donc la matrice Hessienne

Hijpxq “ pδij}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}x}p´4. (18.407)

Pour prouver que cette matrice est strictement définie positive, nous avons le choix entre la
proposition 11.194(1) ou le lemme 11.196(1). Nous utilisons le second. Nous avons 43 :

y·Hpxqy “
ÿ

kl

ykHpxqklyl (18.408a)

“ p
ÿ

l

y2
l }x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4

ÿ

kl

xkykxlyl (18.408b)

“ p}y}2}x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4px· yq2 (18.408c)
“ p}x}p´4`}y}2}x}2 ` pp´ 2qpx· yq2˘ (18.408d)
ą p}x}p´4`}y}2}x}2 ´ px· yq2˘ (18.408e)
ě 0. (18.408f)

Justifications :
— Pour 18.408e. Vu que p ą 1 nous avons p ´ 2 ą ´1. Là, l’inégalité est stricte et c’est

important.
— Pour 18.408f. C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz du théorème 11.10.

Voila. La matrice Hessienne est strictement définie positive par le lemme 11.196(1) sur
Rnzt0u. Le corollaire 18.96(1) nous indique que pour tout x, y P Rnzt0u et pour tout θ P s0, 1r,

fp
`
θx` p1´ θqy˘ ă θfppxq ` p1´ θqfppyq (18.409)

pourvu que θx` p1´ θqy ‰ 0 pour tout θ.
La suite Nous devons prouver que l’inéquation (18.409) tient également lorsque θx`p1´θqy “ 0

pour une certaine valeur θ “ θ0 P s0, 1r.
Les cordes passant par zéro Pour ce faire, nous allons montrer que le segment de droite joi-

gnant
`
a, fppaq

˘
à pb, fppbqq est toujours au-dessus de la courbe

`
x, fppxq

˘
. Nous commençons

par b “ 0. Vu que p ą 1 et que θ P s0, 1r nous avons

}θa}p “ |θ|p}a}p ă θ}a}p “ θfppaq. (18.410)

42. Si quelqu’un sait comment éviter ce bricolage en deux parties, je suis preneur.
43. Si vous ne savez pas où placer les indices, voyez (11.421).
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Les cordes passant au-dessus de zéro Dans le cas b ‰ 0 nous considérons

l1 : ra, bs Ñ R

x ÞÑ l1pxq (18.411)

tel que
`
x, l1pxq

˘
soit (le segment) la droite joignant

`
a, }a}p˘ à

`
b, }b}p˘.

Nous considérons aussi, pour x P r0, as la fonction l2 telle que
`
x, l2pxq

˘
soit la droite joignant

p0, 0q à `
a, }a}p˘. Nous avons déjà vu que pour x P s0, ar nous avons l1pxq ą }x}p.

Nous avons l1paq “ l2paq “ }a}p. Donc l2pxq ´ l1pxq ne change pas de signe sur r0, as. Mais
comme l1p0q ą 0 “ l2p0q nous avons

l2pxq ą l1pxq (18.412)

pour tout x P r0, as.
Au final, l2pxq ą l1pxq ą fppxq.
Pour la partie rb, 0s nous faisons de même en considérant l3 de telle sorte que

`
x, l3pxq

˘
soit

le segment joignant p0, 0q à `
b, }b}p˘.

18.11.6 Quelques inégalités

18.11.6.1 Inégalité de Jensen

Proposition 18.100 (Inégalité de Jensen).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et des réels x1,. . . , xn. Soient des nombres positifs λ1,. . . ,
λn formant une combinaison convexe 44. Alors

f
`ÿ

i

λixi
˘ ď

ÿ

i

λifpxiq. (18.413)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n, en sachant que n “ 2 est la définition de la
convexité de f . Vu que

nÿ

k“1
λkxk “ λnxn ` p1´ λnq

n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn , (18.414)

nous avons

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnqf
` n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn

˘
. (18.415)

La chose à remarquer est que les nombres λk
1´λn avec k allant de 1 à n ´ 1 forment eux-mêmes

une combinaison convexe. L’hypothèse de récurrence peut donc s’appliquer au second terme du
membre de droite :

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnq
n´1ÿ

k“1

λk
1´ λn fpxkq “ λnfpxnq `

n´1ÿ

k“1
λkfpxkq. (18.416)

44. Définition 10.28.
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18.11.6.2 Inégalité arithmético-géométrique

La proposition suivante dit que la moyenne arithmétique de nombres strictement positifs est
supérieure ou égale à la moyenne géométrique.

Proposition 18.101 (Inégalité arithmético-géométrique[300]).
Soient x1,. . . , xn des nombres strictement positifs. Nous posons

ma “ 1
n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq (18.417)

et
mg “ n

?
x1 . . . xn (18.418)

Alors mg ď ma et mg “ ma si et seulement si xi “ xj pour tout i, j.

Démonstration. Par hypothèse les nombres ma et mg sont tout deux strictement positifs, de telle
sorte qu’il est équivalent de prouver lnpmgq ď lnpmaq ou encore

1
n

`
lnpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` lnpxnq

˘ ď ln
ˆ
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙
. (18.419)

Cela n’est rien d’autre que l’inégalité de Jensen de la proposition 18.100 appliquée à la fonction ln
et aux coefficients λi “ 1

n .

18.11.6.3 Inégalité de Kantorovitch

Proposition 18.102 (Inégalité de Kantorovitch[301]).
Soit A une matrice symétrique strictement définie positive dont les plus grandes et plus petites
valeurs propres sont λmin et λmax. Alors pour tout x P Rn nous avons

xAx, xyxA´1x, xy ď 1
4

ˆ
λmin
λmax

` λmax
λmin

˙2
}x4}. (18.420)

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que }x} “ 1. Nous diagonalisons 45
la matrice A par la matrice orthogonale P P Opn,Rq : A “ PDP´1 et A´1 “ PD´1P´1 où D est
une matrice diagonale formée des valeurs propres de A.

Nous posons α “ ?λminλmax et nous regardons la matrice

1
α
A` αA´1 (18.421)

dont les valeurs propres sont
λi
α
` α

λi
(18.422)

parce que les vecteurs propres de A et de A´1 sont les mêmes (ce sont les valeurs de la diagonale
de D). Nous allons quelque peu étudier la fonction

θpxq “ x

α
` α

x
. (18.423)

Elle est convexe en tant que somme de deux fonctions convexes. Elle a son minimum en x “ α et
ce minimum vaut θpαq “ 2. De plus

θpλmaxq “ θpλminq “
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (18.424)

45. Théorème spectral 11.189.
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Une fonction convexe passant deux fois par la même valeur doit forcément être plus petite que
cette valeur entre les deux 46 : pour tout x P rλmin, λmaxs,

θpxq ď
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (18.425)

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans l’inégalité de Kantorovitch.

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2

ˆxAx, xy
α

` αxA´1x, xy
˙

(18.426a)

“ 1
2x
`A
α
` αA´1˘x, xy (18.426b)

ď 1
2

›››
`A
α
` αA´1˘x}}x} (18.426c)

ď 1
2}
A

α
` αA´1} (18.426d)

Justifications :
— 18.426a par l’inégalité arithmético-géométrique, proposition 18.101. Nous avons aussi inséré

α 1
α dans le produit sous la racine.

— 18.426c par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 11.10.
— 18.426d par la définition de la norme opérateur de la proposition 12.10

La norme opérateur est la plus grande des valeurs propres. Mais les valeurs propres de A{α`αA´1

sont de la forme θpλiq, et tous les λi sont entre λmin et λmax. Donc la plus grande valeur propre
de A{α` αA´1 est θpxq pour un certain x P rλmin, λmaxs. Par conséquent

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2}
A

α
` αA´1} ď

c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (18.427)

18.11.6.4 Inégalité de Hölder

Si vous cherchiez l’inégalité de Hölder dans Lp, c’est la proposition 28.33. Les normes `p sont
définies dans 9.46.

Lemme 18.103 ([302]).
Soient x, y ą 0 ainsi que α, β ą 0 tels que α` β “ 1. Alors

xy ď αx1{α ` βe1{β. (18.428)

Nous avons
xy “ αx1{α ` βe1{β (18.429)

si et seulement si x1{α “ y1{β.

Démonstration. Nous utilisons le logarithme 47 et ses propriétés (surtout la proposition 16.6016.179).
D’abord

xy “ elnpxyq “ elnpxq`lnpyq “ e
α

lnpxq
α
` lnpyq

β (18.430)

Vu que l’exponentielle est strictement convexe (exemple 18.84(3)) et vu que α`β “ 1, nous avons

xye
α

lnpxq
α
` lnpyq

β ď αelnpxq{α ` βelnpyq{β “ αx1{α ` βy1{β. (18.431)

46. Je ne suis pas certain que cette phrase soit claire, non ?
47. Définition 16.58
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Vu que α et β ne sont pas nuls, l’inégalité (18.431) est une égalité si et seulement si

lnpxq
α

“ lnpyq
β

. (18.432)

Cela signifie lnpx1{αq “ lnpy1{βq, qui implique x1{α “ y1{β parce que le logarithme est une bijection.

Corollaire 18.104.
Si p, q ą 0 vérifient 1

p ` 1
q “ 1 et si p ą 1 alors nous avons

xy ď 1
p
xp ` 1

q
yq (18.433)

pour tout x, y ě 0, avec une égalité si et seulement si xp “ yq.

Démonstration. Il suffit de poser α “ 1{p et β “ 1{q et appliquer le lemme 18.103.

Théorème 18.105 (Inégalité de Hölder[302]).
Soient p, q ą 0 tels que 1

p ` 1
q “ 1. Pour tout x, y P Rn nous avons

|x· y| “
nÿ

i“1
|xiyi| ď }x}p}x}q. (18.434)

Il y a égalité si et seulement si xiyi est de signe constant 48 et les vecteurs
ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei

sont proportionnels.

Démonstration. En plusieurs parties.
Le cas des vecteurs nuls Si x ou y est nul, les inégalités sont évidentes. Donc nous supposons

que non.
Première inégalité En ce qui concerne la première inégalité,

|x· y| “ |
ÿ

i

xiyi| ď
ÿ

i

|xi||yi| ď
ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q

˙
(18.435)

où nous avons utilisé le corollaire 18.104 dans chaque terme de la somme en tenant compte
du fait que |xi| et |yi| sont positifs.

Seconde inégalité Pour la seconde inégalité, nous commençons avec }x}p “ }y}q “ 1. Utilisant
encore le corollaire 18.104 pour chaque terme, nous avons

ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p
loomoon
“1

`1
q

ÿ

i

|yi|q
loomoon
“1

“ 1
p
` 1
q
“ 1 “ }x}p}y}q. (18.436)

Si maintenant x et y sont arbitraires non nuls dans Rn, nous posons x1 “ x{}x}p et y1 “
y{}y}q ; nous savons déjà que ÿ

i

|x1iy1i| ď 1. (18.437)

En remplaçant x1i par xi{}x}p et y1i par yi{}y}q, l’inégalité (18.437) devient
ÿ

i

|xi|yi
}x}p}y}q ď 1, (18.438)

ce qui signifie ÿ

i

|xiyi| ď }x}p}y}q. (18.439)

48. Je n’utilie pas cette hypothèse de signe constant. Il doit y avoir une subtilité qui m’a échappée. Soyez prudente en
lisant et écrivez-moi si vous trouvez une erreur.
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Cas d’égalité, dans un sens Nous notons

D “ tpx, yq P Rn ˆRn tel que
ÿ

i

|xiyi| “ }x}p}y}qu. (18.440)

Multiplications D’abord si px, yq P D, alors pµx, λyq P D pour tout µ, λ P R. En effet,

ÿ

i

|pµxqipλyqi| “ |µ||λ|
ÿ

i

|xiyi| “ |µ||λ|}x}p}y}q “ }µx}p}λy}q. (18.441)

Avec normes égales à 1 Soit px, yq P D tels que }x}p “ }y}q “ 1. Nous avons en particu-
lier,

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q (18.442)

grâce à l’inégalité (18.433) appliquée à chaque terme. Vu que }x}p “ 1, nous avonsř
i |xi|p “ 1, de telle sorte que le membre de droite de (18.442) se réduise à 1

p ` 1
q “ 1.

Nous pouvons donc écrire

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q “ 1. (18.443)

L’inégalité est donc une égalité :

ÿ

i

|xiyi| “
ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q

˙
. (18.444)

Mais chaque terme à gauche est en inégalité avec le terme correspondant à droite :

|xiyi| ď 1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q. (18.445)

Pour que le tout soit une égalité, il faut que chaque inégalité (18.445) soit une égalité.
Pour chaque i, nous avons

|xiyi| “ 1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q. (18.446)

La condition d’égalité du corollaire 18.104 nous dit alors que |xi|p “ |yi|q.
Avec normes arbitraires Soit donc px, yq P D. Nous savons qu’en posant x1 “ x{}x}p et

y1 “ y{}y}q nous avons px1, y1q P D et donc
ˆ |xi|
}x}p

˙p
“

ˆ |yi|
}y}q

˙q
. (18.447)

Cela donne tout de suite

|xi|p “
}x}pp
}y}qq |yi|

q, (18.448)

ce qui est bien ce que nous voulions : le vecteur
ř
i |xi|pei est proportionnel au vecteurř

i |yi|qei.
Cas d’égalité dans l’autre sens[1] Nous supposons que les vecteurs

ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei sont

proportionnels. Nous nommons cq le facteur de proportionnalité, c’est à dire que nous posons

|xi|p “ cq|yi|q. (18.449)
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Dans ce cas, pour chaque i, les nombres c|yi| et |xi| sont dans le cas d’égalité du corollaire
18.104. Nous avons alors

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c

ÿ

i

c|xi||yi| (18.450a)

“ 1
c

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q

`
c|yi|

˘q
˙

(18.450b)

“ 1
c

ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|xi|p

˙
(18.450c)

“ 1
c

ÿ

i

|xi|p. (18.450d)

Et c’est maintenant que nous subdivisons.
Si }x}p “ }y}q “ 1 Dans ce cas, l’égalité (18.450) se réduisent à

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c
. (18.451)

Mais l’hypothèse sur les normes donne

1 “
ÿ

i

|xi|p “
ÿ

i

cq|yi|q “ cq
ÿ

i

|yi|q “ cq. (18.452)

Donc c “ 1 et nous avons bien
ÿ

i

|xiyi| “ 1
c
“ 1 “ }x}p}y}q. (18.453)

Pour des normes arbitraires Soit px, yq P Rn ˆRn tels que |xi|p “ cq|yi|q. Nous posons
comme d’habitude x1 “ x{}x}p et y1 “ y{}y}q. En utilisant le cas « de norme 1 » nous
avons

1 “
ÿ

i

|x1iy1i| “
1

}x}p}yq}
ÿ

i

|xiyi|. (18.454)

Donc
ř
i |xiyi| “ }x}p}y}q comme nous le voulions.

La majoration de la proposition suivante sera utile pour les inégalités de Clarkson du lemme
28.123. Pour d’autres inégalités (plus simples) autour des normes }.}p, voir le thème 7.

Proposition 18.106 ([302]).
Si x P Rn et si 0 ă q ă p, alors

}x}q ď n
1
q
´ 1
p }x}p. (18.455)

En particulier, si 0 ă q ă p, alors
}x}p ď }x}p. (18.456)

Démonstration. Nous posons P “ p{q et Q “ P {pP ´ 1q. Les nombres P et Q sont des exposants
conjugués, parce que

1
P
` 1
Q
“ q

p
` p´ q

p
“ 1. (18.457)

Nous posons y “ p1, . . . , 1q P Rn ainsi que

v “
ÿ

i

|xi|qei, (18.458)

et nous écrivons l’inégalité de Hölder de la proposition 18.105 sur les vecteurs v et y :
ÿ

i

|viyi| ď }v}P }y}Q. (18.459)
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En déballant,

ÿ

i

|xi|q ď
˜ÿ

i

p|xi|qqP
¸1{P ` ÿ

i

1Q
loomoon
“n

˘1{Q (18.460a)

“
˜ÿ

i

|xi|p
¸q{p

n1{Q (18.460b)

“ n1´q{p}x}qp. (18.460c)

Cela donne
}x}qq ď n1´q{p}x}qp. (18.461)

En prenant la puissance 1{q des deux côtés,

}x}q ď n
1
q
´ 1
p }x}p (18.462)

18.12 Trucs et astuces de calcul d’intégrales

Afin d’alléger le texte de calculs parfois un peu longs, nous regroupons ici les intégrales à une
variable que nous devons utiliser dans les autres parties du cours.

18.12.1 Quelques intégrales « usuelles »

(1) L’intégrale

I “
ż
x lnpxqdx “ x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘

(18.463)

se fait par partie en posant
u “ lnpxq, dv “ x dx

du “ 1
x
dx, v “ x2

2 ,
(18.464)

et ensuite
I “ lnpxqx

2

2 ´
ż
x

2 “
x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘
. (18.465)

(2) L’intégrale

I “
ż
x lnpx2qdx “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (18.466)

En utilisant le fait que lnpu2q “ 2 lnpuq, nous retombons sur une intégrale du type (1) :

I “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (18.467)

(3) L’intégrale

I “
ż
x lnp1` x2qdx “ 1

2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1
2 (18.468)

se traite en posant v “ 1` x2 de telle sorte à avoir dx “ dv
2x et donc

I “ 1
2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1

2 . (18.469)
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(4) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθq ln
ˆ

1` 1
cos2pθq

˙
dθ (18.470)

demande le changement de variable u “ cospθq, dθ “ ´ du
sinpθq . Nous tombons sur l’intégrale

I “ ´
ż
u ln

ˆ
1` u2

u2

˙
“ ´

ż
u lnp1` u2q `

ż
u lnpu2q, (18.471)

qui sont deux intégrales déjà faites. Nous trouvons

I “ ´1
2 ln

ˆ
sin2pθq ´ 1
sin2pθq ´ 2

˙
sin2pθq ´ ln

`
sin2pθq ´ 2

˘` 1
2 ln

`
sin2pθq ´ 1

˘
(18.472)

(5) L’intégrale
ż

r3

1` r2dr “
r2

2 ´
1
2 lnpr2 ` 1q. (18.473)

commence par faire la division euclidienne de r3 par r2 ` 1 ; ce que nous trouvons est r3 “
pr2 ` 1qr ´ r. Il reste à intégrer

ż
r3

1` r2dr “
ż
r dr ´

ż
r

1` r2dr. (18.474)

La fonction dans la seconde intégrale est r
1`r2 “ 1

2
f 1prq
fprq où fprq “ 1 ` r2, et donc

ş
r

1`r2 “
1
2 lnp1` r2q. Au final,

I “ 1
2r

2 ´ 1
2 lnpr2 ` 1q. (18.475)

(6) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθqdθ “ sin2pθq
2 (18.476)

se traite par le changement de variable u “ sinpθq, du “ cospθqdθ, et donc
ż

cospθq sinpθqdθ “
ż
udu “ u2

2 “ sin2pθq
2 . (18.477)

(7) L’intégrale ż a
1` x2dx “ x

2
a

1` x2 ` 1
2 arcsinhpxq (18.478)

s’obtient en effectuant le changement de variable u “ sinhpξq.
(8) L’intégrale ż

cos2pxq sin2pxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 (18.479)

s’obtient à coups de formules de trigonométrie. D’abord, sinptq cosptq “ 1
2 sin2p2tq fait en

sorte que la fonction à intégrer devient

fpxq “ 1
4 sin2pxq. (18.480)

Ensuite nous utilisons le fait que sin2ptq “ p1 ´ cosp2tqq{2 pour transformer la formule à
intégrer en

fpxq “ 1´ cosp4xq
8 . (18.481)

Cela s’intègre facilement en posant u “ 4x, et le résultat est
ż
fpxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 . (18.482)
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(9) La fonction
sincpxq “ sinpxq

x
(18.483)

est le sinus cardinal de x. Nous allons montrer que
ż 8

0

ˇ̌
sincpxqˇ̌dx “ 8 . (18.484)

D’abord nous avons ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
t

dt ě
ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
nπ

dt, (18.485)

mais par périodicité, ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌dt “

ż π

0
sinptqdt “ 2. (18.486)

Par conséquent ż nπ

0

ˇ̌
sincptqˇ̌dt ě 2

π

nÿ

k“1

1
k
, (18.487)

ce qui diverge lorsque nÑ8.
(10) Les intégrales, pour ε ą 0, ż 8

0
cospkxqe´εxdx “ ε

k2 ` ε2 (18.488)

et ż 8

0
sinpkxqe´εxdx “ k

k2 ` ε2 (18.489)

se calculent deux fois par partie. Nous posons

I “
ż 8

0
cospkxqe´εxdx (18.490a)

J “
ż 8

0
sinpkxqe´εxdx. (18.490b)

L’intégrale I s’effectue par partie en posant u “ cospkxq et v1 “ e´εx. Un peu de calcul
montre que

I “ 1
ε
´ k

ε
J. (18.491)

Par ailleurs l’intégrale J se fait également par partie pour obtenir

J “ k

ε
I. (18.492)

En résolvant pour I et J les deux équations déduites, nous trouvons

I “ ε

k2 ` ε2 (18.493a)

J “ k

k2 ` ε2 . (18.493b)

18.12.2 Reformer un carré au dénominateur

Lorsqu’on a un second degré au dénominateur, le bon plan est de reformer un carré parfait.
Par exemple :

x2 ` 2x` 2 “ px` 1q2 ` 1. (18.494)

Ensuite, le changement de variable t “ x` 1 est pratique parce que cela donne t2 ` 1 au dénomi-
nateur.
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Cherchons
I “

ż 1´ x
x2 ` 2x` 2dx “

ż 1´ x
px` 1q2 ` 1dx “

ż 1´ pt´ 1q
t2 ` 1 (18.495)

où nous avons fait le changement de variable t “ x` 1, dt “ dx. L’intégrale se coupe maintenant
en deux parties :

I “
ż ´t
t2 ` 1 `

ż 2
t2 ` 1 . (18.496)

La seconde est dans les formulaires et vaut

2 arctanptq “ 2 arctanpx` 1q, (18.497)

tandis que la première est presque de la forme f 1{f :
ż

t

t2 ` 1 “
1
2

ż 2t
t2 ` 1 “

1
2 lnpt1 ` 1q “ 1

2 lnpu2 ` 2u` 2q. (18.498)

18.12.3 Décomposition en fractions simples

La décomposition en fractions simples décrite en 20.1.6 permet d’intégrer des fractions ration-
nelles. Elle peut parfois être évitée par la méthode de Rothstein-Trager que nous expliquerons dans
21.14.4.

18.13 Algorithme du gradient à pas optimal
Une idée pour trouver un minimum à une fonction est de prendre un point p au hasard, calculer

le gradient ∇fppq et suivre la direction ´∇fppq tant que ça descend. Une fois qu’on est « dans le
creux », recalculer le gradient et continuer ainsi.

Nous allons détailler cet algorithme dans un cas très particulier d’une matrice A symétrique et
strictement définie positive.
— Dans la proposition 18.108 nous montrons que résoudre le système linéaire Ax “ ´b est

équivalent à minimiser une certaine fonction.
— La proposition 18.109 donnera une méthode itérative pour trouver ce minimum.

Définition 18.107.
Si X est un espace vectoriel normé et f : X Ñ R Y t˘8u nous disons que f est coercive sur le
domaine non borné P de X si pour tout M P R, l’ensemble

tx P P tel que fpxq ďMu (18.499)

est borné.

En langage imagé la coercivité de f s’exprime par la limite

lim
}x}Ñ8
xPP

fpxq “ `8. (18.500)

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 11.192.

Proposition 18.108.
Soit A P S``pn,Rq et b P Rn. Nous considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(18.501)

Alors :
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(1) Il existe un unique x̄ P Rn tel que Ax̄ “ ´b.
(2) Il existe un unique x˚ P Rn minimisant f .
(3) Ils sont égaux : x̄ “ x˚.

Démonstration. Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible, entre autres
parce qu’elle se diagonalise par des matrices orthogonales (qui sont inversibles) et que la matrice
diagonalisée est de déterminant non nul : tous les éléments diagonaux sont strictement positifs.
Voir le théorème spectral symétrique 11.189.

D’où l’unicité du x̄ résolvant le système Ax “ ´b pour n’importe quel b.
f est strictement convexe La fonction f s’écrit

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk. (18.502)

Elle est de classe C2 sans problèmes, et il est vite vu que B2f
BxiBxj “ Aij , c’est-à-dire que A est

la matrice hessienne de f . Cette matrice étant strictement définie positive par hypothèse, la
fonction f est strictement convexe par le corollaire 18.96(2).

f est coercive Montrons à présent que f est coercive. Nous avons :

|fpxq| “ ˇ̌1
2xAx, xy ` xb, xy

ˇ̌
(18.503a)

ě 1
2 |xAx, xy| ´ |xb, xy| (18.503b)

ě 1
2λmax}x}

2 ´ }b}}x} (18.503c)

Pour la dernière ligne nous avons nommé λmax la plus grande valeur propre de A et utilisé
Cauchy-Schwarz pour le second terme. Nous avons donc bien |fpxq| Ñ 8 lorsque }x} Ñ 8
et la fonction f est coercive.

Soit M une valeur atteinte par f . L’ensemble

tx P Rn tel que fpxq ďMu (18.504)

est fermé (parce que f est continue) et borné parce que f est coercive. Cela est donc compact 49
et f atteint un minimum qui sera forcément dedans. Cela est pour l’existence d’un minimum.

Pour l’unicité du minimum nous invoquons la convexité : si x̄1 et x̄2 sont deux points réalisant
le minimum de f , alors

f

ˆ
x̄1 ` x̄2

2

˙
ă 1

2fpx̄1q ` 1
2fpx̄2q “ fpx̄1q, (18.505)

ce qui contredit la minimalité de fpx̄1q.
Nous devons maintenant prouver que x̄ vérifie l’équation Ax̄ “ ´b. Vu que x̄ est minimum

local de f qui est une fonction de classe C2, le théorème des minima locaux 18.69 nous indique
que x̄ est solution de ∇fpxq “ 0. Calculons un peu cela avec la formule

dfxpuq “ d

dt

”
fpx`tuq

ı
t“0

“ 1
2
`xAx, uy`xAu, xy˘`xb, uy “ xAx, uy`xb, uy “ xAx`b, uy. (18.506)

Donc demander dfxpuq “ 0 pour tout u demande Ax` b “ 0.

Proposition 18.109 (Gradient à pas optimal).
Soit A P S``pn,Rq (A est une matrice symétrique strictement définie positive) et b P Rn. Nous
considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(18.507)

49. Théorème 8.9
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Soit x0 P Rn. Nous définissons la suite pxkq par
xk`1 “ xk ` tkdk (18.508)

où
— dk “ ´p∇fqpxkq
— tk est la valeur minimisant la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq sur R.
Alors pour tout k ě 0 nous avons

}xk ´ x̄} ď K

ˆ
c2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙k
(18.509)

où c2pAq “ λmax
λmin

est le rapport ente la plus grande et la plus petite valeur propre 50 de la matrice
A et x̄ est l’unique élément de Rn à minimiser f .

Démonstration. Décomposition en plusieurs points.
Existence de x̄ Le fait que x̄ existe et soit unique est la proposition 18.108.
Si p∇fqpxkq “ 0 D’abord si ∇fpxkq “ 0, c’est que xk`1 “ xk et l’algorithme est terminé : la suite

est stationnaire. Pour dire que c’est gagné, nous devons prouver que xk “ x̄. Pour cela nous
écrivons (à partir de maintenant « xk » est la kecomposante de x qui est une variable, et non
le xk de la suite)

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk (18.510)

et nous calculons Bf
Bxi paq en tenant compte du fait que BxkBxi “ δki. Le résultat est que pBifqpaq “

pAx` bqi et donc que
p∇fqpaq “ Aa` b. (18.511)

Vu que A est inversible (symétrique définie positive), il existe un unique a P Rn qui vérifie
cette relation. Par la proposition 18.108, cet élément est le minimum x̄.
Cela pour dire que si a P Rn vérifie p∇fqpaq “ 0 alors a “ x̄. Nous supposons donc à partir
de maintenant que ∇fpxkq ‰ 0 pour tout k.

tk est bien défini Pour t P R nous avons

fpxk ` tdkq “ fpxkq ` 1
2 t

2xAdk, dky ` txAxk ` blooomooon
“´dk

, dky “ 1
2 t

2xAdk, dky ´ tk}dk}2 ` fpxkq.

(18.512)
qui est un polynôme du second degré en t. Le coefficient de t2 est 1

2xAdk, dky ą 0 parce que
dk ‰ 0 et A est strictement définie positive. Par conséquent la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq
admet bien un unique minimum. Nous pouvons même calculer tk parce que l’on connaît pas
cœur le sommet d’une parabole :

tk “ ´xAxk ` b, dkyxAdk, dky “ }dk}2
xAdk, dky (18.513)

parce que dk “ ´∇fpxkq “ ´pAxk ` bq.
La valeur de dk`1 Par définition, dk`1 “ ´∇fpxk`1q “ ´pAxk`1 ` bq. Mais xk`1 “ xk ` tkdk,

donc
dk`1 “ ´Axk ´ tkAdk ´ b “ dk ´ tkAdk (18.514)

parce que ´Axk ´ b “ dk.
Par ailleurs, xdk`1, dky “ 0 parce que

xdk`1, dky “ xdk, dky ´ tkxdk, Adky “ }dk}2 ´ }dk}2
xAdk, dkyxdk, Adky “ 0 (18.515)

où nous avons utilisé la valeur (18.513) de tk.
50. Cela est certainement très lié au conditionnement de la matrice A, voir la proposition 35.108.
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Calcul de fpxk`1q Nous repartons de (18.512) où nous substituons la valeur (18.513) de tk :

fpxk`1q “ fpxkq ` 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´

}dk}4
xAdk, dky “ fpxkq ´ 1

2
}dk}4

xAdk, dky . (18.516)

Encore du calcul . . . Vu que le produit xAdk, dky arrive tout le temps, nous allons étudier
xA´1dk, dky. Le truc malin est d’essayer d’exprimer ça en termes de x̄ et f̄ “ fpx̄q. Pour
cela nous calculons fpx̄q :

f̄ “ fpx̄q “ fp´A´1bq “ ´1
2xb, A

´1by. (18.517)

Ayant cela en tête nous pouvons calculer :

xA´1dk, dky “ xA´1pAxk ` bq, Axk ` by (18.518a)
“ xxk, Axky ` xA´1b, Axky ` xb, xky ` xA´1b, byloooomoooon

´2f̄

(18.518b)

“ xxk, Axky ` 2xxk, by ´ 2f̄ (18.518c)
“ 2

`
fpxkq ´ f̄

˘
(18.518d)

où nous avons utilisé le fait que xx,Ayy “ xAx, yy parce que A est symétrique.

Erreur sur la valeur du minimum Nous voulons à présent estimer la différence fpxk`1q ´ f̄ .
Pour cela nous mettons en facteur fpxkq ´ f̄ dans fpxk`1 ´ f̄q ; et d’ailleurs c’est pour cela
que nous avons calculé xA´1dk, dky : parce que ça fait intervenir fpxkq ´ f̄ .

fpxk`1q ´ f̄ “ fpxkq ´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´ f̄ (18.519a)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘
˜

1´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky

`
fpxkq ´ f̄

˘
¸

(18.519b)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘ˆ
1´ }dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky
˙
. (18.519c)

Nous traitons le dénominateur à l’aide de l’inégalité de Kantorovitch 18.102. Nous avons

}dk}4
xAdk, dkyxA´1dk, dky ě

}dk}4
1
4

ˆa
c2pAq ` 1?

c2pAq

˙2
}dk}4

“ 4c2pAq
pc2pAq ` 1q2 . (18.520)

Mettre cela dans (18.519c) est un calcul d’addition de fractions :

fpxk`1q ´ f̄ ď
`
fpxkq ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2
. (18.521)

Par récurrence nous avons alors

fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
. (18.522)

Notons qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que f̄ étant le minimum de f , les deux côtés
de l’inégalité sont automatiquement positifs.
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Erreur sur la position du minimum Nous voulons à présent étudier la norme de xk´ x̄. Pour
cela nous l’écrivons directement avec la définition de f en nous souvenant que b “ ´Ax̄ :

fpxkq ´ f̄ “ 1
2xAxk, xky ` xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y ` xAx̄, x̄y (18.523a)

“ 1
2xAxk, xky ´ xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (18.523b)

“ 1
2xAxk, xky ´

1
2xAx̄, xky ´

1
2xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (18.523c)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, xky ` xAx̄, x̄´ xky

¯
(18.523d)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, pxk ´ x̄qy

¯
(18.523e)

où à la dernière ligne nous avons fait xAx̄, x̄´ xky “ xx̄, Apx̄´ xkqy en vertu de la symétrie
de A.
Les produits de la forme xAy, yy sont majorés par λmin}y}2 parce que λmin est la plus grande
valeur propre de A. Dans notre cas,

fpxkq ´ f̄ ě 1
2λmin}xk ´ x̄}

2 (18.524)

Conclusion En combinant les inéquations (18.524) et (18.522) nous trouvons

1
2λmin}xk ´ x̄}

2 ď fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
, (18.525)

c’est-à-dire

}xk ´ x̄} ď
d

2
`
fpx0q ´ f̄

˘

λmin ` 1

2k

. (18.526)

Notons que lorsque c2pAq est proche de 1 la méthode converge rapidement. Par contre si c2pAq
est proche de zéro, la méthode converge lentement.

18.14 Formes quadratiques, signature, et lemme de Morse
18.110.
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel réel normé de dimension finie n. L’ensemble des formes quadra-
tiques réelles 51 sur E est vu comme l’ensemble des matrices symétriques SnpRq ; il sera noté QpEq
et le sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées est SnpRq X GLpn,Rq qui sera noté
ΩpEq. Nous rappelons que la correspondance est donnée de la façon suivante.

Si A P SnpRq, la forme quadratique associée est qA donnée par le produit scalaire qApxq “
x·Ax.

18.111.
Nous noterons encore Q`pEq les formes quadratiques positives sur E et Q``pEq les formes qua-
dratiques strictement définies positives sur E.

Sur QpEq nous mettons la norme

Npqq “ sup
}x}E“1

|qpxq|, (18.527)

qui du point de vue de SnpRq est
NpAq “ sup

}x}E“1
|xtAx|. (18.528)

51. Définition 11.199.
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Notons que à droite, c’est la valeur absolue usuelle sur R.
Nous savons par le théorème de Sylvester (théorème 4.110) que dans Mpn,Rq, toute matrice

symétrique de signature pp, qq est semblable à la matrice

1p,q “
¨
˝
1p

1p
0n´p´q

˛
‚. (18.529)

Donc deux matrices de Sn sont semblables si et seulement si elles ont la même signature (même si
elles ne sont pas de rang maximum, cela soit dit au passage). Si nous notons Sp,qn pRq l’ensemble
des matrices réelles symétriques de signature pp, qq, alors

Sp,qn pRq “ tP tAP tel que P P GLpn,Rqu (18.530)

où A est une quelconque ce ces matrices.
Nous voudrions en savoir plus sur ces ensembles. En particulier nous aimerions savoir si la

signature est une notion « stable » au sens où ces ensembles seraient ouverts dans Sn. Pour cela
nous considérons l’action de GLpn,Rq sur Sn définie par

α : GLpn,Rq ˆ SnpRq Ñ SnpRq
pP,Aq ÞÑ P tAP

(18.531)

faite exprès pour que les orbites de cette action soient les ensembles Sp,qn pRq.
La proposition suivante montre que lorsque p` q “ n, c’est-à-dire lorsqu’on parle de matrices

de rang maximum, les ensembles Sp,qn pRq sont ouverts, c’est-à-dire que la signature d’une forme
quadratique est une propriété « stable » par petite variations des éléments de matrice. Notons tout
de suite que si le rang n’est pas maximum, le théorème de Sylvester dit qu’elle est semblable à une
matrice diagonale avec des zéros sur la diagonale ; en modifiant un peu ces zéros, on peut modifier
évidemment la signature.

Proposition 18.112 ([43]).
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors
(1) les formes quadratiques non dégénérées forment un ouvert dans l’ensemble des formes qua-

dratiques,
(2) les ensembles Sp,qn pRq avec p` q “ n sont ouverts dans SnpRq,
(3) les composantes connexes de ΩpEq sont les Sp,qn pRq avec p` q “ n,
(4) les Sp,qn pRq non dégénérés sont connexes par arc.

Démonstration. Cette preuve est donnée du point de vue des matrices. La différence entre le
point (3) et (4) est que dans le premier nous prouvons la connexité de Sp,qn pRq à partir de la
connexité de GL`pn,Rq, tandis que dans le second nous prouvons la connexité par arc de Sp,qn pRq
à partir de la connexité par arc de GL`pn,Rq. Bien entendu le second implique le premier.
(1) Il s’agit simplement de remarquer que QpEq “ SnpRq, que ΩpEq “ SnpRqXGLpn,Rq et que

le déterminant est une fonction continue sur Mpn,Rq.
(2) Soit A0 P Sp,qn pRq. Le théorème de Sylvester 4.110 nous donne une matrice inversible P

telle que P tA0P “ 1p,q. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 1p,q contenu
dans Sp,qn pRq. À partir de là, l’ensemble pP´1qtUP´1 sera un voisinage de A0 contenu dans
Sp,qn pRq.
Nous considérons les espaces vectoriels

F “ Spante1, . . . , epu (18.532a)
G “ Spantep`1, . . . , enu (18.532b)
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La norme euclidienne }.}p sur F est équivalente à la norme |.|E par le théorème 12.6. Donc
il existe une constante k1 ą 0 telle que pour tout x P F ,

}x}p ě k1}x}E . (18.533)

De la même façon sur G, il existe une constante k2 ą 0 telle que

}x}q ě k2}x}E . (18.534)

Si nous posons k “ mintk2
1, k

2
2u, alors nous avons
@x P F, }x}2p ě k2

1}x}2E ě k}x}2E (18.535a)
@x P G, }x}2q ě k2

2}x}2E ě k}x}2E . (18.535b)

Soit une matrice A P SnpRq telle que NpA´1p,qq ă k, c’est-à-dire que A est dans un voisinage
de 1p,q pour la norme sur SnpRq donné par (18.528). Si x est non nul dans E, nous avons

ˇ̌
xtpA´ 1p,qqx

ˇ̌ ď Np1p,q ´Aq}x}2 ď k}x}2. (18.536)

En déballant la valeur absolue, cela signifie que

´ k}x}2E ď xtpA´ 1p,qqx ď k}x}2. (18.537)

Si x P F , alors la première inéquation et (18.533) donnent

xtAx ě }x}2p ´ k}x}2E ą 0 (18.538)

Si x P G, alors la seconde inéquation et (18.534) donnent

xtAx ď k}x}2E ´ }x}2q ă 0. (18.539)

Nous avons donc montré que x ÞÑ xtAx est positive sur F et négative sur G, ce qui prouve
que A est bien de signature pp, qq et appartient donc à Sp,qn pRq. Autrement dit nous avons

Bp1p,q, kq Ă Sp,qn pRq. (18.540)

(3) Cette partie de la preuve provient essentiellement de [303], et fonctionne pour tous les Sp,qn pRq,
même pour ceux qui ne sont pas de rang maximum.
SoitA P Sp,qn pRq. Nous savons que GLpn,Rq a deux composantes connexes (proposition 14.19).
Vu que l’application

α : GLpn,Rq Ñ Sn

P ÞÑ P tAP
(18.541)

est continue, l’image d’un connexe de GLpn,Rq par α est connexe (proposition 7.84). En
particulier, α

`
GL˘pn,Rq˘ sont deux connexes et nous savons que Sp,qn pRq a au plus ces deux

composantes connexes.
Notre but est maintenant de trouver une intersection entre les parties α

`
GL`pn,Rq˘ et

α
`
GL´pn,Rq˘ 52. Soit par le théorème de Sylvester, soit par le théorème de diagonalisation

des matrices symétriques réelles 11.189, il existe une matrice P P GLpn,Rq diagonalisant A.
En suivant la remarque 11.190, et en notant Q la matrice obtenue à partir de P en changeant
le signe de sa première ligne, nous avons

αpQq “ QtAQ “ P tAP “ αpP q. (18.542)

Or si P P GL`pn,Rq, alors Q P GL´pn,Rq et inversement. Donc nous avons trouvé une
intersection entre α

`
GL`pn,Rq˘ et α

`
GL´pn,Rq˘.

52. À ce point, il me semble que [303] fait erreur parce que la matrice ´1n est de déterminant 1 lorsque n est pair.
L’argument donné ici provient de [43]
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(4) Soient A et B dans Sp,qn pRq XGLpn,Rq. Par le théorème de Sylvester, il existe P et Q dans
GLpn,Rq telles que A “ P t1p,qP et B “ Qt1p,qQ. Par la remarque 11.190 nous pouvons
choisir P et Q dans GL`pn,Rq. Ce dernier groupe étant connexe par arc, il existe un chemin

γ : r0, 1s Ñ GL`pn,Rq (18.543)

tel que γp0q “ P et γp1q “ Q. Alors le chemin

s ÞÑ γpsqt1p,qγpsq (18.544)

est un chemin continu dans Sp,qn pRq joignant A à B.

Nous savons déjà de la proposition 18.112 que les ensembles Sp,qn pRq (pas spécialement de rang
maximum) sont ouverts dans SnpRq. Le lemme suivant nous donne une précision à ce sujet, dans
le cas des matrices de rang maximum, en disant que la matrice qui donne la similitude entre A0
et A est localement un C1-difféomorphisme de A.

Lemme 18.113.
Soit A0 P ΩpRnq “ Sn XGLpn,Rq, une matrice symétrique inversible. Alors il existe un voisinage
V de A0 dans Sn et une application φ : V Ñ GLpn,Rq qui
(1) est de classe C1,
(2) est telle que pour tout A P V , ϕpAqtA0φpAq “ A.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : Mpn,Rq Ñ Sn

M ÞÑM tA0M.
(18.545)

Étant donné que les composantes de ϕpMq sont des polynômes en les entrées deM , cette application
est de classe C1 – et même plus. Soit maintenant H PMpn,Rq et calculons dϕ1pHq par la formule
(13.482) :

dϕ1pHq “ d

dt

”
ϕp1` tHq

ı
t“0

(18.546a)

“ d

dt

”
p1` tHtqA0p1` tHq

ı
t“0

(18.546b)

“ d

dt

”
A0 ` tA0H ` tHtA0 ` t2HtA0H

ı
t“0

(18.546c)

“ A0H `HtA0. (18.546d)

Donc
dϕ1pHq “ pA0Hq ` pA0Hqt. (18.547)

Par conséquent

kerpdϕ1q “ tH PMpn,Rq tel que A0H est antisymétriqueu, (18.548)

et si nous posons
F “ tH PMpn,Rq tel que A0H est symétriqueu (18.549)

nous avons
Mpn,Rq “ F ‘ kerpdϕ1q (18.550)

parce que toute matrice peur être décomposée de façon unique en partir symétrique et antisymé-
trique. De plus l’application

f : F Ñ Sn

H ÞÑ A0H
(18.551)
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est une bijection linéaire. D’abord A0H “ 0 implique H “ 0 parce que A0 est inversible, et ensuite
si X P Sn, alors X “ A0A

´1
0 X, ce qui prouve que X est l’image par f de A´1

0 X et donc que f est
surjective.

Maintenant nous considérons la restriction ψ “ ϕ|F , ψ : F Ñ Sn. Remarquons que 1 P F parce
que A0 P Sn. L’application dψ1 est une bijection. En effet d’abord

dpϕ|F q1 “ pdϕ1q|F , (18.552)

ce qui prouve que
kerpdψ1q “ kerpdϕ1q X F “ t0u, (18.553)

ce qui prouve que dψ1 est injective. Pour montrer que dψ1 est surjective, il suffit de mentionner le
fait que dimF “ dimSn du fait que l’application (18.551) est une bijection linéaire.

Nous pouvons utiliser le théorème d’inversion locale (théorème 18.48) et conclure qu’il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans F tel que ψ soit un difféomorphisme C1 entre U et V “ ψpUq.
Vu que GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq, nous pouvons prendre U XGLpn,Rq et donc supposer
que U Ă GLpn,Rq.

Pour tout A P V , il existe une unique M P U telle que ψpMq “ A, c’est-à-dire telle que
A “M tA0M . Cette matrice M est ψ´1pAq et est une matrice inversible. Bref, nous posons

φ : V Ñ GLpn,Rq
A ÞÑ ψ´1pAq, (18.554)

et ce φ est de classe C1 sur V parce que c’est ce que dit le théorème d’inversion locale. Cette
application répond à la question parce que V est un voisinage de ϕp1q “ A0 et pour tout A P V
nous avons

φpAqtA0φpAq “ ϕ´1pAqtA0ϕ
´1pAq “ A. (18.555)

18.15 Ellipsoïde de John-Loewner
C’est le moment de relire les conventions de notations données en 18.110 et 18.111 ainsi que la

définition 11.199 d’une forme quadratique.
Soit q une forme quadratique sur Rn ainsi que B une base orthonormée de Rn dans laquelle la

matrice de q est diagonale. Dans cette base, la forme q est donnée par la proposition 11.277 :

qpxq “
ÿ

i

λixi (18.556)

où les λi sont les valeurs propres de q.
Plus généralement nous notons matBpqq la matrice de q dans la base B de Rn.

Proposition 18.114.
Soit B une base orthonormée de Rn et l’application 53

D : QpRnq Ñ R

q ÞÑ det
`
matBpqq

˘
.

(18.557)

Alors :
(1) La valeur et D ne dépend pas du choix de la base orthonormée B.
(2) La fonction D est donnée par la formule Dpqq “ś

i λi où les λi sont les valeurs propres de
q.

(3) La fonction D est continue.
53. L’ensemble QpEq est l’ensemble des formes quadratiques sur E.
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Démonstration. Soit q une forme quadratique sur Rn. Nous considérons B une base de diagonali-
sation de q :

qpxq “
ÿ

i

λixi (18.558)

où les xi sont les composantes de x dans la base B. Par définition, la matrice matBpqq est la matrice
diagonale contenant les valeurs propres de q.

Nous considérons aussi B1, une autre base orthonormées de Rn. Nous notons S “ matB1pqq ;
étant symétrique, cette matrice se diagonalise par une matrice orthogonale : il existe P P Opn,Rq
telle que

S “ PmatBpqqP t; (18.559)

donc detpSq “ detpPP tq det
`

diagpλ1, . . . , λnq
˘ “ λ1 . . . λn. Ceci prouve en même temps que D ne

dépend pas du choix de la base et que sa valeur est le produit des valeurs propres.
Passons à la continuité. L’application déterminant det : SnpRnq Ñ R est continue car poly-

nôme en les composantes. D’autre par l’application matB : QpRnq Ñ SnpRq est continue par la
proposition 11.276. L’application D étant la composée de deux applications continues, elle est
continue.

Lemme 18.115 (Volume d’un ellipsoïde[43, 1]).
Soit une forme quadratique strictement définie positive q sur Rn. Nous considérons l’ellipsoïde

E “ tx P Rn tel que qpxq ď r2u (18.560)

pour un certain r ą 0.
Alors le volume de E est donné par

Vq “ V0rna
Dpqq (18.561)

où V0 est une constante 54 et D est l’application de la proposition 18.114.

Démonstration. Vu que la matrice de q est symétrique, elle est diagonalisable par une matrice
orthogonale (théorème 11.189). Autrement dit, il existe une base orthonormée B “ te1, . . . , enu de
Rn telle que

qpxq “
nÿ

i“1
aix

2
i (18.562)

où xi “ xei, xy et les ai sont tous strictement positifs.
A priori nous devrions calculer ż

E
dx, (18.563)

mais nous effectuons le changement de variable 55 associé à la matrice qui diagonalise q et nous
devons simplement calculer

Vq “
ż
ř
i aix

2
iăr2

dx (18.564)

parce que le jacobien de ce changement de variable est 1 (déterminant d’une matrice orthogonale).
Tout cela pour dire que nous nommons Eq l’ellipsoïde associée à la forme quadratique q et Vq

son volume que nous allons maintenant calculer 56 :

Vq “
ż
ř
i aix

2
iăr2

dx (18.565)

54. C’est le volume de la boule unité dans Rn et ce n’est pas tout à fait évident à calculer [304].
55. Théorème 15.252.
56. Le volume ne change pas si nous écrivons l’inégalité stricte au lieu de large dans le domaine d’intégration ;

nous le faisons pour avoir un domaine ouvert.
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Cette intégrale est écrite de façon plus simple en utilisant le C1-difféomorphisme

ϕ : Eq Ñ Bp0, 1q
x ÞÑ 1

r

´
x1
?
a1, . . . , xn

?
an

¯
.

(18.566)

Le fait que ϕ prenne bien ses valeurs dans Bp0, 1q est un simple calcul : si x P Eq, alors
ÿ

i

ϕpxq2i “
1
r2

ÿ

i

aix
2
i “

1
r2 qpxq ă 1. (18.567)

Cela nous permet d’utiliser le théorème de changement de variables 15.252 :

Vq “
ż
ř
i aix

2
iăr2

dx “ rn?
a1 . . . an

ż

Bp0,1q
dx. (18.568)

La dernière intégrale est le volume de la boule unité dans Rn et nous la notons V0. La proposi-
tion 18.114 nous permet d’écrire Vq sous la forme

Vq “ V0rna
Dpqq . (18.569)

18.116.
Le théorème suivant dit en substance que si K est compact, alors il existe un unique ellipsoïde de
volume minimal centré en l’origine et contenant K. Il faut se rendre compte que l’ellipsoïde n’est
pas celui que l’on croirait intuitivement parce que la contrainte centrée en l’origine est forte. Si
K “ B

`p4, 0q, 1˘, alors l’ellipsoïde donnée n’est pas du tout K lui-même comme on pourrait s’y
attendre. Ce serait probablement quelque chose comme la boule centrée en p0, 0q et de rayon 5 57.

Ce que l’on voudrait est un ellipsoïde qui soit centrée où il faut pour que le volume soit minimal.
Nous verrons que c’est possible en la proposition 18.118, mais qu’alors l’unicité est moins évidente
(voir la remarque dans [305]). Si vous voulez en entendre parler, vous pouvez lire [306, 307].

Proposition 18.117 (Ellipsoïde de John-Loewner[43]).
Soit K compact dans Rn et d’intérieur non vide. Il existe une unique ellipsoïde 58 (pleine) centrée
en l’origine de volume minimal contenant K.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs parties.
Volume de l’ellipsoïde Soit E un ellipsoïde centré en l’origine. La proposition 11.285 et son

corollaire 11.286 nous indiquent que

E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u (18.570)

pour une certaine forme quadratique strictement définie positive q. Le lemme 18.115 nous
donne alors le volume de E par

Vq “ V0a
Dpqq (18.571)

où V0 est une constante.
Existence de l’ellipsoïde Nous voulons trouver un ellipsoïde contenant K de volume minimal,

c’est-à-dire une forme quadratique q P Q``pRnq telle que
— Dpqq soit maximal

57. Je ne sais pas très bien si il y a moyen de faire mieux. Ce serait sans doute un bon exercice ; faites-moi savoir si
vous avez la réponse.
58. Définition 11.283.



18.15. ELLIPSOÏDE DE JOHN-LOEWNER 1145

— qpxq ď 1 pour tout x P K.
Nous considérons l’ensemble des candidats semi-définis positifs.

A “ tq P Q` tel que qpxq ď 1@x P Ku. (18.572)

Nous allons montrer que A est convexe, compact et non vide dans QpRnq ; il aura ainsi
un maximum de la fonction continue D définie sur QpRnq. Nous montrerons ensuite que le
maximum est dans Q``. L’unicité sera prouvée à part.

Non vide L’ensemble K est compact et donc borné par M ą 0. La forme quadratique
q : x ÞÑ }x}2{M2 est dans A parce que si x P K alors

qpxq “ }x}
2

M2 ď 1. (18.573)

Convexe Soient q, q1 P A et λ P r0, 1s. Nous avons encore λq ` p1´ λqq1 P Q` parce que

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ě 0 (18.574)

dès que qpxq ě 0 et q1pxq ě 0. D’autre part si x P K nous avons

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ď λ` p1´ λq “ 1. (18.575)

Donc λq ` p1´ λqq1 P A.
Fermé Pour rappel, la topologie de QpRnq est celle de la norme (11.615). Nous considérons

une suite pqnq dans A convergeant vers q P QpRnq et nous allons prouver que q P A, de
sorte que la caractérisation séquentielle de la fermeture (proposition 9.11) conclue que
A est fermé. En nommant ex le vecteur unitaire dans la direction x nous avons

ˇ̌
qpxqˇ̌ “ ˇ̌}x}2qpexq

ˇ̌ ď }x}2Npqq, (18.576)

de sorte que notre histoire de suite convergente donne pour tout x :
ˇ̌
qnpxq ´ qpxq

ˇ̌ ď }x}2Npqn ´ qq Ñ 0. (18.577)

Vu que qnpxq ě 0 pour tout n, nous devons aussi avoir qpxq ě 0 et donc q P Q` (semi-
définie positive). De la même manière si x P K alors qnpxq ď 1 pour tout n et donc
qpxq ď 1. Par conséquent q P A et A est fermé.

Borné La partie K de Rn est borné et d’intérieur non vide, donc il existe a P K et r ą 0
tel que Bpa, rq Ă K. Si par ailleurs q P A et x P Bp0, rq nous avons a ` x P K et donc
qpa` xq ď 1. De plus qp´aq “ qpaq ď 1, donc

a
qpxq “

b
q
`
x` a´ a˘ ďa

qpx` aq `a
qp´aq ď 2 (18.578)

par l’inégalité de Minkowski 11.281. Cela prouve que si x P Bp0, rq alors qpxq ď 4. Si
par contre x P Bp0, 1q alors rx P Bp0, rq et

0 ď qpxq “ 1
r2 qprxq ď

4
r2 , (18.579)

ce qui prouve que Npqq ď 4
r2 et que A est borné.

L’ensemble A est compact parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 8.9. L’ap-
plication continue D : QpRnq Ñ R de la proposition 18.114 admet donc un maximum sur le
compact A. Soit q0 ce maximum.
Nous montrons que q0 P Q``pRdq. Nous savons que l’application f : x ÞÑ }x}2

M2 est dans A et
que Dpfq ą 0. Vu que q0 est maximale pour D, nous avons

Dpq0q ě Dpfq ą 0. (18.580)

Donc q0 P Q``.
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Unicité S’il existe une autre ellipsoïde de même volume que celle associée à la forme quadratique
q0, nous avons une forme quadratique q P Q`` telle que qpxq ď 1 pour tout x P K. C’est-à-
dire que nous avons q0, q P A tels que Dpq0q “ Dpqq.
Nous considérons la base canonique Bc de Rn et nous posons S “ matBcpqq, S0 “ matBcpq0q.
Étant donné que A est convexe, pq0 ` qq{2 P A et nous allons prouver que cet élément de A
contredit la maximalité de q0. En effet

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
(18.581)

Nous allons utiliser le lemme 18.90 qui dit que le déterminant est log-concave sous la forme
de l’équation (18.360) avec α “ β “ 1

2 :

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
ąa

detpSqadetpS0q “ detpS0q “ Dpq0q. (18.582)

Nous avons utilisé le fait que Dpq0q “ Dpqq qui signifie que detpS0q “ detpSq. L’inéquation
(18.582) contredit la maximalité de Dpq0q et donne donc l’unicité.

Dans la proposition suivante nous oublions l’unicité, mais nous démontrons qu’il existe un
ellipsoïde de volume minimal parmi les ellipsoïdes centrées où l’on veut et non seulement en zéro.
La source de cette proposition est [1], et comme toujours avec cette source, vous devez regarder à
la fois l’énoncé et la preuve avec un oeil encore plus prudent que d’habitude.

Proposition 18.118 ([1]).
Soit un compact d’intérieur non vide K dans Rn. Il existe un ellipsoïde de volume minimal conte-
nant K.

Démonstration. Au lieu de considérer le compact K et de chercher où centrer l’ellipsoïde afin
qu’elle puisse contenir K en un volume minimal, nous allons chercher comment translater K pour
qu’un ellipsoïde centré en zéro puisse contenir l’image translétée de K en un volume minimal.

Pour a P Rn, nous notons Ea la plus petite ellipsoïde centrée en 0 contenant K`a (translation
de K par le vecteur a). Elle est bien définie par la proposition 18.117. Notre jeu est maintenant
d’étudier la fonction 59

f : Rn Ñ R`

a ÞÑ volpEaq. (18.583)

Nous allons montrer que f est continue et qu’elle peut être restreinte à un compact sans risque de
rater un minimum.
À propos de forme quadratique Nous notons q la forme quadratique de l’ellipsoïde E0 et A sa

matrice symétrique associée. Si x P K ` h nous avons, pour un certain k P K :

qpxq “ qpk ` hq (18.584a)
“ xk ` h,Apk ` hqy (18.584b)
“ xk,Ak, y ` xk,Ahx, y ` xh,Aky ` xh,Ahy. (18.584c)

En tenant compte du fait que A “ At nous avons aussi xk,Ahy “ xh,Aky et donc
qpxq “ 2xk,Ahy ` qphq. (18.585)

En ce qui concerne la norme, pour tout x P K ` h nous avons donc la majoration

|qpxq| ď 1` 2}k}}Ah} ` qphq (18.586a)
ď 1` 2|K|}Ah} ` qphq (18.586b)

59. Notons que cette fonction est bien définie, même sans la partie unicité de 18.117 parce que même si Ea n’était
pas bien définie, son volume, lui, est bien défini.
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où nous avons noté |K| “ supkPK }k}. Vu que qpxq est en fait toujours positif nous pouvons
oublier la valeur absolue à gauche et conclure que K ` h est contenu dans l’ellipsoïde

F1 “ tx P Rn tel que qpxq ď 1` 2|K|}Ah} ` qphqu. (18.587)

Volumes Nous avons donc volpEhq ď volpF1q. En reprenant la formule du lemme 18.115 pour le
volume de l’ellipsoïde nous avons la majoration

volpEhq ď volpE0q
`
1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (18.588)

Autrement dit, en ce qui concerne notre fonction f :

fphq ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (18.589)

Nous pouvons faire le même raisonnement en partant deK`h et en voyant comment modifier
le rayon de Eh pour que E0 y rentre. Autrement dit, nous refaisons le raisonnement en posant
K 1 “ K`h et en étudiant K 1´h. Si q1 est la forme quadratique de Eh et si A1 est sa matrice
symétrique,

volpE0q ď volpEhq
`
1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n (18.590)

En termes de f :
fp0q ď fphq`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n (18.591)

Encadrement Les majoration (18.589) et (18.591) nous permettent de créer un encadrement
pour fphq. En effet, en écrivant (18.591) et en continuant la majoration en remplaçant fphq
par (18.589), nous obtenons

fp0q ď fphq`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq
˘n

ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq
˘n
.

(18.592)

Vu que nous avons dans l’idée de prendre des h petits (en norme) et que les parenthèses
tendent vers 1 lorsque h est petit, nous pouvons supposer qu’elles sont non nulles et allègre-
ment les passer au dénominateur. Nous divisons donc tout par le coefficient de fphq :

fp0q`
1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n ď fphq ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n (18.593)

Nous utilisons la règle de l’étau 60 pour conclure que

lim
hÑ0

volpEhq “ volpE0q. (18.594)

Continuité Si a P Rn nous pouvons appliquer la limite (18.594) pour l’ellipsoïde Ea au lieu de
E0, c’est-à-dire en partant du compact K ` a au lieu de K. Cela donne

lim
hÑ0

volpEa`hq “ volpEaq. (18.595)

Donc f est continue sur Rn.
Compact Nous avons en hypothèse que K est d’intérieur non vide. Il existe donc a P K et r ą 0

tel que Bpa, rq Ă K. Soit l’hyperplan affine H passant par a et perpendiculaire à a. Nous
notons S “ H XBpa, rq. Nous avons évidemment S Ă K et donc S Ă E0. Vu que l’ellipsoïde
E0 est convexe et contient K, tout le cône de base S et de hauteur a est dans E0.
Sans rentrer dans le détails du calcul du volume de ce cône, son volume tend vers l’infini si
a tend vers l’infini 61

60. Théorème 13.157.
61. Topologie du complété en un point, j’imagine que vous voyez de quoi il en retourne. Sinon c’est la définition

7.61, et il faut sans doute adapter le lemme 13.92 au cas de Rn pour tout faire dans les règles.
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Nous avons donc une majoration

volpEhq ě volume du cône de base S et de hauteur a` h. (18.596)

Dès que ce volume est plus grand que volpE0q, il est impossible que volpEhq ď volpE0q. Soit
R ą 0 tel que pour tout }h} ě R, le volume du cône soit plus grand que volpE0q. Le minimum
de f est certainement dans Bp0, Rq parce que au moins

volpE0q P f
`
Bp0, Rq˘. (18.597)

Minimum Nous considérons la fonction

f : Bp0, Rq Ñ R`

h ÞÑ volpEhq.
(18.598)

Elle est continue sur un compact, et le théorème de Weierstrass 7.99 nous dit alors qu’elle
atteint son minimum. Il n’y a cependant pas unicité de la valeurs de h pour laquelle fphq est
minimum.

Envoi Soit s P Rn tel que fpsq soit minimal. Cela signifie que parmi tous les ellipsoïdes centrés en
zéro et contenant des ensembles de la forme K `h, le plus petit est celui qui contient K ` s.
Soit Es cet ellipsoïde.
Je prétend que Es ´ s est le plus petit ellipsoïde contenant K, tout centres confondus. En
effet, si F est un ellipsoïde centré en a et contenant K, alors F ´ a est un ellipsoïde centré
en zéro et contenant K ´ a. Nous avons alors

volpF ´ aq ě volpEsq “ volpEs ´ sq. (18.599)

L’invariance de la mesure par translation est le théorème 15.219.

18.16 Prolongement de fonctions

Sources : [308]

Lemme 18.119.
Soit E, un espace vectoriel normé complet et pAnq une suite emboîtée de fermés non vides dont le
diamètre tend vers zéro. Alors l’intersection

Ş
nPNAn contient exactement un point.

Démonstration. Si l’intersection contenait deux points distincts a et b, alors nous aurions pour
tout n la majoration diampAnq ě }a´ b} qui ne dépend pas de n. Cela contredirait la limite.

Soit une suite pxnq avec xk P Ak pour tout k P N. C’est une suite de Cauchy. En effet si ε ą 0,
considérons N tel que diampAN q ă ε. Dans ce cas dès que n,m ą N nous avons xn, xm P AN et
donc }xn ´ xm} ď ε. La suite xn converge donc vers un élément dans E.

Nous devons montrer que x P Ak pour tout k. La queue de suite pxnqněk est une suite de
Cauchy dans Ak qui converge donc vers un élément de Ak (ici nous utilisons le fait que Ak est
fermé). Par unicité de la limite, cette dernière doit être x. Par conséquent x P ŞnPNAn.

Théorème 18.120 ([309]).
Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Pour une application linéaire f : X Ñ Y , les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue sur X,
(2) f est continue en un point de X,
(3) f est bornée.
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Proposition 18.121.
Soit un espace normé X, un espace de Banach F et une partie dense A de X. Si l’application
linéaire

f :
`
A, }.}X

˘Ñ F (18.600)
est continue 62, alors il existe une unique application linéaire continue f̃ : X Ñ F prolongeant f .
De plus }f̃} “ }f}.
Démonstration. Soient x P X et pAnqně0 la suite d’ensembles définie par

An “ ty P A tel que }x´ y} ď 2´nu. (18.601)

Étant donné que A est dense, ces ensembles sont tous non vides. De plus diamAn Ñ 0 parce que
si y, y1 P An alors

}y ´ y1} ď }y ´ x} ` }x´ y1} ď 2´n`1. (18.602)
Vu que f est bornée, la suite d’ensembles fpAnq est une suite emboitée d’ensembles non vides de
F . De plus leur diamètre tend vers zéro. En effet si z, z1 P fpAnq, nous posons z “ fpyq, z1 “ fpy1q
et nous avons

}z ´ z1} ď }fpyq ´ fpxq} ` }fpxq ´ fpy1q} ď }f}`}y ´ x} ` }x´ y1}˘, (18.603)

ce qui montre que diam fpAnq ď }f}2´n`1. Notons que nous avons utilisé la linéarité de f . Par le
lemme 18.119, l’intersection

Ş
nPN fpAnq contient exactement un point. Nous posons

Spxq “
č

nPN
fpAnq. (18.604)

Nous allons montrer que l’application x ÞÑ Spxq ainsi définie est l’application que nous cherchons.
Nous commençons par montrer que pour toute suite yk Ñ x avec yk P A nous avons

fpykq Ñ Spxq. (18.605)

Pour cela nous considérons n0 P N et k0 tel que yk0 P An0 . Avec cela nous avons

}fpykq ´ Spxq} ď diampAn0q ď }f}2´n0`1. (18.606)

Pour montrer que S est linéaire, nous considérons deux suites dans A : yk Ñ x et y1k Ñ x1 ainsi
que la somme yk ` y1k Ñ x` x1. Nous écrivons la relation (18.605) pour ces trois suites :

fpykq Ñ Spxq (18.607a)
fpy1kq Ñ Spx1q (18.607b)

fpyk ` y1xq Ñ Spx` x1q. (18.607c)

Cependant, étant donné que f est linéaire, pour tout k nous avons fpyk ` y1kq “ fpykq ` fpy1kq et
par conséquent

fpyk ` y1kq Ñ Spxq ` Spx1q. (18.608)
Par unicité de la limite, Spx ` x1q “ Spxq ` Spx1q. Le même genre de raisonnement montre que
Spλxq “ λSpxq. L’application S est donc linéaire.

En ce qui concerna la continuité, nous avons

}Spxq} “ lim }fpykq} ď }f}} lim yk} “ }f}}x}, (18.609)

donc }S} ď }f}, c’est-à-dire que S est borné et donc continue parce que linéaire (théorème 18.120).
Nous montrons maintenant que S prolonge f . Si x P A, alors nous avons ŞnPN fpAnq “ fpxq,

et donc Spxq “ fpxq. Cela montre du même coup que }f} ď }S} et que par conséquent }f} “ }S}.
Passons à la partie sur l’unicité. Soient donc S et T deux prolongements continus de f sur

X. Soient x P X et xn Ñ x une suite dans A. Par continuité nous avons T pxnq Ñ T pxq et
Spxnq Ñ Spxq. Étant donné que par ailleurs pour tout n nous avons Spxnq “ T pxnq, l’unicité de
la limite montre que T pxq “ Spxq.
62. Nous avons bien mis sur A la topologie induite de X. Notons que ce n’est pas toujours celle qui est la plus

naturelle sur A.
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18.16.1 Encore du prolongement

Dans la même veine que la proposition 18.121 nous avons ce résultat.

Théorème 18.122 ([310]).
Soient E et F , deux espaces métriques complets ainsi que A dense dans E. Si u : A Ñ F est
uniformément continue, alors elle se prolonge de façon unique en une fonction continue ũ : E Ñ F .
De plus ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x P EzA et une suite pxnq contenue dans A et convergente vers x. Nous
voulons définir

ũpxq “ lim
nÑ8upxnq (18.610)

mais pour ce faire nous devons prouver que la suite
`
upxnq

˘
converge dans F et que la limite ne

dépend pas de la suite choisie parmi les suites de A qui convergent (dans E) vers x.
Commençons par montrer que

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans F . Pour cela nous prenons ε ą 0 et

η ą 0 telle que dEpa, bq ă η implique dF
`
upaq, upbq˘ ă ε (uniforme continuité de u). Après, il suffit

de choisir N tel que pour tout n,m ą N nous ayons dpxm, xnq ă η (parce que un est de Cauchy).
Avec tout ça nous avons

dF
`
upxmq, upxnq

˘ ă ε, (18.611)

ce qui signifie que
`
upxnq

˘
est de Cauchy et donc convergente dans F .

Nous voulons montrer maintenant que si pxnq et pynq sont deux suites dans A convergentes vers
x alors limnÑ8 upxnq “ limnÑ8 upynq. Pour cela nous considérons la suite z “ px1, y1, x2, y2, . . .q.
Nous avons évidemment zn Ñ x, et donc upznq converge dans F par ce qui a été dit plus haut.
Mais upxnq et upynq en sont deux sous-suites convergentes. Donc leurs limites sont égales.

Il reste à montrer que ce ũ est continue et uniformément continue. Pour cela nous utilisons le
module de continuité et le lemme 12.172. Étant donné que ũ prolonge u nous avons

ωũphq ě ωuphq. (18.612)

Soient h ą 0 et ε ą 0 ; soient aussi x, y P E tels que dpx, yq ă h. Nous prenons des suites panq Ñ x
et pynq Ñ y tout en choisissant n assez grand pour avoir dEpan, bnq ă h. Nous avons

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď dF

`
ũpxq, upanq

˘` d`upanq, upbnq
˘` dF

`
upbnq, ũpyq

˘
. (18.613)

Si n est assez grand, par construction de ũ, le premier et le dernier terme sont plus petits que
ε. Par définition du module de continuité nous avons d’autre part dF

`
upanq, upbnq

˘ ď ωuphq. Du
coup

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď ωuphq ` 2ε. (18.614)

Si nous prenons le supremum sur les x et y vérifiant dEpx, yq ă h, à gauche nous obtenons ωũphq
tandis que le membre de droite ne dépend pas de x ety. Donc pour tout ε, nous avons

ωũphq ď ωuphq ` 2ε. (18.615)

En comparaison avec (18.612), nous trouvons

ωũphq ď ωuphq. (18.616)

Les fonctions u et ũ ayant le même module de continuité, le lemme 12.172 nous enseigne que l’une
est uniformément continue si et seulement si l’autre l’est. Vu que u est uniformément continue par
hypothèse, le prolongement ũ est uniformément continu.

Définition 18.123.
Un plongement de l’espace topologique X dans Y est une application f : X Ñ Y telle que f : X Ñ
fpXq soit un homéomorphisme.
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Théorème 18.124 (Extensiton des isométries).
Soit M̃ un espace métrique complet et une application isométrique

f : AÑ M̃ (18.617)

où A est une partie dense d’un espace métrique M (pas spécialement complet). Alors f accepte
une une unique extension isométrique

f̃ : M Ñ M̃ (18.618)
Supposons de plus que M soit complet 63. Alors f̃ : M Ñ M̃ est une bijection si et seulement

si fpAq est dense dans M̃ .

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité. Soient f̃1 et f̃2 deux extensions de f et
x PM . Si panq est une suite dans A convergeant vers x (possible parce que A est dense dans M),
alors nous avons

f̃1panq “ f̃2panq (18.619)
et donc f̃1pxq “ f̃2pxq par continuité (une application isométrique est continue (proposition 9.6)).

Nous démontrons à présent l’existence.
Construction de f̃ Soient x PM et panq une suite dans A qui converge vers x. Nous définissons

f̃pxq “ lim
kÑ8 fpakq. (18.620)

Note : nous pouvons prouver que cette définition ne dépend pas du choix de la suite panq
convergeant vers x, mais ce serait superflu parce que nous avons déjà prouvé l’unicité de f̃ .
Par contre nous devons expliquer pourquoi la limite du membre de droite de (18.620) existe
dans M̃ . D’abord la suite panq est de Cauchy parce qu’elle est convergente (attention : M
n’étant pas complet le fait d’être de Cauchy n’implique pas la convergence). Donc, étant
donné que f est une isométrie, la suite

`
fpanq

˘
est de Cauchy dans M̃ . Or ce dernier étant

complet, la suite des images converge.
Montrons que cette application f̃ : M Ñ M̃ répond à la question.

f̃ est isométrique Soient a, b P M et des suites dans A convergeant vers eux : an Ñ a, bn Ñ b.
Nous avons, par continuité de l’application distance,

d
`
f̃paq, f̃pbq˘ “ lim

kÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pbq

˘
(18.621a)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pblq

˘
(18.621b)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
fpakq, fpblq

˘
(18.621c)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
akq, bl

˘
(18.621d)

“ dpa, bq. (18.621e)

Cela prouve que f̃ est une isométrie.
Pour la suite nous supposons que M est complet. Notons tout de suite que f̃ est injective
parce qu’elle est isométrique.

Bijection (premier sens) Nous supposons que f̃ : M Ñ M̃ est une bijection. Par l’absurde nous
supposons que fpAq n’est pas dense dans M̃ , c’est-à-dire que nous avons un point x P M̃ et
une boule n’intersectant par fpAq :

Bpx, rq X fpAq “ H. (18.622)

Étant donné que f̃ a pour image des limites de suites dans fpAq, l’image de f̃ est contenue
dans fpAq. Donc si f̃ est surjective, c’est que M̃ Ă fpAq et donc que fpAq “ M̃ . Cela prouve
que si f̃ est bijective, alors fpAq est dense dans M̃ .

63. Il me semble que cette hypothèse manque dans [311].
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Bijection (l’autre sens) Nous supposons que fpAq “ M̃ et nous devons prouver que f̃ est
surjective. Soient x P M̃ et fpanq une suite dans fpAq qui converge vers x ; une telle suite
existe parce que fpAq est dense dans M̃ . Cette suite est de Cauchy dans M̃ parce que dans un
espace métrique, une suite convergente est de Cauchy. La suite panq est elle-même également
de Cauchy parce que

dpan, amq “ d
`
fpanq, fpamq

˘
. (18.623)

Étant donné que panq est de Cauchy dansM , elle converge vers un élément que nous nommons
a PM . Par continuité de f nous avons alors

f̃paq “ lim
kÑ8 fpakq “ x. (18.624)

Cela prouve que x est bien dans l’image de f̃ et donc que f̃ est surjective.

18.17 Complétion d’un espace métrique
Une conséquence du théorème de prolongement est le théorème suivant qui permet de compléter

un espace métrique.

Théorème 18.125 (Complétion d’un espace métrique[312, 311]).
Tout espace métrique se plonge par une isométrie à image dense dans un espace métrique complet.
De plus ce dernier est unique à isométrie près.

Plus précisément, soit pM,dq un espace métrique. Il existe un espace métrique complet M̃ muni
d’un plongement isométrique ϕ : M Ñ M̃ tel que ϕpMq soit dense dans M̃ .

Ce complété deM est unique au sens suivant. Si M̃1 et M̃2 sont deux espaces métriques complets
munis de plongements isométriques fi : M Ñ M̃1 dont les images sont denses, alors il existe une
bijection isométrique φ : M̃1 Ñ M̃2 telle que φ ˝ f1 “ f2.

Démonstration. Nous ne prouvons que l’existence.
Soit CM l’ensemble des suites de Cauchy de M . Nous définissons

f : CM ˆ CM Ñ R

u, v ÞÑ lim
nÑ8 dpun, vnq.

(18.625)

Notre première tâche est de nous assurer que cela est bien défini, c’est-à-dire que la limite existe
toujours. En effet, si u et v sont des suites de Cauchy dans M , nous avons

|dpun, vnq ´ dpum, vmq| ď dpun, vnq ` dpum, vmq ď 2ε (18.626)

dès que m et n sont assez grand. Cela prouve que la suite n ÞÑ dpun, vnq est de Cauchy dans R.
Par complétude de R, elle converge 64.

Nous considérons la relation d’équivalence u „ v si et seulement si fpu, vq “ 0. Nous posons
M̃ “ CM{ „ et nous y mettons la distance

dprus, rvsq “ fpu, vq (18.627)

et nous devons encore vérifier que cela est bien défini. Prenons u1 „ u et v1 „ v. Alors nous avons

dpu1n, v1nq ď dpu1n, unq ` dpun, vnq ` dpvn, v1nq, (18.628)

et donc
dpu1, v1q “ lim

nÑ8 dpu
1
n, v

1nq ď lim
nÑ8 dpun, vnq “ dpu, vq. (18.629)

64. Ici nous utilisons la complétude de R. Cette dernière doit donc être démontrée indépendamment. De plus nous
ne pouvons pas définir R comme étant le complété de Q en utilisant ce théorème.
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Le même argument en inversant les primes et les non primes montre l’inégalité inverse. Donc
dpu, vq “ dpu1, v1q dans CM , et donc la distance (18.627) est bien définie sur M̃ .

Afin de s’assurer que M̃ répond bien à la question du théorème, il faut encore démontrer les
points suivants :
— M se plonge isométriquement dans M̃ .
— l’image de M par le plongement est dense dans M̃ .
— M̃ est complet.
Nous allons maintenant considérer l’application

ϕ : M Ñ M̃

x ÞÑ la classe de la suite constante x.
(18.630)

Plongement isométrique Nous allons montrer que cela est une isométrie bijective et que ϕpMq
est dense dans M̃ . Le fait que ϕ soit bijective entre M et ϕpMq est évident. C’est une
isométrie parce que

d
`
ϕpxq, ϕpyq˘ “ lim

nÑ8 d
`
ϕpxqn, ϕpyqn

˘ “ dpx, yq. (18.631)

Densité Soit rus P M̃ . Tous les termes un sont des éléments de M . Nous considérons la suite dans
ϕpMq donnée par

an “ ϕpunq (18.632)

Chaque an est un élément 65 de M̃ . Montrons que panq converge dans M̃ vers u. Nous avons

dpan, uq “ lim
kÑ8 d

`panqk, uk
˘

(18.633a)

“ lim
kÑ8 dpun, ukq (18.633b)

“ dpun, `q (18.633c)

en notant ` la limite de la suite punq. Ici nous avons utilisé le fait que la fonction distance
était continue pour l’inverser avec la limite, par le théorème 13.155. Nous avons alors

lim
nÑ8 dpan, rusq “ lim

nÑ8 dpun, `q “ 0. (18.634)

Complétude Nous passons maintenant à la preuve du fait que M̃ est complet. Soit pynq une suite
de Cauchy dans M̃ . Soit ε ą 0 ; nous définissons Kpnq par

d
`pynqk, pynql

˘ ă ε (18.635)

dès que k, l ě Kpnq. Cette définition fonctionne parce que pour chaque n, yn est une suite
de Cauchy dans M . Nous posons

xn “ pynqKpnq PM (18.636)

et nous allons montrer que pxnq est de Cauchy dans M –donc est un élément de M̃– et que
yk Ñ pxnq dans M̃ .
Nous commençons par montrer que pxnq est de Cauchy dans M . Nous avons

dpxn, xmq “ d
`pynqKpnq, pymqKpmq

˘
(18.637a)

ď d
`pynqKpnq, pynql

˘` d`pynql, pymql
˘` d`pymql, pymqKpmq

˘
(18.637b)

Nous choisissons n,m tels que dpyn, ymq ă ε, ce qui nous permet de choisir l de telle façon
à avoir d

`pynqk, pymqk
˘ ă ε pour tout k ě l. De plus, quitte à encore augmenter l, nous

65. À partir de maintenant nous n’écrivons plus explicitement la classe d’équivalence.



1154 CHAPITRE 18. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

supposons que l ą Kpmq et l ą Kpmq. Avec ces choix nous voyons que dpxn, xmq ă 3ε, ce
qui signifie que la suite pxnq est de Cauchy dans M .
En ce qui concerne la convergence yn Ñ pxq, on a

d
`
yn, pxq

˘ “ lim
kÑ8 d

`pynqk, pykqKpkq
˘

(18.638a)

ď lim
kÑ8 d

`pynqk, pynql
˘` lim

kÑ8 d
`pynql, pykql

˘` lim
kÑ8 d

`pykql, pykqKpkq
˘

(18.638b)

Nous devons trouver un n tel que si k est suffisamment grand, le tout est majoré par ε. Voici
nos choix :
— n tel que dpyn, ymq ă ε dès que m ě n,
— k ą n,
— k ą Kpnq,
— l ą k,
— l ą Kpkq,
— l suffisamment grand pour que d

`pynql, pykql
˘ ă ε.

Avec tous ces choix, les trois termes de (18.638b) sont plus petits que ε.
Ceci prouve que M̃ est complet.

Théorème 18.126 (Principe du prolongement analytique).
Soit U un ouvert connexe. Si deux fonctions analytiques coïncident sur un sous-ensemble D de U
contenant un point d’accumulation dans U , alors elles sont égales sur U .

18.18 Un petit extra
Soit f une fonction de R dans R. Supposons que

(1) fp1q “ 1,
(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.

Nous pouvons montrer 66 que la seule fonction continue qui possède ces propriétés est la fonction
identité fpxq “ x pour tout x P R.

De la même manière, il est aisé de voir que les seules applications linéaires de Rn dans Rn sont
de la forme

fpxq “ Ax (18.639)

pour une constante réelle A. Une question naturelle qu’on peut alors se poser est la suivante :
Est-il possible de définir une fonction non continue ayant les propriétés (1) et (2) ?

En fait, il est possible de démontrer que si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toute
application linéaire f : E Ñ F (où F est un espace vectoriel) sera continue. Ceci ne reste plus vrai
si l’espace vectoriel E est de dimension infinie. Donc une manière de trouver une réponse positive
à la question posée plus haut, serait de voir Rn comme espace vectoriel de dimension infinie. Après
un peu de réflexion, la réponse est venue à nous (merci à Nicolas et à Samuel).

Si nous admettons l’axiome du choix, alors nous pouvons appliquer le théorème de Zorn et nous
savons que tout espace vectoriel admet une base. En particulier, l’ensemble des réels vu comme
espace vectoriel sur Q admet une base, i.e. DpeiqiPI des éléments de Rn tels que tout réel s’écrit
comme combinaison linéaire à coefficients rationnels de ces ei, i.e.

@r P Rn, DpλiqiPI des éléments de Q tels que r “
ÿ

iPI
λiei. (18.640)

66. et toi, tu le peux ?

http://fr.wikipedia.org/wiki/Axiome_du_choix
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Utilisons cette base pour définir une fonction h de la manière suivante.

@i P I, on définit hpeiq “ αi (18.641)

où les αi doivent être bien choisis dans Rn. Pour satisfaire la propriété (1), choisissons sans perte
de généralité e1 “ 1 et hpe1q “ 1. Ajoutons à cette propriété la linéarité en imposant que

hp
ÿ
λieiq “

ÿ
λiαi. (18.642)

Les équations (1) et (2) nous permettent de voir que, moyennant le choix des αi, la fonction h est
bien définie sur Rn et linéaire. Il est clair que si nous prenons par exemple

αi “ ei @i P I
nous obtenons que la fonction h est en fait la fonction identité surRn. Par contre, si nous définissons
la fonction h comme satisfaisant la propriété (2) et si nous choisissons les αi dans (1) de la manière
suivante

hpe1q “ e2

hpe2q “ e1

hpeiq “ ei @i P Izt1, 2u
(18.643)

alors la fonction ainsi obtenue est linéaire et bien définie mais n’est plus l’identité. Donc nous avons
trouvé une application linéaire de Rn dans Rn qui n’est pas continue.
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Chapitre 19

Trigonométrie, isométries

19.1 Isométries de l’espace euclidien
Nous considérons l’espace affine euclidien A “ EnpRq modelé sur Rn avec sa métrique usuelle.

Un premier grand résultat sera le théorème 11.269 qui dira que les isométries de cet espace sont
des applications linéaires.

19.1.1 Structure du groupe IsompRnq

Si vous ne voulez pas savoir ce qu’est un produit semi-direct de groupes, vous pouvez lire
seulement le point (1) du théorème suivant, et passer directement à la remarque 19.2.

Théorème 19.1.
Un peu de structure sur IsompRnq.
(1) L’application

ψ : T pnq ˆOpnq Ñ IsompRnq
pv,Λq ÞÑ τv ˝ Λ

(19.1)

est une bijection. Ici, T pnq est le groupe des translations de Rn.
(2) Un couple pv,Λq P T pnq ˆ SOpnq agit sur x P Rn par

pv,Λqx “ Λx` v (19.2)

au sens où ψpv,Λqx “ Λx` v.
(3) En tant que groupes,

IsompRnq » T pnq ˆρ Opnq (19.3)

où ρ représente l’action adjointe de Opnq sur T pnq et ˆρ dénotes le produit semi-direct de la
définition 2.76.

Démonstration. Point par point.
(1) Prouvons que l’application proposée est injective et surjective. Notons aussi que ce point ne

parle pas de structure de groupe, mais seulement d’une bijection en tant qu’ensembles.
Injection Si ψpv,Λq “ ψpw,Λ1q alors en appliquant sur x “ 0 nous avons tout de suite

v “ w. Et ensuite Λ “ Λ1 est immédiat.
Surjection Une isométrie g P IsompRnq est une application g : Rn Ñ Rn telle que dpx, yq “

d
`
gpxq, gpyq˘. Dans le cas de Rn cela se traduit par

}x´ y} “ ››gpxq ´ gpyq››, (19.4)

Vu que x ÞÑ }x} est une forme quadratique, elle tombe sous le coup du théorème 11.269,
ce qui nous permet de dire que g est affine. Or par définition une application est affine
lorsqu’elle est la composée d’une translation et d’une application linéaire.

1157
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(2) C’est seulement le fait que pτv ˝ Λqx “ τv
`
Λx

˘ “ Λpxq ` v.
(3) Nous allons étudier l’application

ψ : T pnq ˆρ Opnq Ñ IsompRnq. (19.5)

Le produit semi-direct est bien définit Il faut montrer que

ρ : Opnq Ñ Aut
`
T pnq˘

Λ ÞÑ AdpΛq (19.6)

est correcte.
D’abord pour Λ P Opnq, nous avons bien ρΛpτvq P T pnq parce qu’en appliquant à x P Rn,

pΛτvΛ´1qpxq “ Λ
`
τvpΛ´1xq˘ “ Λ

`
Λ´1x` v˘ “ x` Λpvq “ τΛpvqpxq. (19.7)

Donc ρΛpτvq “ τΛpvq.
De plus, ρΛ P Aut

`
T pnq˘ parce que

ρΛ
`
τv ˝ τw

˘ “ ρΛpτvq ˝ ρΛpτvq, (19.8)

comme on peut aisément vérifier que les deux membres sont égaux à τΛpv`wq.
ψ est une bijection Cela est déjà vérifié.
ψ est un homomorphisme Nous avons d’une part

ψ
`pv, gqpw, hq˘ “ ψ

`
vρgpwq, gh

˘ “ τv ˝ g ˝ τw ˝ g´1 ˝ g ˝ h “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h. (19.9)

Et d’autre part,
ψpv, gq ˝ ψpw, hq “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h, (19.10)

ce qui est la même chose.

Remarque 19.2.
Notons au passage la loi de groupe sur les couples qui est donnée, pour tout v, v1 P Rn, Λ,Λ1 P
SOpnq, par

pv,Λq· pv1,Λ1q “ pΛv1 ` v,ΛΛ1q (19.11)

comme le montre le calcul suivant :

pv,Λq· pv1,Λ1qx “ pv,ΛqpΛ1x` v1q (19.12a)
“ ΛΛ1x` Λv1 ` v (19.12b)
“ pΛv1 ` v,ΛΛ1qx. (19.12c)

Proposition 19.3 ([313]).
Soient n ě 1 et R un élément de Opnq de déterminant ´1 tels que R2 “ Id. En posant C2 “ tId, Ru
nous avons

Opnq “ SOpnq ˆρ C2 (19.13)

Démonstration. Notons qu’un élément R comme décrit dans l’énoncé existe. Par exemple il y a
l’application px1, . . . , xnq ÞÑ p´x1, x2, . . . , xnq.

Cela étant dit, nous allons montrer que

ψ : SOpnq ˆ C2 Ñ Opnq
pA, hq ÞÑ Ah.

(19.14)

est un isomorphisme.
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Injectif Soient A,B P SOpnq et h, k P C2 tels que ψpA, hq “ ψpB, kq, c’est-à-dire tels que Ah “
Bk. Vu que detpAq “ detpBq “ 1 nous avons detphq “ detpkq. Mais comme C2 contient un
élément de déterminant 1 et un élément de déterminant ´1, nous avons h “ k. De là A “ B.

Surjectif Soit X P Opnq. Si detpXq “ 1 alors X P SOpnq et X “ ψpX,1q. Si par contre detpXq “
´1 alors XR P SOpnq parce que detpXRq “ 1 et nous avons

ψpXR,Rq “ XR2 “ X. (19.15)

Homomorphisme Nous avons

ψ
´
pA, hqpB, kq

¯
“ ψ

`
AρhpBq, hk

˘ “ AphBh´1qhk “ AhBk, (19.16)

tandis que
ψpA, hqψpB, kq “ AhBk, (19.17)

qui est la même chose.

Lemme 19.4 ([314]).
Si n ě 3, alors toute droite est intersection de deux plans non isotropes.

Proposition 19.5 ([313]).
Si une isométrie de Rn fixe un ensemble F de points, alors elle fixe l’espace affine engendrée par
F .

Démonstration. Soit f P IsompRnq fixant F . Par le théorème 11.269, c’est une application affine et
l’ensemble Fixpfq des points fixés par f est un sous-espace affine deRn, grâce à la proposition 10.55.

Donc Fixpfq est un espace affine contenant F . Vu que l’espace affine engendré par F est
l’intersection de tous les espaces affines contenant F , il est en particulier contenu dans Fixpfq.
Corollaire 19.6.
Si f et g sont des isométries de Rn qui coïncident sur F , alors elles coïncident sur l’espace affine
engendré par F .

Démonstration. Nous considérons h “ g´1 ˝f qui est une isométrie de Rn fixant F . Elle fixe donc,
par la proposition 19.5, l’espace affine engendré par F . Or tout point fixé par h est un point sur
lequel g et f coïncident.

19.1.2 Classification des isométries de R

Définition 19.7.
Soit x P R ; nous notons σx la réflexion par rapport à x, c’est-à-dire

σxpyq “ 2x´ y. (19.18)

Théorème 19.8 ([313]).
Toute isométrie de R est composée d’au plus 2 réflexions. Plus précisément toute isométrie de R
est dans une des trois catégories suivantes :
— l’identité (0 réflexions),
— les réflexions,
— les translations (2 réflexions)

Démonstration. Nous divisions la preuve en fonction du nombre de points fixés par l’isométrie
f P IsompRq.
f fixe deux points distincts Alors elle fixe l’espace affine engendrée par ces deux points par la

proposition 19.5. Donc f fixe tout R et est l’identité.
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f fixe un unique point Soit x l’unique point fixé par f et considérons y ‰ x. Vu que x “ fpxq
et que f est une isométrie,

d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq. (19.19)

Donc fpyq est à égale distance de x que y. Autrement dit, fpyq est soit y soit σxpyq. Mais
comme x est unique point fixe, fpyq “ σxpyq. Ce raisonnement étant valable pour tout y ‰ x
nous avons f “ σx.

f n’a pas de points fixes Soient x P R et y “ x`fpxq
2 . Nous posons g “ σy ˝ f . Alors x est un

point fixe de g parce que

gpxq “ σy
`
fpxq˘ “ 2y ´ fpxq “ x. (19.20)

Donc soit g est l’identité soit g est une réflexion (par les points précédents). La possibilité
g “ Id est exclue parce que cela ferait f “ σy alors que f n’a pas de points fixes. Donc g est
une réflexion ; et comme x est un point fixe de g nous avons g “ σx. Au final

f “ σy ˝ σx. (19.21)

Montrons que cela implique que f est une translation :

σyσxpzq “ σyp2x´ zq “ 2y ´ 2x` z “ z ` 2py ´ xq. (19.22)

Donc σy ˝ σx est la translation de vecteur 2py ´ xq.

19.1.3 Segment, plan médiateur et équidistance

Lemme 19.9.
Un point M est sur la médiatrice du segment rA,Bs si et seulement si }M ´A} “ }M ´B}.
Lemme 19.10.
Soient A et B de points de R3. Alors le plan médiateur du segment rA,Bs est le lieu des points de
R3 à être équidistants de A et B.

Démonstration. Nous nommons σ ce plan.
Soit X un point équidistant de A et B. Alors dans le plan pA,B,Xq, le triangle ABX est isocèle

en X, et la hauteur issue de X coupe perpendiculairement rA,Bs en son milieu. Cela prouve que
X est dans le plan médiateur du segment rA,Bs (lemme 19.9).

Mettons au contraire que X est dans le plan médiateur de rA,Bs. Nous avons pX,Mq K pA,Bq.
Donc le triangle A,B,X est isocèle en X et donc X est équidistant de A et B.

19.1.4 Isométries du tétraèdre régulier

Définition 19.11.
Un polyèdre régulier est un polyèdre dont les faces sont des polygones réguliers identiques dont
tous les sommets joignent le même nombre d’arrêtes.

Le tétraèdre est une pyramide à base triangulaire dont toutes les faces sont des triangles
équilatéraux.

Proposition 19.12 (Isométries affines du tétraèdre régulier).
Soient T un tétraèdre régulier et IsopT q son groupe d’isométries affines (définition 10.58). Alors

IsopT q » S4 (19.23)

où S4 est le groupe des permutations de quatre objets.



19.1. ISOMÉTRIES DE L’ESPACE EUCLIDIEN 1161

Démonstration. Commençons par prouver qu’une isométrie préserve les sommets : l’image d’un
sommet est un sommet. Pour cela nous considérons g P IsopT q et nous supposons que l’image
d’un sommet x soit à l’intérieur d’une arrête. Soient gpyq et gpzq deux points distincts de cette
arrête situés à égale distance de gpxq. Cela est possible parce que g est une bijection de R3. Aussi :
y ‰ z. Mais une application affine préserve l’alignement (vous ne le croyez pas ? regardez la forme
donnée par le lemme (10.53)), donc x, y et z foment un triangle isocèle en x de points alignés et
appartenant à T . Cela est impossible si x est un sommet.

Donc l’image d’un sommet est un sommet. Si nous numérotons les sommets x1,. . . , x4, nous
obtenons un morphisme de groupe ϕ : IsompT q Ñ S4 qui envoie g sur la permutation qui envoie 1
sur le numéro du sommet gpx1q, 2 sur le numéro du sommet gpx2q, etc.
Le morphisme ϕ est injectif Supposons ϕpg1q “ ϕpg2q. Alors g´1

1 ˝ g2 est une isométrie de
pR3, dq qui fixe les quatre sommets. Une application affine R4 Ñ R3 fixant 4 point est
l’identité par le lemme 10.50. Donc g´1

1 g2 “ Id, ce qui prouve que g1 “ g2. Vous noterez que
nous utilisons l’unicité de l’inverse dans un groupe.

ϕ est surjectf Nous savons que S4 est engendré par les transpositions (proposition 2.70). Or les
transpositions sont dans l’image de ϕ. En effet, notons les sommets de notre tétraèdre par
A, B, D et D et considérons la transposition A Ø B. Elle est l’image par ϕ de la réflexion
selon le plan σ, médiateur du segment rA,Bs. Pour nous assurer de cela, nous devons nous
assurer que C et D appartiennent à σ. Cela est le contenu du lemme 19.10.

Conclusion L’application ϕ est un morphisme bijectif, c’est-à-dire un isomorphisme.

19.1.5 Représentation de S4 via les isométries du tétraèdre

19.13.
Lorsque le tétraèdre a son barycentre en l’origine de R3, l’isomorphisme ϕ : IsopT q Ñ S4 donne
une représentation de dimension 3 de S4. Nous avons calculé les caractères de S4 en la section 17.5
sans avoir besoin de savoir que l’une des représentations de dimension 3 est cella que nous venons
de trouver via le groupe des isométries du tétraèdre. Nous allons cependant également y calculer
les caractères de la représentations ϕ, pour le sport.

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsopT q
des isométries affine du tétraèdre grâce à la proposition 19.12 qui donne un isomorphisme de groupe
S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Si le barycentre de T est situé à l’origine deR3, alors les éléments de IsopT q sont des applications
linéaires parce que
— les affinités laissent invariantes les barycentres (proposition 10.40),
— les affinités qui laissent l’origine invariante sont linéaires (corollaire 10.54).

Nous allons à présent calculer la trace de cette représentation, en utilisant le fait que nous la
connaissions explicitement. Nous savons que les caractères sont constants sur les classes de conju-
gaison ; nous allons donc écrire une matrice par classe de conjugaison (qui sont données dans
l’exemple 2.68).

Pour tout cela nous allons considérer un tétraèdre dont le centre (isobary) est en p0, 0, 0q et
une base de R3 formée de trois sommets e1, e2 et e3. Vu que l’isobarycentre des quatre sommes
est en p0, 0, 0q, le quatrième somme est forcément le point de coordonnées e4p´1,´1,´1q, de telle
sorte que e1 ` e2 ` e3 ` e4 “ 0.

Les transpositions Quelle isométrie de R3 permute deux sommets du tétraèdre sans bouger les
autres ? Pour permuter les sommets e1 et e2 en laissant e3 et e4, c’est le symétrie par rapport
au plan médiateur de re1, e2s. Ce plan passe par les sommets e3 et e4, parce que le tétraèdre
étant régulier, les points e3 e4 sont équidistants de e1 et e2. Le lemme 19.10 dit qu’alors ces
points dont partie du plan médiateur.
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Dans notre base, la matrice de la transposition précédemment nommée p12q est
¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚, (19.24)

dont la trace est 1. Donc χsp12q “ 1.
Les bitranspositions La bitransposition p12qp34q est le produit des transpositions selon les plans

médiateur de re1, e2s et re3, e4s. Ces deux plans sont perpendiculaires, et l’intersection est
la droite qui passe par les milieux. Cette droite est perpendiculaire aux deux segments en
même temps. La matrice est : ¨

˝
0 1 ´1
1 0 ´1
0 0 ´1

˛
‚ (19.25)

parce que e1 ÞÑ e2, e2 ÞÑ e1 et e3 ÞÑ e4. Pour rappel, la matrice est formée des images des
vecteurs de base. Cela donne

χs
`p12qp34q˘ “ ´1. (19.26)

Les 3-cycles La symétrie qui permute cycliquement les points e1, e2 et e3 est la rotation d’angle
2π{3 dans le plan formé par les extrémités de ces trois vecteurs. Heureusement, la trace
est invariante par changement de base ; donc nous pouvons calculer la trace d’une rotation
d’angle 2π{3 dans n’importe quelle base. Par exemple :

χs
`p12qp34q˘ “ Tr

¨
˝

1 0 0
0 cosp2π{3q sinp2π{3q
0 ´ sinp2π{3q cosp2π{3q

˛
‚“ 1` 2 cosp2π{3q “ 0. (19.27)

Notons que, sans cette interprétation géométrique, nous y arrivons aussi facilement : dans
notre base le 3-cycle est e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e1, donc la matrice est :

¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, (19.28)

dont la trace est manifestement nulle : χs
`p123q˘ “ 0.

Le 4-cycle Il fait e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e4 ÞÑ e1, dont la matrice est
¨
˝

0 0 ´1
1 0 ´1
0 1 ´1

˛
‚, (19.29)

et la trace est χs
`p1, 2, 3, 4q˘ “ ´1.

Nous avons retrouvé les caractères de la représentation ρs, et nous pouvons vérifier qu’elle est
irréductible.

19.2 Transformations de Lorentz
Nous considérons dans cette section un nombre réel c ą 0 ainsi l’espace R2 muni du produit

pseudo-scalaire 1 donné par la matrice

η “
ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (19.30)

Et pour faire plus vrai, nous notons px0, x1q les coordonnées sur R2. Ainsi

x· y “ c2x0y0 ´ x1y1. (19.31)

Nous insistons sur le fait que cela n’est pas un produit scalaire.
1. Définition 11.6.
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Lemme 19.14 ([1]).
Soit c ą 0. L’application

ϕ : s´c, cr Ñ R

v ÞÑ ´v{cb
1´ v2

c2

(19.32)

est une bijection.

Démonstration. Nous commençons par mentionner le fait que ϕ est continue du fait que le déno-
minateur ne s’annule pas. Une petite étude fonction montre que

lim
vÑ´cϕpvq “ 8, (19.33)

et
lim
vÑcϕpvq “ ´8, (19.34)

et
ϕ1pvq “ ´ 1

c
b

1´ v2

c2

´ v2{c3
´

1´ v2

c2

¯3{2 ă 0. (19.35)

Tout cela fait que ϕ est bijective (entre autres par le théorème des valeurs intermédiaires 13.50 et
la théorème dérivée et croissance 13.124).

Théorème 19.15.
Soit une bijection 2 f : R2 Ñ R2 telle que

fpxq· fpyq “ x· y (19.36)

pour tout x, y P R2. Alors :
(1) f est linéaire.
(2) Il existe un unique choix de px, σ1, σ2q P Rˆt˘1uˆt˘1u tel que la matrice de f ait la forme

f “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (19.37)

(3) Il existe un unique v P s´c, cr tel que la matrice de f ait la forme

f “

¨
˚̋

σ1b
1´ v2

c2

´σ1σ2
c2

vb
1´ v2

c2´vb
1´ v2

c2

σ2b
1´ v2

c2

˛
‹‚. (19.38)

Démonstration. Le fait que f doive être linéaire est la proposition 11.269. Nous posons

A “
ˆ
α β
γ δ

˙
(19.39)

et, conformément à la proposition 11.273 nous imposons AtηA “ η. Après un petit produit matriciel
nous obtenons : ˆ

c2α2 ´ γ2 c2αβ ´ γδ
c2αβ ´ γδ c2β2 ´ δ2

˙
“

ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (19.40)

Voila quatre équations à résoudre pour les quatre inconnues α, β, γ, δ. Déjà les équations des termes
anti-diagonaux sont les mêmes. Nous recopions le reste :

$
’&
’%

c2α2 ´ γ2 “ c2 (19.41a)
c2αβ ´ γδ “ 0 (19.41b)
c2β2 ´ δ2 “ 1. (19.41c)

2. À mon avis, il y a moyen d’affaiblir cette hypothèse. Écrivez-moi si vous avez une idée.
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C’est le moment d’utiliser la proposition 16.91. La relation (19.41a) donne

α2 ´
´γ
c

¯2 “ 1, (19.42)

ce qui implique l’existence (unique) de ξ1 P R et σ1 P t˘1u tels que
γ “ c sinhpξ1q (19.43a)
α “ σ1 coshpξ1q. (19.43b)

La relation (19.41c) implique quant à elle l’existence de ξ2 P R et σ2 P t˘1u tels que
δ “ σ2 coshpξ2q (19.44a)

β “ 1
c

sinhpξ2q. (19.44b)

Nous substituons maintenant toutes les valeurs (19.43) et (19.44) dans (19.41b). Cela donne

σ1 coshpξ1q sinhpξ2q “ sinhpξ1q coshpξ2q. (19.45)

Nous mettons cette relation au carré et nous substituons coshpξ1q2 “ 1 ` sinh2pξ1q. Ce que nous
trouvons est

sinhpξ1q2 “ sinhpξ2q2, (19.46)

qui implique que ξ1 “ ˘ξ2. Nous posons donc ξ2 “ σ3ξ1 pour un certain σ3 P t˘1u. Cela nous
permet d’alléger la notation et d’écrire ξ au lieu de ξ1.

Nous remettons la valeur ξ “ ξ1 “ σ3ξ2 dans l’équation (19.45) en tenant compte du fait que
sinh est impaire et cosh est paire :

σ1σ3 coshpξq sinhpξq “ σ2 sinhpξq coshpξq. (19.47)

Et cela nous enseigne que σ3 “ σ1σ2.
Jusqu’à présent nous avons prouvé qu’il existe un unique ξ P R et σ1, σ2 P t˘1u tels que

A “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (19.48)

Nous utilisons à présent la bijection du lemme 19.14. Il existe un unique v P s´v, vr tel que
sinhpξq “ ϕpvq. En utilisant coshpξq2 “ 1` ϕpvq2, nous trouvons

coshpξq2 “ 1
1´ v2

c2

. (19.49)

Mais comme le cosinus hyperbolique est toujours strictement positif, nous pouvons prendre la
racine carré des deux côtés :

coshpξq “ 1b
1´ v2

c2

. (19.50)

En substituant dans (19.48), nous trouvons le résultat annoncé.

19.3 Trigonométrie

19.3.1 Définitions, périodicité et quelques valeurs remarquables

Proposition-définition 19.16 (Défintion du cosinus et du sinus).
La série

cospxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2nq! x

2n (19.51)
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définit une fonction cos : RÑ R de classe C8. Nous l’appelons cosinus.
La série

sinpxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2n` 1q!x

2n`1 (19.52)

définit une fonction sin : RÑ R de classe C8. Nous l’appelons sinus.

Démonstration. La série entière définissant cospxq a pour coefficients

an “
#

0 si n est impair
p´1qn{2
n! si n est pair.

(19.53)

Nous pouvons la majorer par la série entière donnée par les coefficients

bn “
#

1{n! si n est impair
p´1qn{2
n! si n est pair.

(19.54)

Quelle que soit la parité de k nous avons toujours

|bk`1
bk
| “ 1

k ` 1 , (19.55)

de telle sorte que la formule d’Hadamard (16.31) nous donne R “ 8 pour la série
ř8
k“0 bkx

k. A
fortiori 3 le rayon de convergence pour la série du cosinus est infini.

L’assertion concernant le sinus se démontre de même.
En ce qui concerne le fait que les fonctions sin et cos sont de classe C8 sur R, il faut invoquer

le corollaire 16.27.

Par substitution directe dans les séries, nous avons immédiatement

cosp0q “ 1 (19.56a)
sinp0q “ 1. (19.56b)

Lemme 19.17.
En ce qui concerne la dérivation, nous avons

sin1 “ cos (19.57a)
cos1 “ ´ sin . (19.57b)

Démonstration. Il s’agit de se permettre de dériver terme à terme (proposition 16.25) les séries
qui définissent le sinus et le cosinus.

Lemme 19.18.
Les fonctions sinus et cosinus vérifient

cos2pxq ` sin2pxq “ 1 (19.58)

pour tout x P R.
Démonstration. Posons fpxq “ sin2pxq ` cos2pxq et dérivons :

f 1pxq “ 2 sinpxq cospxq ` 2 cospxqp´q sinpxq “ 0. (19.59)

La fonction f est donc constante par le corollaire 13.133. Nous avons donc pour tout x :

fpxq “ fp0q “ sin2p0q ` cos2p0q “ 1. (19.60)

Le dernier calcul s’obtient en substituant directement x par zéro dans les séries : sinp0q “ 0 et
cosp0q “ 1.

3. Remarque 16.9.
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19.3.2 Fonction puissance (pour les complexes)

La fonction puissance a déjà fait l’objet de nombreuses définitions et extensions. Voir le thème
32. Nous allons maintenant définir az pour a ą 0 et z P C.
Définition 19.19.
Pour le nombre e P R et le nombre imaginaire pur iy (y P R), nous définisson

eiy “ exppiyq (19.61)

où exp est la série usuelle de la définition 16.37. Pour un nombre complexe général x ` yi nous
définissons

ex`iy “ exeiy. (19.62)

Et enfin, si a ą 0 et si z P C nous définissons

az “ ez lnpaq, (19.63)

la fonction logarithme ici étant celle ln : s0,8r Ñ R définie par la proposition 16.58.

Si z P C et si n P Z, la définition de zn ne pose pas de problèmes, c’est la définition 1.59.

19.20.
Soit z “ x`iy P C. L’exponentielle exppx`yiq est déjà définie en 16.37 ; elle est la fonction donnée
par

exp: CÑ C

z ÞÑ
8ÿ

n“0

zn

n! .
(19.64)

Proposition 19.21.
Le rayon de convergence 4 de la série exponentielle est infini.

Démonstration. La formule de Hadamard de la proposition 13.340 est à utiliser avec ak “ j!. Nous
avons

1
R
“ lim

kÑ8

ˇ̌
ˇ̌pn` 1q!

n!

ˇ̌
ˇ̌ “ lim

kÑ8pn` 1q “ 8. (19.65)

Donc R “ 8.

Proposition 19.22.
Pour tout z P C nous avons

exppzq “ ez. (19.66)

Proposition 19.23 ([315]).
Quelques propriétés de l’exponentielle.

(1) Le fonction exp est continue.
(2) Nous avons la formule ez`w “ ezew pour tout z, w P C.
(3) pezq´1 “ e´z

(4) pexppzqqn “ exppnzq.
Démonstration. La proposition 19.21 nous enseigne que le rayon de convergence est infini. La
fonction ainsi définie est alors continue par la proposition 13.291.

4. Définition 16.8.
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Les séries exppzq et exppwq ayant un rayon de convergence infini nous pouvons utiliser le produit
de Cauchy (théorème 16.15) :

ezew “
8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n

ziwj

i!j!

¸
(19.67a)

“
8ÿ

n“0

˜
nÿ

i“0

ziwn´i

i!pn´ iq!

¸
(19.67b)

“
8ÿ

n“0

1
n!

nÿ

i“0

ˆ
n

i

˙
ziwn´i (19.67c)

“
8ÿ

n“0

1
n!pz ` wq

n (19.67d)

“ exppz ` wq. (19.67e)

Nous avons utilisé la formule du binôme (proposition 3.40).
Les autres propriétés énoncées sont des corollaires :

eze´z “ e0 “ 1. (19.68)

D’autres propriétés de l’exponentielle sur C, entre autres l’holomorphie, sont données dans le
théorème 27.47.

Lemme 19.24 ([1]).
Soient a ą 0, z P C et n P Z. Alors

pazqn “ anz. (19.69)

19.3.3 Formules de trigonométrie

Le lemme suivant est un premier pas pour la paramétrisation du cercle dont nous parlerons
dans la proposition 19.60.

Lemme 19.25.
Nous avons la formule

eix “ cospxq ` i sinpxq (19.70)

pour tout x P R.
En particulier pour tout x, nous avons |eix| “ 1.

Démonstration. La définition de l’exponentielle sur C est la définition 16.37. Cette définition
fonctionne parce que C est une algèbre normée, et que C est un C-module vérifiant l’inégalité
|zz1| ď |z||z1| (en l’occurrence, une égalité).

Nous remarquons que que ik vaut 1, i, ´1, ´i. Donc un terme sur deux est imaginaire pur et
parmi ceux-là, un sur deux est positif. À bien y regarder, les termes imaginaires purs forment la
série du sinus et ceux réels la série du cosinus.

Si vous aimez les formules,

eiy “
8ÿ

n“0

piyqn
n! “

8ÿ

n“0
p´1qn y2n

p2nq! ` i
8ÿ

n“0
p´1qn y2n`1

p2n` 1q! “ cospyq ` i sinpyq. (19.71)

Nous avons utilisé le fait que i2n “ p´1qn et i2n`1 “ ip´1qn.
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Lemme 19.26.
Nous avons les formules d’addition d’angles 5

cospa` bq “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq (19.72a)
sinpa` bq “ cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq (19.72b)
cospa´ bq “ cospaq cospbq ` sinpaq sinpbq (19.72c)

pour tout a, b réels.

Démonstration. Nous utilisons la formule d’addition dans l’exponentielle, proposition (16.203) et
la formule (19.70) avant de séparer les parties réelles et imaginaires :

eipa`bq “ eiaeib “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq ` i` cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq˘. (19.73)

Cela est également égal à
cospa` bq ` i sinpa` bq. (19.74)

En identifiant les parties réelle et imaginaires, nous obtenons les formules (19.72a) et (19.72c)
annoncées.

Pour la formule (19.72c), il suffit de se souvenir que sinp´bq “ ´ sinpbq et cosp´bq “ cospbq (ces
deux égalités sont immédiatement visibles sur les développements en série : l’un a uniquement des
puissances paires et l’autre impaires) et d’écrire (19.72a) avec ´b au lieu de b.

Corollaire 19.27.
Les formules suivantes pour les duplications d’angles s’ensuivent :

cosp2aq “ cos2paq ´ sin2paq (19.75a)
sinp2aq “ 2 cospaq sinpaq. (19.75b)

Démonstration. Poser b “ a dans les relations du lemme 19.26.

Lemme 19.28.
Un sous-groupe de pR,`q est soit dense dans R soit de la forme pZ pour un certain réel p ‰ 0.

Démonstration. Soit A, un sous-groupe de pR,`q qui ne soit pas dense. Soit un intervalle sa, br
qui n’intersecte pas A (si vous voulez frimer, vous noterez ici que nous utilisons le fait que les
intervalles ouverts forment une base de la topologie de R). Si d “ |b´ a|, l’ensemble A ne contient
pas deux éléments séparés par strictement moins de d. Soit p, le plus petit élément strictement
positif de A ; nous avons p ě d (parce que 0 P A de toutes façons).

Vu que A est un groupe nous avons pZ Ă A.
Pour l’inclusion inverse, si x P A est hors de pZ, il existe un y P pZ avec |x´ y| ă p. Et donc

le nombre |x´ y| est dans A tout en étant plus petit que p. Contradiction.

Proposition-définition 19.29 (Périodicité, le nombre π[316]).
Plusieurs choses à propos de la périodicité de la fonction cos.
(1) La fonction cos est périodique.
(2) Un nombre T ą 0 est une période si et seulement si cospT q “ 1 et sinpT q “ 0.
Nous définissons le nombre π ą 0 comme étant la moitié de la période de la fonction cos :

2π “ mintT ą 0 tel que cospx` T q “ cospxq @xu. (19.76)

Démonstration. Plusieurs étapes.

5. Rien ne nous empêche de donner ce nom à ces formules, mais seriez vous capable de définir précisément le mot
« angle » ?
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La fonction cosinus n’est pas toujours positive Supposons d’abord que cospxq ą 0 pour
tout x P R. Dans ce cas, la fonction sin est strictement croissante. Mais les deux fonc-
tions sont bornées par 1 du fait de la formule cos2pxq ` sin2pxq “ 1. La fonction sin étant
croissante et bornée, elle est convergente vers un réel par la proposition 13.66 :

lim
xÑ8 sinpxq “ ` (19.77)

pour un certain ` ą 0. Avec ça nous avons aussi (pour cause de dérivée) limxÑ8 sin1pxq “ 0,
c’est-à-dire limxÑ8 cospxq “ 0. Mais vu que cos2pxq ` sin2pxq “ 1 nous en déduisons que
limxÑ8 sinpxq “ 1. Mézalor limxÑ8 cos1pxq “ ´1, ce qui donne que la fonction cos n’est pas
bornée. Cela est impossible. Nous en déduisons que cospxq n’est pas toujours positive.

Il existe T ą 0 tel que cospT q “ 1 et sinpT q “ 0 Par ce que nous venons de faire, il existe r ą 0
tel que cosprq “ 0. Pour cette valeur, nous avons aussi obligatoirement sinprq “ ˘1. Nous
avons aussi, en utilisant les formules (19.72),

cosp2rq “ cos2prq ´ sin2prq “ ´1 (19.78a)
sinp2rq “ 2 cosprq sinprq “ 0. (19.78b)

et par conséquent

cosp4rq “ cos2p2rq ´ sin2p2rq “ 1 (19.79a)
sinp4rq “ 2 cosp2rq sinp2rq “ 0. (19.79b)

Donc T “ 4r fonctionne.
Si T est une période Nous entrons dans le vif de la preuve. Soit un T ą 0 tel que cospx` T q “

cospxq pour tout x P R. Avec la formule d’addition d’angle dans le cosinus nous cherchons
un T tel que

cospx` T q “ cospxq cospT q ´ sinpxq sinpT q “ cospxq (19.80)

et donc tel que
cospxq` cospT q ´ 1

˘ “ sinpxq sinpT q. (19.81)

Nous dérivons cette équation :

´ sinpxq` cospT q ´ 1
˘ “ cospxq sinpT q. (19.82)

Nous multiplions chacune des deux équations (19.81) et (19.82) par sinpxq et cospxq pour
obtenir les quatre relations suivantes :

cos2pxq` cospT q ´ 1
˘´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (19.83a)

´ sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘´ cos2pxq sinpT q “ 0 (19.83b)

sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘´ sin2pxq sinpT q “ 0 (19.83c)

sin2pxq` cospT q ´ 1
˘´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (19.83d)

En faisant (19.83a) moins (19.83d) nous trouvons cospT q “ 1. Et en sommant (19.83b) avec
(19.83c) nous avons ´ sinpT q “ 0.

Si T ą 0 est tel que sinpT q “ 0 et cospT q “ 1 Alors les formules d’addition d’angle du lemme
19.26 donnent tout de suite

cospx` T q “ cospxq. (19.84)

À de niveau nous croyons avoir prouvé que cos était périodique et que la période est donnée
par

mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (19.85)

Or rien n’est moins sûr parce qu’il pourrait arriver que ce minimum n’existe pas, c’est-à-dire que
l’infimum soit zéro. Autrement dit, il peut arriver que l’ensemble des périodes soit dense. Plus
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précisément, soit P Ă R l’ensemble des périodes de cos. C’est un sous-groupe de pR,`q et le
lemme 19.28 nous dit que P est soit dense dans R soit de la forme pZ pour un p ą 0.

Si P est dense, soit t P R et une suite ptnq dans P telle que tn Ñ t. Pour tout x et tout n nous
avons

cospx` tnq “ cospxq, (19.86)

Vu que la fonction cosinus est continue, nous pouvons passer à la limite et écrire cospx`tq “ cospxq.
Cela étant valable pour tout x et pour tout t, la fonction cosinus est constante. Or nous savons
que ce n’est pas le cas, donc P n’est pas dense. Donc cosinus est périodique.

Proposition 19.30.
La fonction sin est périodique de période π et

2π “ mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (19.87)

19.31.
Notons que tout ceci ne nous donne pas la plus petite indication d’ordre de grandeur de la valeur
de π. Cela peut encore être 0.1 autant que 500.

Proposition 19.32 ([316]).
Des propriétés à la chaîne à propos des sinus, cosinus et de leurs périodes.
(1) Le nombre 2π est le plus petit nombre strictement positif tel que

" cosp2πq “ 1 (19.88a)
sinp2πq “ 0. (19.88b)

(2) Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2π.
(3) Nous avons cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.
(4) Pour tout a P R nous avons

cospa` πq “ ´ cospπq (19.89a)
sinpa` πq “ ´ sinpπq. (19.89b)

(5) Le nombre π est le plus petit T ą 0 tel que cospT q “ ´1 et sinpT q “ 0.
(6) Nous avons

" cospπ{2q “ 0 (19.90a)
sinpπ{2q “ 1. (19.90b)

(7) Nous avons les formules
" cospx` π{2q “ ´ sinpxq (19.91a)

sinpx` π{2q “ cospxq (19.91b)

pour tout x P R.
(8) Le nombre π{2 est le plus petit T vérifiant sinpT q “ 1, cospT q “ 0.
(9) Nous avons les valeurs

$
’&
’%

cosp3π2 q “ 0 (19.92a)

sinp3π2 q “ ´1. (19.92b)

(10) Le nombre π{2 est le plus petit T ą 0 tel que cospT q “ 0.

Démonstration. C’est parti.
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(1) Le fond de la proposition 19.29 est que toutes les périodes T ą 0 vérifient cospT q “ 1 et
sinpT q “ 0. La définition de π est que c’est la plus petite période.

(2) En utilisant le fait que l’une est la dérivée de l’autre, si T est une période de cos nous avons

sinpx` T q “ ´ cos1px` T q (19.93a)

“ ´ lim
εÑ0

cospx` T ` εq ´ cospx` T q
ε

(19.93b)

“ ´ lim
εÑ0

cospx` εq ´ cospxq
ε

(19.93c)

“ ´ cos1pxq (19.93d)
“ sinpxq. (19.93e)

Nous déduisons que toute période de cos est une période de sin. De la même façon, nous
pouvons prouver le contraire : toute période de sin est une période de cos.

(3) D’un côté nous avons
cosp2πq “ cos2pπq ´ sin2pπq “ 1 (19.94)

parce que cosp2πq “ cosp0q “ 1. Vu que cospπq et sinpπq sont bornés par ´1 et 1, nous devons
avoir sinpπq “ 0 et cospπq “ ˘1.
Mais d’un autre côté, le nombre 2π est le plus petit T vérifiant cospT q “ 1, sinpT q “ 0. Donc
avoir cospπq “ 1 n’est pas possible. Nous concluons

" cospπq “ ´1 (19.95a)
sinpπq “ 0. (19.95b)

(4) Il s’agit d’utiliser les formules d’addition d’angles du lemme 19.26 pour calculer cospa ` πq
et sinpa` πq en tenant compte du fait que cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.

(5) Soit a P s0, πr tel que cospaq “ ´1 et sinpaq “ 0. Alors nous avons

cospa` πq “ ´ cospπq “ 1 (19.96a)
sinpa` πq “ ´ sinpπq “ 0, (19.96b)

ce qui donnerait a ` π P sπ, 2πr dont le cosinus est 1 et le sinus est zéro. Mais nous savons
déjà que 2π est le minimum pour cette propriété.

(6) Nous avons
´ 1 “ cospπq “ cos2pπ{2q ´ sin2pπ{2q, (19.97)

donc cospπ{2q “ 0 et sin2pπ{2q “ 1, ce qui donne sinpπ{2q “ ˘1.
Nous devons départager le ˘. Pour cela nous savons que sin1p0q “ cosp0q “ 1, donc il existe
ε ą ε tel que pour tout x P s0, εr nous avons 0 ă cospxq ă 1 et 0 sinpxq ă 1. Nous choisissons
ε plus petit que π{2 .
Supposons que sinpπ{2q “ ´1. Le théorème des valeurs intermédiaires 13.50 dit qu’il existe
x0 P sε, π{2r tel que sinpx0q “ 0. Pour cette valeur de x0 nous devons aussi avoir cospx0q “ ˘1.
Mais vu que 2π est minium pour avoir cos “ 1 et sin “ 0 nous devons avoir cospx0q “ ´1.
Alors nous avons aussi

cospx0 ` πq “ cospx0q cospπq ´ sinpx0q sinpπq “ ´ cospx0q “ 1 (19.98a)
sinpx0 ` πq “ cospx0q sinpπq ` sinpx0q cospπq “ sinpx0q “ 0. (19.98b)

Encore une fois par minimalité de 2π, cela ne va pas. Conclusion : sinpπ{2q “ 1.
(7) Il s’agit encore d’utiliser les formules d’addition d’angle en tenant compte du fait que cospπ{2q “

0 et sinpπ{2q “ 1.
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(8) Supposons x0 P s0, π{2r tel que sinpx0q “ 1 et cospx0q “ 0. En utilisant les formules (19.91)
nous avons

cospx0 ` π{2q “ ´1 (19.99a)
sinpx0 ` π{2q “ 0, (19.99b)

avec x0 ` π{2 ă π. Cela contredirait la minimalité de π.
(9) Il s’agit d’utiliser les formules (19.91) :

cosp3π2 q “ cospπ ` π{2q “ ´ sinpπq “ 0 (19.100a)

sinp3π2 q “ sinpπ ` π{2q “ cospπq “ ´1. (19.100b)

(10) Si cospx0q “ 0 alors sinpx0q “ ´1 (parce que sinpx0q “ 1 est déjà exclu). Alors cospx0`π{2q “
1 et sinpx0 ` π{2q “ 0, ce qui est également impossible.

Corollaire 19.33.
Des nombres x, y P R vérifient eix “ eiy si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x` 2kπ.

Tout cela nous permet de calculer quelque valeurs remarquables de cosinus et sinus ainsi que
d’écrire le tableau de variations de sinus et cosinus.

Lemme 19.34.
Nous avons les valeurs remarquables

sinpπ4 q “ cospπ4 q “
?

2
2 . (19.101)

Démonstration. La relation (19.75b) donne

0 “ cospπ{2q “ cos2pπ{4q ´ sin2pπ{4q. (19.102)

Donc cos2pπ{4q “ sin2pπ{4q. Mais vu que sinpπ{4q et cospπ{4q sont positifs, ils sont égaux.
Mais sin2pπ{4q ` cos2pπ{4q “ 1. Donc le nombre x “ cospπ{4q “ sinpπ{4q vérifie l’équation

2x2 “ 1, donc l’unique solution positive est x “ 1?
2 “

?
2

2 .

Lemme 19.35.
Nous avons la valeur remarquable

cospπ3 q “
1
2 . (19.103)

Démonstration. Il faut utiliser la formule (19.72a) avec cospπq “ cosp2π{3 ` π{3q en sachant
que cospπq “ ´1. Ensuite cosp2π{3q “ cospπ{3 ` π{3q. En décomposant ainsi, nous exprimons
´1 “ cospπq en termes de cospπ{3q et de sinpπ{3q. En substituant sin2pπ{3q “ 1´ cos2pπ{3q nous
trouvons que le nombre cospπ{3q vérifie l’équation

4x3 ´ 3x` 1 “ 0. (19.104)

Croyez-le ou non, les solutions de cette équation sont x “ ´1 et x “ 1{2. Allez. Faisons comme si
nous le savions pas. En tout cas, ces deux nombres sont des solutions, et nous avons la factorisation

4x3 ´ 3x` 1 “ p2x´ 1q2px` 1q. (19.105)

Donc 1{2 est de multiplicité 2 et ´1 de multiplicité 1. Le théorème 3.177 nous dit qu’il n’y a alors
pas d’autres racines que ces deux là 6.

Nous en déduisons que la valeur de cospπ{3q est soit 1{2 soit ´1. La proposition 19.32(5) nous
dit qu’il est impossible que cospπ{3q soit égal à ´1 parce que π{3 ă π. Donc cospπ{3q “ 1{2 comme
annoncé.

6. Nous attirons votre attention sur le fait que cela n’est en aucun cas une trivialité.



19.3. TRIGONOMÉTRIE 1173

Remarque 19.36.
Vous avez déjà sans doute vu la démonstration de cosp30˝q “ 1{2 à partir de la figure 19.4. Il n’est
pas possible de l’utiliser parce que cela n’est en réalité pas loin d’être la définition de l’angle entre
deux droites.

Si vous voulez savoir la définition de l’angle entre deux droites, il faut passer par la défini-
tion 19.151, laquelle se base sur le lemme 19.135 qui, elle-même, se base sur la proposition 19.58.

Bref, à notre niveau, nous sommes encore loin de pouvoir faire des raisonnements trigonomé-
triques sur base de géométrie dans les triangles.

Exemple 19.37
Développer la fonction cos autour de x “ π

3 . Utiliser la valeur remarquable du lemme 19.35. Nous
développons autour de h “ 0 la fonction cospπ3 ` hq :

cos
`π

3 ` h
˘ „ cos

`π
3
˘` h cos1pπ3 q `

h2

2 cos2
`π

3
˘ “ 1

2 ´
?

3
2 h´ 1

4h
2. (19.106)

Il est aussi possible d’écrire cela en notant x “ x0 ` h, c’est-à-dire en remplaçant h par x´ π
3 :

cospxq „ 1
2 ´

?
3

2 px´
π

3 q ´
1
4px´

π

3 q
2. (19.107)

4

Pour donner une idée nous avons dessiné sur le graphe suivant la fonction sinus et ses dévelop-
pements d’ordre 4 autour de zéro et autour de 3π{4.

´π π 2 π 3 π

´3

´2

´1

1

2

3

Voici un tableau qui rappelle les valeurs à retenir pour les fonctions sinus, cosinus et tangente.

x sinpxq cospxq tanpxq
0 0 1 0
π{6 1{2 ?

3{2 ?
3{3

π{6 1{2 ?
3{2 ?

3{3
π{4 ?

2{2 ?
2{2 1

π{3 ?
3{2 1{2 ?

3
π{2 1 0 N.D.

(19.108)

où « N.D. » signifie « non défini ».
Rappelons le graphe de la fonction sinus :
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´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1

celui de la fonction cosinus :

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1

Lemme 19.38.
Pour toute valeur de x P R on a | sinpxq| ď |x|.
Démonstration. Nous séparons des cas en fonction des valeurs.

— Si 0 ď x ď π{2 alors le sinus de x est la longueur du cathète verticale du triangle rectangle
de sommets O “ p0, 0q, A “ pcospxq, sinpxqq et B “ pcospxq, 0q. Le triangle de sommets A,
B et C “ p1, 0q est aussi rectangle et nous savons que chacun des cathètes ne peut pas être
plus long que l’hypoténuse. Donc sinpxq est inférieur à la longueur du segment AC. À son
tour le segment AC ne peut pas être plus long que l’arc de cercle ŐA0C, car le chemin le plus
court entre deux points du plan est toujours donné par un morceau de droite. La longueur
de l’arc de cercle " AC est par définition la mesure en radiants de l’angle zAOC, qui est x
et on a l’inégalité sinpxq ď x.

— Si ´π{2 ď x ď 0 le même raisonnement que au point précédent permet de conclure que
sinpxq ď |x|.

— Nous savons par ailleurs que la fonction sinus prend ses valeurs dans l’intervalle r´1, 1s et
donc pour tout x tel que |x| ě π{2 ” 1, 57 . . . on a forcement | sinpxq| ď |x|.

"
x “ r cos θ (19.109a)
y “ r sin θ (19.109b)

avec r P s0,8r et θ P r0, 2πr. Le jacobien vaut r.

19.4 Très modeste approximation de π
Nous sommes en droit de vouloir une valeur approchée de π.

Lemme 19.39.
Nous avons l’approximation numérique

2
?

2 ă π ă 4. (19.110)

Démonstration. Grace au lemme 19.34 nous savons que la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un
intervalle de taille π{4 avec une dérivé majorée par 1. Par conséquent

π

4 ą
?

2
2 (19.111)
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et donc 7

π ą 2
?

2 » 2.82 (19.112)

De plus la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un intervalle de taille π{4 avec une dérivée majorée
par

?
2{2, donc

π

4 ă
?

2{2?
2{2 , (19.113)

ce qui donne
π ă 4. (19.114)

Pour avoir une meilleur approximation de π, nous pouvons remarquer que π P s2.82, 4r, et
que cet intervalle est suffisamment petit pour ne pas recouvrir l’intervalle correspondant pour 2π.
L’équation cospxq “ ´1 possède donc une unique solution dans cet intervalle (et cette solution est
π). Nous pouvons donc faire une dichotomie pour trouver la valeur de π, pourvu que nous ayons
une façon d’évaluer des valeurs de cospxq de façon pas trop ridicule.

19.5 Cercle trigonométriques
Proposition 19.40 ([317]).
Soient des fonctions f, g : I Ñ R de classe C1 sur l’ouvert I de R telles que f2 ` g2 “ 1. Soit
t0 P I et θ0 tel que fpt0q “ cospθ0q et gpt0q “ sinpθ0q.

Alors il existe une unique fonction continue θ : I Ñ R telle que
$
’&
’%

θpt0q “ θ0 (19.115a)
f “ cos ˝θ (19.115b)
g “ sin ˝θ. (19.115c)

Démonstration. Nous commençons par l’existence, en passant par les nombres complexes. Soit
h : I Ñ C définie par h “ f ` ig. Nous avons hh̄ “ 1 et nous définissons

θptq “ θ0 ´ i
ż t

t0

h1psqhpsqds. (19.116)

Cette intégrale existe pour tout t parce que les fonctions f et g étant de classe C8, elles sont
bornées sur le compact rt0, ts. De plus θ est une fonction continue parce que c’est une primitive
(proposition 15.232) 8.

La dérivée de θ est la fonction s ÞÑ ´ih1psqhpsq.
Utilisant la formule du lemme 19.25 sur la forme trigonométrique des nombres complexes, nous

calculons :
d

dt

”
he´iθ

ı
t“0

“ e´iθph1 ´ hθ1q “ e´iθph1 ´ ihp´iqh1h̄q “ 0. (19.117)

Par conséquent il existe c P C tel que he´iθ “ c. Mais hpt0q “ fpt0q` igpt0q “ cospθ0q` i sinpθ0q “
eiθ0 , du coup

hpt0qe´iθpt0q “ c (19.118)

donne immédiatement c “ 1, ou encore eiθptq “ hptq, c’est-à-dire que

f ` ig “ cos ˝θ ` i sin ˝θ, (19.119)

ce qu’il fallait pour l’existence.

7. Sérieusement, êtes vous capables de trouver une approximation de
?

2 en ne vous basant que sur des choses
vues jusqu’ici ?

8. En réalité nous appliquons la proposition 11.11 à chacune des parties réelles et imaginaires de la fonction
s ÞÑ h1psqhpsq.
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Pour l’unicité nous supposons avoir une autre fonction, α qui satisfait aux exigences. Pour tout
t P I nous avons

eiθptq “ eiαptq. (19.120)

Il existe donc une fonction n : I Ñ N telle que θptq “ αptq ` 2nptqπ. Par continuité de θ et α, la
fonction n doit être constante, mais vu que θpt0q “ αpt0q nous avons n “ 1.

19.5.1 Les fonctions tangente et arc tangente

Définition 19.41.
La fonction tangente est :

tanpxq “ sinpxq
cospxq (19.121)

où sin et cos sont de la définition 19.16.

La fonction tangente n’est pas définie sur les points de la forme x “ π
2 ` kπ, k P Z. Une

interprétation géométrique, qui justifie le nom, est donnée sur la figure 19.1.

θ
ϕ

‚ tanpθq

‚ tanpϕq

Figure 19.1 – Interprétation géométrique de la fonction tangente. La tangente de l’angle θ est
positive (et un peu plus grande que 1) tandis que celle de la tangente de l’angle ϕ est négative.

Proposition 19.42.
La fonction

tan : s´π2 ,
π

2 r Ñ R

x ÞÑ tanpxq
(19.122)

est une bijection.

Démonstration. Le cosinus ne s’annulant pas sur l’intervalle donné, la fonction est bien définie.
Nous avons

lim
xÑπ{2´

tanpxq “ `8 (19.123)

parce que la limite du sinus est 1 est celle du cosinus est zéro par les valeurs positives. Le même
raisonnement donne la limite en ´π{2 qui vaut ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 9 dit
que la fonction tangente est alors surjective sur R.

Par ailleurs en utilisant les règles de calcul comme la dérivation du quotient 13.114(5) nous
trouvons

tan1pxq “ tan2pxq ` 1, (19.124)

9. Théorème 13.50.
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ce qui nous donne une dérivée partout strictement positive, et donc une fonction strictement
croissante et donc injective.

Le graphe de la fonction tangente est sur la figure 19.2.

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 19.2 – Le graphe de la fonction tangente.

En ce qui concerne la bijection réciproque nous avons le théorème suivant.

Théorème 19.43.
La fonction inverse de la tangente,

arctan : RÑ
ı
´π2 ,

π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
(19.125)

nommée arc tangente est
(1) impaire et strictement croissante sur R.
(2) dérivable sur R de dérivée

arctan1pxq “ 1
1` x2 . (19.126)

Démonstration. Il est immédiatement visible sur son développement de définition (19.52) que la
fonction sinus est impaire. Une vérification similaire montre que la fonction cosinus est paire. La
fonction tangente est alors impaire et sa réciproque l’est tout autant.

La fonction arc tangente est également dérivable (donc continue) par la proposition 13.119 parce
que la fonction tangente l’est. Notons qu’ici nous nous sommes restreint à s´π{2, π{2r. Sinon, le
résultat est faux.

La formule proposée pour la dérivée provient également de la proposition 13.119 et de la dérivée
de la tangente :

Lemme 19.44.
Nous avons les limites
(1) limxÑ8 arctanpxq “ π

2 ,
(2) limxÑ´8 arctanpxq “ ´π

2 .

Lemme 19.45.
Nous avons la valeur remarquable

arctanp1{?3q “ π

6 . (19.127)
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Le nombre arctanpx0q se calcule en cherchant l’angle θ P r´π
2 ,

π
2 s dont la tangente vaut x0.

Nous obtenons le tableau de valeurs suivant :

x 0 1?
3 1

?
3

arctanpxq 0 π
6

π
4

π
3

En ce qui concerne la représentation graphique de la fonction x ÞÑ arctanpxq, elle s’obtient « en
retournant » la partie entre ´π

2 et π
2 du graphique de la fonction tangente :

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´1
2 π

1
2 π

19.5.2 La fonction arc sinus

Nous voulons étudier la fonction

sin : RÑ r´1, 1s
x ÞÑ sinpxq (19.128)

et sa réciproque éventuelle.
La fonction sinus est continue sur R mais n’est pas bijective : elle prend une infinité de fois

chaque valeur de J “ r´1, 1s. Pour définir une bijection réciproque de la fonction sinus en utilisant
le théorème 13.61, nous devons donc choisir un intervalle à partir duquel la fonction sinus est
monotone. Nous choisissons l’intervalle

I “ r´π2 ,
π

2 s. (19.129)

La fonction
sin : r´π2 ,

π

2 s Ñ r´1, 1s
x ÞÑ sinpxq

(19.130)

est une bijection croissante et continue. Nous avons donc le résultat suivant.

Théorème 19.46 (Définition et propriétés de arc sinus).
Nous nommons arc sinus la bijection inverse de la fonction sin : I Ñ J . La fonction

arcsin : r´1, 1s Ñ r´π2 ,
π

2 s
x ÞÑ arcsinpxq

(19.131)

ainsi définie est
(1) continue et strictement croissante ;
(2) impaire : pour tout x P r´1, 1s nous avons arcsinp´xq “ ´ arcsinpxq.

Démonstration. Nous prouvons le fait que arcsin est impaire. Un élément de l’ensemble de défi-
nition de arcsin est de la forme y “ sinpxq avec x P r´π{2, π{2s. La relation (13.81) s’écrit dans
notre cas

x “ arcsin
`

sinpxq˘. (19.132)
Nous écrivons d’une part cette équation avec ´x au lieu de x :

´ x “ arcsin
`

sinp´xq˘ “ arcsin
`´ sinpxq˘ “ arcsinp´yq; (19.133)
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et d’autre part nous multiplions (19.132) par ´1 :

´ x “ ´ arcsin
`

sinpxq˘ “ ´ arcsinpyq. (19.134)

En égalisant les valeurs (19.133) et (19.134) nous trouvons

arcsinp´yq “ ´ arcsinpyq, (19.135)

ce qui signifie que arcsin est une fonction impaire.

Notons que cette preuve repose sur le fait que tout élément de l’ensemble de définition de la
fonction arc sinus peut être écrit sous la forme sinpxq pour un certain x.

Si x0 P r´1, 1s est donné, calculer arcsinpx0q revient à trouver un angle θ0 dans r´π
2 ,

π
2 s pour

lequel sinpθ0q “ x0. Un tel angle sera forcément unique.

Remarque 19.47.
La définition de arc sinus découle du choix de l’intervalle I, qui est une convention. Il aurait été
possible de faire un choix différent : pourriez vous trouver la réciproque de la fonction sinus sur
l’intervalle rπ{2, 3π{2s ? Le mieux est de l’écrire comme une translatée de arc sinus, en utilisant le
fait que sinus est une fonction périodique.

Exemple 19.48
Pour calculer arcsinp1q, il faut chercher un angle entre ´π

2 et π
2 ayant 1 pour sinus : résoudre

sinpθq “ 1. La solution est θ “ π
2 et nous avons donc arcsinp1q “ π

2 . 4

À l’aide des valeurs remarquables de la fonction sinus nous obtenons le tableau suivant de
valeurs remarquables pour l’arc sinus.

x 0 1
2

?
2

2

?
3

2 1
arcsinpxq 0 π

6
π
4

π
3

π
2

Les autres valeurs remarquables peuvent être déduites du fait que l’arc sinus est une fonction
impaire.

En ce qui concerne la dérivabilité de la fonction arc sinus, en application de la proposition 13.119
elle est dérivable en tout y “ sinpxq tel que sin1pxq ‰ 0, c’est-à-dire tel que cospxq ‰ 0. Or cospxq “ 0
pour x “ ˘π

2 , ce qui correspond à y “ sinp˘π
2 q “ ˘1. La fonction arc sinus est donc dérivable sur

s´1, 1r. Nous avons donc la propriété suivante pour la dérivabilité.

Proposition 19.49.
La fonction arc sinus est continue sur r´1, 1s et dérivable sur s´1, 1r. Pour tout y P s´1, 1r, la
dérivée est donnée par la formule (13.275), qui dans ce cas s’écrit

arcsin1pyq “ 1
cos

`
arcsinpyq˘ “

1a
1´ y2

. (19.136)

La dernière égalité viens du fait que si x “ arcsinpyq alors y “ sinpxq et cospxq “a
1´ sin2pxq “a

1´ y2.
Pour comprendre la dernière égalité, remarquer que dans le dessin suivant, θ “ arcsinpyq, donc

y “ sinpθq, et x “ cospθq.
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θ ‚
x

‚y

Notons enfin que le graphe de la fonction arc sinus est donné à la figure 19.3.

´1 1

´π

´1
2 π

1
2 π

π

Figure 19.3 – Le graphe de la fonction x ÞÑ arcsinpxq

19.5.3 La fonction arc cosinus

Nous voulons étudier la fonction

cos : RÑ r´1, 1s (19.137)

et son éventuelle réciproque. Encore une fois il n’est pas possible d’en prendre la réciproque globale
parce que ce n’est pas une bijection ; ne fut-ce que parce qu’elle est périodique (proposition 19.29).
Nous choisissons de considérer l’intervalle r0, πs sur lequel la fonction cosinus est continue et stric-
tement monotone décroissante.

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition-définition 19.50.
Pour définir la fonction arcsinus.
(1) La fonction

cos : r0, πs Ñ r´1, 1s (19.138)

est une bijection continue strictement décroissante.
(2) Sa bijection réciproque est la fonction

arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs (19.139)

nommée arc cosinus.
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(3) La fonction arc cosinus est continue, strictement décroissante.
(4) Elle est dérivable et pour tout y P s´1, 1r, sa dérivée est donnée par

arccos1pyq “ 1
´ sin

`
arccospyq˘ “

´1a
1´ y2

. (19.140)

Démonstration. La fonction cosinus est continue et même de classe C8 par la proposition 19.16.
Elle est strictement décroissant parce que sa dérivée (´ sin) y est strictement positive (strictement
à dans l’intérieur du domaine).

Le fait que arc cosinus soit une bijection continue strictement monotone est dans le théorème
de la bijection 13.61. La dérivabilité et la formule sont de la proposition 13.119.

Pour y0 P r´1, 1s, trouver la valeur de arccospy0q revient à résoudre l’équation cospx0q “ y0.
Cela nous permet de construire une tableau de valeurs :

x ´1 ´
?

3
2 ´

?
2

2 ´1
2 0 1

2

?
2

2

?
3

2 1
arccospxq π 5π

6
3
4π

2
3π

1
2π

π
3

1
4π

1
6π 0

Remarque 19.51.
Certes la fonction cosinus est paire (vue sur R), mais la fonction arc cosinus ne l’est pas car elle
est une bijection entre r´1, 1s et r0, πs.

Exemple 19.52
Cherchons arccosp1

2q. Il faut trouver un angle θ P r0, πs tel que cospθq “ 1
2 . La solution est θ “ π

3 .
Donc arccosp1

2q “ π
3 .

Il n’est cependant pas immédiat d’en déduire la valeur de arccosp´1
2q. En effet θ “ arccosp´1

2q
si et seulement si cospθq “ ´1

2 avec θ P r0, πs. La solution est θ “ 2π
3 . 4

En ce qui concerne la représentation graphique, il suffit de tracer la fonction cosinus entre 0 et
π puis de prendre le symétrique par rapport à la droite y “ x.

´1 1 2 3 4

´1
2 π

1
2 π

π

3
2 π

19.5.4 Une meilleure approximation de π

Nous avions laissé le nombre π avec l’approximation assez minable de 2
?

2 ă π ă 4 en le
lemme 19.39. Nous pouvons maintenant faire nettement mieux.

Le lemme 19.45 donne
arctanp1{?3q “ π{6 (19.141)
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et l’idée est de donner un développement de arctan autour de zéro, de l’évaluer en 1{?3 et d’égaliser
le résultat à π{6. Tout cela donne lieu à des calcules peut-être fastidieux, mais comme un gars l’a
fait dès l’an 1424[318] pour trouver 16 décimales correctes, nous faisons comme si c’était facile.

Pour trouver le développement en série de Taylor (théorème 13.359) de arc tangente autour de
x “ 0, il faut partir de la formule (19.126) et sans doute pas mal calculer et faire une récurrence 10.
Le résultat est :

arctanpxq “
8ÿ

k“0

p´1qkx2k`1

2k ` 1 , (19.142)

valable pour x P s´1, 1r. Avec cela nous avons

arctanp 1?
3
q “

8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k ˆ

1?
3
“ π

6 , (19.143)

et donc
π “ 6?

3

8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k . (19.144)

Pour donner une idée du fait que ça fonctionne pas mal, voici le calcul pour quelques termes :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: n(taylor(arctan(x),x,0,5)(1/ sqrt (3)))*6
7 3.15618147156995
8 sage: n(taylor(arctan(x),x,0,10) (1/ sqrt (3)))*6
9 3.14260474566308

10 sage: n(taylor(arctan(x),x,0,20) (1/ sqrt (3))*6-pi)
11 -2.14265171338823e-6
12 sage: n(taylor(arctan(x),x,0,58) (1/ sqrt (3))*6-pi)
13 8.88178419700125e-16

tex/sage/sageSnip012.sage

Calculer 5 termes donne déjà 3.15. Et on est à 10´6 de la bonne réponse avec 20 termes. Et avec
58 termes, on n’est à 10´16.

Problèmes et choses à faire

Pour bien faire, il faudrait étudier le reste et donner un encadrement.

19.5.5 Forme polaire ou trigonométrique des nombres complexes

Un nombre complexe étant représenté par deux nombres, on peut le représenter dans un plan
appelé « plan de Gauss ». La plupart des opérations sur les nombres complexes ont leur interpré-
tation géométrique dans ce plan.

Dans le plan de Gauss, le module d’un complexe z représente la distance entre 0 et z. On
appelle argument de z (noté arg z) l’angle (déterminé à 2π près) entre le demi-axe des réels positifs
et la demi-droite qui part de 0 et passe par z. Le module et l’argument d’un complexe permettent
de déterminer univoquement ce complexe puisqu’on a la formule

z “ a` bi “ |z| pcospargpzqq ` i sinpargpzqqq
L’argument de z se détermine via les formules

a

|z| “ cospargpzqq b

|z| “ sinpargpzqq

10. Je n’ai pas fait le calcul, merci de me faire savoir si il y a une astuce.
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ou encore par la formule

b

a
“ tanpargpzqq en vérifiant le quadrant.

La vérification du quadrant vient de ce que la tangente ne détermine l’angle qu’à π près.

19.5.6 Angle entre deux vecteurs

Proposition-définition 19.53.
Soient des vecteurs X,Y P R2. Il existe un unique θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (19.145)

Ce réel est appelé angle entre X et Y .

Démonstration. Si a et b sont des réels, l’inégalité |a| ď b peut se développer en une double inégalité

´ b ď a ď b. (19.146)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (11.9) devient alors

´ }X}}Y } ď X ·Y ď }X}}Y }. (19.147)

Si X ‰ 0 et Y ‰ 0, nous en déduisons

´ 1 ď X ·Y

}X}}Y } ď 1. (19.148)

Il existe donc par la proposition 19.50 un angle θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (19.149)

19.54.
Certains n’hésitent pas à écrire la formule

X ·Y “ }X}}Y } cospθq. (19.150)

comme une définition du produit scalaire. C’est ce qui arrive lorsqu’on défini les fonctions trigo-
nométriques à partir de relations dans les triangles rectangles.

Notez que les angles entre deux vecteurs sont toujours plus petits ou égaux à 180˝.
La longueur de la projection du point P sur la droite horizontale va naturellement être égale

à cospθq. En effet, si nous notons X un vecteur horizontal de norme 1, cette projection est donné
par P ·X. Mais en reprenant l’équation (19.150), nous voyons que

P ·X “ }P }}X} cospθq, (19.151)

tandis qu’ici nous avons }P } “ }X} “ 1.
Nous appelons sinpθq la longueur de la projection sur l’axe vertical.
Quelques dessins nous convainquent que

sinpθ ` 2πq “ sinpθq cospθ ` 2πq “ sinpθq,
sinpθ ` π

2 q “ cospθq cospθ ` π

2 q “ ´ sinpθq,
sinpπ ´ θq “ sinpθq cospπ ´ θq “ ´ cospθq.

(19.152)
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Le théorème de Pythagore nous montre aussi l’importante relation

sin2pθq ` cos2pθq “ 1. (19.153)

Quelques valeurs remarquables pour les sinus et cosinus :

sin 0 “ 0, sin π6 “
1
2 , sin π4 “

?
2

2 , sin π3 “
?

3
2 , sin π2 “ 1, sin π “ 0

cos 0 “ 1, cos π6 “
?

3
2 , cos π4 “

?
2

2 , cos π3 “
1
2 , cos π2 “ 0, cosπ “ ´1

(19.154)

Nous pouvons prouver simplement que sinp30˝q “ 1
2 et cosp30˝q “

?
3

2 en s’inspirant de la
figure 19.4.

60

30

‚
A

‚B ‚ C‚
H

Figure 19.4 – Un triangle équilatéral de côté 1.

19.5.7 Aire du parallélogramme

Remarque 19.55.
Le nombre }a}}b} sinpθq est l’aire du parallélogramme formé par les vecteurs a et b, comme cela se
voit sur la figure 19.5.

a

b
‚

h

θ ‚

Figure 19.5 – Calculer l’aire d’un parallélogramme.

Proposition 19.56.
Nous avons

}aˆ b} “ }a}}b} sinpθq (19.155)

où θ P r0.πs est l’angle formé par a et b.
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Démonstration. En utilisant la décomposition du produit vectoriel, nous avons

}aˆ b}2 “
∣∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
2

“ pa2b3 ´ b2a3q2 ` pa1b3 ´ a3b1q2 ` pa1b2 ´ a2b1q2
“ pa2

1 ` a2
2 ` a2

3qpb21 ` b22 ` b23q ´ pa1b1 ` a2b2 ` a3b3q2
“ }a}2}b}2 ´ pa· bq2
“ }a}2}b}2 ´ }a}2}b}2 cos2pθq
“ }a}2}b}2`1´ cos2pθq˘

“ }a}2}b}2 sin2pθq.

(19.156)

D’où le résultat. Nous avons utilisé la formule de la définition (19.53) donnant l’angle en fonction
du produit scalaire.

19.57.
Si les vecteurs a, b et c ne sont pas coplanaires, alors la valeur absolue du produit mixte (voir
équation (11.75)) a· pbˆ cq donne le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b et
c.

En effet si ϕ est l’angle entre bˆc et a, alors la hauteur du parallélépipède vaut }a} cospϕq parce
que la direction verticale est donnée par bˆ c, et la hauteur est alors la « composante verticale »
de a. Par conséquent, étant donné que }b ˆ c} est l’aire de la base, le volume du parallélépipède
vaut 11

V “ }bˆ c}}a} cospϕq. (19.157)

Or cette formule est le produit scalaire de a par bˆ c ; ce dernier étant donné par le déterminant
de la matrice formée des composantes de a, b et c grâce à la formule (11.75).

La valeur absolue du déterminant ∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ (19.158)

est l’aire du parallélogramme déterminé par les vecteurs
ˆ
a1
a2

˙
et

ˆ
b1
b2

˙
. En effet, d’après la re-

marque 19.55, l’aire de ce parallélogramme est donnée par la norme du produit vectoriel
¨
˝
a1
a2
0

˛
‚ˆ

¨
˝
b1
b2
0

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
a1 a2 0
b1 b2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ ez, (19.159)

donc la norme }aˆ b} est bien donnée par la valeur absolue du déterminant (19.158).

19.6 Paramétrisation du cercle

Nous allons parler de paramértisation du cercle. L’ensemble S1 sera vu tantôt comme le cercle
dans R2, tantôt comme le cercle dans C. Nous n’allons pas pousser le vice jusqu’à écrire explici-
tement les isomorphismes lorsque nous passons d’une représentation à l’autre. Parmi les identifi-
cations que nous allons faire sans ménagement, il y a l’identification entre les applications

γ : r0, 2πs Ñ R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (19.160)

11. Le calcul de ce volume mériterait une certaine réflexion, surtout à partir du moment où nous avons décidé de
définir les fonctions trigonométriques à partir de son développement (définition 19.16).
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et
ϕ : r0, 2πr Ñ C

t ÞÑ eit.
(19.161)

C’est évidemment la formule eti “ cosptq ` i sinptq (lemme 19.25) qui permet de transformer γ en
ϕ et inversement. De plus R2 et C sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels normés (et aussi
donc topologiques).

Nous allons voir deux choses à propos de cette application :
— Elle est continue, mais son inverse n’est pas continue. En considérant seulement la restriction

ϕ : s0, 2πr Ñ S2ztp1, 0qu nous avons un difféomorphisme, et donc une possibilité de change-
ment de variables dans l’intégrale (théorème 15.252).
Le fait qu’il manque un point est sans importante parce que nous n’allons considérer que la
mesure de Lebesgue ou des variations simples autour de la mesure de Lebesgue.

— La fonction ϕ : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection borélienne d’inverse borélien 12. Donc nous
pouvons transposer toute la théorie de la mesure de S1 à r0, 2πr sans « triche ».

Tout cela pour dire que nous allons donner un tas de justifications pour écrire des égalités du
type ż

S1
f “

ż 2π

0
f ˝ ϕ. (19.162)

19.6.1 Bijection continue

Proposition 19.58.
L’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (19.163)

est une bijection continue.

Démonstration. La continuité découle de la continuité des composantes. Le fait que l’image de γ
soit dans S1 découle immédiatement du fait que sin2` cos2 “ 1.

Pour la bijection, il faut injectif et surjectif.
Injectif Soient x1 ă x2 tels que sinpx1q “ sinpx2q et cospx1q “ cospx2q. Supposons pour fixer les

idées que sinpx1q ą 0 et cospx1q ą 0 : si ce n’est pas le cas, il faut traiter séparément les 4
possibilités de combinaisons de signes.
Nous avons obligatoirement x1, x2 P r0, π2 r. Vu que sinpx1q “ sinpx2q, il existe par le théorème
de Rolle 13.126 un élément c P sx1, x2r tel que sin1pcq “ 0, c’est-à-dire cospcq “ 0. Cela
contredirait la proposition 19.32(10) à moins que x1 “ x2.

Surjectif Soient x, y tels que x2`y2 “ 1. Supposons pour varier les plaisirs que x ă 0 et y ą 0. Vu
que la fonction cos va de 0 à ´1 lorsque x va de π{2 à π, le théorème des valeurs intermédiaires
donne t P rπ{2, πs tel que cosptq “ x. Pour cette valeur de x nous avons

cos2pxq ` sin2pxq “ 1, (19.164)

et donc sin2pxq “ y2, ce qui donne sinpxq “ ˘y. Mais pour x P rπ{2, πs nous avons sinptq ą 0.
Par conséquent sinptq “ y.

Exemple 19.59
L’application

ϕ : s0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ
ˆ

cospxq
sinpxq

˙ (19.165)

12. Proposition 19.63.
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est un continue par la proposition 19.58. Vu que s0, 2πr est connexe (proposition 8.34) la proposi-
tion 7.84 implique que le cercle privé d’un point est connexe. 4

Allez. . . Dans l’intro nous avions dit que nous n’allions pas faire explicitement les isomor-
phismes. Faisons-le quand même une fois, mais c’est bien parce que c’est vous hein.

Proposition 19.60.
L’application

f : r0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ eix
(19.166)

est une bijection. Ici, S1 est l’ensemble des nombres complexes de norme 1.

Démonstration. Nous savons que
ϕ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy (19.167)

est une bijection isométrique. C’est pour cela que nous allons nous permettre de noter S1 le cercle
unité dans R2 aussi bien que l’ensemble des nombres complexes de norme 1.

Sur R2 nous avons l’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ
ˆ

cosptq
sinptq

˙ (19.168)

qui est une bijection continue (c’est la proposition 19.58). Et enfin le lemme 19.25 nous donne
eix “ cospxq ` i sinpxq.

Avec tout ça, l’application ϕ´1 ˝ f : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection continue. Et comme ϕ l’est
également, f est une bijection continue.

La proposition suivante donne les coordonnées polaires sur C. La régularité est l’objet du
théorème 19.190 (à part le fait que ce dernier parle de R2 et non de C).

Proposition 19.61.
Pour tout nombre complexe z, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que

z “ |z|eiθ. (19.169)

Démonstration. Soit z P C. Nous considérons z1 “ z{|z| qui est de norme 1. Donc il existe un
unique θ P r0, 2πr tel que z1 “ eiθ (proposition 19.60).

Pour ce θ nous avons z “ |z|eiθ.
Bien entendu, le θ est unique dans r0, 2πr, mais il n’est pas du tout unique dans R.

19.6.2 Inverse

Nous pouvons écrire un inverse de la fonction ϕ grâce à la fonction arc tangente introduite au
théorème 19.43. La fonction que nous écrivons à présent est la fonction arg0´ définie par (27.280).
Elle n’est pas exactement la fonction argument définie par (27.242).

Nous avons :
ϕ´1 : S1 Ñ r0, 2πr

x` iy ÞÑ

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctgpy{xq si x ą 0, y ě 0
π
2 si px, yq “ p0, 1q
π ´ arctgp´y{xq si x ă 0, y ě 0
π ` arctgpy{xq si x ă 0, y ă 0
2π ´ arctgp´y{xq si x ą 0, y ă 0

(19.170)
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Chacune des branche est continue parce que la fonction arc tangente l’est. Trois des raccords sont
également continus grâce aux limites du lemme 19.44.

L’application ϕ´1 n’est cependant pas continue au point p1, 0q 13. C’est l’objet du lemme sui-
vant.

Lemme 19.62.
L’application ϕ´1 : S1 Ñ r0, 2πr n’est pas continue en p1, 0q. Mais elle est continue ailleurs. Au-
trement dit,

ϕ´1 : S1ztp1, 0qu Ñ s0, 2πr (19.171)

est continue.

Démonstration. En effet, ϕ´1 serait continue si l’image de tout ouvert de r0, 2πr par ϕ serait
ouverte dans S1 (topologie induite de C). Prenons un petit ouvert r0, εr (si vous êtes étonnés, c’est
que vous n’avez pas bien la topologie induites en tête). Son image contient le point p1, 0q, mais
aucun point px, yq avec y ă 0.

Montrons que tout voisinage de p1, 0q dans C contient des points x` iy de S1 avec y ă 0. Un
point de S1 est de la forme cosptq ` i sinptq. Nous avons :

| cosptq ` i sinptq ´ 1|2 “ `
cosptq ´ 1

˘2 ` sin2ptq “ 2
`
1´ cosptq˘. (19.172)

Soit δ ą 0, et montrons que B
`p1, 0q, δ˘ X S1 contient des points d’ordonnées négatives. D’abord

il existe ε ą 0 tel que pour t “ 2π ´ ε,

2
`
1´ cosptq˘ ă δ. (19.173)

Ensuite pour de tels t, nous avons sinptq ă 0. Donc les points de S1 correspondant à 2π ´ ε sont
dans S1 XB`p1, 0q, δ˘.

Bref, l’image de r0, εr n’est pas un ouvert de S1.

19.6.3 Cercle trigonométrique

Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1 représenté à la figure 19.6. Sa longueur est
2π.

‚

‚
sinpθq

cospθq
θ

P

Figure 19.6 – Le cercle trigonométrique.

Nous verrons plus tard que la longueur de l’arc de cercle intercepté par un angle θ est égal à
θ. Les radians sont donc l’unité d’angle les plus adaptés au calcul de longueurs sur le cercle.

13. Vu que nous avons considéré S1
Ă C, nous aurions dû noter « 1 » ce point. Mais vous vous imaginez le clash

de notation avec le 1 P r0, 2πr Ă R ?

http://fr.wikiversity.org/wiki/Trigonom�trie/Cosinus_et_sinus_dans_le_cercle_trigonom�trique
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19.6.4 Du point de vue de la tribu, mesure et co.

Nous avons considéré sur S1 la topologie induite de C. Nous allons y mettre la tribu induite
de celle de Lebesgue de C. Mais nous n’allons pas y mettre la mesure induite de C ; sinon tout
serait toujours de mesure nulle.

Proposition 19.63 ([1]).
L’application ϕ est borélienne d’inverse borélien, c’est-à-dire

BorpS1q “ ϕ
`
Borpr0, 2πrq˘. (19.174)

Démonstration. L’inclusion BorpS1q Ă ϕ
`
Borpr0, 2πrq˘ est la plus simple : si A P BorpS1q, alors

ϕ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘ parce que ϕ : r0, 2πr Ñ S1 est continue et donc borélienne (théorème 15.49).

Pour l’autre inclusion, il faudra faire par étapes.
Ouvert ne contenant pas zéro Si A est un ouvert de r0, 2πr ne contenant pas 0, il est un ouvert

de R ou de s0, 2πr. Le lemme 19.62 nous indique que son image par ϕ est ouverte dans S1.
En particulier, ϕpAq P BorpS1q.

Ouvert de la forme r0, εr Nous supposons que ε est petit. Disons pour fixer les idées, plus petit
que π{2. Nous avons :

ϕ
`r0, εr˘ “ ϕ

`s0, εr˘Y ϕ`t0u˘. (19.175)

Le premier élément de l’union est un ouvert, et le second un unique point. L’union est un
borélien.

Ouvert général Si un ouvert de r0, 2πr ne contient pas 0, son image est ouverte. Nous nous
penchons sur le cas d’un ouvert contenant 0.
Si un ouvert de r0, 2πr contient 0, alors il contient un ouvert de la forme r0, εr, parce qu’un
ouvert contient une boule autour de chacun de ses points (théorème 7.4 couplé au fait que
nous sommes dans la topologie induite de R).
Si A est un ouvert contenant zéro, alors

A “ r0, εr Y `
Azr0, ε2 s

˘
. (19.176)

Nous avons déjà vu que l’image du premier élément de l’union est un borélien. Étant donné
que Azr0, ε2 s est un ouvert ne contenant pas zéro, son image est un ouvert. Donc le l’image
de A est un borélien.

Pause Nous avons déjà vu que l’image par ϕ de tout ouvert de r0, 2πr était un borélien de S1.
Nous devons en déduire que l’image de tout borélien de r0, 2πr est un borélien de S1.
C’est ce que nous faisons maintenant

Boréliens Nous utilisons le lemme de transport 15.47 avec l’application ϕ´1 et l’ensemble des
ouverts :

ϕ
`
σpCq˘ “ σ

`
ϕpCq˘ (19.177)

où C est la tribu des ouverts dans r0, 2πr. L’ensemble σpCq est par définition l’ensemble
Bor

`r0, 2πr˘. D’autre part nous avons vu que l’image d’un ouvert est un borélien : ϕpCq Ă
BorpS1q. Nous avons donc

ϕ
`
Borpr0, 2πrq˘ “ σ

`
ϕpCq˘ Ă σ

`
BorpS1q˘ Ă BorpS1q. (19.178)

La preuve est terminée.

Proposition 19.64 (Boréliens sur S1[1]).
Soit la structure usuelle d’espace mesurable pC,BorpCqq. Nous considérons
— la tribu BorpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la tribu BorpS1q des boréliens de S1 construite à partir de la topologie induite de C vers S1.
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— la bijection ϕ : r0, 2πr Ñ S1,
— la mesure de Lebesgue sur r0, 2πr (induite de celle sur R) et sur C, que nous noterons toutes

deux λ.
Alors
(1) Nous avons les expressions

BorpCqS1 “ tA P BorpCq tel que A Ă S1u (19.179a)
“ tAX S1 tel que A P BorpCqu (19.179b)

(2) Nous avons
BorpS1q “ BorpCqS1 “ ϕ

´
Bor

`r0, 2πr˘
¯
. (19.180)

(3) En définissant µ : BorpS1q Ñ R par

µpAq “ λ
`
ϕ´1pAq˘

2π , (19.181)

le triple
`
S1,BorpS1q, µ˘ est un espace mesuré.

(4) L’espace mesuré
`
S1,BorpS1q, µ˘ est fini et

µpS1q “ 1. (19.182)

Démonstration. Point par point.
Pour (1) C’est la proposition 15.7.

Pour (2) La première égalité est le lemme 15.76. Le fait que BorpS1q “ ϕ
´

Bor
`r0, 2πr˘

¯
est déjà

la proposition 19.63.
Pour (3) Nous devons d’abord nous assurer que la formule ait un sens. Cela est chose aisée ; si

A P BorpS1q, le point (2) nous indique que ϕ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘. Ensuite, nous devons

vérifier les deux conditions de la définition 15.20 pour avoir un espace mesuré.
En premier lieu,

µpHq “ 1
2πλ

`
ϕ´1pHq˘ “ 1

2π pHq “ 0. (19.183)

En en second lieu, si les Ai P BorpS1q sont disjoints, les ϕ´1pAiq sont également disjoints
parce que ϕ´1 est une bijection. Donc

µp
ď

i

Aiq “ 1
2πλ

`ď

i

ϕ´1pAiq
˘

(19.184a)

“ 1
2π

ÿ

i

λ
`
ϕ´1pAiq

˘
(19.184b)

“
ÿ

i

λ
`
ϕ´1pAiq

˘

2π (19.184c)

“
ÿ

i

µpAiq. (19.184d)

D’accord.
Pour (2) En ce qui concerne la mesure de S1 pour µ nous avons simplement

µpS1q “ λ
`r0, 2πr˘

2π “ 1. (19.185)
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Maintenant que pS1,BorpS1q, µq est un espace mesuré, nous pouvons compléter la tribu BorpS1q
pour la mesure µ.

Définition 19.65.
La tribu de Lebesgue sur S1 est la mesure complétée pour

`
S1,BorpS1q, µ˘ (19.186)

où µ est la mesure définie par la proposition 19.64. Nous notons LebpS1q la tribu et encore µ la
mesure.

Proposition 19.66 (Lebesgue sur S1[1]).
Soit la structure d’espace mesuré complet

`
S1,LebpS1q, µ˘. Nous considérons

— la tribu LebpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la bijection ϕ : r0, 2πr Ñ S1,

Alors
(1) La tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties de S1.
(2) La tribu LebpS1q est donnée par

LebpS1q “ ϕ
`
LebpRqr0,2πr

˘ “ ϕ
`
Lebpr0, 2πrq˘ (19.187)

où Lebpr0, 2πrq est la tribu sur r0, 2πr obtenue par completion de la tribu des boréliens de la
topologie induite.

(3) Nous avons l’inclusion stricte
LebpS1q Ĺ LebpCqS1 . (19.188)

Démonstration. Point par point.
Pour (1) Si A Ă S1, alors A est une partie de S1 qui est mesurable et de mesure nulle pour C.

Donc A est λ-négligeable et par conséquent mesurable.
Pour (2) Il s’agit de prouver que

{BorpS1q “ ϕ
` {Bor

`r0, 2πr˘˘. (19.189)

Ce n’est rien d’autre que la proposition 15.71. La seconde partie de l’égalité est la proposition
15.66

Pour (3) Comme indiqué au point (1), la tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties de
S1 ; l’incusion est donc évidente. Le point pas tout à fait évident à prouver est l’existence de
parties de S1 à n’être pas dans LebpS1q.
Soit V non mesurable dans r0, 2πr (prenez quelque chose comme l’ensemble de Vitali de
l’exemple 15.141). Vu que, par le point (2),

LebpS1q “ ϕ
`
LebpRqr0,2πr

˘
, (19.190)

la partie ϕ´1pV q ne peut pas être dans LebpS1q.

Si vous en voulez plus à propos de S1 et la façon dont on passe la structure depuis r0, 2πr, vous
pouvez lire la proposition 28.75 qui donne la structure de

L2`S1,LebpS1q, µ˘ (19.191)

qui sera, sans surprises la même que celle de

L2`r0, 2πr,Leb`r0, 2πr˘, λ˘. (19.192)
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19.7 Exemples trigonométriques

Nous mettons ici quelques exemples concernant les fonctions trigonométriques, qui n’ont pas
pu être mis dans les chapitres le plus adapté, parce que ces derniers sont plus haut dans la table
des matière.

Exemple 19.67
Prouvons que la fonction 14 fpxq “ x sinpxq tend vers zéro lorsque x tend vers 0. D’abord, nous
coinçons la fonction entre deux fonctions connues :

0 ď |x sinpxq| “ |x|| sinpxq| ď |x|. (19.193)

Donc |x sinpxq| est coincé entre gpxq “ 0 et hpxq “ |x|. Ces deux fonctions tendent vers 0 lorsque
xÑ 0, et donc fpxq tend vers zéro. 4

19.7.1 Quelque équations trigonométriques

La proposition suivante se voit très facilement sur le cercle trigonométrique, mais il faut le
démontrer.

Proposition 19.68 ([1]).
Si θ0 P r0, 2πr vérifie cospθ0q “ x0, alors l’ensemble de solutions de l’équation cospθq “ x0 (d’in-
connue θ) est

tθ0, 2π ´ θ0u. (19.194)

Cet ensemble est un singleton si et seulement si x0 “ ˘1.

Démonstration. Commençons par prouver que θ0 et 2π ´ θ0 sont des solutions. Le nombre θ0 est
solution par hypothèse. En ce qui concerne 2π ´ θ0, il est possible d’utiliser la formule d’addition
d’angle (19.72c) :

cosp2π ´ θ0q “ cosp2πq cospθ0q ` sinp2πq sinpθ0q. (19.195)

La proposition 19.32(1) nous indique que cosp2πq “ 1 et sinp2πq “ 0. Donc l’égalité (19.195) se
réduit à cosp2π ´ x0q “ cosp2πq.

Le lemme 19.18 dit que si cospθq “ x0, alors

sinpθq “ ˘
b

1´ x2
0. (19.196)

Nous avons donc soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“

ˆ
x0a

1´ x2
0

˙
, (19.197)

soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“

ˆ
x0

´a1´ x2
0

˙
, (19.198)

Vu que θ ÞÑ `
cospθq, sinpθq˘ est une bijection avec S1 (proposition 19.58), chacune de ces deux

possibilités possède une unique solution. L’ensemble des solutions de cospθq “ x0 possède donc au
maximum deux éléments.

L’ensemble des solutions possède exactement une solution lorsque les points
`
x0,

a
1´ x2

0
˘
et`

x0,´
a

1´ x2
0
˘
sont identiques. Cela est le cas si et seulement si

a
1´ x2

0 “ 0, c’est à dire si et
seulement si x0 “ ˘1.

14. La définition de la fonction sinus est 19.16.
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19.7.2 Développements en série

Proposition 19.69 (Taylor pour cosinus).
Le développement du cosinus est donné par

cospxq “ 1´ x2

2 ` x4

4! ´
x6

6! ¨ ¨ ¨ (19.199)

C’est-à-dire que pout tout n P N, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

cospxq “
nÿ

k“0

p´1q2k
p2kq! x

2k ` αpxqx2n`1. (19.200)

En ce qui concerne le sinus, pour tout n nous avons une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “
0 et

sinpxq “
nÿ

k“0

p´1qkx2k`1

p2k ` 1q! ` x2n`2αpxq. (19.201)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser la proposition 16.32, en faisant attention à l’ordre. Le fait est
que dans (19.200), nous avons écrit le polynôme de degré 2n`1 (et non seulement 2n), en sachant
que le terme d’ordre 2n` 1 est nul.

C’est pour cela que nous avons pu écrire αpxqx2n`1 au lieu de αpxqx2n qui aurait été attendu.
Même raisonnement pour le développement du sinus.

Remarque 19.70.
Quelques remarques concernant l’ordre du polynôme.
(1) Notons que nous aurions aussi pu écrire le reste sous la forme αpxqx2n, mais ça aurait été

avec une autre fonction α : celle correspondant au développement à l’ordre 2n au lieu de
2n` 1.

(2) Les développements de sinus et de cosinus ont un terme sur deux qui est nul. C’est pour cela
qu’en ayant une polynôme de degré 2p, nous avons le développement d’ordre 2p` 1.

(3) Nous aurions pu utiliser les dérivées données dans la proposition 19.17 et les valeurs spéciales
(19.56).

Corollaire 19.71.
Il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq{t “ 0 et

sinpxq “ x` αpxq. (19.202)

Nous avons la limite
lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (19.203)

Démonstration. Il s’agit de prendre la formule (19.201) avec n “ 0. Cela donne tout de suite
(19.202). Pour la limite, on divise par x, ce qui donne (pour tout x ‰ 0)

sinpxq
x

“ 1` αpxq
x

. (19.204)

Et justement la fonction α la la propriété que limxÑ0 αpxq{x “ 0.

Exemple 19.72
Cherchons le développement limité à l’ordre 5 de tanpxq “ sinpxq

cospxq . Nous utilisons les développements
de la proposition 19.69 :

sinpxq “ x´ x3

6 ` x5

120 ` x
5α1pxq (19.205a)

cospxq “ 1´ x2

2 ` x4

24 ` x
5α2pxq. (19.205b)
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Nous calculons alors la division des deux polynômes, en classant les puissances dans l’ordre croissant
(c’est le sens inverse de ce qui est fait pour la divisions euclidienne !) :

x ´ 1
6x

3 ` 1
120x

5 1´ 1
2x

2 ` 1
24x

4

´
´

x ´ 1
2x

3 ` 1
24x

5
¯

x` 1
3x

3 ` 2
15x

5

1
3x

3 ´ 1
30x

5

´
´

1
3x

3 ´ 1
6x

5 ` 1
72x

7
¯

2
15x

5 ´ 1
72x

7

´
´

2
15x

5 ´ 1
15x

7 ` 1
180x

9
¯

29
360x

7 ´ 1
180x

9

Nous avons continué la division jusqu’à obtenir un reste de degré plus grand que 5. Le développe-
ment à l’ordre 5 de la fonction tangente autour de zéro est alors (proposition 13.383)

tanpxq “ x` 1
3x

3 ` 2
15x

5 ` x5αpxq. (19.206)

Notons que, vu que le reste ne nous intéresse pas vraiment, nous aurions pu ne pas calculer les
coefficients des termes en x7 et x8. La dernière soustraction était également inutile. 4

19.7.3 Intégration

Exemple 19.73
Comme nous le voyons sur le dessin suivant,

ż 3π{2

´3π{2
sinpxq dx “ 0 (19.207)

parce que les deux parties bleues s’annulent avec les deux parties rouges (qui sont comptées comme
des aires négatives).

´3
2 π ´π ´1

2 π 1
2 π π 3

2 π

´1

1

4

19.7.4 Changement de variables dans une intégrale

Exemple 19.74
Cet exemple util

Soit V la région trapézoïdale de sommets p0,´1q, p1, 0q, p2, 0q, p0,´2q, comme à la figure 19.7(a).
Calculons ensemble l’intégrale double ż

V
e
x`y
x´y dV,

avec le changement de variable ψpx, yq “ px ` y, x ´ yq. C’est-à-dire que nous considérons les
nouvelles variables

"
u “ x` y (19.208a)
v “ x´ y. (19.208b)
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Il faut remarquer d’abord que le changement de variable proposé est dans le mauvais sens. On
écrit alors φpu, vq “ ψ´1pu, vq “ `pu` vq{2, pu´ vq{2˘, c’est-à-dire

$
’&
’%

x “ u` v
2 (19.209a)

y “ u´ v
2 . (19.209b)

La région qui correspond à V est U , le trapèze de sommets p´1, 1q, p1, 1q, p2, 2q et p´2, 2q, qu’on
voit sur la figure 19.7(b) et qu’on décrit par

U “ tpu, vq P R2 | 1 ď v ď 2, ´v ď u ď vu.

1 2

´2

´1

(a) La région V

´2 ´1 1 2

1

2

(b) La région U “ φ´1
pV q

Figure 19.7 – Avant et après le changement de variables

On observe que U est une région du premier type tandis que V n’est pas du premier ou du
deuxième type. Le déterminant de la matrice jacobienne de ψ´1 est Jψ´1 ,

Jψ´1pu, vq “
ˇ̌
ˇ̌ 1

2
1
21

2 ´1
2

ˇ̌
ˇ̌ “ ´1

2 . (19.210)

On a alors, en utilisant le fait que F pxq “ aex{a est une primitive de fpxq “ ex{a (proposition
16.54) ainsi que le théorème fondamental de l’analyse (théorème 15.233),

ż

V
e
x`y
x´y dV “

ż

U
e
u
v

1
2 dV “

ż 2

1

ż v

´v
e
u
v

1
2 du dv “

3
4pe´ e

´1q.

4

19.8 Isométries dans Rn

Définition 19.75.
Un hyperplan de Rn est un sous-espace affine de dimension n´ 1.

Lemme-définition 19.76.
Si un hyperplan H de Rn est donné, et si x P Rn, il existe un unique point y P Rn tel que
(1) x´ y K H,
(2) Le segment rx, ys coupe H en son milieu.

La réflexion σH est l’application σH : Rn Ñ Rn qui à x fait correspondre ce y.

Démonstration. Il faut vérifier que les conditions données définissent effectivement un unique point
de Rn. Soit H0 le sous-espace vectoriel parallèle à H et une base orthonormée te1, . . . , en´1u de
H0. Nous complétons cela en une base orthonormée de Rn avec un vecteur en. Si H “ H0 ` v,
quitte à décomposer v en une partie parallèle et une partie perpendiculaire à H, nous avons

H “ H0 ` λen (19.211)
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pour un certain λ.
Une droite passant par x et perpendiculaire à H est de la forme t ÞÑ x` ten. Si x “ řn

i“1 xiei
alors l’unique point de cette droit à être dans H est le point tel que xnen ` ten “ λen, c’est-à-dire
t “ ´xn. L’unique point y sur cette droite à être tel que rx, ys coupe H en son milieu est celui qui
correspond à t “ ´2xn.

Notons au passage que cette preuve donne une formule pour σH :

σHpxq “
n´1ÿ

i“1
xiei ´ xnen. (19.212)

Il s’agit donc de changer le signe de la composante perpendiculaire à H.

Lemme 19.77.
Dans cette même base si H0 est l’hyperplan parallèle à H et passant par l’origine, nous écrivons
H “ H0 ` λen pour un certain λ. Alors

σH “ σH0 ` 2λen. (19.213)

Démonstration. Un élément x P Rn peut être décomposé dans la base adéquate en x “ xH`xnen.
Nous savons de la formule (19.212) que

σHpxq “ xH ´ xnen. (19.214)

Mais vu que σH0pxHq “ xH ´ 2λen nous avons

σH0pxq ` 2λen “ σH0pxH ` xnenq ` 2λeN “ xH ´ 2λen ´ xnen ` 2λen “ xH ´ xnen. (19.215)

Le lemme suivant est une généralisation du fait que tous les points de la médiatrice d’un
segment sont à égale distance des deux extrémités du segment (très utile lorsqu’on étudie les
triangles isocèles).

Lemme 19.78 ([313]).
Soient deux points distincts x0, y0 P Rn l’ensemble H Ă Rn donné par

H “ tx P Rn tel que dpx, x0q “ dpx, y0qu. (19.216)

Alors H est l’hyperplan orthogonal au vecteur v “ y0 ´ x0 et H passe par le milieu du segment
rx0, y0s.
Démonstration. Nous savons que

dpx, x0q2 “ xx´ x0, x´ x0y “ }x}2 ` }x0}2 ´ 2xx, x0y, (19.217)

ou encore
}x0}2 ´ }y0}2 “ 2xx, x0 ´ y0y. (19.218)

En posant v “ y0 ´ x0 et en considérant la forme linéaire

β : Rn Ñ R

x ÞÑ xx, vy, (19.219)

Nous avons x P H si et seulement si βpxq “ 1
2
`}y0}2´}x0}2

˘ “ λ. En d’autres termes, H “ β´1pλq.
Par la proposition 10.23 la partie H est un sous-espace affine. C’est même un translaté de kerpβq,
et comme kerpβq est l’espace vectoriel des vecteurs perpendiculaires à v, nous avons dimpHq “
dim

`
kerpβq˘ “ n´ 1.

Le fait que H contienne le milieu du segment rx0, y0s est par définition.
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Pour le lemme suivant, et pour que la récurrence se passe bien nous disons que l’ensemble vide
est un espace vectoriel de dimension ´1.

Lemme 19.79 ([319]).
Soit un espace euclidien E de dimension n.
(1) Si f est une isométrie de E satisfaisant

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ k (19.220)

alors f peut être écrit comme composition de k réflexions hyperplanes.
(2) Une isométrie de E peut être écrite sous la forme de rangpf´ Idq réflexions, mais pas moins.
(3) Toute isométrie de Rn peut être écrite comme composition de n` 1 réflexions.

Démonstration. Les deux parties importantes à démontrer sont les points (1) et la partie « pas
moins » de (2). Le reste sont des reformulations.
Pour (1) Nous faisons une récurrence sur k ě 0.

Pour l’initialisation, si k “ 0 alors dim
`

Fixpfq˘ “ n, c’est-à-dire que f fixe tout Rn, autant
dire que f est l’identité, une composition de zéro réflexions.
Pour la récurrence, nous supposons que le lemme est démontré jusqu’à k ě 0. Soit donc
f P IsompRnq tel que

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ pk ` 1q. (19.221)

Vu que k ě 0, la dimension de Fixpfq est strictement plus petite que n, donc il existe un
x0 P Rn tel que fpx0q ‰ x0. Nous posons

H “ tx P E tel que dpx, x0q “ d
`
x, fpx0q

˘u. (19.222)

Par le lemme 19.78, ce H est l’hyperplan orthogonal à v “ fpx0q´x0 et passant par le milieu
du segment rx0, fpx0qs.
Nous posons g “ σH ˝ f . Vu que gpx0q “ σHpfpx0qq “ x0, ce x0 est un point fixe de g. Le
fait que σH

`
fpx0q

˘ “ x0 est vraiment la définition de l’hyperplan H.
Nous avons donc

x0 P FixpgqzFixpfq. (19.223)

Mais nous prouvons de plus que Fixpfq Ă Fixpgq. En effet si y P Fixpfq alors y P H parce
que

dpy, x0q “ d
`
fpyq, fpx0q

˘ “ d
`
y, fpx0q

˘
. (19.224)

Vu que y P H nous avons y P Fixpgq parce que

gpyq “ σH
`
fpyq˘ “ σHpyq “ y. (19.225)

Tout cela pour dire que l’ensemble Fixpgq est strictement plus grand que Fixpfq. Et comme
ce sont des espaces affines nous pouvons parler de dimension :

dim
`

Fixpgq˘ ą dim
`

Fixpfq˘. (19.226)

Par hypothèse de récurrence, l’application g peut être écrite comme composition de k ré-
flexions. Donc l’application

f “ σH ˝ g (19.227)

est une composition de k ` 1 réflexions.
Pour (2), existence Ce point est une reformulation du point (1). Le fait est que Fixpfq “ kerpf´

Idq parce que x P Fixpfq si et seulement si fpxq “ x si et seulement si pf ´ Idqx “ 0. Nous
utilisons le théorème du rang 4.39 à l’endomorphisme f ´ Id :

dim
`

Fixpfq˘ “ dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ dimpEq ´ rangpf ´ Idq. (19.228)
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En remplaçant par les valeurs :

n´ k “ n´ rangpf ´ Idq. (19.229)

Or le point (1) donnait f comme composée de n ´ k réflexions. Donc f est composée de
rangpf ´ Idq réflexions.

Pour (2), « pas moins » Supposons que f “ σ1 ˝ . . . ˝ σr où σi est la réflexion de l’hyperplan
Hi. Nous devons prouver que r ě rangpf ´ Idq. Nous avons

rč

i“1
Hi Ă kerpf ´ Idq. (19.230)

D’autre part, la proposition 11.259 nous donne dim
Ş
iHi ě n´ r. Donc

n´ r ď dim
` rč

i“1

˘ ď dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ n´ rangpf ´ Idq. (19.231)

Donc n´ r ď n´ rangpf ´ Idq ou encore

r ě rangpf ´ Idq. (19.232)

Pour (3) La première partie de ce théorème n’est rien d’autre que le lemme 19.79 parce que le
pire cas est celui où le fixateur de f est réduit à l’ensemble vide, et dans ce cas l’application
f est une composition de n` 1 réflexions.

Proposition 19.80.
Un élément de SOp3q qui fixe deux vecteurs linéairement indépendants est l’identité.

Démonstration. Soit un élément A P SOp3q et deux vecteurs linéairement indépendants v1, v3 P R3

tels que Av1 “ v1 et Av2 “ v2. Vu que v1 et v2 sont linéairement indépendants, le théorème de
la base incomplète 4.11 nous permet de considérer v3 P R3 tel que tv1, v2, v3u soit une base. Dans
cette base, la matrice de A est de la forme

A “
¨
˝

1 0 a
0 1 b
0 0 c

˛
‚. (19.233)

Le déterminant de cette matrice est c. Or detpAq “ 1 parce qu’elle est dans SOp3q. Donc c “ 1.
Le fait que A soit orthogonale implique que la troisième colonne doit être un vecteur de norme 1.
Donc a “ b “ 0.

Donc A “ Id.

Corollaire 19.81.
Tout élément de SOp3q peut être écrit comme composée de deux réflexions.

Démonstration. Un élément de SOp3q est une isométrie de R3 parce que si A P SOp3q alors 15

xAx,Ayy “ xA˚Ax, yy “ xx, yy. (19.234)

Donc si le rang de A est k, alors A est la composée de 3´ k réflexions par le lemme 19.79.
Si A “ Id, c’est bon parce que l’identité est la composée de deux réflexions égales. Nous

supposons que A n’est pas l’identité.
Comme discuté dans l’exemple 13.100, l’opérateur A possède trois valeurs propres dans C dont

une réelle, et deux complexes conjuguées. Nous les notons λ P R et α, ᾱ P C. Le déterminant de
A, qui vaut 1, est le produit de ces trois valeurs propres, c’est à dire λ|α|2. En particulier λ ą 0.

15. Opérateur orthogonal, définition 11.80.
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Si v est un vecteur propre correspondant à la valeur propre λ, nous avons }v} “ }Av} “ |λ|}v}
parce que A est une isométrie. Donc λ “ ˘1.

Au final, λ “ 1. Cela signifie que A laisse au moins un vecteur invariant. Vu que A n’est pas
l’identité, la proposition 19.80 nous indique qu’il n’y a pas d’autres vecteurs de R3 à être fixé par
A. Donc dim

`
FixpAq˘ “ 1 et le lemme 19.79(1) nous s’écrit avec n “ 3, k “ 2 et implique que A

est la composée de deux réflexions.

Lemme 19.82.
Soit un hyperplan H et un vecteur v de Rn. Nous avons

τv ˝ σH ˝ τ´1
v “ στvpHq. (19.235)

Démonstration. Pour ce faire nous considérons une base adaptée. Les vecteurs te1, . . . , en´1u
forment une base orthonormée de H0 et en complète en une base orthonormée de Rn. Soit H0
l’hyperplan parallèle à H et passant par l’origine ; nous avons, pour un certain λ P R,

H “ H0 ` λen (19.236)

D’un autre côté, le vecteur v peut être décomposé en v “ v1 ` v2 où v1 K H et v2 ‖ H. Alors

τvpHq “ H ` v “ H ` v2 “ H0 ` λen ` v2. (19.237)

Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 19.77 pour exprimer la transformation στvpHq :

στvpHqpxq “ σH0pxq ` 2λen ` 2v2 (19.238)

Mais d’autre part,

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σHpx´ vq “ v ` σH0px´ vq ` 2λen. (19.239)

Vue la décomposition de v “ v1 ` v2 nous avons σH0pvq “ ´v1 ` v2 et donc

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σH0pxq ` v1 ´ v2 ` 2λen “ σH0 ` 2v1 ` 2λen. (19.240)

Les expressions (19.238) et (19.240) coïncident, d’où l’égalité recherchée.

Théorème 19.83 ([313]).
Une isométrie de pRn, dq préserve l’orientation si et seulement si est elle composition d’un nombre
pair de réflexions.

Démonstration. Nous définissons

ε : IsompRnq Ñ t˘1u
τv ˝ α ÞÑ detpαq (19.241)

où nous nous référons à la décomposition unique d’un élément de IsompRnq sous la forme τv ˝ α
avec α P Opnq donnée par le théorème 19.1(3).

Le noyau de ε est alors la partie

kerpεq “ Rn ˆAd SOpnq. (19.242)

Une isométrie f préserve l’orientation si et seulement si εpfq “ 1. Vu que toutes les isométries sont
des compositions de réflexions (première partie), il nous suffit de montrer que εpεHq “ ´1 pour
qu’une isométrie préserve l’orientation si et seulement si elle est composition d’un nombre pair de
réflexions.

Nous commençons par prouver que pour tout vecteur v, ε
`
σH

˘ “ ε
`
στvpHq

˘
. Pour cela nous

utilisons le lemme 19.82 et le fait que ε est un homomorphisme :

εpστvpHqq “ εpτvqεpσHqεpτ´1
v q “ εpσHq (19.243)
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parce que la partie linéaire d’une translation est l’identité (et donc εpτvq “ 1 pour tout v).
Nous avons donc εpσHq “ εpσH0q. En ce qui concerne σH0 , dans la base adaptée la matrice est

σH0 “

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1
´1

˛
‹‹‹‚, (19.244)

dont le déterminant est ´1.

Pour en savoir plus sur le groupe des isométries, il faut lire le théorème de Cartan-Dieudonné
dans [314].

19.9 Groupes finis d’isométries

Définition 19.84.
Si X est une partie finie de Rn, le barycentre de X est le point

BX “ 1
|X|

ÿ

xPX
x (19.245)

où |X| est le cardinal de X.

Cela est à mettre en relation avec la définition dans le cadre affine 10.27.

Lemme 19.85 ([313]).
Les applications affines de Rn préservent le barycentre 16 des parties finies.

Démonstration. Soit une partie finie X de Rn et une application affine f P AffpRnq. Nous devons
prouver que

fpBXq “ BfpXq. (19.246)

Nous savons que toute application affine est une composée de translation et d’une application
linéaire : f “ τv ˝ g avec v P Rn et g P GLpn,Rq. Nous vérifions le résultat séparément pour τv et
pour g.

D’une part,

BτvpXq “
1

|τvpXq|
ÿ

yPτvpXq
y “ 1

|X|
ÿ

xPX
px` vq “ Bx ` 1

|X|
ÿ

xPX
v “ Bx ` v “ τvpBXq. (19.247)

Nous avons utilisé le fait que X et τvpXq possèdent le même nombre d’éléments, ainsi que le fait
d’avoir une somme de |X| termes tous égaux à v.

D’autre part,
BgpXq “ 1

|X|
ÿ

xPX
gpxq “ g

` 1
|X|

ÿ

xPX
x
˘ “ gpBXq (19.248)

où nous avons utilisé la linéarité de g dans tous ses retranchements.

Proposition 19.86.
Points fixes d’un sous-groupe.
(1) Soit H un sous-groupe finie des isométries de pRn, dq. Alors il existe v P Rn tel que fpvq “ v

pour tout f P H.
(2) Si H est un sous-groupe de IsompRn, dq n’acceptant pas de points fixes, alors il est infini.

16. Définition 19.84.
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Démonstration. Le groupe H agit sur Rn, et si x P Rn nous pouvons considérer son orbite

Hx “ tfpxq tel que f P Hu, (19.249)

qui est une partie finie de Rn. Considérons son barycentre v “ BHx. Soit f P H. Alors

fpvq “ fpBHxq (19.250a)
“ BfpHxq (19.250b)
“ BHx (19.250c)
“ v, (19.250d)

Justifications :
— Pour (19.250b), c’est le lemme 19.85.
— Pour (19.250c), c’est le fait que, f P H étant donné, l’application g ÞÑ fg est une bijection

de H, donc

fpHxq “ tpfgqpxq tel que h P Hu “ tgpxq tel que g P Hu “ Hx. (19.251)

Bref, v est fixé par H.
La seconde affirmation n’est rien d’autre que la contraposée de la première.

Proposition 19.87.
À propos de groupes finis d’isométries.
(1) Tout sous-groupe fini de IsompRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de Opnq.
(2) Tout sous-groupe fini de Isom`pRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de SOpnq.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fini de IsompRnq et v P Rn un élément fixé par H (comme
garantit par la proposition 19.86). Nous posons

φ : H Ñ IsompRnq
f ÞÑ τ´1

v ˝ f ˝ τv.
(19.252)

φ est un homomorphisme Les opération du type φ “ Adpτvq sont toujours des homomor-
phismes.

φ consiste à extraire la partie linéaire Si f “ τw ˝ g alors

φpfqpxq “ pτ´v ˝ τw ˝ g ˝ τvqpxq (19.253a)
“ τw´vpgpxq ` gpvqq (19.253b)
“ gpxq ` gpvq ´ v ` w (19.253c)

Mais gpvq ` w “ fpvq et nous savons que fpvq “ v. Donc il ne reste que φpfqpxq “ gpxq.
φ est injective Si f “ τw ˝ g vérifie φpfq “ Id, il faut en particulier que g “ Id. Mais H est fini

et ne peut donc pas contenir de translations non triviales. Donc w “ 0 et f “ Id.

Donc φ est une injection à valeur dans les transformations linéaires de IsompRnq. Autrement dit,
φ est un isomorphisme entre H et son image, laquelle image est dans Opnq.

En ce qui concerne la seconde partie, si f P Isom`pRnq, alors φpfq y est aussi, tout en étant
linéaire. Donc φpfq P SOpnq.

L’extraction de la partie linéaire est injective ? Certe c’est prouvé, mais on peut se demander ce
qu’il se passe si H contient deux éléments qui ont la même partie linéaire. Cela n’est pas possible
parce si f1 “ τw1 ˝ g et f2 “ τw2 ˝ g sont dans H alors f1f

´1
2 “ τw1`w2 est également dans H, ce

qui n’est pas possible si H est fini.
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19.9.1 Groupe diédral

Proposition 19.88.
Les racines de l’unité dans C, c’est à dire la partie

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u, (19.254)

forment un polynôme régulier.

19.9.1.1 Définition et générateurs : vue géométrique

Définition 19.89.
Le groupe diédral Dn (n ě 3) est le groupe des isométries de pC, dq laissant invariant l’ensemble

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u (19.255)

des racines de l’unité.

19.90.
La proposition 19.88 nous permet de dire que le groupe diédral est le groupe des isométries de R2

laissant invariant un polygone régulier à n côtés. C’est un peu pour cela que nous n’avons défini
Dn que pour n ě 3 ; et un peu aussi pour une raison technique qui arrivera dans la preuve du
lemme 19.91.

Lemme 19.91.
Nous avons

Dn Ă Op2,Rq. (19.256)

Démonstration. Si f P Dn, alors fpe2ikπ{nq doit être l’un des e2ik1π{n, et vu que f conserve les
longueurs dans C, nous devons avoir

1 “ dp0, e2ikπ{nq “ d
`
fp0q, e2ik1π{n˘. (19.257)

Donc fp0q est à l’intersection de tous les cercles de rayon 1 centrés en les e2ikπ{n, ce qui montre
que fp0q “ 0 (dès que n ě 3). Par conséquent notre étude du groupe diédral ne doit prendre en
compte que les isométries vectorielles de R2. En d’autres termes

Dn Ă Op2,Rq. (19.258)

Proposition 19.92 ([320]).
Le groupe Dn contient un sous-groupe cyclique d’ordre 2 et un sous-groupe cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous notons s la conjugaison complexe 17. C’est un élément d’ordre 2 qui est dans
Dn parce que

s
`
e2kiπ{n˘ “ e2pn´kqiπ{n. (19.259)

De la même façon, la rotations d’angle 2π{n, que l’on note r, agit sur les racines de l’unité et
engendre un le groupe d’ordre n des rotations d’angle 2kπ{n.
Proposition 19.93 ([320]).
Si s est la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n, alors psrq2 “ Id.

Démonstration. Si zn “ 1, alors

psrsrqz “ srse2iπ{nz “ sr
`
e´2πi{nz̄˘ “ sz̄ “ z. (19.260)

17. C’est une réflexion ; la réflexion d’axe R dans C.
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Proposition 19.94 ([320]).
Nous notons s la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n.
(1) Le groupe diédral Dn est engendré par s et r.
(2) Tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme rm ou s ˝ rm.

Démonstration. Nous considérons les points A0 “ 1 et Ak “ e2kiπ{n avec k P t1, . . . , n ´ 1u. Par
convention, An “ A0. L’action des éléments s et r sur ces points est

rpAkq “ Ak`1 (19.261a)
spAkq “ An´k. (19.261b)

Cette dernière est l’équation (19.259).
Soit f P Dn. Étant donné que c’est une isométrie de R2 avec un point fixe (le point 0), f est

soit une rotation soit une réflexion.
Supposons pour commencer que un des Ak est fixé par f . Dans ce cas f a deux points fixes :

O et Ak et est donc la réflexion d’axe pOAkq. Dans ce cas, nous avons f “ s ˝ rn´2k. En effet

s ˝ rn´2kpAkq “ spAk`n´2kq “ spAn´kq “ Ak. (19.262)

Donc O et Ak sont deux points fixes de l’isométrie f ; donc f est bien la réflexion sur le bon axe.
Nous passons à présent au cas où f ne fixe aucun des Ak.

(1) Supposons que f soit une rotation. Si fpAkq “ Am, alors l’angle de la rotation est

2pm´ kqπ
n

, (19.263)

et donc f “ rm´k, qui est de la forme demandée.
(2) Supposons à présent que f soit une réflexion d’axe ∆. Cette fois, ∆ ne passe par aucun

des points Ak, par contre ∆ passe par 0. Nous commençons par montrer que ∆ doit être la
médiatrice d’un des côtés rAp, Ap`1s du polygone. Vu que ∆ passe par O et n’est aucune
des droites pOAkq, cette droite passe par l’intérieur d’un des triangles OApAp`1 et intersecte
donc le côté correspondant.
Notre tâche est de montrer que ∆ coupe rAp, Ap`1s en son milieu. Dans ce cas, ∆ sera
automatiquement perpendiculaire parce que le triangle OApAp`1 est isocèle en O. Nommons
l la longueur des côtés du polygone, P “ ∆XrAp, Ap`1s, x “ dpAp, P q et δ “ dpAp,∆q. Vu que
f est la symétrie d’axe ∆, nous avons aussi d

`
fpApq,∆

˘ “ δ et d
`
Ap, fpApq

˘ “ 2δ. D’autre
part, par la définition de la distance, δ ă x. Si x ă l

2 , alors δ ă δ
2 et donc d

`
Ap, fpApq

˘ ă l.
Or cela est impossible parce que le polygone ne possède aucun sommet à distance plus courte
que l de Ap.
De la même manière si x ą l

2 , nous raisonnons avec Ap`1 pour obtenir une contradiction.
Nous en concluons que la seule possibilité est x “ l

2 , et donc fpApq “ Ap`1. Montrons alors
que f “ s ˝ rn´2p´1. Il faut montrer que c’est une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1. D’abord
c’est une réflexion parce que

detpsrn´2p´1q “ detpsq detprn´2p´1q “ ´1 (19.264)

parce que detpsq “ ´1 alors que detprkq “ 1 parce que r est une rotation dans SOp2q. Ensuite
nous avons

s ˝ rn´2p´1pApq “ spAp`n´2p´1q “ spAn´p´1q “ An´pn´p´1q “ Ap`1. (19.265)

Donc s ˝ rn´2p´1 est bien une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1.
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Corollaire 19.95.
La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (19.266)

et |Dn| “ 2n.

Démonstration. Nous savons par la proposition 19.94 que tous les élément de Dn s’écrivent sous la
forme rk ou srk. Vu que r est d’ordre n, il ne faut considérer que k P t1, . . . , n´1u. Les éléments 1,
r,. . . , rn´1 sont tous différents, et sont (pour des raisons de déterminant) tous différents des srk.
Les isométries srk sont toutes différentes entre elles pour essentiellement la même raison :

srkpApq “ spAp`kq “ An´p`k (19.267)

donc si k ‰ k1, srkpApq ‰ srk
1pApq. La liste des éléments de Dn est donc

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (19.268)

et donc |Dn| “ 2n.

Exemple 19.96
Nous considérons le carré ABCD dans R2 et nous cherchons les isométries de R2 qui laissent le
carré invariant. Nous nommons les points comme sur la figure 19.8. La symétrie d’axe vertical est
nommée s et la rotation de 90 degrés est notée r.

‚A ‚B

‚
C

‚
D

s

Figure 19.8 – Le carré dont nous étudions le groupe diédral.

Il est facile de vérifier que toutes les symétries axiales peuvent être écrites sous la forme ris.
De plus le groupe engendré par s agit sur le groupe engendré par r parce que

psrs´1qpA,B,C,Dq “ srpB,A,D,Cq “ spA,D,C,Bq “ pB,C,D,Aq, (19.269)

c’est-à-dire srs´1 “ r´1. Nous sommes alors dans le cadre du corollaire 2.78 et nous pouvons écrire
que

D4 “ grprq ˆσ grpsq. (19.270)

4

19.9.1.2 Table de multiplication

La proposition 19.94 nous indique que tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme sε ˝ rm
avec ε P t0, 1u. Nous allons maintenant écrire la table de multiplication pour de telles transforma-
tions de C.

Lemme 19.97.
Si R est une rotation autour de 0 (dans C), et si s est la conjugaison complexe, alors

rs “ sr´1 (19.271)
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Démonstration. Il s’agit seulement d’un calcul en écrivant R comme la multiplication par eiα. Nous
avons

pRsqz “ eiαz̄ “ s
`
e´iαz

˘ “ sR´1z. (19.272)

Proposition 19.98.
Si ε1, ε2 P t0, 1u et si k, l P Z nous avons

psε1rkqpsε2rlq “ sε1`ε2rl`p´1qε1k. (19.273)

Démonstration. Si ε2 “ 1 alors nous utilisons le lemme 19.97 pour trouver

psε1rkqpsε2rlq “ sε1prksε2qrl “ sε1sε2r´krl. (19.274)

La proposition est déjà prouvée dans ce cas.
Passons à ε2 “ 0. Dans ce cas nous avons

psε1rkqpsε2rlq “ sε1rk`l, (19.275)

et c’est bon.

19.9.1.3 Générateurs : vue abstraite

19.99.
Nous allons montrer queDn peut être décrit de façon abstraite en ne parlant que de ses générateurs.
Nous considérons un groupe G engendré par des éléments a et b tels que
(1) a est d’ordre 2,
(2) b est d’ordre n avec n ě 3,
(3) abab “ e.

Nous allons prouver que ce groupe doit avoir la même liste d’éléments que celle du corollaire 19.95.

Proposition 19.100 ([320]).
Le groupe G n’est pas abélien.

Démonstration. Nous savons que abab “ e, donc abab´1 “ b´2, mais b´2 ‰ e parce que b est
d’ordre n ą 2. Donc abab´1 ‰ e. En manipulant un peu :

e ‰ abab´1 “ pabqpba´1q´1 “ pabqpbaq´1 (19.276)

parce que a´1 “ a. Donc ab ‰ ba.

Lemme 19.101 ([320]).
Pour tout k entre 1 et n´ 1 nous avons

Adpaqbk “ abka´1 “ abka “ b´k. (19.277)

Démonstration. Nous faisons la démonstration par récurrence. D’abord pour k “ 1, nous devons
avoir aba “ b´1, ce qui est correct parce que par construction de G nous avons abab “ e. Ensuite
nous supposons que le lemme tient pour k et nous regardons ce qu’il se passe avec k ` 1 :

abk`1ba “ abkba “ abkaloomoon
b´k

abaloomoon
b´1

“ b´kb´1 “ b´pk`1q. (19.278)

Proposition 19.102.
L’élément a n’est pas une puissance de b.
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Démonstration. Supposons le contraire : a “ bk. Dans ce cas nous aurions

e “ pabqpabq “ bk`1bk`1 “ b2k`2 “ b2kb2 “ a2b2 “ b2, (19.279)

ce qui signifierait que b est d’ordre 2, ce qui est exclu par construction.

Proposition 19.103 ([320]).
La liste des éléments de G est donnée par

G “ t1, b, ¨ ¨ ¨ , bn´1, a, ab, . . . , abn´1u “ taεbku ε“0,1
k“0,...,n´1

(19.280)

Les éléments de ces listes sont distincts.

Démonstration. Étant donné que a n’est pas une puissance de b, les éléments 1, a, b,. . . , bn´1 sont
distincts. De plus si k et m “ k ` p sont deux éléments distincts de t1, . . . , n ´ 1u, nous avons
abk ‰ abm parce que si abk “ abk`p, alors a “ abp avec p ă n, ce qui est impossible. Pour la même
raison, abk ‰ e, et abk ‰ bm.

Au final les éléments 1, a, b, . . . , bn´1, ab, . . . , abn´1 sont tous différents. Nous devons encore voir
qu’il n’y en a pas d’autres.

Par définition le groupe G est engendré par a et b, donc tout élément x P G s’écrit x “
am1bk1 . . . amrbkr pour un certain r et avec pour tout i, ki P t1, . . . , n ´ 1u (sauf kr qui peut être
égal à zéro) et mi “ 1, sauf m1 qui peut être égal à zéro. Donc

x “ ambk1abk2a . . . bkr´1abkr (19.281)

où m et kr peuvent éventuellement être zéro. En utilisant le lemme 19.101 sous la forme bkia “
ab´ki , quitte à changer les valeurs des exposants, nous pouvons passer tous les a à gauche et tous
les b à droite pour finir sous la forme x “ akbm.

Donc non, il n’existe pas d’autres éléments dans G que ceux déjà listés.

Lemme 19.104 ([1]).
Tout élément de G s’écrit de façon unique sous la forme aεbk ou bkaε avec ε “ 0, 1 et k “
0, . . . , n´ 1.

Démonstration. Nous commençons par la forme aεbk. L’existence est la proposition 19.103. Pour
l’unicité nous supposons aεbk “ aσbl et nous décomposons en 4.
ε “ 0, σ “ 0 Alors bk “ bl. Mais b étant d’ordre n et k, l étant égaux au maximum à n´ 1, cette

égalité implique k “ l.
ε “ 0, σ “ 1 Alors bk “ abl, ce qui donne a “ bk´l, ce qui est interdit par la proposition 19.102.
ε “ 1, σ “ 0 Même problème.
ε “ 1, σ “ 1 Encore une fois bk “ bl implique k “ l.
En ce qui concerne la forme bkaε, l’existence est à montrer. Soit l’élément g “ aεbk et cherchons à
le mettre sous la forme blaσ. Si ε “ 0 c’est évident. Sinon ε “ 1 et nous avons par le lemme 19.101

abk “ b´ka´1 “ b´kbna “ b´ka. (19.282)

En ce qui concerne l’unicité, nous refaisons 4 cas pour bkaε “ blaσ comme précédemment et ils se
traitement exactement comme précédemment.

Théorème 19.105.
Les groupes G et Dn sont isomorphes.

Démonstration. Nous utilisons l’application

ψ : GÑ Dn

akbm ÞÑ skrm.
(19.283)
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C’est évidemment bien défini et bijectif, mais c’est également un homomorphisme parce que si
nous calculons ψ sur un produit, nous devons comparer

ψ
`
ak1bm1ak2bm2

˘
(19.284)

avec
ψ
`
ak1bm1

˘
ψ
`
ak2bm2

˘ “ sk1rm1sk2rm2 . (19.285)

Vu que Dn et G ont les mêmes propriétés qui permettent de permuter a et b ou s et r, l’expression
à l’intérieur du ψ dans (19.284) se simplifie en akbm avec les même k et n que l’expression à droite
dans (19.285) ne se simplifie en skrm.

Corollaire 19.106.
Toutes les propriétés démontrées pour G sont vraies pour Dn. En particulier, avec quelques redites :
(1) Le groupe Dn peut être défini comme étant le groupe engendré par un élément s d’ordre 2 et

un élément r d’ordre n´ 1 assujettis à la relation srsr “ e.
(2) Le groupe Dn n’est pas abélien.
(3) Pour tout k P t1, . . . , n´ 1u nous avons srks “ r´k.
(4) L’élément s ne peut pas être obtenu comme une puissance de r.
(5) La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (19.286)

(6) Le groupe diédral Dn est d’ordre 2n.

Proposition 19.107.
En posant Cn “ trkuk“0,...,n´1 et C2 “ taεuε“0,1, nous pouvons exprimer Dn comme le produit
semi-direct

Dn “ Cn ˆρ C2 (19.287)

où ρ désigne l’action adjointe.

Démonstration. L’isomorphisme est :

ψ : Cn ˆρ C2 Ñ Dn

pbk, aεq ÞÑ bkaε.
(19.288)

Action adjointe L’application ρaε “ Adpaεq est toujours un homomorphisme. Vu que aε est soit
e soit a, nous allons nous restreindre à a et oublier l’exposant ε. Il faut montrer queAdpaq P
AutpCnq. En utilisant le lemme 19.101,

Adpaqbk “ abka´1 “ b´k “ bn´k. (19.289)

L’application Adpaq : Cn Ñ Cn est donc bijective et homomorphique. Ergo isomorphisme.
Injectif Si ψpbk, aεq “ ψpbl, aσq, alors par unicité du lemme 19.104 nous avons k “ l et ε “ σ.
Surjectif Par la partie « existence » du lemme 19.104.
Homomorphisme Lorqu’on prend deux sous-groupes d’un même groupe (ici le groupe des isomé-

trique de R2), et que l’on tente de faire un produit demi-direct en utilisant l’action adjointe,
nous avons toujours un homomorphisme. Dans notre cas, le calcul est :

ψ
`pbk, aεqpbl, aσq˘ “ bkρaεpblqaε`σ “ bkaεbla´εaε`σ “ bkaεblaσ “ ψpbk, aεqψpbl, aσq.

(19.290)



1208 CHAPITRE 19. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

19.9.1.4 Classes de conjugaison

Pour les classes de conjugaison du groupe diédral nous suivons [321].
D’abord pour des raisons de déterminants 18, les classes des éléments de la forme rk et de la

forme srk ne se mélangent pas. Nous notons Cpxq la classe de conjugaison de x, et y·x “ yxy´1.
Les relations que nous allons utiliser sont

srks “ r´k (19.291a)
rs “ sr´1 “ srn´1. (19.291b)

La classe de conjugaison qui ne rate jamais est bien entendu Cp1q “ 1. Nous commençons les
vraies festivités Cprmq. D’abord rk · rm “ rm, ensuite

psrkq· rm “ srkrmr´ks´1 “ srms´1 “ r´m. (19.292)

Donc
Cprmq “ trm, r´mu. (19.293)

À ce niveau il faut faire deux remarques. D’abord si m ą n
2 , alors Cprmq est la classe de Cn´m

avec n ´m ă n
2 . Donc les classes que nous avons trouvées sont uniquement à lister avec m ă n

2 .
Ensuite si m “ n

2 alors rm “ r´m et la classe est un singleton. Cela n’arrive que si n est pair.
Nous passons ensuite à Cpsq. Nous avons

rk · s “ rksr´k “ ssrksr´k “ sr´kr´k “ srn´2k, (19.294)

et

psrkq· s “ srksloomoon
r´k

r´ks´1 “ r´2ks “ rn´2ks “ srpn´1qpn´2kq “ srn
2´2kn´n`2k “ sr2k. (19.295)

donc
Cpsq “ tsrn´2k, sr2kuk“0,...,n´1. (19.296)

Ici aussi l’écriture n’est pas optimale : peut-être que pour certains k il y a des doublons. Nous
reportons l’écriture exacte à la discussion plus bas qui distinguera n pair de n impair. Notons juste
que si n est pair, l’élément sr n’est pas dans la classe Cpsq.

Nous en faisons donc à présent le calcul en gardant en tête le fait qu’il n’a de sens que si n est
pair. D’abord

s· psrq “ ssrs “ rs “ srn´1. (19.297)
Ensuite

psrkq· psrq “ srksrr´ks “ r´2k`1s “ sr2k´1. (19.298)
Avec k “ n

2 , cela rend s· psrq, donc pas besoin de le recopier. Nous avons

Cpsrq “ tsr2k´1uk“1,...,n´1. (19.299)

19.9.1.5 Le compte pour n pair

Si n est pair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (19.300a)

Cprmq “ trm, rm´1u pour 0 ă m ă n

2
n

2 ´ 1 fois 2 éléments (19.300b)

Cprn{2q “ trn{2u 1 élément (19.300c)

Cpsq “ tsr2kuk“0,...,n2´1
n

2 éléments (19.300d)

Cpsrq “ tsr2k`1uk“0,...,n2´1
n

2 éléments. (19.300e)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n
2 ` 3 classes différentes.

18. Vous notez qu’ici nous utilisons un argument qui utilise la définition de Dn comme isométries de R2. Si nous
avions voulu à tout prix nous limiter à la définition « abstraite » en termes de générateurs, il aurait fallu trouver
autre chose.



19.9. GROUPES FINIS D’ISOMÉTRIES 1209

19.9.1.6 Le compte pour n impair

Si n est impair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (19.301a)

Cprmq “ trm, rm´1u pour 0 ă m ă n´ 1
2

n´ 1
2 fois 2 éléments (19.301b)

Cpsq “ tsrkuk“0,...,n´1 n éléments (19.301c)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n`3
2 classes différentes.

19.9.2 Applications : du dénombrement

19.9.2.1 Le jeu de la roulette

Soit une roulette à n secteurs que nous voulons colorier en q couleurs[322]. Nous voulons savoir
le nombre de possibilités à rotations près. Soit d’abord E l’ensemble des coloriages possibles sans
contraintes ; il y a naturellement qn possibilités. Sur l’ensemble E, le groupe cycliqueG des rotations
d’angle 2π{n agit. Deux coloriages étant identiques si ils sont reliés par une rotation, la réponse à
notre problème est donné par le nombre d’orbites de l’action de G sur E qui sera donnée par la
formule du théorème de Burnside 2.56.

Nous devons calculer Card
`

Fixpgq˘ pour tout g P G. Soit g, un élément d’ordre d dans G. Si
g agit sur la roulette, chaque secteur a une orbite contenant d éléments. Autrement dit, g divise
la roulette en n{d secteurs. Un élément de E appartenant à Fixpgq doit colorier ces n{d secteurs
de façon uniforme ; il y a qn{d possibilités.

Il reste à déterminer le nombre d’éléments d’ordre d dans G. Un élément de G est donné par un
nombre complexe de la forme e2ikπ{n. Les éléments d’ordre d sont les racines primitives 19 dièmes
de l’unité. Nous savons que –par définition– il y a ϕpdq telles racines primitives de l’unité. Bref il
y a ϕpdq éléments d’ordre d dans G.

La formule de Burnside nous donne maintenant le nombre d’orbites :

1
n

ÿ

d|n
ϕpdqqn{d. (19.302)

Cela est le nombre de coloriage possibles de la roulette à n secteurs avec q couleurs.

19.9.2.2 L’affaire du collier

Nous avons maintenant des perles de q couleurs différentes et nous voulons en faire un collier à
n perles. Cette fois non seulement les rotations donnent des colliers équivalents, mais en outre les
symétries axiales (il est possible de retourner un collier, mais pas une roulette). Le groupe agissant
sur E est maintenant le groupe diédral 20 Dn conservant un polygone a n sommets.

Nous devons séparer le cas n impair du cas n pair.
Si n est impair, alors les axes de symétries passent par un sommet par le milieu du côté opposé.

Le groupe Dn contient n symétries axiales. Nous avons donc maintenant

|G| “ 2n. (19.303)

Nous écrivons la formule de Burnside

CardpΩq “ 1
2n

ÿ

gPG
Card

`
Fixpgq˘. (19.304)

19. Une racine non primitive 8ième de l’unité est par exemple i. Certes i8 “ 1, mais i4 “ 1 aussi. Le nombre i est
d’ordre 4.
20. Définition 19.89.
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Si g est une rotation, le travail est déjà fait. Si g est une symétrie, nous avons le choix de la couleur
du sommet par lequel passe l’axe et le choix de la couleur des pn ´ 1q{2 paires de sommets. Cela
fait

qqpn´1q{2 “ q
n`1

2 (19.305)

possibilités. Nous avons donc

CardpΩq “ 1
2n

¨
˝ÿ

d|n
qn{dϕpdq ` nq n`1

2

˛
‚. (19.306)

Si n est pair, le choses se compliquent un tout petit peu. En plus de symétries axiales passant
par un sommet et le milieu du côté opposé, il y a les axes passant par deux sommets opposés. Pour
colorier un collier en tenant compte d’une telle symétrie, nous pouvons choisir la couleur des deux
perles par lesquelles passe l’axe ainsi que la couleur des pn´2q{2 paires de perles. Cela fait en tout

q2q
n´2

2 “ q
n`2

2 . (19.307)

Le groupe G contient n{2 tels axes.
Notons que cette fois G ne contient plus que n{2 symétries passant par un sommet et un côté.

L’ordre de G est donc encore 2n. La formule de Burnside donne

CardpΩq “ 1
2n

˜ÿ

d�n
ϕpdqqn{d ` n

2 q
pn`2q{2 ` n

2 q
n{2

¸
. (19.308)

19.10 Classification des isométries dans R2

19.10.1 Réflexions

Soit un espace vectoriel E de dimension 2 muni d’un produit scalaire 21. Cela pourrait très bien
être R2, mais nous allons nous efforcer de l’appeler E pour rester un peu général.

Lemme-définition 19.108 (Caractérisation des réflexions).
Soit une droite ` de R2. Il existe une unique application f : R2 Ñ R2 telle que
(1) fpxq “ x pour tout x P `.
(2) f échange les côtés de `.
(3) f laisse invariants les droites perpendiculaires à ` et les cercles dont le centre est sur `.

Cette application est la réflexion d’axe `.

Démonstration. Soit x hors de ` et p la droite perpendiculaire à ` et passant par x. Nous avons
fpxq P p. En nommant P l’intersection entre ` et p, nous considérons le cercle SpP, }Px}q qui est
un cercle dont le centre est sur `. Il contient x et donc fpxq P SpP, }Px}q.

Donc fpxq P p X SpP, }Px}q. L’intersection entre un cercle et une droite contient de façon
générique deux points. L’un est x, mais fpxq “ x n’est pas possible parce que x est hors de ` et f
doit inverser les côtés de `. Donc fpxq est l’autre.

Cela prouve l’unicité. En ce qui concerne l’existence, il suffit de noter que la réflexion σ` satisfait
les contraintes.

Lemme 19.109.
Soit une droite ` est A P E. Alors

σ`pAq “ 2 proj`pAq ´A (19.309)

où proj` est l’opération de projection orthogonale sur la droite `.
21. Définition 11.5.
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Démonstration. Nous posons fpXq “ 2 proj`pXq ´ X et nous allons montrer que f “ σ` en
vérifiant les conditions de la définition 19.108. Nous nous gardons bien de faire un raisonnement
du type « nous allons montrer que f et σ` coïncident sur deux points, et sont donc égales par le
corollaire 19.6 » parce que nous ne savons pas encore que σ` est une application affine, ni même
que c’est une isométrie.

Si X P ` alors proj`pXq “ X et nous avons fpXq “ 2X ´X “ X. Donc ` est conservée.
En ce qui concerne les deux côtés de `, il existe une application linéaire s : E Ñ R et une

constante c P R telles qu’en posant `pXq “ spXq ` c, la droite ` soit le lieux des points X tels que
`pXq “ 0. Un côté de la droite est ` ă 0 et l’autre côté est ` ą 0. Nous avons :

`
`
fpAq˘ “ `

`
2 proj`pAq ´A

˘
(19.310a)

“ sp2 proj`pAq ´Aq ` c (19.310b)
“ 2s

`
proj`pAq

˘´ spAq ` c (19.310c)
“ s

`
proj`pAq

˘´ spAq (19.310d)
“ ´c´ spAq (19.310e)
“ ´`pAq (19.310f)

où nous avons utilisé le fait que, proj`pAq étant sur `, s
`
proj`pAq

˘ ` c “ 0. Nous avons donc
`
`
fpAq˘ “ ´`pAq, ce qui indique que A et fpAq sont de part et d’autre de `.
Si d est une droite perpendiculaire à ` et si A P d alors fpAq “ 2 proj`pAq ´A “

`
proj`pAq ´

A
˘`A P d parce que proj`pAq P d du fait que d soit précisément perpendiculaire à `. Nous avons

aussi utilisé le fait que si A,B,C P d alors pB ´ Aq ` C P d ; pensez que B ´ A est un vecteur
directeur et que C est un point de d.

Enfin soit K P ` et un cercle SpK, rq centré en K. Soit A P SpK, rq ; nous devons vérifier que
fpAq “ SpK, rq. Le segment rA, fpAqs est par définition perpendiculaire à `. Soit M , le milieu, qui
est sur la droite `. Les triangles AMK et fpAqMK sont rectangles en M , et }AM} “ }MfpAq}.
Le théorème de Pythagore donne }AK} “ }fpAqK}. Donc le cercle centré en K est donc préservé
par f .

Nous en déduisons que f “ σ`.

Proposition 19.110 ([323]).
Une réflexion est une isométrie de pE, dq où dpA,Bq “ }A´B}.
Démonstration. Soient A,B P E ; il faut vérifier que }A ´ B} “ }σ`pAq ´ σ`pBq}. Pour cela nous
écrivons

B ´A “ B ´ proj`pBqlooooooomooooooon
“a

` proj`pBq ´ proj`pAqloooooooooooomoooooooooooon
“b

` proj`pAq ´Alooooooomooooooon
“c

. (19.311)

Vu que b K a et b K c nous avons

}B ´A} “ xB ´A,B ´Ay “ }a}2 ` 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (19.312)

Nous pouvons faire le même jeu avec σ`pBq´σ`pAq en tenant compte du fait que proj`
`
σ`pXq

˘ “
proj`pXq et que

σ`pAq ´ proj`pAq “ 2 proj`pAq ´A´ proj`pAq “ ´
`
A´ proj`pAq

˘
. (19.313)

Là nous avons utilisé le lemme 19.109. Ce que nous trouvons est que

σ`pBq ´ σ`pAq “ ´a` b´ c, (19.314)

et donc encore une fois

}σ`pBq ´ σ`pAq} “ }a}2 ´ 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (19.315)
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Remarque 19.111.
Il faut bien comprendre que si l’axe de la réflexion ne passe par par 0 (le zéro de l’espace vectoriel
normé pE, }.}q), la réflexion n’est pas une isométrie de pE, }.}q au sens où nous n’avons pas }σ`pxq} “
}x}.
Lemme 19.112.
Si A1 est l’image de A par σ` alors ` est la médiatrice du segment rA,A1s.
Démonstration. Soit M P `. Nous avons

}A´M}2 “ } proj`pAq ´A}2 ` } proj`pAq ´M}2 (19.316)

parce que A ´ projellpAq K M ´ proj`pAq. Par ailleurs, vu que σ`pAq “ 2 proj`pAq ´ A et que
proj`pAq “ proj`pA1q,

} proj`pAq ´A} “ } proj`pA1q ´A1}. (19.317)

Nous avons donc
}σ`pAq ´M}2 “ }A´M}2, (19.318)

ce qui prouve que M est sur la médiatrice de rA1, As par le lemme 19.9.

19.113.
Si l est une droite dans R2, nous avons la réflexion σl P IsompR2q d’axe l. Cela est une isométrie
et donc une application affine par le théorème 11.269. Le lemme suivant détermine comment la
réflexion σ` se décompose en une translation et une application linéaire.

Lemme 19.114.
Soit une droite `. Alors

σ` “ τ2w ˝ σ`0 (19.319)

où `0 est la droite parallèle à ` passant par l’origine, et w est le vecteur perpendiculaire à ` tel que
`0 “ `` w.
Démonstration. Il faut trouver trois points non alignés sur lesquels les deux applications coïncident ;
cela suffira par le corollaire 19.6.

Pour tous les points de `0, l’égalité fonctionne parce que si x P `0,

σ`pxq “ x` 2w, (19.320)

tandis que
σ`0pxq ` 2w “ x` 2w (19.321)

du fait que σ`0pxq “ x.
Si x P `, alors

σ`pxq “ x (19.322)

tandis que
σ`0pxq ` 2w “ x´ 2w ` 2w “ x. (19.323)

Donc les applications affines σ` et x ÞÑ σ`0pxq ` 2w coïncident sur ` et `0. Elles coïncident donc
partout.

19.10.2 Translations et réflexions

Lemme 19.115.
Si A P R2, si ` est une droite de R2, alors nous avons

projτAp`q “ τA ˝ proj` ˝τ´1
A . (19.324)
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Démonstration. Soit x P R2. Soit v unitaire dans la direction 22 de `. La condition q “ proj`pxq
est le système

"
q P ` (19.325a)
pq ´ xq· v “ 0. (19.325b)

Nous voulons prouver que τApqq “ projτAp`q
`
τApxq

˘
, c’est à dire que

"
τApqq P τAp`q (19.326a)`
τApqq ´ τApxq

˘
· v “ 0. (19.326b)

Nous avons utilisé le fait que v est un vecteur unitaire dans la direction de τAp`q aussi bien que de
`.

Vu que q P `, bien entendu que τApqq P τAp`q. D’autre part, τApqq ´ τApxq “ q ´ x, donc
`
τApqq ´ τApxq

˘
· v “ pq ´ xq· v “ 0. (19.327)

Lemme 19.116.
Si ` est une droite de R2, si A P R2, alors

στAp`q “ τAσ`τ
´1
A . (19.328)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul mettant en scène les lemmes 19.109 et 19.115 :
`
στAp`qτA

˘pxq “ 2 projτAp`q
`
τApxq

˘
(19.329a)

“ 2τA
`
proj`pxq

˘´ τApxq (19.329b)
“ 2 proj`pxq ` 2A´ x´A (19.329c)
“ 2 proj`pxq ´ x`A (19.329d)
“ τA

`
σ`pxq

˘
. (19.329e)

19.10.3 Rotations

Définition 19.117 (Rotation en dimension 2).
Une rotation d’un espace euclidien de dimension 2 est une composée de deux réflexions d’axes
non parallèles. L’identité est une rotation.

19.118.
Quelques remarques à propos de cette définition.
(1) Attention : nous ne parlons pas encore de rotations « vectorielles » : ici le centre de la rotation

(que nous n’avons pas encore défini) peut ne pas être 0.
(2) Dans la même veine : plus tard, lorsque nous saurons que les rotations sont des isométries

de pE, dq où dpX,Y q “ }X ´ Y }, nous allons en réalité beaucoup plus souvent parler de
rotations centrées en l’origine qu’en un point quelconque. C’est pourquoi à partir de 19.129
nous dirons le plus souvent « rotation » pour « rotation centrée en 0 ». D’où les énoncés
comme « les rotations sont les matrice orthogonales » (corollaire 19.137), qui stricto senus
de la définition 19.117 sont faux.

(3) Une rotation est composée de deux réflexions d’axes non parallèles. Il est cependant trop
tôt pour décréter que l’intersection de ces axes est le centre de la rotation. Rien ne dit en
effet pour l’instant que deux décompositions différentes de la même rotation, avec des axes
différents donnent le même point d’intersection.

22. Cela signifie qu’il existe a P R2 tel que ` “ a`Rv.
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(4) Pourquoi ajouter l’identité ? Pour avoir un groupe. Dans le cas vectoriel, il est suffisant de
demander d’être une composée de deux réflexions, parce que toutes les réflexions vectorielles
ont des axes qui s’intersectent en 0. Le cas des axes parallèles est seulement le cas des axes
confondus et revient à l’identité.
Si nous voulons avoir un groupe même pour les rotations centrées ailleurs qu’en zéro, nous
devons ajouter « à la main » l’identité.

Toutes ces remarques se résument par : « tout devient compliqué du fait que nous voulons
considérer également les rotations centrées ailleurs qu’en zéro ». En se contentent du cas vectoriel,
de nombreuses choses sont plus simples.

Corollaire 19.119.
Si A ‰ B dans E alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B.

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, la réflexion dont l’axe est la médiatrice de rA,Bs
fait l’affaire. En ce qui concerne l’unicité, le lemme 19.112 nous dit que si A est envoyé sur B, l’axe
est forcément la médiatrice de rA,Bs.

Lemme-définition 19.120 ([170]).
Soit une rotation r “ σ1 ˝ σ2 différente de l’identité.
(1) Elle admet un unique point fixe.
(2) Ce point fixe est l’intersection des axes `1 X `2.
Le centre d’une rotation (autre que l’identité) est cet unique point fixe.

Démonstration. Nous nommons O “ `1 X `2. Soit A P E, et supposons que rpAq “ A. Nous avons
σ1 ˝ r “ s2 et donc

σ1pAq “ pσ1 ˝ rqpAq “ s2pAq. (19.330)

On pose B “ σ1pAq. Alors σ1 et σ2 envoient tout deux A sur B.
Si A “ B alors A est fixé par σ1 et donc appartient à `1. Même chose pour A est fixé par σ2

et donc A P `2. Cela donne A “ B “ O, et donc le point fixé par r est O.
Si A ‰ B alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B (corollaire 19.119). L’unicité

signifie que σ1 “ σ2. Dans ce cas, r “ σ1 ˝ σ2 “ Id.

19.121.
La rotation σ1 ˝σ2 laisse évidemment fixé le point `1X `2. Si σ1 ˝σ2 “ σa ˝σb alors rien n’oblige les
axes de σ1 et σ2 d’être identiques à ceux que σa et σb. Mais l’intersection `1X `2 doit être la même
que l’intersection `a X `b parce que c’est l’unique point fixé par la composée. Cela nous permet de
poser les définition suivante.

Lemme 19.122.
Les rotation sont des isométries pour la distance : }X ´ Y } “ }rpXq ´ rpY q}.
Démonstration. Si r “ σ1˝σ2, en utilisant le fait que σ1 et σ2 sont des isométries de pE, dq (19.110)
nous avons :

dpX,Y q “ d
`
σ2pXq, σ2pY q

˘ “ d
`
σ1σ2pXq, σ1σ2pY q

˘ “ d
`
rpXq, rpY q˘. (19.331)

Ce lemme nous dit qu’une rotation de centre O vérifie }OX} “ }OrpXq} pour tout X.

Proposition 19.123 ([170]).
Soient A,B,O P E tels que }AO} “ }BO} ‰ 0. Alors il existe une unique rotation r centrée en O
telle que rpAq “ B.
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Problèmes et choses à faire
Attention : la preuve qui suit contient de nombreuses galipettes et improvisations personnelles. Relisez-la attentivement avant de la prendre pour
argent comptant.

La difficulté tient essentiellement à ce que cette preuve traite de façon vectorielle (tous les points sont des éléments de E) un énoncé qui est
essentiellement affine : tous les points doivent être vus comme vecteurs partant de O.

Si vous comparez la preuve donnée ici avec celle de [170], vous remarquerez que dans ce dernier, seule la partie « A et O son alignés » est

présente. C’est parce que lui, il se met directement dans le cas vectoriel et O “ 0. Il a donc une preuve un tout petit peu moins générale, mais au

moins ses isométries sont linéaires et non affines.

Démonstration. Existence et unicité séparément.
Existence Si A “ B, l’identité fait l’affaire. Sinon, }A´O} “ }B´O} implique que la médiatrice

de rA,Bs contient O. Soit σm la réflexion selon cette médiatrice. La rotation σm ˝ σpAOq
convient.

Unicité Soit r une rotation de centre O et telle que rpAq “ B. Si A “ B alors r “ Id parce qu’une
rotation autre que l’identité ne fixe que son centre par le lemme 19.120. Nous supposons que
A ‰ B.
Nous posons g “ σm ˝ r. Alors gpAq “ σmpBq “ A parce que σmpBq “ A et rpAq “ B. Cela
signifie que g est une isométrie qui fixe A.

Si A et O ne sont pas alignés Attention : ici O est un point de E, pas le zéro de l’espace
vectoriel E. Lorsqu’on dit que A et O ne sont pas alignés, nous parlons bien d’alignement
avec le zéro de E.
Nous avons gpAq “ A et gpOq “ O. Donc g coïncide avec σpAOq en deux points non
alignés, c’est-à-dire en deux points pour lesquels l’espace engendré est tout E. Nous en
déduisons que g “ σpAOq.

Si A et O sont alignés Soit maintenant un point C tel que A´O K C ´O et

}OC} “ }OA} “ }OB}. (19.332)

Vu que g est une isométrie pour la distance sur E, pas pour la norme, nous ne pouvons
pas écrire gpC ´ Oq K gpA ´ Oq à partir de C ´ O K A ´ O. Nous décomposons
gpXq “ spXq ` G où s est linéaire sur E. Il est vite vu que s est une isométrie de
pE, }.}q :

}X ´ Y } “ }gpXq ´ gpY q} “ }spXq `G´ spyq ´G} “ }spXq ´ spY q} “ }spX ´ Y q}
(19.333)

pour tout X,Y P E. Nous avons de plus gpAq “ A et gpOq “ O, ce qui donne O “
spOq `G et A “ spAq `G. En égalisant les valeurs de G nous avons

O ´ spOq “ A´ spAq. (19.334)

Vu que s est une isométrie (une vraie) nous avons

spA´Oq K spC ´Oq, (19.335)

mais spA´Oq “ spAq ´ spOq “ A´O par (19.334). Donc

A´O K spC ´Oq. (19.336)

Nous en concluons que spC ´Oq “ ˘pC ´Oq. Parce que les vecteurs ˘pC ´Oq sont les
deux seuls de norme }AO} “ }CO} à être perpendiculaire à A´O. Rappel : la définition
de C et le fait que nous soyons en dimension 2.
Est-il possible d’avoir spC ´Oq “ C ´O ? Cela donnerait

gpA´Oq “ spAq ´ spOq `G “ spAq ´O `O ´ spOq `G “ A´O `G (19.337a)
gpC ´Oq “ C ´O `G, (19.337b)
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ce qui signifierait que g et τG coïncideraient sur les points A ´ O et C ´ O, et donc
seraient égaux par le corollaire 19.6. Cela est cependant impossible parce que g fixe au
moins les points A et O alors que la translation ne fixe aucun point. Nous en déduisons
spC ´Oq “ ´pC ´Oq.
Nous avons aussi, parce que pAOq est une droite passant par l’origine que

σpAOqpA´Oq “ A´O (19.338)

et parce que C ´O est perpendiculaire à cette droite :

σpAOqpC ´Oq “ ´pC ´Oq. (19.339)

Nous avons donc quand même que g et σpAOq coïncident sur deux points non alignés :
A´O et C ´O.

Dans tous le cas, g “ σpAOq. Nous avons donc

σpOAq “ σm ˝ r, (19.340)

et donc r est fixé à
r “ σm ˝ σpOAq. (19.341)

19.124.
Anticipons un peu et faisons semblant de déjà connaitre les matrices et les fonctions trigonomé-
triques. La proposition 19.123 nous dit qu’il existe une seule rotation amenant A sur B. Vous
pourriez objecter que le point p1, 0q peut être amené sur p0,´1q soit par la rotation d’angle 3π{2,
soit par celle d’angle ´π{2. Il n’en est rien parce que ces deux rotations sont les mêmes ! Pensez-y.
En tant qu’application R2 Ñ R2, la rotation R3π{2 est égale à R´π{2.

Une rotation donnée peut être écrite de beaucoup de façons comme composée de deux réflexions.
En fait d’autant de façons qu’il y a de réflexions.

Proposition 19.125 ([170]).
Soit une rotation r de E centrée en O. Pour toute réflexion σ` telle que le centre de r soit sur `,
il existe une réflexion σ1 tells que r “ σ1 ˝ σ`. Il existe aussi une réflexion σ2 telle que r “ σ` ˝ s2.

Démonstration. Si r “ Id c’est bon avec s1 “ s2 “ σ`. Sinon nous considérons A ‰ O sur `, et
B “ rpAq. Nous savons que B ‰ A parce que O est le seul point de E fixé par r (proposition 19.120).
Il existe une réflexion (unique) σ1 faisant σ1pAq “ B, et c’est le réflexion dont l’axe est la médiatrice
de rA,Bs. Le point O est sur cette médiatrice parce que les rotations sont des isométries de pE, dq
(lemme 19.122).

La rotation σ1 ˝ σ` vérifie
pσ1 ˝ σ`qpAq “ σ1pAq “ B. (19.342)

Or }OA} “ }OB}, donc il y a unicité de la rotation centrée en O portant A sur B (proposi-
tion 19.123) ; nous avons donc r “ σ1 ˝ σ`.

En ce qui concerne r “ σ` ˝ σ2, il faut appliquer ce que nous venons de faire à la rotation r´1 :
il existe σ2 tel que r´1 “ σ2 ˝ σ`, ce qui donne

r “ σ` ˝ σ2. (19.343)
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19.10.4 Rotation d’un angle donné

Lemme-définition 19.126.
Soit θ P R. Nous considérons l’application linéaire R0pθq : R2 Ñ R2 dont la matrice dans la base
canonique est ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.344)

(1) Nous avons
R0pθq “ σ` ˝ s (19.345)

où s est la réflexion d’axe horizontal et ` est la droite

` “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
. (19.346)

(2) L’application R0pθq est une rotation autour de p0, 0q.
(3) Si A P R2, alors l’application

RApθq “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1
A (19.347)

est une rotation autour de A nommée rotation d’angle θ.

Démonstration. Nous allons prouver l’égalité (19.345) en calculant les deux membres sur les vec-

teurs
ˆ

1
0

˙
et

ˆ
1
0

˙
qui forment une base.

Pour p “ p1, 0q D’abord la chose facile 23 : sp1, 0q “ p1, 0q.
Pour calculer σ`p1, 0q, nous utilisons le lemme 19.109 ; nous commençons par chercher la
projection orthogonale q de p “ p1, 0q sur `. Nous posons

q “ λ

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
(19.348)

et nous cherchons λ satisfaisant q· pq ´ pq “ 0. Un peu de calculs passant par (19.58) nous
donne

q· pq ´ pq “ λ
`
λ´ cospθ{2q˘. (19.349)

Les deux solutions sont λ “ 0 et λ “ cospθ{2q. Mais la solution λ “ 0 revient à dire que la
droite ` est verticale, c’est à dire cospθ{2q “ 0. Donc la solution est toujours donnée par

λ “ cospθ{2q. (19.350)

Nous introduisons cette valeur dans (19.348) pour fixer q, et nous utilisons la formule du
lemme 19.109 :

σ`

ˆ
1
0

˙
“ 2q ´ p “

ˆ
2 cos2pθ{2q ´ 1

2 cospθ{2q sinpθ{2q
˙
“

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
. (19.351)

Nous avons utilisé le formules trigonométrique de duplication d’angle (corollaire 19.27).
Pour p “ p0, 1q Cette fois sppq “ p0,´1q et l’équation pour déterminer λ est

0 “ q· pq ´ pq “
ˆ
λ cospθ{2q
λ sinpθ{2q

˙
·

ˆ
λ cospθ{2q

λ sinpθ{2q ´ 1

˙
. (19.352)

23. Ici comme partout dans le Frido nous ne faisons aucune différence entre pa, bq et
ˆ
a
b

˙
; ce sont seulement deux

façons différentes d’écrire le même élément de R2. Nous ne faisons pas du semblant de croire que l’un ou l’autre
serait un « covecteur » suivant que l’on tourne notre page dans un sens ou un autre.
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Nous trouvons λ
`
λ ` sinpθ{2q˘ “ 0. Le cas λ “ 0 signifie que la droite ` est horizontale et

donc que sinpθ{2q “ 0. Donc la solution est dans tous les cas

λ “ ´ sinpθ{2q. (19.353)

Nous trouvons
σ`

ˆ
0
´1

˙
“ 2q ´ p “

ˆ´ sinpθq
cospθq

˙
. (19.354)

Le calcul de σ` ˝ s étant fait sur une base, il est facile de reconstituer la matrice
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.355)

Cette matrice étant celle, par définition, de R0pθq, nous avons montré que R0pθq était bien une
rotation. Nous avons prouvé les points (1) et (2).

Nous passons maintenant au point (3). Il est facile de voir que A est un point fixe de RApθq
parce que τ´1

A pAq “ p0, 0q.
Nommons `1 la droite horizontale Rp1, 0q. Nous avons, par le point précédent R0pθq “ σ` ˝ σ`1 .

En introduisant astucieusement τ´1
A τA dans l’expression définissant RApθq, nous avons

RApθq “ τAσ`σ`1τ
´1
A “ τAσ`τ

´1
Alooomooon

“στAp`q
τAσ`1τ

´1
Alooomooon

στAp`1q

“ στAp`qστAp`1q. (19.356)

Nous avons utilisé le lemme 19.116.
Nous voyons que RApθq est une composée de deux réflexions se coupant en A. C’est donc une

rotation centrée en A.

19.10.5 Rotations vectorielles

L’expression « rotation vectorielle » signifie rotation centrée en zéro. Elles sont « vectorielles »
parce qu’elles sont linéaires comme nous le voyons à présent.

Proposition 19.127.
Quelque résultats à propos de rotations.
(1) Toutes les rotations de R2 centrées en 0 sont de la forme R0pθq pour un θ P R.
(2) Les rotations de R2 centrées en 0 sont des applications linéaires.
(3) Si r est une rotation dans R2, il existe A P R2 et θ P R

r “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1
A . (19.357)

Démonstration. Soit r une rotation centrée en p0, 0q. La proposition 19.125, il existe une droite `
passant par p0, 0q telle que telle que r “ σ`˝s où s est la réflexion d’axe horizontal : spx, yq “ px,´yq.

Soit un vecteur unitaire v P `. Vu que v P S1, la proposition 19.58 nous donne t P r0, 2πr tel
que

v “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
. (19.358)

En posant θ “ 2t nous avons

` “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
, (19.359)

et donc r “ R0pθq qui est l’application linéaire définie en 19.126.
Et enfin nous voyons le point (3). Soit A l’unique point fixe de la rotation r. Cette dernière

s’écrit alors r “ σ`1 ˝ σ`2 où `1 et `2 sont des droites telles que `1 X `2 “ tAu.
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En utilisant le lemme 19.116, nous avons σ`i “ τA ˝ στ´1
A p`iq ˝ τ´1

A . En substituant cela et en
nous rendant compte que τ´1

A τA “ Id nous avons

r “ σ`1 ˝ σ`2 “ τAr0τ
´1
1 (19.360)

où r0 est la rotation στ´1
A p`1q ˝ στ´1

A
p`2q. Cette dernière est une rotation autour de p0, 0q parce que

τ´1
A p`1qX τ´1

A p`2q “ t0u. Elle est donc, par le point (1), de la forme R0pθq pour une certaine valeur
de θ.

Proposition 19.128 ([170]).
Les rotations basées en O forment un groupe abélien.

Démonstration. L’identité est une rotation par définition. En ce qui concerne l’inverse, si r “ σ1σ2
alors r´1 “ σ2σ1. Nous commençons maintenant les choses pas tout à fait évidentes.
Composition Soient des rotations r, r1 centrées en O. Soit également une réflexion σ dont l’axe

contient O. Alors la proposition 19.125 nous donne l’existence de σ1 et σ2 tels que r “ σ1σ
et r1 “ σσ2. Avec ça, la composition donne

rr1 “ σ1σσσ2 “ σ1σ2, (19.361)

qui est encore une rotation.
Commutativité Soient deux rotations r et r1 ainsi que des décompositions r “ σ1σ, r1 “ σσ2.

Nous avons

rr1 “ σ1σ2 (19.362a)
r1r “ σσ2σ2σ. (19.362b)

Vu que t “ σ2σ1 est une rotation nous pouvons encore appliquer la proposition 19.125 pour
avoir t “ σ2σ1 “ σσ3. Avec ça,

r1r “ σσσ3σ “ σ3σ. (19.363)

Mais aussi rr1 “ σ1σ2 “ t´1 “ σ3σ. Nous avons donc bien rr1 “ r1r, et le groupe est
commutatif.

19.129.
Jusqu’à présent nous avons parlé de rotations « affines ». Parmi elles, les rotations centrées en
0 (zéro, l’origine de E comme espace vectoriel) sont de particulière importance. Ce sont des ap-
plications linéaires, et même des isométries. Dans la suite, nous allons souvent dire simplement
« rotation » pour dire « rotation centrée en 0 ».

Vu que nous allons maintenant prendre un point de vue plus vectoriel, nous allons noter les
points de E avec des lettres comme x, y, u, v et plus avec des majuscules, comme quand on avait
un point de vue afin. En même temps, nous allons noter les applications E Ñ E par des lettres
comme A et ne plus écrire les parenthèses. Bref, nous écrivons Au au lieu de rpAq.
Lemme 19.130.
En dimension 2, les réflexions vectorielles (c’est-à-dire dont l’axe passe par 0) ont un déterminant
´1.

Démonstration. Soit une réflexion d’axe `. Prenons une base orthonormale de E constituée de e1
sur ` et de e2 K `. Alors σ`pe1q “ e1 et σ`pe2q “ ´e2. La formule du déterminant donne

detpσ`q “ e1̊
`
σ`pe1q

˘
e1̊
`
σ`pe2q

˘´ e2̊
`
σ`pe1q

˘
e1̊
`
σ`pe2q

˘ “ 1ˆ p´1q ´ 0ˆ 0 “ ´1. (19.364)

Nous utilisons de façon cruciale le fait que le calcul du déterminant ne dépende pas de la base
choisie, lemme 11.50.
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Proposition 19.131.
Les rotations 24 sont
(1) des applications linéaires orthogonales au sens de la définition 11.80,
(2) des applications de déterminant 1,

Démonstration. Le fait qu’elles soient linéaires est la proposition 19.127.
Nous avons, pour tout u P E l’égalité de la norme }u} et }Au} par le lemme 19.122 appliqué à

Y “ 0. En terme de produits scalaires nous avons alors xAu,Auy “ xu, uy, et donc
xA˚Au, uy “ }u}2. (19.365)

En particulier si teiui“1,...,n est une base orthonormée de E nous avons

pA˚Aeiqi “ }ei}2 “ 1, (19.366)

ce qui donne }A˚Aei} ě 1, avec égalité si et seulement si A˚Aei “ ei. Ici nous avons utilisé le fait
que xx, eiy “ xi, et le fait que pour tout i nous ayons }x} ě |xi|, avec égalité seulement si x est un
multiple de ei.

Par ailleurs l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.10 nous donne

}u}2 “ |xA˚Au, uy| ď }A˚Au}}u} (19.367)

et donc
}u} ď }A˚Au}. (19.368)

Encore une fois, en appliquant cela à u “ ei nous trouvons 1 ď }A˚Aei}. Vu que nous avions
déjà l’inégalité dans l’autre sens, }A˚Aei} “ 1. Et le cas d’égalité est uniquement possible avec
A˚Aei “ ei.

Donc pour tout i de la base nous avons A˚Aei “ ei. Nous avons donc A˚A “ Id et l’application
A est orthogonale.

En ce qui concerne le déterminant, les réflexions sont de déterminant ´1 par le lemme 19.130,
donc A “ σ1 ˝ σ2 est de déterminant 1. Nous avons utilisé le fait que le déterminant était un
morphisme : proposition 11.52(1).

Remarque 19.132.
Nous ne savons pas encore que les rotations forment tout le groupe SOp2q des endomorphismes
orthogonaux de déterminant 1. Il faudra attendre le corollaire 19.137 pour le savoir.

Lemme 19.133.
L’application ´ Id est une rotation de R2.

Démonstration. Soit une base orthonormée te1, e2u de E et la rotation r “ σ1σ2 où σi est la
réflexion le long de l’axe `i “ tteiutPR. Faut-il vous prouver que r “ ´ Id ? La réflexion σ2 retourne
la composante y d’un vecteur écrit dans la base te1, e2u sans toucher à la composante x. La réflexion
σ1 fait le contraire.

19.10.6 Matrice des transformations orthogonales

Nous donnons maintenant une forme générale (trigonométrique) pour les matrices de SOp2q.
Nous ne pouvons cependant pas invoquer les lemmes 19.134 ou 19.135 pour prétendre avoir une
matrice des rotations, parce que nous n’avons pas encore prouvé que les rotations étaient des
transformations orthogonales. Ce sera pour la proposition 19.138.

Lemme 19.134.
Si A P Op2q alors il existe un unique θ P r0, 2πr et un unique ε “ ˘1 tels que

A “
ˆ

cospθq ´ε sinpθq
sinpθq ε cospθq

˙
(19.369)

24. Centrées en 0, nous ne le répéterons pas !



19.10. CLASSIFICATION DES ISOMÉTRIES DANS R2 1221

Démonstration. Soit une matrice A “
ˆ
a b
c d

˙
et imposons qu’elle soit dans Op2q. Le fait que A

soit orthogonale impose
ˆ
a c
b d

˙ˆ
a b
c d

˙
“

ˆ
a2 ` c2 ab` cd
ab` cd b2 ` d2

˙
“

ˆ
1 0
0 1

˙
. (19.370)

Nous avons alors le système
$
’&
’%

a2 ` b2 “ 1 (19.371a)
b2 ` d2 “ 1 (19.371b)
ab` cd “ 0 (19.371c)

La proposition 19.58 nous permet de déduire qu’il existe un unique θ P r0, 2πr tel que a “ cospθq,
c “ sinpθq, ainsi que plusieurs α P R tel que b “ cospαq, d “ sinpαq.

Note : si nous voulons α P r0, 2πr, alors il y a unicité. Ici nous ne nous attachons pas à cette
contrainte ; nous savons qu’il en existe plusieurs, et nous allons en fixer un en fonction de θ. Le α
ainsi fixé ne sera peut-être pas dans r0, 2πr, mais ce ne sera pas grave.

Les angles θ et α sont alors liés par la contrainte

cospθq cospαq ` sinpθq sinpαq “ 0. (19.372)

Utilisant l’identité (19.72c) cela signifie que cospθ ´ αq “ 0. Donc

α P tθ ` π

2 ` kπukPZ. (19.373)

Si k est pair, ça donne

cospαq “ ´ sinpθq (19.374a)
sinpαq “ cospθq (19.374b)

et alors
A “

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.375)

Si au contraire k est impair, alors

cospαq “ sinpθq (19.376a)
sinpαq “ ´ cospθq, (19.376b)

et
A “

ˆ
cospθq sinpθq
sinpθq ´ cospθq

˙
. (19.377)

Nous avons démontré qu’une matrice de Op2q était forcément d’une des deux formes (19.375)
ou (19.377). Il est maintenant facile de vérifier que ces deux matrices sont effectivement dans
Op2q.

Lemme 19.135.
Tout élément de SOp2q s’écrit (dans la base canonique) de façon unique sous la forme

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
(19.378)

avec θ P r0, 2πr.
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Démonstration. Vu que SOp2q est la partie de Op2q constitué des matrices de déterminant 1,
nous pouvons reprendre la forme donnée par le lemme 19.134 et fixer ε par la contrainte sur le
déterminant.

Nous avons, en utilisant la relation du lemme 19.18,

det
ˆ

cospθq ´ε sinpθq
sinpθq ε cospθq

˙
“ ε, (19.379)

et donc il faut et suffit de fixer ε “ 1.

Corollaire 19.136 ([1]).
Nous avons une bijection

ψ : SOp2q Ñ r0, 2πr
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ θ,

(19.380)

et un isomorphisme de groupe

ϕ : SOp2q Ñ Up1q “ teiθuθPRˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ eiθ.

(19.381)

Démonstration. La première assertion est une paraphrase du lemme 19.135. Pour la seconde, il
faut vérifier que c’est bien un morphisme et une bijection.

Pour le morphisme, ce sont les formules d’addition d’angle du lemme 19.26 qui jouent. En ce
qui concerne la bijection. . .

Surjection Vu que eiθ`2kiπ “ eiθ, tout élément de Up1q est exponentielle de iθ pour un θ P r0, 2πr.
Injection Nous avons ϕpAq “ ϕpBq lorsque les formes matricielles de A et B sous forme trigono-

métrique sont avec des angles différents d’un multiple de 2π. Vu que les fonctions trigono-
métriques sont périodiques, nous avons A “ B parce que leurs matrices sont égales.

19.10.7 Rotations, SOp2q et matrice de rotation

Corollaire 19.137 ([1]).
Le groupe des rotations centrées en p0, 0q est le groupe SOp2q.
Démonstration. Nous devons prouver deux choses :

— Toutes les rotations sont des éléments de SOp2q.
— Tous les éléments de SOp2q sont des rotations.
La proposition 19.127 nous indique que toute rotation de R2 centrée en p0, 0q est de la forme

R0pθq, c’est à dire a une matrice de la forme
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.382)

Donc toute rotation est dans SOp2q.
D’autre part, le lemme 19.135 indique que tout élément de SOp2q a, dans la base canonique,

une matrice de la forme (19.382). Le lemme 19.126 nous indique alors que c’est une rotation.

Proposition 19.138.
Si r est une rotation de R2 centrée en p0, 0q, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que r “ R0pθq.



19.10. CLASSIFICATION DES ISOMÉTRIES DANS R2 1223

Démonstration. Soit une rotation r autour de p0, 0q. Le corollaire 19.137 nous dit qu’il existe θ P R
tel que

r “ R0pθq “
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.383)

Nous avons identifié l’application linéaire à sa matrice. L’élément
`

cospθq, sinpθq˘ est dans S1, et il
existe donc, par la proposition 19.58, un unique t P r0, 2πr tel que cosptq “ sinpθq et sinptq “ sinpθq.
Pour ce t nous avons alors

r “ R0pθq “
ˆ

cosptq ´ sinptq
sinptq cosptq

˙
. (19.384)

Proposition 19.139.
Nous avons la formule suivante pour la composition :

R0pαq ˝R0pβq “ R0pα` βq. (19.385)

Démonstration. Par définition de R0pθq, dans la base canonique de R2, la composition se calcule
avec le produit suivant, en utilisant les formules du lemme 19.26 :

ˆ
cospαq ´ sinpαq
sinpαq cospαq

˙ˆ
cospβq ´ sinpβq
sinpβq cospβq

˙
(19.386a)

“
ˆ

cospαq cospβq ´ sinpαq sinpβq ´ cospαq sinpβq ´ sinpαq cospβq
sinpαq cospβq ` cospαq sinpβq ´ sinpαq sinpβq ` cospαq cospβq

˙

(19.386b)

“
ˆ

cospα` βq ´ sinpα` βq
sinpα` βq cospα` βq

˙
. (19.386c)

Donc dans la base canonique, la matrice de R0pαqR0pβq est celle de R0pα` βq.

19.10.8 Rotation et application affine

Nous considérons à nouveau la définition 10.8 d’une application affine ainsi que sa décompo-
sition en application linéaire et translation donnée par le lemme 10.9. Nous voyons maintenant
comment ces choses se mettent dans le cas d’une rotation non centrée en l’origine.

Exemple 19.140
Soit A P R2 ainsi qu’une rotation f autour de A, c’est à dire une composition de deux symétries
dont les axes se coupent en A 25. Nous allons extraire de f la partie linéaire définie en 10.9.

Il existe des axes `1 et `2 tels que `1 X `2 “ tAu et tels que

f “ s`1 ˝ s`2 . (19.387)

En utilisant le lemme 19.116,

f “ tA ˝ st´1
A p`1q ˝ t´1

A ˝ tA ˝ st´1
A p`2q ˝ t´1

A “ tA ˝ st´1
A p`1q ˝ st´1

A p`2q ˝ t´1
A . (19.388)

Vu que A P `i, nous avons O “ p0, 0q P t´1
A p`iq. Donc les axes t´1

A p`1q et t´1
A p`2q se coupent en O et

nous pouvons écrire
f “ tA ˝R ˝ t´1

A (19.389)

où R est une rotation centrée en O ; donc une application linéaire par la proposition 19.127.

25. Voir la définition 19.117.
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Nous avons

fpxq “ ptA ˝R ˝ t´1
A qpxq (19.390a)

“ ptA ˝Rqpx´Aq (19.390b)
“ tA

`
Rpxq ´RpAq˘ (19.390c)

“ Rpxq ` tRpAq`A (19.390d)
“ ptRpAq`A ˝Rqpxq. (19.390e)

Donc
f “ tRpAq`A ˝R. (19.391)

Il est maintenant aisé de montrer que R est la partie linéaire de f . Pour toutM,x P R2 nous avons

fpM ` xq “ RpM ` xq `RpAq `A (19.392a)
“ RpMq `Rpxq `RpAq `A (19.392b)
“ Rpxq ` fpMq. (19.392c)

Donc ok pour la formule
fpM ` xq “ Rpxq ` fpMq (19.393)

et R est la partie linéaire de f , voir la définition 10.9. 4

Lemme 19.141 ([1]).
Tout sous-groupe fini de SOp2q est cyclique.
Démonstration. Soit uns sous-groupe fini G de SOp2q. Nous savons que SOp2q est isomorphe à
Up1q par le corollaire 19.136, et en bijection avec r0, 2πr. Vu que G est fini, l’ensemble Gzteu il
possède, dans r0, 2πr un élément minimum non nul. Soit g0 ce minimum.

Soit un élément g1 de G qui ne serait ni l’identité ni un multiple de g0. En particulier tous
les nombres du type g1 ´ kg0 sont dans G (l’image de G dans r0, 2πr en fait). Si g1 n’est pas un
multiple de g0, il n’en reste pas moins que g1 “ λg0 ; alors en prenant pour k la partie entière de
λ, l’élément g1 ´ kg0 est plus petit que g0. Contradiction.

19.10.9 Angle entre deux droites

Avant d’aborder la classification des isométries, nous devons parler de l’angle entre deux droites.
Si `1 et `2 sont deux droites, alors il est bien clair deux angles peuvent prétendre être « l’angle
entre `1 et `2 ». De plus chacun de ces deux angles sont doubles parce que si α peut prétendre être
l’angle entre `1 et `2, alors ´α peut également prétendre.

Remarque 19.142.
Nous ne parlons pas de l’angle entre `1 et `2 mais bien de l’angle de `1 à `2. L’ordre des droites
est important.

19.143.
Pour la suite, ROpαq est la rotation d’angle α autour du point O tandis que Rpαq est la rotation
d’angle α autour de l’origine.

Proposition 19.144 ([324]).
Si u et v sont des vecteurs unitaires 26 de R2 alors il existe une unique rotation 27 f telle que
fpuq “ v.

Démonstration. C’est la proposition 19.123 appliquée à O “ p0, 0q.
26. De norme 1.
27. Définition 19.117.
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Remarque 19.145.
Notons l’unicité. Nous ne faisons pas de différences entre Rθ et Rθ`2π et les autres Rθ`2kπ. En
particulier si une rotation T est donnée, dire « T “ Rθ » ne définit pas un nombre θ de façon
univoque. Par contre ça définit une classe modulo 2π, c’est-à-dire un élément θ P R{2π.

Nous avons déjà défini le groupe SOp2q en la définition 11.84 et nous avons déterminé ses
matrices dans R2 en le lemme 19.135.

19.10.10 Angle orienté

La proposition 19.144 donne une application

T : S1 ˆ S1 Ñ SOp2q. (19.394)

Et nous avons une relation d’équivalence sur S1ˆS1 donnée par pu, vq „ pu1, v1q si et seulement si
il existe g P SOp2q telle que gpuq “ u1 et gpvq “ v1.

Définition 19.146 (Angle orienté[324]).
Les classes de S1 ˆ S1 pour cette relation d’équivalence sont les angles orientés de vecteurs.
Nous notons ru, vs la classe de pu, vq.
Proposition 19.147.
Nous avons T pu, vq “ T pu1, v1q si et seulement si pu, vq „ pu1, v1q.
Démonstration. En utilisant la commutativité du groupe SOp2q nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :
— pu, vq „ pu1, v1q
— T pu, u1q “ T pv1, v1q
— T pu, u1q ˝ T pu1, vq “ T pv, v1q ˝ T pu1, vq
— T pu, vq “ T pu1, v1q.

Proposition 19.148.
Nous avons une bijection

S : S
1 ˆ S1

„ Ñ SOp2q
ru, vs ÞÑ T pu, vq.

(19.395)

Démonstration. En plusieurs points.
S est bien définie En effet si ru, vs “ rz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq.
Injectif Si Sru, vs “ Srz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq, qui implique pu, vq „ pz, tq par la proposi-

tion 19.147.
Surjectif Nous avons Rθ “ T pu,Rθuq.

Définition 19.149 (Somme d’angles orientés[324]).
Si ru, vs et rz, ts sont des angles orientés, nous définissons la somme par

ru, vs ` rz, ts “ S´1
´
Sru, vs ˝ Srz, ts

¯
. (19.396)

Lemme 19.150.
Quelques propriétés des angles plats liées à la somme.
(1) pS1 ˆ S1q{ „ est un groupe commutatif.
(2) Relations de Chasles :

ru, vs ` rv, ws “ ru,ws. (19.397)
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(3) ´ru, vs “ rv, us.
Démonstration. Pour la relation de Chasles, ça se base sur la propriété correspondante sur T :

ru, vs ` rv, ws “ S´1
´
T pu, vq ˝ T pv, wq

¯
(19.398a)

“ S´1`T pu,wq˘ (19.398b)
“ ru,ws. (19.398c)

Pour l’inverse, la vérification est que

ru, vs ` rv, us “ ru, us “ 0. (19.399)

Définition 19.151.
La mesure de l’angle orienté ru, vs est rθs2π si T ru, vs “ Rθ.

Notons dans cette définition qu’écrire T ru, vs “ Rθ dans SOp2q ne définit pas θ, mais seulement
sa classe modulo 2π. C’est pour cela que la mesure de l’angle orienté n’est également définie que
modulo 2π.

Pour la suite nous allons nous intéresser à des vecteurs qui ont, dans l’idée, un point de départ
et un point d’arrivée. Si A,B P R2 nous notons

ÝÝÑ
AB “ B ´A

}B ´A} . (19.400)

C’est le vecteur unitaire dans la direction « de B vers A ».

Théorème 19.152 (Théorème de l’angle inscrit[325]).
Soit un cercle Γ de centre O et trois points distincts A,B,M P Γ. Alors

2pÝÝÑMA,
ÝÝÑ
MBq P pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π (19.401)

où l’indice 2π indique la classe modulo 2π.

Démonstration. Le triangle MOA est isocèle en O, donc les angles à la base sont égaux. Et de
plus la somme des angles est dans rπs2π. Bon, entre nous, nous savons que la somme des angles
est exactement π, mais comme nous n’avons pas défini les angles autrement que modulo π, nous
ne pouvons pas dire mieux. Donc

2pÝÝÑAB,ÝÑAOq ` pÝÝÑOB,ÝÑOAq P rπs2π. (19.402)

Il faut être sûr de l’orientation de tout cela. Le nombre pÝÝÑAB,ÝÑAOq est l’angle qui sert à amener ÝÝÑAB
sur ÝÑAO. Vu que nous l’avons choisi dans le sens trigonométrique, il faut bien prendre les autres
dans le sens trigonométrique et utiliser pÝÑOA,ÝÝÑOBq et non pÝÝÑOB,ÝÑOAq.

‚
A

‚
B

‚O
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De la même manière sur le triangle MOB nous écrivons

2pÝÝÑMB,
ÝÝÑ
MOq ` pÝÝÑOM,

ÝÝÑ
OBq P rπs2π. (19.403)

Nous faisons la différence entre les deux équations en remaquant que la différence de deux représen-
tants de rπs2π est un représentant de r0s2π et en en nous souvenant que ´pÝÝÑMB,

ÝÝÑ
MOq “ pÝÝÑMO,

ÝÝÑ
MBq

et les relations de Chasles du lemme 19.150(2) nous avons :

2pÝÝÑMA,
ÝÝÑ
MBq ` pÝÝÑOB,ÝÑOAq P r0s2π. (19.404)

19.153.
Comment exprimer le fait qu’un angle orienté soit égal à θ modulo π alors que les angles orientés
sont des classes modulo 2π ? Nous ne pouvons certainement pas écrire

pu, vq “ rθsπ (19.405)

parce que pu, vq est un élément de S1ˆS1 alors que rθsπ est un ensemble de nombres. Nous pouvons
écrire

ru, vs Ă rθsπ. (19.406)

C’est cohérent parce que nous avons des deux côtés des ensembles de nombres. Les opérations
permises sont l’égalité ou l’inclusion. L’égalité entre les deux ensembles n’est pas possible parce
que la différence minimale ente deux éléments dans ru, vs est 2π alors que celle dans rθsπ est π.

Si u et v forment un angle droit, nous avons

ru, vs “ tπ2 ` 2kπukPZ. (19.407)

Et cela est bien un sous-ensemble de rπ{2sπ.
Pour exprimer que la différence entre deux angles orientés diffèrent de π nous devrions écrire :

ru, vs Ă ra, bsπ (19.408)

où le membre de droite signifie la classe modulo π d’un représentant de ra, bs.
Nous allons cependant nous permettre d’écrire

ru, vs “ ra, bsπ (19.409)

voire carrément
pu, vq “ pa, bqπ. (19.410)

Cette dernière égalité devant être comprise comme voulant dire que l’angle pour passer de u à v
est soit le même que celui pour alle de a à b soit ce dernier plus π.

Théorème 19.154 ([325]).
Soient 4 points distincts du plan A,B,C,D. Ils sont alignés ou cocycliques 28 si et seulement si

pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÝÑDA,ÝÝÑDBqπ. (19.411)

Nous allons seulement démontrer l’implication directe.

Démonstration. Si les quatre points sont alignés nous avons rÝÑCA,ÝÝÑCBs “ r0s2π et rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs “
r0s2π. En particulier nous avons

rÝÑCA,ÝÝÑCBs “ rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs (19.412)

et a fortiori l’égalité modulo π au lieu de 2π.

28. C’est-à-dire sur un même cercle.
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Nous nous relâchons en termes de notations. Si les quatre points sont cocycliques, nous pouvons
utiliser le théorème de l’angle inscrit 19.152 dans les triangles ABC et ADB :

2pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π (19.413a)
2pÝÝÑDA,ÝÝÑDBq “ pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π, (19.413b)

ce qui donne 2pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ 2pÝÝÑDA,ÝÝÑDBq2π et donc

pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÝÑDA,ÝÝÑDBqπ. (19.414)

Comme annoncé, nous ne faisons pas la preuve dans l’autre sens ; elle peut être trouvée
dans [325].

Exemple 19.155
À propos de groupe engendré et de générateur 29. Soit G le groupe des rotations d’angle 30 kπ{5
(avec k entier). Ce groupe est constitué des « dixièmes de tour », puisque kπ

5 “ 2kπ
10 .

La rotation d’angle 2π{5 n’est pas génératrice parce qu’elle n’engendre que des « cinquièmes
de tour » : 4π{5, 6π{5,8π{5 et l’identité.

Par contre, la rotation d’angle π{5 est génératrice. 4

19.10.11 Angles et nombres complexes

Les nombres complexes peuvent être repérés par une norme et un angle, ce qui en fait un terrain
propice à l’utilisation des angles orientés. Nous en ferons d’ailleurs usage dans Ĉ “ CY t8u pour
parler d’alignement, de cocyclicité et de birapport dans la proposition 24.85.

Soient deux éléments z1, z2 P C. Nous les écrivons sous la forme z1 “ r1eiθ1 et z2 “ r2eiθ2 ;
remarquons que cela ne définit θi qu’à 2π près. Nous avons

rz1, z2s “ rθ2 ´ θ1s2π. (19.415)

Soient maintenant a, b, c, d P C. Nous écrivons ÝÑab le vecteur unitaire dans le sens « de a vers
b », c’est-à-dire un multiple positif bien choisi du nombre b ´ a. Nous notons θab l’argument du
nombre complexe b´ a, et nous avons encore

rÝÑab,ÝÑcds “ rθab ´ θcds. (19.416)

Avec toutes ces notations, ce qui est bien est que les produits et quotients de nombres complexes
se comportent très bien par rapport aux angles : l’argument de a{b est θa ´ θb et en particulier
l’argument de

a´ b
c´ d (19.417)

est dans la classe de l’angle orienté
rÝÑba,ÝÑdcs. (19.418)

Définition 19.156.
Soient trois points A,O,B P R2. Voici comment nous définissons l’angle {AOB ; informelement
c’est l’angle de la rotation qui fait aller de A vers B.
— Nous nous mettons en l’origine : A1 “ A´O et B1 “ B ´O.
— Nous normalisons : A2 “ A1{}A1} et B2 “ B1{}B1}.
— Soit f , l’unique rotation telle que fpA2q “ B2 (proposition 19.144).

29. Définition 2.10 et 2.11
30. Voir la définition 19.151.
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— Soit θ l’unique élément de r0, 2πr tel que la matrice de f dans la base canonique soit
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
(19.419)

par la proposition 19.138.
— L’angle {AOB est ce nombre.

Nous voyons que l’angle est toujours un nombre entre 0 et 2π. Par abus de notation, nous
admettrons de temps en temps de parler d’angle en-dehors de cet intervalle.

Lemme-définition 19.157.
Si `1 et `2 sont deux droites de R2 sécantes au point O et si x P `1 n’est pas O, alors il existe un
unique α P r0, πr tel que ROpαqx P `2. La valeur de α ne dépend pas du choix du point x P `1.

Cet angle α est l’angle de `1 à `2.

Proposition 19.158 ([1]).
Les angles sont invariants sous les translations.

Plus précisément, si A,B, S, v P R2, alors

TvpAqTvpSqTvpBq
Ź

“ ASB
Ź

(19.420)

où TvpXq “ X ` v.
Démonstration. Nous notons Xv “ X`v. Nous avons A1v “ Av´Sv “ pA`vq´pS`vq “ A´S “
A2. Donc les vecteurs A2 et B2 à partir desquels est calculé zASB sont les mêmes que les vecteurs
A2v et B2v qui servent à calculer TvpAqTvpSqTvpBq

Ź

.

Proposition 19.159 ([1]).
Les angles sont invariants par rotations, c’est à dire que si A,B, S P R2 et si Rθ est une rotation,
alors

ASB
Ź

“ RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

. (19.421)

Démonstration. Pour être plus concis, nous écrivons Aθ for RθpAq et de même pour B et S. Afin
de calculer l’angle RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

, nous définissons
$
’&
’%

A1θ “ Aθ ´ Sθ (19.422a)
S1θ “ 0 (19.422b)
B1θ “ Bθ ´ Sθ. (19.422c)

et
$
’’&
’’%

A2θ “
Aθ ´ Sθ
}Aθ ´ Sθ} (19.423a)

B2θ “
Bθ ´ Sθ
}Bθ ´ Sθ} . (19.423b)

Par définition, l’angle est le α tel que RαpA2θq “ B2θ . Nous devons prouver que le même α vérifie
RαpA2q “ B2.

Le fait que Rθ soit une isométrie nous donne déjà

}RθpAq ´RθpBq} “ }A´B}. (19.424)

Ensuite, la relation de définition de α s’écrit

RαRθpAq ´RαRθpSq
}Aθ ´ Sθ} “ RθpBq ´RθpSq

}Bθ ´ Sθ} . (19.425)
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Vu que Rα et Rθ commutent, nous avons

Rθ
RαpAq ´RαpBq

}A´ S} “ Rθ
B ´ S
}B ´ S} , (19.426)

et comme Rθ est inversible, cela donne RαpA2q “ B2.

Lemme 19.160 ([1]).
Soit A P R2 et une droite `1. Soit `2 une droite passant par A et intersectant `1 en O. Alors

σ`1pAq “ ROp´2αqA (19.427)

où α est l’angle de `1 à `2.

Démonstration. Nous allons utiliser des coordonnées autour de O. Il existe un vecteur v tel que

A “ O ` v (19.428)

Par définition de l’angle α 31, la droite `2 s’obtient par rotation d’angle α depuis la droite `1. Donc
le point

B “ ROp´αqA (19.429)

est sur `1.
Nous allons prouver que le point

D “ ROp´2αqA (19.430)

est D “ σ`1A.
Nous commençons par montrer que la droite pDAq est perpendiculaire à `1, c’est-à-dire que

pD ´Aq· pB ´Oq “ 0. (19.431)

En utilisant le fait que
ROpαqpO `Xq “ O `RpαqX, (19.432)

nous avons

D ´A “ ROp´2αqpO ` vq ´ pO ` vq “ O `Rp´2αqv ´O ´ v “ Rp´2αqv ´ v (19.433)

et de la même façon,
B ´O “ Rp´αqv. (19.434)

Notons que tous les O se sont simplifiés et qu’il ne reste que des rotations usuelles. En utilisant le
fait que Rpαq est une isométrie, nous pouvons alors calculer

pD ´Aq· pB ´Oq “ xRp´2αqv ´ v,Rp´αqvy (19.435a)
“ xRp´αqv ´Rpαqv, vy. (19.435b)

En utilisant la matrice de rotation du lemme 19.135 nous trouvons
`
Rp´αq ´Rpαq˘v “

ˆ
2 sinpαqv2
´2 sinpαqv1

˙
(19.436)

et donc
x`Rp´αq ´Rpαq˘v, vy “ 0. (19.437)

Le point D est bien sûr la droite perpendiculaire à `1 et passant par A. Mais vu que D est
obtenu à partir de A par une rotation, le point D est également sur le cercle de rayon }OA} et
centré en O. Ce cercle possède exactement deux intersections avec cette droite. Le premier est A
et le second est σ`1pAq. Vu que D n’est pas A, nous avons D “ σ`pAq.
31. Définition 19.157.
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19.10.12 Classification

Théorème 19.161 ([313]).
Toute isométrie du plan pR2, dq est une composition d’au plus 3 réflexions.

Démonstration. Encore une fois nous décomposons la preuve en fonction du nombre de points
fixes.
Si f n’a pas de points fixes Soit x P R2. Nous considérons le segment rf, fpxqs et nous nom-

mons l sa médiatrice. Par construction, fpxq “ σlpxq. Nous posons g “ σl ˝ f , et nous
avons

gpxq “ x. (19.438)

Donc nous avons f “ σl ˝ g avec x P Fixpgq.
Si f a un unique point fixe Soit x cet unique point fixe. Soit y ‰ x et l la médiatrice de

ry, fpyqs. En posant g “ σl ˝ f nous avons

gpyq “ y (19.439)

et gpxq “ x parce que
d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq, (19.440)

ce qui donne que x est à égale distance de y et de fpyq, c’est-à-dire que x P l et par conséquent
gpxq “ pσl ˝ fqpxq “ σlpxq “ x.
Donc g fixe x et y et donc toute la droite pxyq.

Si f fixe une droite Soit l une droite fixée par f , et soient x, y P l et z R l (avec x ‰ y). Le fait
que x et y soient des points fixes de f implique

#
d
`
x, fpzq˘ “ dpx, zq (19.441a)

d
`
y, fpzq˘ “ dpy, zq (19.441b)

ce qui signifie que fpzq est sur l’intersection des deux cercles 32 S
`
x, dpx, zq˘ et S

`
y, dpy, zq˘,

et comme ce sont deux cercles centrés sur la droite l, les intersections sont liées par σl.
Autrement dit, les intersections sont z et σlpzq.
Si fpzq “ z alors f fixe trois points non alignés et fixe dont R2, c’est-à-dire f “ Id.
Si par contre fpzq “ σlpzq alors les isométries f et σl coïncident sur trois points et coïncident
donc partout par le corollaire 19.6 : f “ σl.

Conclusion Nous avons montré que si Fixpfq a dimension m, alors il existe une droite pour
laquelle f “ σl ˝ g avec dim

`
Fixpgq˘ ą m. Donc il faux au maximum trois pas pour avoir

dim
`

Fixpgq˘ “ 2 c’est-à-dire pour avoir g “ Id.

Définition 19.162.
Une réflexion glissée est une transformation du plan de la forme τv ˝ σ` où le vecteur v est
parallèle à la droite `.

Théorème 19.163 ([313]).
Les isométries du plan pR2, dq sont exactement
(1) l’identité (composée de 0 réflexions),
(2) les réflexions,
(3) les translations (composées de 2 translations d’axes parallèles),
(4) les rotations (composées de 2 réflexions d’axes non parallèles),
(5) les réflexions glissées (composées de 3 réflexions)
32. L’intersection existe pare que dpx, zq ` dpy, zq ą dpx, yq.
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Démonstration. Nous savons déjà que f P IsompR2q est une composée de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
Zéro réflexions Alors c’est l’identité. Ce n’est pas très profond.
Une réflexion Alors f est une réflexion. Toujours pas très profond.
Deux réflexions Soit f “ σ`1 ˝ σ`2 . Maintenant ça s’approfondit un bon coup.

Nous supposons d’abord que `1 ‖ `2. Dans ce cas nous allons prouver que f “ τ2v où v est
le vecteur perpendiculaire à `1 tel que `1 ` v “ `2. Nous allons utiliser le lemme 19.114 pour
montrer que σ`1 ˝ σ`2 “ τ2v. Nous avons

`1 “ `0 ` w (19.442a)
`2 “ `0 ` w ` v (19.442b)

où w est un vecteur perpendiculaire à `1 et `0 est la droite passant par l’origine et parallèle
à `1 et `2. Avec cela,

pσ`1 ˝ σ`2qpxq “ σ`1
`
σ`0pxq ` 2w

˘
(19.443a)

“ σ`0
`
σ`0pxq ` 2w

˘` 2pv ` wq (19.443b)
“ x` σ`0p2wqlooomooon

´2w

`2v ` 2w (19.443c)

“ x` 2v. (19.443d)

Donc si f est composée de deux réflexions d’axes parallèles, alors f est une translation.
Toujours dans le cas où f est composée de deux réflexions, nous supposons que f “ σ`2 ˝ σ`1
avec `1 et `2 non parallèles. Nous notons O le point d’intersection, et nous allons voir que
f “ ROp2αq où α est l’angle de `1 à `2 donné par le lemme 19.157.
Soit x P `1. Alors

fpxq “ σ`2pxq, (19.444)

et le lemme 19.160 nous donne un moyen de calculer σ`2pxq parce que `1 est une droite
passant par x et coupant `1 au point O. Le lemme dit que σ`2pxq “ ROp2αq. Remarque :
c’est bien 2α et non ´2α parce qu’il s’agit de l’angle de `2 à `2 ; il y a inversion des numéros
entre ici et l’énoncé du lemme.
Nous avons donc bien fpxq “ ROp2αqx pour x P `1.
Si y P `2 alors

fpyq “ σ`2
`
ROp´2αqy˘ (19.445)

Nous posons z “ σ`1pyq “ ROp´2αqy. Soit la droite `3 passant par O et z. Vu que ROp2αqz “
y P `2, l’angle de `3 à `2 est 2α. Par conséquent

σ`2pzq “ RO
`´ 2ˆ p´2αq˘z “ ROp4αqz “ ROp4αqROp´2αqy “ ROp2αqy. (19.446)

Donc les transformations f et ROp2αq coïncident pour tous les points des droites `1 et `2,
qui ne sont pas parallèles. Cela prouve que f “ ROp2αq.

Trois réflexions Nous écrivons f “ σ`3 ˝ σ`2 ˝ σ`1 . Nous allons transformer cela progressivement
en une symétrie glissée en passant par plusieurs étapes :
(1) f “ σ` ˝ τv,
(2) f “ τv ˝ σ`,
(3) f “ τv ˝ σ` avec v ‖ `.
À chacune de ces étapes, v et ` vont changer. La dernière est une réflexion glissée.
Nous commençons par supposer `2 ‖ `3. Dans ce cas, σ`3 ˝ σ`2 est une translation, comme
nous l’avons déjà vu. Alors f “ τv ˝ σ`1 et nous sommes déjà dans le cas (2).
Nous supposons que `2 n’est pas parallèle à `3. Dans ce cas, si O “ `2 X `3 nous avons

σ`3 ˝ σ`2 “ ROp2αq (19.447)
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où α est l’angle de `2 à `3. En réalité tant que l’angle de `13 à `12 est α nous avons

σ`13 ˝ σ`12 “ σ`3 ˝ σ`2 “ ROp2αq. (19.448)

Nous choisissons `12 parallèle à `1, de telle sorte à ce que σ`12 ˝ σ`1 soit une translation. Alors
nous avons

f “ σ`3 ˝ σ`2 ˝ σ`1 “ σ`3 ˝ σ`12 ˝ σ`11 “ σ`3 ˝ τv. (19.449)

où v est le vecteur de la translation en question.
Nous avons donc prouvé que toute composition de trois réflexions peut être écrite soit sous
la forme (1) soit sous la forme (2).
Nous prouvons à présent que toute transformation de la forme (1) peut être écrite sous la
forme (2). Plus précisément nous allons prouver que si ` est une droite, v un vecteur et `0 la
droite parallèle à ` passant par l’origine, alors

σ` ˝ τv “ τσ`0 pvq ˝ σl (19.450)

D’abord nous savons que σ`pxq “ σ`0pxq` 2w où w est le vecteur tel que ` “ `0`w. Ensuite
c’est un simple calcul utilisant le fait que σ`0 est linéaire :

pσ` ˝ τvqpxq “ σlpx` vq “ σ`0pxq ` σ`0pvq ` 2w, (19.451)

et
pτσ`0 pvq ˝ σ`qpxq “ σ`0pvq ` σ`pxq “ σ`0pvq ` σ`0pxq ` 2w. (19.452)

L’égalité est faite.
Nous montrons maintenant que toute transformation de la forme (2) peut être mise sous la
forme (3). Soit donc f “ τv ˝ σ` où v et ` ne sont pas spécialement parallèles.
Pour cela nous décomposons v “ v1 ` v2 avec v1 K ` et v2 ‖ ` et nous posons `1 “ ` ` 1

2v1.
Nous montrons que
— τv ˝ σ` “ τv2 ˝ σ`1
— v2 ‖ `1.

Pour le deuxième point, v2 ‖ ` et bien entendu `1 ‖ `. Donc v2 ‖ `1.
Soit `0 la droite parallèle à ` et `1 et passant par l’origine. Soit aussi le vecteur w tel que
` “ `0 ` w. Alors nous avons

"
σ` “ σ`0 ` 2w (19.453a)
σ`1 “ σ`0 ` 2w ` v1 (19.453b)

Nous avons
pτv ˝ σ`qpxq “ v ` σ`0pxq ` 2w (19.454)

et

pτv2 ˝ σ`1qpxq “ v2 ` σ`0pxq ` 2w ` v1 (19.455a)
“ σ`0pxq ` v ` 2w (19.455b)

où dans la dernière ligne, nous avons regroupé v1 ` v2 “ v. Et voilà.

19.10.13 Sous-groupe fini d’isométries du plan

Théorème 19.164 ([326]).
Soit un groupe fini G d’isométries de pR2, dq contenant n éléments.
(1) Il existe un point C P R2 fixé par tous les éléments de G.
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(2) Si G ne contient pas de réflexions, alors il est cyclique 33 et engendré par la rotation d’angle
2π{n autour de C.

(3) Si G contient au moins une réflexion, et si C est un point fixe de G, alors
(3a) toutes les réflexions ont un axe qui passe par C,
(3b) n est pair,
(3c) Si σ est une réflexion dans G, alors nous avons G “ gr

`
σ,RCp4π{nq

˘
où RCpθq est la

rotation d’angle θ autour de C,
(3d) G est isomorphe au groupe diédral Dn{2.

Démonstration. Soit un groupe fini G constitué d’isométries de pR2, dq. Nous prouvons le théorème
point par point.
Pour (1) C’est la proposition 19.86.
Questions de réflexions Le théorème 19.161 nous dit que les éléments de G sont des composi-

tions d’au maximum 3 réflexions.
Exclure trois réflexions Il n’est pas possible que G contienne un élément composé de trois

réflexions. En effet, les composées de trois réflexions, par le théorème 19.163 sont des réflexions
glissées 34, c’est à dire des transformations de la forme g “ τv ˝σ` où v est un vecteur parallèle
à la droite `. Si x P `, alors

gpxq “ τvpxq “ x` v, (19.456)

de telle sorte que gkpxq “ x` kv, qui signifie que tous les gk sont différents. Le groupe G ne
peut pas être fini si il contient une réflexion glissée.

G` et G´ Pour la même raison que celle qui exclu les réflexions glissées, G ne peut pas contenir
de translations. Le théorème 19.163 nous donne la liste des possibilités. Après exclusion des
translations et des réflexions glissées, il reste :
— l’identité
— les rotations,
— les réflexions.

Nous notons G` la partie de G contenant l’identité et les rotations et G´ celle contenant les
réflexions. Notons que G` n’est pas vide parce qu’il contient au moins l’identité, tandis que
G´ peut être vide, mais n’est certainement pas un groupe.

Même nombre d’éléments Nous prouvons à présent que si G´ est non vide, alors il a le même
nombre d’éléments que G. Un élément de G´ est une réflexion. Soit σ P G´. Nous prouvons
que

ϕ : G` Ñ G´

f ÞÑ σ ˝ f (19.457)

est une bijection.

Surjective Soit s P G´. Posons f “ σ´1 ˝ s. Vu que σ´1 et s sont des réflexions, f est une
rotation. Donc f P G` et ϕpfq “ s.

Injective La condition ϕpfq “ ϕpgq dit que σ ˝ f “ σ ˝ g. En composant par σ´1 nous
obtenons f “ g.

G “ gr
`
RCp2π{pq

˘
Nous nommons p le nombre d’éléments de G`. Si G´ est vide, p “ n, et sinon

p “ n{2. Dans les deux cas, G` est un groupe de rotations à p éléments.
Le groupe G` contient seulement des rotations ; or le centre d’une rotation est l’unique point
fixe. Donc tous les éléments de G` sont des rotations autour de C.
Le corollaire 2.32 au théorème de théorème de Lagrange nous indique que tous les éléments
de G` vérifient gp “ Id. Seules les rotations d’angle 2kπ{p autour de C satisfont la condition

33. Définition 2.11.
34. Définition 19.162.
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gp “ Id. Or il n’y a que p telles rotations. Donc elles sont toutes dans G`. Nous en déduisons
que

G` “ gr
`
RCp2π{pq

˘
. (19.458)

Pour (2) Dans le cas où G ne contient pas de réflexions, G´ est vide et G contient n éléments.
La relation (19.458) devient

G “ G` “ gr
`
RCp2π{nq

˘
. (19.459)

Pour (3) Nous supposons maintenant que G contienne au moins une réflexion. De la sorte G´ ‰
H.
Pour (3a) Les seuls points fixes d’une réflexions sont ceux de l’axe. Donc C soit être sur

tous les axes des réflexions contenues dans G´.
Notons au passage que deux réflexions d’axes qui se coupent forment une rotation. Donc
G´ ne forme pas un groupe, mais même pas en rêve.

Pour (3b) Vu que l’union G “ G` Y G´ est disjointe et que G` et G´ ont le même
nombre d’éléments par la bijection 19.457, si G´ est non vide, G possède un nombre
pair d’éléments.

Pour (3c) Si σ P G est une réflexion, nous savons que G` possède p “ n{2 éléments et que

G` “ tRCp2kπ{pqu “ tRCp4kπ{nquk“1,...,n{2. (19.460)

L’élément σ P G´ étant fixé, la bijection (19.457) nous indique que tous les éléments de
G´ sont de la forme σ ˝ f avec f P G`. Donc

G´ Ă gr
`
σ,RCp4π{nq

˘
. (19.461)

Nous avons aussi
G` Ă gr

`
σ,RCp4π{nq

˘
. (19.462)

Et comme σ et RCp4π{nq sont dans G nous avons gr
`
σ,RCp4π{nq

˘ Ă G. Tout cela pour
dire que

G “ gr
`
σ,RCp4π{nq

˘
. (19.463)

Rσ “ σR´1 Nous restons dans le cas où G´ n’est pas vide. Nous considérons R, la rotation
d’angle θ autour de C. Si R0 est la rotation d’angle θ autour de p0, 0q, nous avons

R “ τC ˝R0 ˝ τ´1
C , (19.464)

et si σ0 est la symétrie d’axe parallèle à l’axe de σ, mais passant par p0, 0q nous avons :
σ “ τC ˝ σ0 ˝ τ´1

C . (19.465)

Si v est le vecteur directeur de la réflexion σ0, nous considérons enfin α, la rotation qui
fait αpvq “ p1, 0q. Nous avons alors

σ0 “ α´1 ˝ s ˝ α (19.466)

où s est la symétrie autour de l’axe horizontal. En n’ayant pas peur d’identifier R2 à
C, l’applicaiton s est la conjugaison complexe. Avec tout ça nous avons

Rσ “ τCR0τ
´1
C τCσ0τ

´1
C “ τCR0α

´1sατ´1
C “ τCα

´1R0sατ
´1
C (19.467)

où nous avons utilisé le fait que les rotations autour de p0, 0q forment un groupe abélien
pour commuter α´1 avec R0. Nous utilisaons à présent le lemme 19.97 pour commuter
R avec s :

Rσ “ τXα
´1sR´1

0 ατ´1
C (19.468a)

“ τC α
´1sαloomoon
σ0

R´1
0 τ´1

C (19.468b)

“ τCσ0τ
´1
C τCR

´1
0 τ´1

C (19.468c)
“ σR´1. (19.468d)
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Nous avons utilisé le fat que τCR´1
0 τ´1

C “ R´1 comme on peut s’en convaincre en
calculant le produit.

Table de multiplication Nous considérons une réflexion σ P G. Les éléments de G` sont
des rotations autour de C et ceux de G´ de la forme σR où R est une rotation autour
de C. Pour savoir la table de multiplication de G, nous devons écrire

pσε1Rkqpσε2Rlq “ σεRm (19.469)

où ε1, ε2 P t0, 1u, R est la rotation d’angle 4π{n autour de C et α etm sont des constantes
à exprimer en fonction de ε1, ε2, k et l.
Tous les éléments de G pouvant être écrits soit sous la forme Rm soit sous la forme
σRm, nous avons les possibilités suivantes :
(1) RmRl “ Rm`l

(2) pRmqpσRlq “ σR´mRl “ σRl´m

(3) pσRmqRl “ σRm`l

(4) pσRmqpσRlq “ σσRl´m “ Rl´m.
Pour (3d) Récoltons quelque faits.

— Nous venons de prouver que Rσ “ σR´1.
— Tout élément de G peut s’écrire soit sous la forme Rm soit sous la forme σRm

suivant que l’élément soit dans G` ou G´.
— Tout élément du groupe diédral Dn s’écrit soit sous la forme rm soit sous la forme

srm (proposition 19.94(2)).
L’application ϕ : GÑ Dn suivante est donc une bijection :

"
ϕpRmq “ rm (19.470a)
ϕpσRmq “ srm. (19.470b)

Il nous reste à prouver que c’est un morphisme. Cela se fait en utilisant la table de
multiplication du groupe diédral donnée dans la proposition 19.98 et celle du groupe G
que nous venons de faire.

Définition 19.165 (Groupe de symétrie d’une partie de Rn[313]).
Si Y est une partie de Rn, nous définissons le groupe des symétries de Y par

SympY q “ tf P IsompRnq tel que fpY q “ Y u. (19.471)

Nous définissons aussi le groupe des symétries propres de Y par

Sym`pY q “ tf P Isom`pRnq tel que fpY q “ Y u. (19.472)

Théorème 19.166 ([313]).
Soit Y Ă R2 tel que le groupe Sym`pY q soit fini d’ordre n. Alors c’est un groupe cyclique d’ordre
n.

Si Sym`pY q est fini, alors SympY q est soit cyclique 35 d’ordre n soit isomorphe au groupe
diédral 36 d’ordre 2n.

Démonstration. Nous savons déjà par la proposition 19.87 que Sym`pY q est isomorphe à un sous-
groupe H` d’ordre n de SOp2q. Vérifions que ce groupe est cyclique. Si n “ 1, c’est évident. Si
n ě 2 alors nous savons que H` est constitué de rotations d’angles dans r0, 2πr et vu que c’est un
ensemble fini, il possède une rotation d’angle minimal (à part zéro). Notons α0 cet angle.

35. Définition 2.11.
36. Définition 19.89.
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Nous montrons que H` est engendré par la rotation d’angle α0. Soit une rotation d’angle α.
Étant donné que α0 ă α nous pouvons effectuer la division euclidienne 37 de α par α0 et obtenir

α “ kα0 ` β (19.473)

avec β ă α0. Mézalors Rpβq “ RpαqRpα0q´k est également un élément du groupe. Cela contredit
la minimalité dès que β ‰ 0. Avoir β “ 0 revient à dire que α est un multiple de α0, ce qui signifie
que le groupe H` est cyclique engendré par α0.

Notons au passage que nous avons automatiquement α0 “ 2π
n parce qu’il faut Rpα0qn “ Id.

Nous avons prouvé que Sym`pY q est cyclique d’ordre n.
Nous étudions maintenant le groupe SympY q. Par la proposition 19.87 nous avons un homo-

morphisme injectif
φ : SympY q Ñ Op2q, (19.474)

et en posant H “ φ
`

SympY q˘ nous avons un isomorphisme de groupes φ : SympY q Ñ H. Nous
savons aussi que ce φ se restreint en

φ : Sym`pY q Ñ H` Ă SOp2q (19.475)

où H` “ φ
`

Sym`pY q˘ “ H X SOp2q. Le groupe H` est cyclique et est engendré par la rotation
Rp2π{nq.

Supposons un instant que H Ă SOp2q. Alors nous avons H “ H` et φ est un isomorphisme
entre SympY q et le groupe cyclique engendré par Rp2π{nq.

Nous supposons à présent que H n’est pas un sous-ensemble de SOp2q. Quelles sont les isomé-
tries de R2 qui ne sont pas de déterminant 1 ? Il faut regarder dans le théorème 19.163 quelles
sont les isométries contenant un nombre impair de réflexions. Ce sont les réflexions et les réflexions
glissées. Or il ne peut pas y avoir de réflexions glissées dans un groupe fini parce que si f est une
réflexion glissée, tous les fk sont différents.

Nous en déduisons que si H n’est pas inclus dans SOp2q, il contient une réflexion que nous
nommons σ. Nous allons en déduire que H » H` ˆAd C2 où C2 “ tId, σu. Si h P H nous pouvons
écrire

h “ phσεqσε (19.476)

pour n’importe quelle valeur de ε, et en particulier pour ε “ ˘1.
Si h P SOp2q alors nous écrivons h “ hε0 et si h R SOp2q nous écrivons h “ phσqσ. Vu que

hσ P SOp2q, cette dernière écriture est encore de la forme SOp2q ˆ C2. Quoi qu’il en soit tout
élément de H s’écrit comme un produit

H “ H`C2. (19.477)

Cette décomposition est unique parce que si h1c1 “ h2c2 alors h´1
2 h1 “ c2c

´1
1 , et comme h´1

2 h1 P
H` nous avons c2c

´1
1 P H` et donc c1 “ c2. Partant nous avons aussi h1 “ h2. Pour avoir le produit

semi-direct il faut encore montrer queAdpC2qH` Ă H`. Le seul cas à vérifier estAdpσqH` Ă H`.
Vu que les éléments de H` sont caractérisés par le fait d’avoir un déterminant positif, nous avons

AdpσqRpαq “ σRpαqσ´1 P H`. (19.478)

Remarque 19.167.
Tout ceci est cohérent avec le théorème de Burnside 11.262 parce que le sous-groupe fini de SOpnq
engendré par la rotation Rp2π{nq est un groupe d’exposant fini, à savoir que si h est dans ce
groupe, hn “ Id.

37. Théorème 3.6.
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19.10.14 Relations trigonométriques dans un triangle rectangle

Nous donnons maintenant quelque relations trigonométriques classiques dans un triangle rec-
tangle. Le théorème de Pythagore est déjà le théorème 11.27 ; nous nous concentrons ici sur les
angles.

Proposition 19.168.
Soient A,B, S P R2 des points distincts et non alignés formant un triangle rectangle en A :

pA´ Sq· pB ´Aq “ 0. (19.479)

En posant θ “ ASB
Ź

nous avons
cospθq “ }A´ S}

}B ´ S} (19.480)

et
sinpθq “ ˘}B ´A}}B ´ S} . (19.481)

Démonstration. Nous posons C “ A ´ S et D “ B ´ S. Vu que C ‰ 0, il existe une rotation Rα
telle que

" pRαCqx ą 0 (19.482a)
pRαCqy “ 0. (19.482b)

Nous posons X “ RαC et Y “ RαD.
Le triangle formé de O, X et Y est « posé » sur l’axe des abscisses et est rectangle en X, c’est

à dire
X · pY ´Xq “ 0. (19.483)

De ce fait, le point Y satisfait à Yx “ Xx. Et enfin, grâce aux propositions 19.158 et 19.159 nous
avons zASB “ {XOY .

Nous écrivons les relations qui définissent l’angle {XOY . Pour cela nous posons X 1 “ X{}X}
et Y 1 “ Y {}Y } et nous avons

#
cospθq “ X 1xY 1x (19.484a)
sinpθq “ X 1xY 1y . (19.484b)

Vu que X “ pXx, 0q nous avons X 1x “ 1. De plus

}Y } “ }RαpDq} “ }D} “ }B ´ S}. (19.485)

En substituant les valeurs dans (19.484),

cospθq “ Y 1x “
Yx
}Y } “

Xx

}B ´ S} “
}C}

}B ´ S} “
}A´ S}
}B ´ S} . (19.486)

Voila déjà une chose de prouvée.
Pour la seconde, nous avons sinpθq “ Y 1y . Selon le signe de Yy nous avons Yy “ ˘}Y ´X} et

donc
sinpθq “ Y 1y “

Yy
}Y } “

˘}Y ´X}
}Y } “ ˘}D ´ C}}Y } “ ˘}B ´A}}B ´ S} . (19.487)

Le signe sur la formule du sinus revient au fait que la définition de l’angle{AOB est de considérer
la rotation qui fait aller A vers B. Donc suivant la position relative de A, O et B, il se peut que
l’angle mesuré soit l’angle extérieur au triangle.

La proposition suivante est parfois prise comme définition de l’angle.
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Proposition 19.169.
Soient trois points non alignés A,S,B P R2. Nous avons

cos
`zASB

˘ “ pA´ Sq· pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (19.488)

Démonstration. Nous posons C “ A ´ S, D “ B ´ S, X “ C{}C} et Y “ D{}D}. Avec cela, la
définition 19.156 donne l’équation

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙ˆ
Xx

Xu

˙
“

ˆ
Yx
Yy

˙
(19.489)

que nous écrivons comme le système
"
Xc cospθq ´Xy sinpθq “ Yx (19.490a)
Xy cospθq `Xx sinpθq “ Yy. (19.490b)

Nous considérons maintenant cela comme un système pour
`

cospθq, sinpθq˘ :
ˆ
Xx ´Xy

Xy Xx

˙ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“

ˆ
Yx
Yy

˙
. (19.491)

Le déterminant de la dernière matrice est Xx ` X2
y “ }X}2 “ 1 parce que X est unitaire. Cette

matrice est donc inversible et son inverse est vite calculée. Nous avons
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“

ˆ
Xx Xy

´Xy Xx

˙ˆ
Yx
Yy

˙
. (19.492)

Cela donne ce que nous voulions :

cospθq “ X ·Y “ C ·D

}C}}D} “
pA´ Sq· pB ´ Sq
}A´ S}}C ´ S} . (19.493)

Remarque 19.170.
Prendre la formule (19.488) comme définition de l’angle zASB est cependant trompeur parce que
ça ne permet de définir les angles que sur une partie de r0, 2πr sur laquelle le cosinus est injectif.
Pour réellement définir tous les angles, il faut alors un peu bricoler.

Sans vouloir être méchant, je crois que ceux qui prennent ça pour définition d’angle sont ceux
qui donnent un cours sur le produit scalaire sans avoir l’intention de lier la définition d’une rotation
comme composée de réflexions aux matrices de SOp2q et aux fonctions trigonométriques.

19.10.15 Pavages du plan

Définition 19.171.
Une application affine f : Rn Ñ Rn est un déplacement lorsqu’elle est une isométrie de pRn, dq
qui préserve l’orientation 38.

Définition 19.172 ([234]).
Un pavage de R2 est une paire pG,Kq où G est un groupe de déplacements 39 de R2 et K un
compact de R2 d’intérieur non vide telle que
(1) G·K “ R2,
(2) Si g1, g2 P G satisfont g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ 0, alors g1 ·K “ g2 ·K.

Nous disons qu’un groupe de déplacements de R2 est un groupe de pavage de R2 si il existe un
compact K tel que la paire pG,Kq soit un pavage.

38. Définition 11.70.
39. Définition 19.171.
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En termes de notations,

G·K “
ď

gPG
gpKq “

ď

gPG

ď

kPK
gpkq. (19.494)

Lemme 19.173 ([1]).
Soient une bijection affine ϕ : R2 Ñ R2 ainsi qu’une droite d et un point A. Nous notons S la
partie de R2 située du côté de d contenant A.

Alors ϕpSq est la partie de R2 située du côté de ϕpdq contenant ϕpAq.
Démonstration. La droite d est donnée par une application affine f : R2 Ñ R et la définition

f “ tx P R2 tel que fpxq “ 0u. (19.495)

Nous supposons que fpAq ą 0 ; sinon, nous pouvons utiliser ´f au lieu de f . Donc

S “ tx P R2 tel que fpxq ą 0u. (19.496)

La partie ϕpSq est alors donnée par

ϕpSq “ tϕpxq tel que fpxq ą 0u. (19.497)

Comme ϕ est une bijection, cela s’écrit aussi bien

ϕpSq “ ty P R2 tel que f
`
ϕ´1pyq˘ ą 0u. (19.498)

De même
ϕpdq “ ts P R2 tel que f

`
ϕ´1psq˘ “ 0u. (19.499)

Donc les deux côtés de la droite ϕpdq sont donnés par le signe de f ˝ ϕ´1. Nous avons

pf ˝ ϕ´1q`ϕpAq˘ “ fpAq ą 0. (19.500)

Donc ϕpAq P ϕpSq.
Lemme 19.174.
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2q (19.501)
est un groupe de pavage du plan.

Démonstration. Il suffit de prendre le carré K “ r0, 1sˆr0, 1s. En appliquant les translations, nous
recouvrons tout le plan, sans intersections des intérieurs des carrés. Notons toutefois qu’il y a un
recouvrement des bords.

Lemme 19.175 ([1, 327]).
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2 , R0pπqq (19.502)
est un groupe de pavage du plan.

Démonstration. Le compact à considérer est K “ r0, 1
2 s ˆ r0, 1s. Le compact K et son image par

R0pπq sont représentés sur la figure 19.9.
En agissant sur K avec les translations verticales et horizontales, nous recouvrons des bandes

verticales de largeur 1{2. En agissant de même sur R0pπqpKq, nous recouvrons les autres bandes
verticales.

Donc G·K recouvre bien R2. Il serait cependant un peu présomptueux de croire en avoir fini.
Il faut vérifier la condition (2) de la définition 19.172 d’un pavage.

Supposons que g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ H. Cela signifie qu’il existe k1, k2 P IntpKq tels
que g1pk1q “ g2pk2q, ou encore que

pg´1
2 g1qk1 “ k2 P IntpKq. (19.503)
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Quel est la forme d’un élément général de G ? Le lemme 2.8 nous indique qu’un élément général
de G est un produit fini de τe1 , τe2 et R0pπq. Mais nous savons que si α est linéaire,

α ˝ τu “ ταpuq ˝ α. (19.504)

Dans notre cas, dans un produit général, nous pouvons déplacer tous les facteurs R0pπq à droite en
changeant des τei en τR0pπqei “ τ´ei . Les translations par contre commutent sans faire d’histoires.
Donc un élément général de G est de la forme

g “ τke1τ
l
e2R0pπqm (19.505)

Nous pouvons évidemment restreindre m à t0, 1u. Supposons k P IntpKq et gpkq P IntpKq. Nous
avons 0 ă kx ă 0.5. Si m “ 1, alors gpkqx P s´1{2, 0r et aucun τke1gpkqx ne pourra plus être entre
0 et 1{2. Donc m “ 0. À partir de là, pour avoir gpkq P IntpKq nous devons avoir également
k “ l “ 0. Donc g “ Id.

Deux éléments g1 et g2 vérifiant la condition (19.503) doivent donc vérifier g´1
2 g1 “ Id, et donc

g1 “ g2. Par conséquent g1 ·K “ g2 ·K.

´1 1
´1

1

Figure 19.9 – Le compact K et son image par R0pπq pour le lemme 19.175.

Lemme 19.176 ([1, 327]).
Le groupe

grpτe1 , τe2 , R0pπ{2qq (19.506)
est un groupe de pavage.

Démonstration. Le pavé à considérer est

K “ r´1
2 , 0s ˆ r0,

1
2 s. (19.507)

En lui appliquant trois fois la rotation R0pπ{2q, nous reconstituons le carré r´1
2 ,

1
2 s ˆ r´1

2 ,
1
2 s.

Ensuite, avec les translations, nous pavons tout le plan.
Pour la seconde condition, nous procédons comme dans la démonstration du lemme 19.175.

D’abord R0pπ{2qe1 “ e2 et R0pπ{2qe2 “ ´e1. Donc dans un produit général de τe1 , τe2 et R0pπ{2q
(et de leurs inverses), toutes les rotations peuvent être mises à droite ; nous avons donc un élément
général de G sous la forme

g “ τa ˝R0pπ{2qk (19.508)
avec a P Ze1 ` Ze2 et k P t0, 1, 2, 3u.

Vu que les translations se font par nombre entiers tandis que les différences de coordonnées entre
les R0pπ{2qkK sont demi-entiers, si k P IntpKq, alors aucun τa ne permet d’avoir pτa ˝ROpπ{2qqk P
IntpKq.

Bref, si pg´1
2 g2qk P K, alors encore une fois g´1

2 g1 “ Id.

Et c’est maintenant que les choses compliquées commencent.

Lemme 19.177.
Le groupe

gr
`
τe1 , τp´ 1

2 ,
?

3
2 q
, R0pπ{3q

˘
(19.509)

est un groupe de pavage.
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Démonstration. Ici le compact K est le triangle de sommets A “ p0, 0q, B “ p1
2 ,
?

3
6 q et C “ p1, 0q.

Plus précisément il s’agit de l’intersection des trois parties suivantes :
— le côté de la droite pABq où est C,
— le côté de la droite pACq où est B,
— le côté de la droite pBCq où est A.

Il est bon d’écrire ces trois conditions sous forme d’inéquations.
— La droite AB est donnée par l’équation fABpx, yq “ 0 pour fABpx, yq “ x ´ ?3y. Vu que

fABpCq “ 1, la première inéquation pour K est

x´?3y ě 0. (19.510)

— Pour la droite pBCq nous avons fBCpx, yq “ ´x´
?

3y ` 1 et fBCpAq “ 1. Donc la seconde
inéquation pour K est

´ x´?3y ` 1 ě 0 (19.511)

— La droite AC est donnée par l’application fACpx, yq “ y. Vu que fACpBq “
?

3{6 nous avons
la troisième inéquation pour K :

y ě 0. (19.512)

En résumé, la définition de K est le système
$
’&
’%

x´?3y ě 0 (19.513a)
´x´?3y ` 1 ě 0 (19.513b)
y ě 0. (19.513c)

La figure 19.10(a) nous montre ce triangle et l’action des puissances de R0pπ{3q sur lui. Pour
votre lanterne, la matrice de cette rotation est

R0pπ{3q “
ˆ

1{2 ´?3{2?
3{2 1{2

˙
. (19.514)

La figure 19.10(c) vous montre une partie de ce pavage dans toute sa splendeur.
Vu que les translations sont u1 “ e1 et u2 “ p1

2 ,
?

3
2 q, il est suffisant de montrer que notre

pavage pave réellement le parallélogramme construit sur ces deux vecteurs. Nous vous avons très
obligeamment dessiné ce parallélogramme pavé sur la figure 19.10(b).

Pour montrer que les triangles dessinés pavent effectivement le parallélogramme, nous allons
faire une exhaustion de cas. Soit px, yq dans le parallélogramme.

Nous commençons par couper le parallélogramme en deux parties suivant la diagonale allant de
u1 à u2. Dans la vie mon p’ti gars, il y a deux types de points : ceux qui vérifient x` 1?

3y´ 1 ď 0
et les autres.
Si x` y{?3´ 1 ď 0 Ceci est le côté de p0, 0q. Nous subdivisons suivant la petite barre verticale

(suivez le dessin), c’est à dire suivant les deux cas : x ě 1
2 et x ď 1

2 .
Si x ď 1

2 Enfin nous coupons avec la droite diagonale partant de p0, 0q, c’est à dire selon que
x´?3y ď 0 ou x´?3y ě 0.
Si x´?3y ď 0 Les points dont nous parlons sont les px, yq P R2 vérifiant

$
’’’’&
’’’’%

x` 1?
3
y ´ 1 ď 0 (19.515a)

x ď 1
2 (19.515b)

x´?3y ď 0. (19.515c)

En suivant le dessin, vous remarquerez que l’élément de G à considérer est

g “ τe1 ˝ τp´ 1
2 ,
?

3
2 q
˝R0pπ{3q4. (19.516)
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Nous avons

gpAq “ `1
2 ,
?

3
2
˘

(19.517a)

gpBq “ `1
2 ,
?

3
6
˘

(19.517b)

gpCq “ p0, 0q. (19.517c)

Ce que les équations (19.515) décrivent est l’intersection des trois parties suivan-
teas 40 :
— le côté de la droite

`
gpAqgpBq˘ contenant gpCq,

— le côté de la droite
`
gpAqgpCq˘ contenant gpBq,

— le côté de la droite
`
gpBqgpCq˘ contenant gpAq,

Le lemme 19.173 nous permet de d’exprimer ces trois parties en termes de K :
— l’image par g du côté de la droite pABq content C,
— l’image par g du côté de la droite pACq content B,
— l’image par g du côté de la droite pBCq content A,
Comme g est une bijection, l’intersection des images par g et l’image par g de
l’intersection. Bref, les équations (19.517) décrivent l’image par g de K.
Cette partie est donc pavée par pG,Kq.

Si x´?3y ě 0 hop.
Si x ě 1

2 hop.

Si x` y{?3´ 1 ě 0 hop.

Les cas listés se traitement surement de la même façon. Nous tenons pour prouvé que pG,Kq est
bien surjectif sur R2.

Nous devons encore montrer la condition (2) de la définition 19.172. Commençons par déter-
miner la forme générale d’un élément de G sous la forme τa ˝ r0 où r0 est une application linéaire.
Le lemme 2.8 nous indique qu’un élément général de G “ grpτe1 , τp 1

2 ,
?

3
2 q
, R0pπ{3qq est un produit

arbitraire (mais fini) de τe1 , τp 1
2 ,
?

3
2 q

et de R0pπ{3q et de leurs inverses.
Comme toujours nous avons α ˝ τv “ ταpvq ˝ α. Donc nous pouvons passer toutes les rotations

R0pπ{3q et R0pπ{3q´1 à droite du produit quitte à produire des translations des formes suivantes :

R0pπ{3qke1 (19.518a)

R0pπ{3qk
`1

2 ,
?

3
2
˘

(19.518b)

R0pπ{3q´ke1 (19.518c)

R0pπ{3q´k
`1

2 ,
?

3
2
˘
. (19.518d)

En utilisant la matrice (19.514) nous trouvons assez vite que

R0pπ{3qe1 “
ˆ

1{2?
3{2

˙
(19.519a)

R0pπ{3q2e1 “
ˆ´1{2?

3{2
˙

(19.519b)

R0pπ{3q3e1 “ ´e1. (19.519c)

40. Personnellement, je n’ai pas vérifié, mais ça m’étonnerait que ce soit faux. Vérifiez et écrivez-moi.
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Les applications suivantes deR0pπ{3q ne donnent rien de nouveau, si ce n’est le signe. Les puissances
de R0pπ{3q appliquées à

`1
2 ,
?

3
2
˘
sont déjà parmi celles listées en (19.519). Quant aux inverses,

R0pπ{3q´1 “ R0pπ{3q5 ; donc rien de nouveau non plus.
Un élément général de G est donc dans

τv ˝R0pπ{3qk (19.520)

avec v dans

Ze1 ` Z
˜

1{2?
3

2

¸
` Z

˜
´1{2?

3
2

¸
. (19.521)

Remarquons que ˆ´1{2?
3{2

˙
“ ´e1 `

ˆ
1{2?
3{2

˙
. (19.522)

Donc un élément général de G est

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,
?

3
2 q
˝R0pπ{3qm. (19.523)

Nous pouvons maintenant prouver notre point. Pour cela nous allons successivement considérer
les 5 rotations de K présentées dans la sous-figure 19.10(a). Pour chacune nous allons montrer
qu’aucune translation ne permet d’obtenir une intersection avec K.

Nous allons en faire un seul en détail.
Pour L “ R0pπ{3qK
Pour L “ R0pπ{3q2K Nous allons prouver que si px, yq P IntpLq, alors

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,
?

3
2 q
px, yq (19.524)

ne peut pas être dans IntpKq. Pour la simplicité des notations nous notons r “ R0pπ{3q2 ;
nous avons

r “
ˆ´1{2 ´?3{2?

3{2 ´1{2
˙
. (19.525)

Nous considérons g “ τke1 ˝ τp´ 1
2 ,
?

3
2 q
˝ r. Un calcul nous donne l’image de px, yq par g :

gpx, yq “ τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,
?

3
2 q

˜
´1

2x´
?

3
2 y

´
?

3
2 x´ 1

2y

¸
“

˜
´1

2x´
?

3
2 y ` k ´ 1

2 l?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l

¸
. (19.526)

Nous considérons px, yq P IntpKq tel que gpx, yq P IntpKq, et nous allons trouver une contra-
diction. Le fait que px, yq P IntpKq signifie que px, yq satisfait les inéquations (19.513) mais
avec des inégalités strictes. Le fait que gpx, yq P IntpKq nous donne trois inéquations de plus.
Assez rapide calcul :

fAB
`
gpx, yq˘ “ ´2x` k ´ 2l, (19.527a)

fBC
`
gpx, yq˘ “ ´x´?3y ´ k ´ l ` 1, (19.527b)

fAC
`
gpx, yq˘ “

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l. (19.527c)

Au final, notre point px, yq doit satisfaire le système suivant :
$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

x´?3y ą 0 (19.528a)
´x´?3y ` 1 ą 0 (19.528b)
y ą 0 (19.528c)
´2x` k ´ 2l ą 0 (19.528d)
´x´?3y ´ k ´ l ` 1 ą 0 (19.528e)?

3
2 x´ 1

2y `
?

3
2 l ą 0. (19.528f)
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Les inéquations 19.528c et 19.528a donnent déjà x ą 0. De même avec 19.528b nous trouvons
x ă 1. Voila déjà x P s0, 1r qui est directement visible sur le dessin du triangle K.
Vu que x ą 0, l’inéquation (19.528d) donne

k ´ 2l ą ´2x` k ´ 2l ą 0. (19.529)

Donc k ´ 2l ą 0.
Vu que x ă 1 et y ą 0, l’inéquation (19.528f) donne

?
3

2 `
?

3
2 l ą

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l ą 0. (19.530)

Donc
?

3
2 p1` lq ą 0. Comme l est entier, cela donne l ě 0.

Enfin de (19.528e) nous tirons

´ k ` 1 ą ´x´?3y ´ k ´ l ` 1 ą 0, (19.531)

Ce qui donne k ă 1 et donc k ď 0.
En résumé nous avons trouvé trois inéquations pour k et l :

$
’&
’%

k ď 0 (19.532a)
l ě 0 (19.532b)
k ´ 2l ą 0. (19.532c)

Ce système est impossible.
Il n’existe donc pas de translations qui, appliquée à IntpLq, donne une intersection avec
IntpKq.

Pour L “ R0pπ{3q3K hop.

Pour L “ R0pπ{3q4K hop.

Pour L “ R0pπ{3q5K hop.
Voila. J’espère que toutes les idées sont en place, et que les parties manquantes sont seulement des
vérifications qui se font mécaniquement de la même manière 41.

Lemme 19.178.
Le groupe

gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q
, R0pπ{3

˘q (19.533)

est un groupe de pavage.

D’après [327], la démonstration du lemme 19.178 demande d’utiliser le losange de sommets
p0, 0q, p1, 0q, p1

2 ,
?

3
6 q et p1

2 ,´
?

3
6 q 42.

Lemme 19.179 ([1]).
Soient u1, u2 P R2 non colinéaires, ainsi que α, β P r0, 1s. Nous considérons v “ αu1 ` βu2.

Nous supposons pour fixer les idées que }u1} ě }u2}. Alors

mint}v}, }u1 ` u2 ´ v}u ď }u1}. (19.534)

Autrement dit, tout point intérieur d’un parallélogramme est plus proche d’un angle que la longueur
du plus long côté.

41. Je n’ai pas vérifié. Faites-le et écrivez-moi pour me dire ce qui en est.
42. Je n’ai pas vérifié, mais à mon avis une preuve doit prendre les mêmes idées que celles du lemme 19.177.
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´1 1
´1

1

(a) Le compact K est ses ro-
tations.

1

1

(b) Une maille du réseau des
translations de G.

´6 ´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´3

´2

´1

1

2

3

(c) Une partie du pavage complet.

Figure 19.10 – Illustrations pour le pavage du lemme 19.177.

Démonstration. Les points αu1 ` βu2 (α, β P r0, 1s) se divisent en deux parties : ceux avec 0 ď
α` β ď 1 et ceux avec 1 ď α` β ď 2.

Si α` β ď 1 alors

}αu1 ` βu2} ă }αu1} ` β}u2} “ α}u1} ` β}u2} ď pα` βq}u1} ď }u1}. (19.535)

L’inégalité est stricte parce que u1 et u2 ne sont pas colinéaires.
Si au contraire α` β ě 1 nous avons

}u1 ` u2 ´ αu1 ´ βu2} ă }p1´ αqu1} ` }p1´ βqu2} ă p2´ α´ βq}u1} ď }u1}. (19.536)

Lemme 19.180.
Soient un ensemble E, et deux bijections r, s : E Ñ E ayant chacune un unique point fixe. Si elles
commutent, alors leurs points fixes sont égaux.

Démonstration. Nous nommons a le point fixe de r et b celui de s. Pour tout x P E nous avons
prsqpxq “ psrqpxq. En particulier pour x “ s´1paq. D’une part

prsqpxq “ rpaq “ a. (19.537)

Et d’autre part,
psrqpaq “ psrs´1qpaq (19.538)

Si nous imposons psrs´1qpaq “ a, nous avons, en appliquant s´1 est deux côtés : prs´1qpaq “ s´1paq.
Cela prouve que s´1paq est un point fixe de r. Donc s´1paq “ a.

Nous en déduisons que a est un point fixe de s et donc que a “ b.
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Lemme 19.181.
Soit un sous groupe fini T de pR2,`q tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 dans T .

Alors si u1 et u2 sont les plus petits éléments en norme de T , nous avons

T “ Zu1 ` Zu2. (19.539)

Démonstration. Nous décomposons en plusieurs parties.

R`v X T “ Nvm Soit v P T . L’ensemble tλ P R` tel que λv P T u a un minimum parce que tous
les éléments de T sont en norme plus grands que δ ą 0. Soit λm ce minimum et vm “ λmv.
Nous prétendons à présent queR`vXT “ Nvm. Nous ne faisons d’ailleurs pas que prétendre ;
nous prouvons. En effet, doit λv P T . Nous devons prouver que λ “ lλm pour un certain
l P N. Soit k P N tel que k ď λ ă k ` 1.
Nous avons

pk ` 1qλm ´ λ ď pk ` 1qλm ´ kλm “ λm. (19.540)

Vu que T est un groupe pour l’addition, les faits que λmv P T et que λv P T impliquent que`pk ` 1qλm ´ λ
˘
v P T . Mais

|`pk ` 1qλm ´ λ
˘
v| ď λm. (19.541)

Vu la propriété de minimalité de λm nous avons forcément

pk ` 1qλm ´ λ “ λm. (19.542)

Cela prouve que λ “ kλm.
Jusqu’ici nous avons prouvé que

R`v X T “ Nvm (19.543)

pour un certain multiple vm de v.
}u1} ď }v} pour tout v Nous montrons à présent qu’il existe u1 P T tel que }u1} ď }v} pour tout

v P T . Si tel n’était pas le cas, il existerait une suite vk P T telle que }vk`1} ă }vk}. Toute
cette suite serait contenue dans le couronne (compacte) de rayons δ et }u1}. Quitte à prendre
une sous-suite, nous pouvons supposer que pvkq converge 43. Cette suite serait de Cauchy et
pour tout ε (en particulier ε ă δ), il existeraient p, q tels que }vp ´ vq} ă ε. Vu que T est un
groupe pour l’addition, nous aurions vp ´ vq P T avec }vp ´ vq} ă ε ď δ.

Première pause Si T est engendré seulement par u1, nous avons fini. Autrement dit, si tout T
est dans un sous-espace de dimension 1 de R2 nous avons terminé.
Dans la suite, nous supposons donc que T n’est pas contenu dans un sous-espace de dimension
1.

T “ Zu1 ` Zu2 Soient u1 et u2 les deux plus petits éléments de T en norme (peut-être ex-aequo).
Ces deux éléments ne sont pas colinéaires, sinon leur différence serait plus petite.
Soit v P T . Vu que tu1, u2u est une base de R2, il existe α, β P R tels que

v “ αu1 ` βu2. (19.544)

Notre but est à présent de prouver que α, β P Z.
Si ce n’était pas le cas, une simple translation nous mènerait dans les circonstances du lemme
19.179. Nous aurions alors que soit }v} soit }u1 ` u2 ´ v} serait strictement plus petit que le
plus grand entre }u1} et }u2}. Cela contredirait le fait que }u1} et }u2} étaient les deux plus
petits.

43. Proposition 8.19.
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Proposition 19.182 ([1]).
Si G est un groupe de pavage 44 de R2 et si f : R2 Ñ R2 est une isométrie affine, alors le groupe

G1 “ f ˝G ˝ f´1 “ tf ˝ g ˝ f´1 tel que g P Gu (19.545)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Soit un compact K tel que pG,Kq soit un pavage. Nous notons K 1 “ fpKq. Nous
devons prouver deux choses :
— f ˝G ˝ f´1 est un groupe de déplacements ;
— pG1,K 1q est un pavage.
Ceci fait trois éléments à prouver.

G1 est constitué de déplacements Les éléments de G sont des isométries, ainsi que f et f´1.
Donc les éléments de G1 sont des isométries.
Soit g P G. Vu que g est affine, il existe une décomposition g “ τv ˝ g0 où g0 est linéaire. De
même f “ τw ˝ f0. Les règles du produit et de l’inverse de la proposition 10.56(2)(3) nous
indiquent que la partie linéaire de fgf´1 est f0g0f

´1
0 .

En ce qui concerne le déterminant de f0g0f
´1
0 , c’est la proposition 11.52 qui nous indique

que

detpf0g0f
´1
0 q “ detpf0q detpg0q detpf´1

0 q “ detpf0qdetpg0qdetpf0q´1 “ detpg0q “ 1.
(19.546)

G1·K 1 “ R2 Vu que f est affine, K 1 est encore compact 45 Nous avons :

pf ˝G ˝ f´1q`fpKq˘ “
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ g ˝ f´1q`αpkq˘ (19.547a)

“
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ gqpkq (19.547b)

“
ď

gPG
f
` ď

kPK
gpkq˘ (19.547c)

“
ď

gPG
pf ˝ gqpKq (19.547d)

“ f
` ď

gPG
gpKq˘ (19.547e)

“ f
`
G·K

˘
(19.547f)

“ R2. (19.547g)

Pour la dernière égalité, nous avons utilisé le fait que f est bijective et que G·K “ R2.
L’autre condition Deux éléments de G1 s’écrivent fg1f´1 et fg2f´1. Nous les supposons tels

que
pfg1f

´1q· IntpK 1q X pfg2f
´1q· IntpK 1q ‰ H. (19.548)

Nous avons :

pfg1f
´1q· IntpK 1q X pfg2f

´1q· IntpK 1q “ f
`
g1 · IntpKq˘X f`g2 · IntpKq˘ (19.549a)

“ f
`
g1 · IntpKq X g2 · IntpKqloooooooooooooooomoooooooooooooooon

‰H

˘
(19.549b)

‰ H. (19.549c)

Justifications :
44. Définition 19.172.
45. Il suffit de prouver que fpKq est fermé et borné par le théorème de Borel-Lebesgue 8.9.
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— Égalité (19.549a) parce qu’un peu de topologie nous enseigne que f´1` IntpK 1q˘ “
Int

`
f´1pK 1q˘ “ IntpKq parce que f est affine.

— Égalité (19.549b) parce que, f étant bijective, fpAq X fpBq “ fpAXBq ;

Théorème 19.183 ([234, 327]).
Nous notons τv la translation de vecteur v, rA,θ la rotation de centre A et d’angle θ ainsi que
τi “ τei.

Un groupe G est un groupe de pavage de R2 si et seulement si il existe une bijection affine
f : R2 Ñ R2 telle que f ˝G ˝ f´1 est un groupe de la liste suivante :
(1) gr

`
τ1, τ2q

(2) gr
`
τ1, τ2, R0pπq

˘

(3) gr
`
τ1, τp 1

2 ,
?

3
2 q
, R0p2π{3q

˘

(4) gr
`
τ1, τ2, R0pπ{2q

˘

(5) gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q
, R0pπ{3

˘q.

Démonstration. Les lemmes 19.174, 19.175, 19.176, 19.177, et 19.178 montrent que les groupes
listés sont des groupes de pavage. La proposition 19.182 nous montre alors que si H “ fGf´1 est
dans la liste, alors G est un groupe de pavage. Il nous reste à montrer que si G est un groupe de
pavage, alors il existe une application affine α telle que αGα´1 est un groupe de la liste.

Soit pG,Kq un pavage de R2. Nous notons T l’ensemble des translations dans G, plus précisé-
ment,

T “ tv P R2 tel que τv P Gu. (19.550)

Une borne pour T Nous prouvons qu’il existe δ ą 0 tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 P T . En
effet, soit m P IntpKq ainsi que r tel que Bpm, rq Ă IntpKq. Alors si v P T est tel que }v} ă r
nous avons τvpmq P IntpKq, ce qui donnerait

m P τv
`

IntpKq˘X IntpKq (19.551)

par hypothèse, cette intersection est non vide seulement si v “ 0.
Donc il existe δ tel que }v} ě δ pour tout v P T .

Utilisation du lemme La partie T est donc dans la position du lemme 19.181 et nous avons

T “ Zu1 ` Zu2 (19.552)

pour les vecteurs u1 et u2 les plus petits en norme de T .
En réalité, il se peut que T soit plus petit que ça, parce que G peut par exemple ne contenir
aucune translations. Nous avons trois possibilités :
— T “ t0u,
— T “ Zu pour un certain u ‰ 0 dans R2,
— T “ Zu1 ` Zu2 pour certains u1, u2 P R2zt0u.

Translation Si r, s P G, alors l’élément rsr´1s´1 est une translation. En effet, vu que les éléments
de G sont des déplacements, ce sont des applications affines et donc il existe des applications
linéaires Ar, As et des translations τr, τs telles que r “ Ar ˝ τr et s “ As ˝ τs. Le lemme 10.56
nous donne les inverses. Nous avons

rsr´1s´1 “ pAr ˝ τrqpAs ˝ τsqpA´1
r ˝ τ´ArvrqpA´1

s ˝ τ´Asvsq. (19.553)

La partie linéaire de cela est
Ar ˝As ˝A´1

r ˝A´1
s . (19.554)
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C’est donc une composée de rotations centrées en p0, 0q. Mais ces rotations forment un groupe
abélien (proposition 19.128). Donc nous pouvons écrire

Ar ˝As ˝A´1
r ˝A´1

s “ Ar ˝A´1
r ˝As ˝A´1

s “ Id . (19.555)

Tout ceci pour dire que dès que r, s P G, l’élément rsr´1s´1 est une translation.
Les parties linéaires[1] Nous savons de l’exemple 10.13 que les éléments de G s’écrivent sous la

forme f “ τv ˝ α où v P R2 et α : R2 Ñ R2 est linéaire.
De plus, f étant une isométrie de pR2, dq, l’application α est une isométrie de pR2, }.}q. Vu
que α est une isométrie, detpαq “ ˘1. Mais les déplacement conservent l’orientation ; donc
α doit conserver l’orientation, et la proposition 11.69 nous dit que detpαq ą 0. Donc

detpαq “ 1. (19.556)

Le théorème 19.83 dit que α est la composition d’un nombre pair de réflexions. Mais comme
il y en a au plus trois (théorème 19.161), l’application α est composée de zéro ou deux
réflexions.
Donc les parties linéaires des éléments de G sont des rotations.

Les autres Les parties linéaires des éléments de G sont des rotations. Mais les éléments de G
eux-mêmes ne sont pas tellement mystérieux. Vu que ce sont des isométries de pR2, dq, elles
sont composées de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
Mais ce sont des déplacement, donc ils préservent l’orientation et le théorème 19.83 dit qu’ils
sont des composées de zéro ou deux réflexions (nombre pair). Ce sont donc des rotations.

Hein ? Les éléments linéaires de G sont des rotations. Et les autres aussi ? Les linéaires sont des
rotations autour de p0, 0q ; les autres sont des rotations autour de points autres que p0, 0q.
C’est pourquoi dans la suite, nous préciserons « rotation linéaire » pour une rotation autour
de p0, 0q et nous dirons « rotation » pour une rotation en général. Dans le contexte affine, il
faut toujours faire attention à ça : une rotation peut très bien n’être pas linéaire 46.

Les rotations linéaires stabilisent T Nous prouvons maintenant que les rotations linéaires de
G stabilisent T , c’est à dire que si v P T et si α est une rotation linéaire de G, alors αpvq P T .
La transformation ατvα´1 est dans G. Mais pour tout x P R2 nous avons

pατvα´1qpxq “ α
`
α´1pxq ` v˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (19.557)

Donc ατα´1 “ ταpvq et αpvq P T .
Exclusion de T “ t0u Le fait que T “ t0u ne signifie pas que tous les éléments de G sont des

rotations ; il peut encore y avoir des composées de rotations et de translations A ˝ τ . Cela
étant dit, si T “ t0u, il n’en reste pas moins que rsr´1s´1 est une translation, c’est à dire
est égal à Id. Mais rsr´1s´1 “ e implique rs “ sr.
Donc G est abélien. Les éléments de G sont donc des rotations qui commutent deux à deux.
Vu qu’une rotation a son centre comme unique point fixe, le lemme 19.180 nous dit que
toutes le éléments de G sont des rotations de même centre.
Soit c le centre commun de tous les éléments de G. Vu que K est compact dans R2, il existe
r ą 0 tel que K Ă Bpc, rq. Vu que G stabilise toutes les boules centrées en c, nous avons

G·K Ă Bpc, rq. (19.558)

Donc nous n’avons pas un recouvrement de R2. Le cas T “ t0u est exclu.
Exclusion de T “ Zu Nous supposons à présent que T “ Zu pour un certain u P R2.

46. Lorsque, ailleurs dans le Frido, nous disons « rotation », souvent nous pensons « rotation linéaire ». Gardez
cependant à l’esprit qu’une rotation peut très bien être centrée ailleurs qu’en l’origine, et soyez toujours capable de
préciser le cas échéant.
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r0 “ ˘ Id Nous savons que tous les éléments de G sont des rotations ; soit un élément r de G.
La proposition 19.127(3) nous indique qu’il existe un point a P R2 ainsi qu’une rotation
linéaire r0 telle que r “ τ´1

a r0τa. Nous allons prouver que r0 est ˘ Id. D’abord,

rτur
´1 “ τ´1

a r0τaτuτ
´1
a r´1

0 τa “ τ´1
a r0τur

´1
0 τa. (19.559)

Ensuite, nous appliquons cela à x P R2 :

pτ´1
a r0τur

´1
0 τaqpxq “ pτ´1

a r0τuq
`
r´1

0 px` aq˘ (19.560a)
“ pτ´1

a r0q
`
r´1

0 px` aq ` u˘ (19.560b)
“ τ´1

a

`
x` a` r0puq

˘
(19.560c)

“ x` r0puq. (19.560d)

Donc r ˝ τu ˝ r´1 “ τr0puq, ce qui prouve que r0puq P T . Vu que }r0puq} “ }u} nous avons
forcément r0puq “ ˘u.
Si r0puq “ u, alors r0 “ Id (parce que r0 est une rotation fixant plus que un seul point).
Dans ce cas, r “ Id.
Si au contraire r0puq “ ´u, alors r0 “ ´ Id.

Forme générale Donc si r est un élément non trivial de G nous avons r “ τ´1
a ˝ p´ Idq ˝ τa,

et alors
`
τ´1
a ˝ p´ Idq ˝ τa

˘pxq “ τ´1
a p´ Idqpx` aq “ τ´1

a p´x´ aq “ ´x´ 2a. (19.561)

Donc pour tout r P G, il existe a P R2 tel que

rpxq “ ´x´ 2a. (19.562)

Pour information, le centre de cette rotation est ´a (c’est le seul point fixe).
Les centres sont alignés Soit r une rotation de centre ´a et s de centre ´b. Alors

prsqpxq “ rp´x´ 2bq “ x` 2b´ 2a “ x` 2pb´ aq. (19.563)

Donc rs “ τ2pb´aq.
Cela prouve que 2pb´ aq P Zu.

Une bande Soit la droite D “ Ru. Nous considérons la bande

Br “ tx P R2 tel que dpx,Dq ă ru. (19.564)

Une inclusion Nous prouvons à présent que pour tout r, nous avons

G·Br Ă Br. (19.565)

Nous savons qu’un élément général de G est une rotation centrée en un point de D, et
que l’action d’une telle rotation est donnée par (19.562). Nous avons

d
`
rpxq, D˘ “ dpx` 2a,Dq (19.566a)

“ d
`
τ´1

2a px` 2aq, τ´1
2a pDq

˘
(19.566b)

“ dpx,Dq. (19.566c)

Justifications :
— Pour (19.566a), nous avons D “ ´D et dpx, yq “ dp´x,´yq.
— Pour (19.566b), invariance par translation de la distance dans R2.
— Pour (19.566c), les éléments de D sont les multiples de a ; donc cette droite est

invariante par cette translation.
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Bref, si dpx,Dq “ d
`
rpxq, D˘

. Donc pour tout r ą 0 47 et pour tout g P G, si x P Br,
alors gpxq P Br.

Exclusion Vu que K est compact et que la fonction x ÞÑ dpx,Dq est continue, il existe r ą 0
tel que K Ă Br. Avec ça, G·K Ă G·Br Ă Br. Donc G·K ne recouvre par tout R2

et G n’est pas un groupe de pavage.

Et nous voila avec seulement T “ Zu1 ` Zu2 en lice.

Pause : quelque parties de G à ne pas confondre Il y a plusieurs parties de G qu’il convient
de ne pas confondre. Je vous laisse méditer quelque temps sur la liste suivante :
(1) G est le groupe que nous cherchons à déterminer ;
(2) T est le groupe des translations de G ;
(3) le groupe des rotations linéaires dans G ;
(4) l’ensemble des τ´1

A ˝ r ˝ τA où r est une rotation de G centrée en A.
(5) L est l’ensemble des parties linéaires des éléments de G.
En particulier les deux derniers ne sont pas les mêmes.
Dans le cas (4), il s’agit de dire que r est une rotation centrée en A P R2 et écrire r “
τA ˝ r0 ˝ τ´1

A (proposition 19.127(3)) et considérer r0. Dans ce cas, r0 est une rotation, mais
elle n’est pas ce que nous appelons la « partie linéaire » de r. Il n’y a pas de garanties que
cela forme un groupe.
Si r est une rotation dans G, dans le cas (5) il s’agit de décomposer r “ τv ˝ α (lemme 10.9)
et considérer α. Dans ce cas, α est linéaire, mais il n’y a pas de garanties que α soit une
rotation.

L est un groupe En trois conditions.
— Si α, β P L, il existe v, w P R2 tels que τv ˝α P G et τw ˝β P G. La loi de produit 10.56(2)

dit que τv ˝α ˝ τw ˝ β “ ταpwq`v ˝αβ. Donc αβ est la partie liénaire d’un élément de G.
— De la même façon, en utilisant l’inverse 10.56(3), pτv ˝αq´1 “ τ´α´1pvq ˝α´1. Donc α´1

est la partie linéaire d’un élément de G.
— Et enfin Id “ τ0 ˝ Id. Donc l’identité est dans L.

Ok pour que L soit un groupe.
Précision L’ensemble L est un groupe certes. Mais rien ne dit que L soit un sous-groupe de G.
L préserve le réseau Soit α P L. Il existe v P R2 tel que g “ τv ˝ α P G. Soit u P T . Nous allons

montrer que αpuq P T . Vu que g et τu sont dans G, l’élément gτug´1 est également dans G.
Nous l’appliqons à x P R2 :

pτvατuα´1τ´1
v qpxq “ pτvατuα´1qα´1px´ vq (19.567a)

“ pτvαq
`
α´1px´ vq ` u˘ (19.567b)

“ τv
`
x´ v ` αpuq˘ (19.567c)

“ x` αpuq (19.567d)
“ ταpuqpxq. (19.567e)

Donc gτug´1 “ ταpuq P G.
Question de trace Soit α P L ; dans la base tu1, u2u la matrice de α est

ˆ
a b
c d

˙
(19.568)

47. Remarquez la notation malheureuse pour r qui est maintenant une distance alors que trois mots plus tôt,
c’était un élément de G.
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avec a, b, c, d P Z. La trace de cette matrice est a` d P Z. Dans la base canonique de R2 par
contre la proposition 19.138 nous dit qu’il existe θ P r0, 2πr tel que la matrice de α soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (19.569)

La trace est 2 cospθq. La trace est invariante par changement de base 48, donc 2 cospθq “
a` d P Z. Les possibilités pour cospθq sont donc ´1, ´1{2, 0, 1{2 et 1.

Les angles possibles Nous savons que cospπ2 q “ 0 et cospπ{3q “ 1{2 (proposition 19.32(6) et
lemme 19.35). La proposition 19.68 nous dit alors que, dans notre cas, les valeurs possibles
pour θ dans r0, 2πr sont

t0, π3 ,
π

2 ,
2π
3 , π,

4π
3 ,

3π
2 ,

5π
3 u. (19.570)

Donc les rotations possibles dans L sont les rotations de ces angles.
Nous devons trouver quels sont les groupes qui peuvent être formés seulement avec ces
éléments.

Quelque combinaisons impossibles Vu que L est un groupe, il y a des combinaisons impos-
sibles. Par exemple si R0pπ{3q et R0pπ{2q sont dans L, alors la composée 49 R0pπ{2qR0pπ{3q “
R0p5π{6q est également dans L. Mais comme 5π{6 n’est pas dans la liste (19.570), R0p5π{6q
n’est pas dans L.
En raisonnant de la sorte, nous voyons que si R0pπ{2q P L, alors L “ gr

`
R0pπ{2q

˘
.

La liste Plus généralement, les possibilités pour L sont
— tIdu
— gr

`
R0pπ{2q

˘

— gr
`
R0pπ{3q

˘

— gr
`
R0pπq

˘

— gr
`
R0p2π{3q

˘

Une justification plus courte pour cette liste est d’invoquer le théorème 19.164(2) qui dit
que L étant un sous-groupe fini des isométries de pR2, dq, il est cyclique et donc monogène.
Notons pour cela que gr

`
R0p4π{3q

˘ “ gr
`
R0p2π{3q

˘
parce que R0p4π{3q “ R0p2π{3q´1. De

la même manière R0p3π{2q “ R0pπ{2q´1 et R0p5π{3q “ R0pπ{3q´1.
Le cas un peu générique Nous supposons que L “ gr

`
R0pθq

˘
pour un certain θ. Nous allons

voir qu’à part dans les cas θ “ 0 et θ “ π, il est possible de trouver une application affine α
telle que le groupe αGα´1 est alors dans la liste.
Nous considérons un élément de G de la forme τv0 ˝ R0pθq. Pour être bien clair, il n’est
absolument pas garanti que v0 soit dans T . Nous allons chercher un élément w0 P R2 tel
que le groupe de pavage 50 G1 “ τw0Gτ

´1
w0 contienne R0pθq. Le groupe G1 contient l’élément

g “ τw0τv0R0pθqτ´1
w0 ; nous l’appliquons à x P R2 :

gpxq “ R0pθqx´R0pθqw0 ` w0 ` v0. (19.571)

Nous avons gpxq “ R0pθqx lorsque

w0 “
`
R0pθq ´ 1

˘´1
v0. (19.572)

Voila pourquoi le cas θ “ 0 sera traité à part : dans le cas θ “ 0, l’opérateur R0pθq ´ 1 n’est
pas inversible. Dans les autres cas, nous avons un groupe G1 “ τw0Gτ

´1
w0 qui contient R0pθq.

Vu qu’un élément général de G est de la forme τv ˝R0pθqk, un élément général de G1 est de
la forme

τw0 ˝ τv ˝R0pθqk ˝ τw0 “ τw0`v´R0pθqkw ˝R0pθqk. (19.573)

48. Proposition 11.209.
49. Proposition 19.139 pour l’addition des angles.
50. Proposition 19.182.



1254 CHAPITRE 19. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Donc tous les éléments de G1 sont encore de la forme

τv ˝R0pθqk. (19.574)

Mais dans G1 nous avons une information capitale : R0pθqk lui-même est dans G. Donc si
τv ˝R0pθqk P G1, alors τv P G1.
Vu que G1 est encore un groupe de pavage, tout ce qui a été dit précédemment tient et le
groupe des translations dans G1 est un réseau T 1 “ Zu1 ` Zu2 où u1 et u2 peuvent être
choisis arbitrairement parmi les deux plus petits vecteurs non colinéaires de T .
Tous les éléments de G1 sont de la forme τv ˝R0pθqk avec v P T 1. Donc

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pθq

˘
. (19.575)

Nous savons que R0pθq fixe T 1. Or l’élément R0pθqu1 a la même norme que u1 ; donc nous
pouvons choisir u2 “ R0pθq pour peu que R0pθqu1 soit non colinéaire à u1. Et c’est ici que
nous laissons le cas θ “ π de côté.
Nous écrivons donc sans vergogne que

G1 “ gr
`
τu1 , τR0pθqu1 , R0pθq

˘
. (19.576)

Nous allons maintenant nous occuper de u1. Pour cela nous considérons une rotation suivie
d’une homothétie α telle que αpu1q “ e1. Une telle opération α d’une part commute avec
R0pθq et d’autre part fait α˝τv ˝α´1 “ ταpvq. Donc le groupe G2 “ αG1α´1 est, par le lemme
2.9,

G2 “ gr
`
τe1 , ταR0pθqu1 , R0pθq

˘
. (19.577)

Cela s’écrit aussi bien
G2 “ gr

`
τe1 , τR0pθqe1 , R0pθq

˘
. (19.578)

Et voila, ce groupe G2 est un de la liste.
Le cas L “ tIdu Dans ce cas, tous les éléments de G sont de la forme τv avec v P T . Nous

considérons l’application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que αpu1q “ e1 et αpu2q “ e2. Nous
avons

pα ˝ τui ˝ α´1qpxq “ pατuiqα´1pxq “ α
`
α´1pxq ` ui

˘ “ x` αpuiq “ τipxq. (19.579)

Donc α ˝ τui ˝α´1 “ τi. De la même façon, si a P Z nous avons ατauiα´1 “ τaei . Et avec tout
ça, si v P T , alors v “ au1 ` bu2 et nous avons

ατvα
´1 “ ατau1τau2α

´1 “ ατau1α
´1ατbu2α

´1 “ τae1τbe2 . (19.580)

Nous avons donc
αGα´1 “ grpτ1, τ2q. (19.581)

Cela est un des groupes de la liste.
Notez qu’à la place de ces calculs, nous pouvions aussi invoquer la proposition 2.9.

Le cas L “ t´ Idu Dans le cas θ “ π, nous pouvons aller jusqu’à (19.575) et écrire

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pπq

˘
. (19.582)

Vu que R0pπq “ ´ Id commute avec toutes les applications linéaires et que u1 et u2 ne
sont pas colinéaires, nous pouvons considérer une application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que
αpu1q “ e1, αpu2q “ e2. Nous avons alors

G2 “ αG1α´1 “ gr
`
τe1 , τe2 ,´ Id

˘
, (19.583)

qui est encore dans la liste.
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19.11 Un peu de structure de Opnq
19.11.1 Valeurs propres dans Opnq
Proposition 19.184 ([328]).
Soit une matrice A P Opnq. Si λ P C est une valeur propre de A, alors λ̄ est également une valeur
propre de A, et de plus |λ| “ 1.

Démonstration. Dire que λ P C est une valeur propre de A signifie qu’il existe x P Cn (non nul)
tel que Ax “ λx. Vu que les éléments de la matrice A sont réels,

Ax̄ “ Āx̄ “ Ax “ λx “ λ̄x̄. (19.584)

Donc λ̄ est une valeur propre de A pour le vecteur propre x̄.
Soit λ une valeur propre de A de vecteur propre x. Alors nous avons d’une part

xAx,Axy “ xAtAx̄, xy “ xx, x̄y, (19.585)

et d’autre part
xAx,Axy “ xλ̄x̄, λxy “ |λ|2xx̄, xy. (19.586)

Vu que x ‰ 0 nous avons aussi xx̄, xy ‰ 0. Par conséquent |λ|2 “ 1 et |λ| “ 1.

Lemme 19.185 ([328]).
Soit un espace vectoriel euclidien E de dimension finie et une isométrie f de E. Soit F un sous-
espace de E stable par f . Alors FK est stable par f .

Démonstration. La restriction fF : F Ñ F est encore une isométrie ; elle est donc inversible : pour
tout y P F , il existe x P F tel que y “ fpxq. Soit a P FK ; nous montrons que fpaq P FK. Soit donc
y P F et calculons :

xy, fpaqy “ xfpxq, fpaqy “ xx, a, y “ 0 (19.587)
parce que x P FK.
Proposition 19.186 ([328]).
Soit une isométrie f : R3 Ñ R3.
(1) L’application linéaire f possède au moins une valeur propre réelle qui vaut ˘1.
(2) Il existe une base orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de f est de la forme

¨
˝
λ 0 0
0 cospθq ´ε cospθq
0 sinpθq ε cospθq

˛
‚ (19.588)

avec ε, λ “ ˘1 et θ P r0, 2πr.
Démonstration. Le polynôme caractéristique de f , donné par detpf ´ λ Idq, est à coefficients réels
et de degré 3. Il possède dont au moins une solution réelle par le corollaire 13.99. Soit donc une
valeur propre réelle λ de χf ; par le lemme 19.184 nous avons λ “ ˘1. Soit u1 le vecteur propre
correspondant. Nous notons F l’espace engendré par u1.

Nous avons fpF q “ F et donc fpFKq “ FK par le lemme 19.185. Soit une base orthonormée
tu2, u3u de FK et la matrice B de la restriction fp à FK. Vu que l’application fp est une isométrie
de FK, la matrice B est, par le lemme 19.134, de la forme

B “
ˆ

cospθq ´ε sinpθq
sinpθq ε cospθq

˙
(19.589)

pour un certain θ P r0, 2πr et ε “ ˘1.
Dans la base tu1, u2, u3u de R3, la matrice de f est alors

ˆ
λ 0
0 B

˙
, (19.590)

comme annoncé.
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Pour classifier les isométries de R3, nous pouvons nous baser sur les possibilités de la matrice
donne dans le lemme 19.186. Il y a essentiellement quatre possibilités suivant les valeurs de λ “ ˘1
et ε “ ˘1.

Si ε “ λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚ (19.591)

et l’isométrie correspondante est la rotation d’angle ´θ autour de la droite de u1.
Si ε “ λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝
´1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚ (19.592)

Cette application est plus subtile, parce que même dans le plan Spanpu2, u3q, ce n’est pas
une rotation. Nous allons montrer qu’il s’agit d’une réflexion autour de la droite d’angle θ{2
dans le plan Spanpu2, u3q. Nous nommons D cette droite. Dans la base tu1, u2, u3u, les points
de cette droite sont de la forme 51

`
0, cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (19.593)

L’image de u1 par cette réflexion est ´u1, c’est clair.
Faisons en détail l’image de u3. Nous devons démontrer que la droite D coupe le segment
ru3, Apu3qs perpendiculairement en son milieu.

Dans le plan Spanpu2, u3q nous avons u3 “
ˆ

0
1

˙
et Apu3q “

ˆ
sinpθq
cospθq

˙
. Le milieu du segment

ru3, Apu3qs est le point

M “
ˆ

sinpθq
2 ,

1´ cospθq
2

˙
. (19.594)

Les formules de duplication d’angle du corollaire 19.27 nous permettent d’écrire sinpθq et
cospθq en fonction de sinpθ{2q et cospθ{2q, et donc d’exprimer le pointM de la façon suivante :

M “
ˆ

cospθ{2q sinpθ{2q, 1´ `
cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q˘

2

˙
(19.595a)

“ `
cospθ{2q sinpθ{2q, sin2pθ{2q˘ (19.595b)

“ sinpθ{2q` cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (19.595c)

Ce point fait donc partie de la droite D. La droite D coupe le segment ru3, Apu3qs en son
milieu.
En ce qui concerne l’orthogonalité, nous calculons le produit scalaire

`
Apu3q ´ u3

˘
·

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
“ sinpθq cospθ{2q ´ `

1` cospθq˘ sinpθ{2q “ 0 (19.596)

où nous avons encore utilisé les duplications d’angles et le fait que 1 “ cos2pθ{2q ` sin2pθ{2q
(lemme 19.18).

51. Les plus acharnés remarquerons que tu1, u2, u3u est un ensemble, qui est une base. Mais un ensemble n’est pas
ordonné, alors que pour écrire l’équation de droite qui suit, nous supposons un ordre. Je laisse au tel lecteur le soin
de trouver une bonne notation.
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Si ε “ ´1 et λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚. (19.597)

C’est la symétrie orthogonale par le plan engendré par u1 et v “ cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3.
Le vecteur u1 est bien évidemment préservé par A. En ce qui concerne le vecteur v,

Apvq “ cospθ{2q
¨
˝

0
cospθq
sinpθq

˛
‚` sinpθ{2q

¨
˝

0
´ sinpθq
cospθq

˛
‚“

¨
˝

0
cospθ{2q
sinpθ{2q

˛
‚“ v. (19.598)

Nous avons sauté quelques étapes de calcul mettant en scène les formules de duplication
d’angle : exprimer cospθq “ cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q et sinpθq “ 2 cospθ{2q sinpθ{2q.
Pour achever, nous devons trouver un vecteur w perpendiculaire au plan, et montrer qu’il
est envoyé par A sur ´w. Un vecteur w “ xu1 ` yu2 ` zu3 est perpendiculaire au plan si les
deux égalités suivantes sont satisfaites :

`
cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3

˘
· pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0 (19.599a)

u1 · pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0. (19.599b)

Nous avons immédiatement x “ 0 et ensuite la relation

y cospθ{2q ` z sinpθ{2q “ 0. (19.600)

En ne regardant que les deux dernières composantes pour alléger l’écriture,

Apwq “ y

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
` z

ˆ
sinpθq
´ cospθq

˙
. (19.601)

Le but est de montrer que cela est égal à ´y cospθ{2q ´ z sinpθ{2q.
Notons c “ cospθ{2q et s “ sinpθ{2q. Alors Apwq2 “ ypc2´ s2q`2zcs. Évacuons tout de suite
les deux cas limite : si c “ 0 alors Apwq2 “ ´y (parce que s “ ˘1) et c’est bon. Si s “ 0,
alors Apwq2 “ y, mais la relation (19.600) donne y “ 0, donc c’est bon aussi. Dans la cas
générique, z “ ´yc{2 et

Apwq2 “ ypc2 ´ s2q ´ 2csyc
s
“ ´ypc2 ` s2q “ ´y. (19.602)

En ce qui concerne Apwq3, c’est très similaire :

Apwq3 “ 2ysc´ zpc2 ´ s2q. (19.603)

Avec z “ 0 c’est ´z, donc c’est bon. Avec c “ 0 c’est z mais z “ 0. Et pour le cas générique,
la substitution y “ ´zs{c donne le résultat.

Si ε “ 1 et λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝
´1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚. (19.604)

Cela est la composition entre la symétrie de plan Spanpu2, u3q et la rotation d’angle θ dans
ce plan.
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19.11.2 Sous-groupes finis de SOp3q

Lemme 19.187 ([1]).
Points fixes pour SOp3q.
(1) Tout élément de SOp3q possède une droite de point fixes.
(2) Tout élément non trivial de SOp3q possède une seule droite de points fixes.

Démonstration. Le polynôme caractéristique d’un élément de SOp3q est de degré trois et possède
dont (en comptant les multiplicités) trois racines dont une réelle par le corollaire 13.99. Vu que
nous sommes en dimension impaire, le coefficient du terme de degré 3 est ´1 et le polynôme
caractéristique de g P SOp3q s’écrit

χgpXq “ ´pX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ sq (19.605)

avec s “ ˘1 que nous allons tout de suite fixer. Nous savons que detpgq “ χgp0q mais aussi que
detpgq “ 1. Donc

1 “ detpgq “ χgp0q “ λ1λ̄1s “ s. (19.606)

Tout cela pour dire que tout élément de SOp3q possède une valeur propre égale à 1, et donc une
droite de points fixes.

Pour continuer, supposons que g possède deux droites distinctes de points fixes. En particulier
g fixe un plan. Une base orthonormée de R3 peut être choisie en prenant deux vecteurs e1, e2 dans
ce plan et un vecteur e3 perpendiculaire au plan.

Vu que g est une isométrie, la base reste orthonormée sous l’action de g. Donc g a pour matrice
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ˘1

˛
‚. (19.607)

Pour que le déterminant soit 1, il faut que la matrice soit l’identité.

Proposition 19.188 ([1, 329, 57, 330, 276]).
Les sous-groupes finis de SOp3q sont :

(1) les groupes cycliques Z{nZ,
(2) les groupes diédraux Dn,
(3) le groupe alterné A4,

(4) le groupe alterné A5

(5) le groups symétrique S4.

Démonstration. Soit G, un sous-groupe fini de SOp3q. Par la proposition 11.83, les éléments de G
sont des isométries de R3, et le lemme 19.187 dit que tout élément de G possède une droite de
points fixes.

Un point de la sphère unité fixé par g P G est un pôle de g. Nous nommons Ω l’ensemble des
pôles des éléments non triviaux de G.
Une action Le groupe G agit sur Ω. En effet si x P Ω, alors x est fixé par un élément g. Montrons

que hpxq est également fixé par un élément de G. Par dur : phgh´1qhpxq “ hpxq ; donc hpxq
est un pôle de hgh´1.

Les fixateurs sont cycliques Nous montrons à présent que pour tout x P Ω, le sous-groupe
Fixpxq est cyclique. Soit donc x P Ω, le plan orthogonal σ “ SpanpxqK et h P Fixpxq. Nous
avons hpσq “ σ. En effet si y P σ nous avons

0 “ y·x “ hpyq·hpxq “ hpyq·x, (19.608)

donc hpyq est perpendiculaire à x. L’inclusion inverse se démontre de même : si y P σ alors
y “ h

`
h´1pyq˘ alors que h´1pyq P σ.
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La restriction de h à σ est une isométrie de σ. Prenant une isométrie f : σ Ñ R2, l’application

ϕ : Fixpxq Ñ SOp2q
h ÞÑ f ˝ h ˝ f´1.

(19.609)

est un morphisme injectif de groupes. En effet nous avons d’une part

ϕphh1q “ f ˝ h ˝ h1 ˝ f´1 “ fhf´1fh1f´1 “ ϕphqϕph1q, (19.610)

d’où le morphisme. Et d’autre part, si ϕphq “ ϕph1q alors f ˝h˝f´1 “ g ˝h1 ˝ f´1, qui donne
immédiatement h “ h1.
Nous en déduisons que Fixpxq est isomorphe à un sous-groupe de SOp2q (l’image de ϕ). Le
lemme 19.141 en fait un groupe cyclique.

Taille des fixateurs Soient Ωi les orbites. Si x, y P Ωi alors nous montrons que |Fixpxq| “
|Fixpyq| avec la bijection

ϕ : Fixpxq Ñ Fixpyq
h ÞÑ g´1hg

(19.611)

où g est choisi de façon à avoir y “ gpxq (possible parce que x et y sont dans la même
orbite). Cela est surjectif parce que si k P Fixpxq alors k “ ϕpgkg´1q et l’on vérifie que
gkg´1 P Fixpyq. L’application ϕ est également injective parce que si ghg´1 “ gh1g´1 alors
h “ h1.

Un peu de notations Vu que tous les fixateurs des éléments d’une orbite ont la même taille
(finie), nous pouvons noter

ni “ |Fixpxiq| (19.612)

pour xi P Ωi. Nous notons également r le nombre d’orbites de G.
La formule de Burnside du théorème 2.56, avec les notations d’ici, donne

r “ 1
|G|

ÿ

gPG
|Fixpgq|. (19.613)

Une belle formule Soit l’ensemble

A “ tpg, xq tel que g P Gzteu, x P Fixpgqu (19.614)

où par Fixpgq nous entendons les pôles de G fixés par g.
Il y a |G|´1 possibilités pour la composante g, mais chaque élément g ‰ e possède exactement
deux pôles, donc l’ensemble A contient exactement 2p|G| ´ 1q éléments.
Nous pouvons calculer le nombre d’éléments dans A d’une autre façon : pour chaque x P Ω
nous avons |Fixpxq| ´ 1 éléments de Gzteu qui fixent x. Donc

|A| “
ÿ

xPΩ

`|Fixpxq| ´ 1
˘
. (19.615)

Mais |Fixpxq| est constant sur les orbites. Nous coupons donc la somme sur Ω en plusieurs
sommes sur les orbites Ωi :

|A| “
rÿ

i“1

ÿ

xPΩi

`|Fixpxq| ´ 1
˘ “

ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (19.616)

En égalisant les deux façons de calculer |A|, nous déduisons la formule

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (19.617)
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Nous utilisons ensuite la relation orbite-stabilisateur, proposition 2.49 : |Fixpxiq||Ωi| “ |G| ;
la formule (19.617) devient

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|G| ´
ÿ

i

|G|
ni
“ r|G| ` |G|

ÿ

i

1
ni
, (19.618)

ou encore, en simplifiant par |G| :

2´ 2
|G| “ r ´

ÿ

i

1
ni
“

rÿ

i“1

ˆ
1´ 1

ni

˙
. (19.619)

Nous pouvons aussi repartir de (19.617) et sommer de façon plus simple
ř
i |Ωi| “ |Ω| pour

obtenir
2
`|G| ´ 1

˘ “ r|G| ´ |Ω| (19.620)

où Ω est l’ensemble des pôles de Gzteu.
Quelles sont les possibilités ? Les nombres |G|, r et ni sont des entiers. Nous allons voir qu’il

n’y a pas des centaines de possibilités pour satisfaire la relation (19.619). D’abord, pour toute
valeur de |G| (strictement plus grande que 1),

1 ď 2´ 2
|G| ă 2. (19.621)

Ensuite, si g fixe x alors g´1 fixe également x, de sorte que ni “ |Fixpxiq| ě 2 pour tout i.
Donc tous les termes dans la somme à droite de (19.619) sont dans r12 , 1r. Nous avons donc
au minimum deux termes, et au maximum trois. Autrement dit : r “ 2 ou r “ 3.

Si r “ 2 Le plus simple est de repartir de (19.620). En posant r “ 2 nous trouvons tout de suite
|Ω| “ 2. Il y a donc exactement deux pôles pour l’action de G sur la sphère unité.
Tous les éléments de G laissent donc le même axe invariant et G est un sous-groupe des
isométries du plan qui lui est perpendiculaire. Autrement dit, G est un sous-groupe fini de
SOp2q et donc cyclique par le lemme 19.141.

Les possibilités pour r “ 3 Nous devons voir les solutions entières pn1, n2, n3, |G|q de

2´ 2
|G| “ 3´ 1

n1
´ 1
n2
´ 1
n3
ă 2. (19.622)

Il faut en particulier que
1
n1
` 1
n2
` 1
n3
ą 1, (19.623)

ce qui signifie qu’au moins un des ni doit être 1 ou 2, mais qu’il n’est pas possible que tous
les ni soient plus grands ou égaux à 3. Vu que ni “ |Fixpxiq| ě 2, nous en déduisons qu’au
moins un des ni doit valoir 2. Nous posons donc n1 “ 2.
De plus, nous savons que les ni doivent diviser |G|. Donc |G| est pair.

Si n2 “ 2 Nous sommes dans le cas r “ 3, n1 “ 2, n2 “ 2. Nous avons

1
n3
“ 2
|G| , (19.624)

mais aussi n3 “ |G|{|Ω3| d’où nous déduisons que |Ω3| “ 2. Nous avons donc une orbite à
deux éléments. Soit Ω3 “ tx, yu avec x ‰ y.
Le groupe Fixpxq est un groupe à |G|{2 éléments. Il est donc normal par le lemme 3.29. Si
g P G est tel que gpxq “ y alors nous avons Fixpyq “ g Fixpxqg´1, mais comme Fixpxq est
normal nous avons Fixpxq “ Fixpyq. Donc tous les éléments de Fixpxq fixent x et y. Le groupe
Fixpxq est donc un sous-groupe de SOp2q est est cyclique comme vu plus haut.
Mais de plus nous avons forcément y “ ´x parce qu’un élément de G qui fixe un point fixe
également l’opposé. Vu que Ω3 “ tx,´xu, il existe s P G tel que spxq “ ´x. Évidemment, s
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n’est pas dans Fixpxq et les points fixes de s ne sont pas parmi x et ´x. Donc l’élément s2 a
au moins 4 points fixes : les deux de s ainsi que x et ´x. Il a donc au moins deux droites de
points fixes et est donc l’identité : s2 “ e.
De plus, vu que spyq doit être égal soit à x soit à y, et vu que spxq “ y, l’injectivité de s
donne spyq “ x.
Soit a, un générateur de Fixpxq. Nous allons montrer que G “ grps, saq. Nous avons déjà

psaqpxq “ spxq “ y (19.625a)
psaqpyq “ spyq “ x. (19.625b)

Donc sa inverse x et y. Mais sa a ses propres deux points fixes (qui ne sont ni x ni y).
L’élément psaq2 a deux quatre points fixes sur la sphère unité : x, y et les deux de sa. Nous
en déduisons que psaq2 “ e.
Nous nous souvenons que a est un générateur Fixpxq. Mais a “ s· sa, donc ak “ pssaqk.
Nous en déduisons que grps, saq contient au moins Fixpxq.
D’autre part si h et h1 sont des éléments distincts dans Fixpxq, alors sh et sh1 sont des
éléments distincts de grps, saq qui ne sont pas dans Fixpxq. Autrement dit, la partie

A “ tsh tel que h P Fixpxqu (19.626)

est une partie de même cardinal que Fixpxq tout en n’ayant aucune intersection avec Fixpxq
(note : l’identité n’est pas dans A). Mais |Fixpxq| “ |G|{2, donc AYFixpxq “ G. Et justement
AYG Ă grps, saq. Nous en déduisons que grps, saq “ G.
Le théorème 19.105 nous assure que le groupe G est alors le groupe diédral parce que les
éléments s et sa vérifient les relations données en 19.99.

Si r “ 3, les autres cas possibles Nous repartons de (19.619) en posant r “ 3. Nous obtenons
ceci :

1` 2
|G| “

1
n1
` 1
n2
` 1
n3
. (19.627)

Nous avons déjà vu que n1 “ 2 était obligatoire, et que tous les cas où deux des ni sont
égaux à 2 sont déjà couverts. Donc n2 et n3 vallent 3 ou plus.
Nous trions les ni dans l’ordre croissant. Si n2 “ 4 ou plus, alors n3 vaut 4 ou plus. Mais

1
2 `

1
4 `

1
4 “ 1 ă 1` 2

|G| . (19.628)

Donc n3 “ 3 est obligatoire. Nous avons alors l’inégalité suivante qui restreint n3 :

1
n3
“ 1

6 `
3
|G| ą

1
6 . (19.629)

Donc n3 est 3, 4 ou 5.
Les derniers cas à couvrir sont :
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 3q. Dans ce cas, 7

6 “ 1` 2
|G| , donc |G| “ 12.

— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 4q. Dans ce cas, |G| “ 24.
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 5q. Dans ce cas, |G| “ 60.

Le cas p2, 3, 3q Nous utilisons les relations ni|Ωi| “ |G| pour savoir la taille des orites. Nous avons :
(1) 2|Ω1| “ 12, donc |Ω1| “ 6, 3|Ω2| “ 12, donc |Ω2| “ 4, 3|Ω3| “ 12, donc |Ω3| “ 4.
Nous avons G· Ω2 “ Ω2. D’une part parce que, par définition d’une orbite, G· Ω2 Ă Ω2,
et d’autre part parce que si x P Ω2, alors g´1pxq P Ω2 et g

`
g´1pxq˘ “ x ; donc Ω2 est bien

dans l’image de Ω2 par G. Nous avons donc un morphisme s : G Ñ SΩ2 que nous allons
immédiatement voir comme

s : GÑ S4 (19.630)
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où S4 est le groupe des permutations de t1, 2, 3, 4u.
Voyons que s est injective. Si spgq “ sphq, alors spgh´1q “ Id. Autrement dit, l’élément sh´1

de G est l’identité sur Ω2 qui contient 4 éléments. Fixant 4 points (au moins), l’élément sh´1

est l’identité. Par conséquent
s : GÑ spGq Ă S4 (19.631)

est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de S4. Mais |G| “ 12 et |S4| “ 24, donc G
est d’indice deux dans S4 et est donc le groupe alterné A4 par la proposition 5.30(3).

Le cas p2, 3, 4q Nous avons |G “ 24| et les orbites ont pour taille :
— 2|Ω1| “ 24, donc |Ω1| “ 12,
— 3|Ω2| “ 24, donc |Ω2| “ 8,
— 4|Ω3| “ 24, donc |Ω3| “ 6.

Ω2 vient par paires Soit x P Ω tel que |Fixpxq| “ 3. Alors x P Ω2 parce que x est forcément
dans un des Ωi et tout élément xi de Ωi vérifie |Fixpxiq| “ ni. Mais comme les éléments
de SOp3q sont des applications linéaires, ceux qui fixent x fixent également ´x. Cela
pour dire que si x P Ω2, alors ´x P Ω2. Nous avons donc quatre éléments distincts a1,
a2, a3 et a4 tels que

Ω2 “ t˘a1,˘a2,˘a3,˘a4u. (19.632)

Action sur les couples Nous prétendons queG agit sur l’ensemble des couples t˘aiu. C’est
encore la linéarité qui joue : l’élément gpaiq est forcément un des ˘ak (éventuellement
k “ i). Si gpaiq “ ak, alors gp´aiq “ ´ak. Autrement dit, pour tout i, il existe un k tel
que g

`tai,´aiu
˘ “ tak,´aku. Cette association i ÞÑ k est bijective (sinon g ne serait

pas bijective), et fournit donc un morphisme de groupes

s : GÑ S4. (19.633)

s est injective Nous prouvons à présent que spgq “ Id si et seulement si g “ e. Dans un
sens c’est évident : gpeq “ Id. Dans l’autre sens, nous devons prouver que si gpaiq P ˘ai
pour tout i alors g “ e.
Si gpaiq “ ai pour tout i, alors g stabilise 4 points et l’affaire est pliée. Nous supposons
qu’au moins un des ai n’est pas stabilisé par g. Pour fixer les idées nous disons que c’est
a1. Nous avons donc gpa1q “ ´a1. (oui : gpa1q “ ´a1 et non ˘ak pour un autre k parce
que nous sommes sous l’hypothèse que g stabilise les couples)
L’élément g2 fixe tout Ω2 ; donc g2 “ e. Nommons ˘b les points fixes de g. Si b P Ω2
alors |Fixpbq| “ 3, c’est-à-dire que les éléments de G qui fixent b sont dans un groupe
d’ordre 3, et le corollaire 2.32 nous indique que ces éléments ne peuvent être que d’ordre
1 ou 3, pas deux. Nous en déduisons que b n’est pas dans Ω2 et donc que gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que si g P kerpsq est non trivial, alors gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Soit maintenant h P G. Vu que Ω2 est une orbite, hpaiq P Ω2 et nous notons hpaiq “ εak
avec ε “ ˘1 et éventiellement k “ i ou éventiellement pas. Nous avons :

ph´1ghqpaiq “ εph´1gqpakq “ ´εh´1pakq “ ´ε2ai “ ´ai. (19.634)

Donc g et h´1gh ont même restriction à Ω2. En particulier h´1ghg´1 est l’identité sur
Ω2 et est donc l’identité.
Pour tout h nous avons g “ h´1gh. Les points fixes de h´1gh sont ˘h´1pbq, mais aussi
˘b. Nous avons donc égalité d’ensemble thpbq,´hpbqu “ tb,´bu pour tout h P G (notez
le changement de notation h Ñ h´1). Cela signifie que tb,´bu est une orbite de G.
Maizon’a pas d’orbites de cardinal deux ; contradition. Nous en déduisons que e est
l’unique élément de kerpsq.
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Conclusion La partie spGq est un sous-groupe de S4 isomorphe à G. Mais au niveau des
cardinaux, |G| “ 24 en même temps que |S4| “ 24. Donc G » spGq » S4.

Nous passons au cas p2, 3, 5q, et comme ça va être long et douloureux 52, nous sautons un niveau
d’indentation.

Au niveau du cardinal de G,
1
2 `

1
3 `

1
5 “ 1` 2

|G| , (19.635)

donc |G| “ 60. Et pour les orbites, |Ω1| “ 30, |Ω2| “ 20, |Ω3| “ 12.
La proposition 5.40 nous indique que le seul groupe simple d’ordre 60 est le groupe A5. Nous

allons donc nous atteler à prouver que G est simple. Vous êtes prêts ?

Fixateurs et ordres Tous les éléments de G sont dans un fixateur de type Fixpxq, et comme
l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe (corollaire 2.32), tous les éléments de G ont un
ordre 2, 3 ou 5. Nous sommes dans un cas très particuliers parce que
— Les trois nombres 2, 3 et 5 sont des nombres premiers distincts. Donc « diviser ni »

signifie pratiquement « être égal à ni », surtout lorsqu’on parle de l’ordre d’un élément,
qui ne peut pas être 1.

— Il existe une seule orbite de chaque taille.
Nous notons Gpniq l’ensemble des éléments de G d’ordre ni. Les parties Gpniq ne contiennent
pas l’identité.

g P Gpniq implique Fixpgq Ă Ωi Si g P Gpniq et x P Fixpgq alors x P Ωi. En effet x P Fixpgq
signifie gpxq “ x et donc aussi g P Fixpxq. Donc l’ordre de g divise |Fixpxq|, alors que l’ordre
de g est ni et que les possibilités pour |Fixpxq| sont exactement les ni, lesquels sont premiers
entre eux. Donc |Fixpxq| “ ni et x P Ωi.

|Fixpxq| “ ni implique x P Ωi Comme plus haut, g P Fixpxq implique que l’ordre de g divise ni
et est donc égal à ni. Autrement dit, g P Gpniq. De plus g P Fixpxq implique x P Fixpgq. Par
le cas juste au-dessus nous déduisons x P Ωi.

a et ´a dans la même orbite Nous avons évidemment Fixpaq “ Fixp´aq du fait que les élé-
ments de G sont des applications linéaires. Si |Fixpaq| “ ni alors a P Ωi et aussi |Fixp´aq| “
|Fixpaq| “ ni et aussi ´a P Ωi.

Nombre de Fixpxiq Soient a, b P Ωi. Nous avons |Fixpaq| “ |Fixpbq| “ ni et Fixpaq “ Fixpbq si
et seulement si b “ ´a parce qu’un élément qui fixe a et b fixe automatiquement a, b, ´a, et
´b. Aucun élément non trivial ne peut fixer quatre points distincts. Autrement dit,

Fixpaq X Fixpbq “
#

Fixpaq si a “ ˘b
teu sinon.

(19.636)

Chaque élément xi P Ωi a son fixateur (il y en aurait |Ωi| “ 60{ni), mais ces fixateurs sont
égaux deux à deux, donc il y a seulement 60

2ni groupes distincts de la forme |Fixpxiq| avec
xi P Ωi.

Récapitulatif En reprenant ce que nous venons de dire avec i “ 1, 2, 3 nous trouvons :
(1) n1 “ 2, avec |Ω1| “ 30 et 15 groupes du type Fixpx1q avec x1 parcourant Ω1.
(2) n2 “ 3, avec |Ω2| “ 20 et 10 groupes du type Fixpx2q avec x2 parcourant Ω2.
(3) n3 “ 5, avec |Ω3| “ 12 et 6 groupes du type Fixpx3q avec x3 parcourant Ω3.
Un élément non trivial de G se trouve forcément dans un et un seul de ces sous-groupes. Plus
précisément, si g P Gpniq alors g est dans un des Fixpxiq avec xi P Ωi.
Comptons pour être sûr de ne pas s’être trompé. Chacune des lignes décrit 30 éléments de
G ; par exemple pour la seconde ligne donn 10 groupes de taille |Fixpx2q| “ n2 “ 3. Mais

52. Mais pas autant que le théorème 33.28, cependant.
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tout ces groupes ont pour intersection exactement teu. Donc le comptage des éléments se fait
comme suit :

3ˆ 30´ 15´ 10´ 6` 1. (19.637)

Le dernier `1 est parce que nous aurions décompté l’identité une fois de trop. Bref, on a
bien 60 éléments comme il se doit.

Un ensemble à calculer deux fois Soient les ensembles A2, A3 et A5 définis par

Ai “ tpg, aq P Gpniq ˆ Ωi tel que gpaq “ au (19.638)

où Gpniq est la partie de G des éléments d’ordre ni.
Nous avons

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
|Fixpgq X Ωi|. (19.639)

Mais les éléments de Gpniq sont d’ordre ni, et par ce que nous avons dit plus haut, tous les
éléments de Fixpgq sont dans Ωi. Donc Fixpgq X Ωi “ Fixpgq. Nous avons alors

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
|Fixpgq| “ 2|Gpniq| (19.640)

parce que |Fixpgq| “ 2 pour tout g.
En compatant |Ai| dans l’autre sens, nous avons

|Ai| “
ÿ

xPΩi
|Fixpxq XGpniq| (19.641)

Vu que x P Ωi, les éléments de Fixpxq sont d’ordre ni 53 (sauf e), et commeGpniq est justement
l’ensemble des éléments d’ordre ni dans G nous avons FixpxqXGpniq : Fixpxqzteu. Cela pour
dire que

|Ai| “
ÿ

xPΩi

´
|Fixpxq| ´ 1

¯
(19.642a)

“
ÿ

xPΩi
|Fixpxq| ´

ÿ

xPΩi
1 (19.642b)

“
ÿ

xPΩi
ni ´ |Ωi| |Fixpxq| “ ni pcq x P Ωi (19.642c)

“ |Ωi|ni ´ |Ωi| “ |G| ´ |Ωi|. (19.642d)

En égalisant cela à la valeur 2|Gpniq| déjà trouvée, nous déduisons les valeurs des |Gpniq| :

|Gpniq| “ |G| ´ |Ωi|
2 . (19.643)

Nous avons alors
(1) |Gp2q| “ 15
(2) |Gp3q| “ 20
(3) |Gp5q| “ 24

Les Sylow de G Les p-Sylow sont définis en 5.6, et le super théorème qui répond à toutes les
questions est le théorème 5.11. Dans notre cas, les diviseurs premiers de |G| “ 60 sont 2, 3
et 5. Il faut faire attention au 2 parce que sa plus haute puissance dans la décomposition de
60 est 4 et non 2. Nous avons :
(1) Un 2-Sylow est un sous-groupe d’ordre 4.

53. Encore et toujoure parce que les éléments de Fixpxq ont un ordre qui divise |Fixpxq| “ ni et que ni est premier,
et que nous avons exclu l’identité.
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(2) Un 3-Sylow est un sous-groupe d’ordre 3.
(3) Un 5-Sylow est un sous-groupe d’ordre 5.
Entre autres :
(1) Les 10 sous-groupes Fixpx2q avec x2 P Ω2 sont des 3-Sylow de G.
(2) Les 6 sous-groupes Fixpx3q avec x3 P Ω3 sont des 5-Sylow de G.
(3) Les 15 sous-groupes Fixpx1q avec x1 P Ω1 sont d’ordre 2 et ne sont donc pas des 2-Sylow

de G.
Tous les 3-Sylow et les 5-Sylow Nous avons déjà trouvé 10 3-Sylow et 6 5-Sylow. Nous motrons

à présent qu’il n’y en a pas d’autres. Le théorème de Sylow 5.11(4) nous indique que le nombre
n3 de 3-Sylow est :
— diviseur de 60,
— dans r1s3
— au moins 10.

Les diviseurs de 60 sont :

1, 5, 3, 15, 2, 10, 6, 30, 4, 20, 12, 60. (19.644)

Le seul qui vérifie toutes les conditions est 10. Donc G possède seulement 10 3-Sylow et ils
sont tous de la forme Fixpx2q avec x2 P Ω2.
Même raisonnement pour les 5-Sylow : il faut
— diviseur de 60,
— dans r1s5
— au moins 6.

La seule possibilité est 6.
Sous-groupe normal Soit H, un sous-groupe normal de G. Notre but étant de prouver que G

est simple, nous voulons prouver que H est soit teu soit G. Nous supposons que H est non
trivial, et nous allons prouver que H “ G.
Le théorème de Lagrange 2.31(1) nous dit que |H| divise |G|. Le nombre |H| ne peut donc
avoir que 2, 3 et 5 comme facteurs premiers. Avec une mention spéciale pour le 2 : |H|
pourrait être divisible aussi par 4.

Diviseurs de |H| Soit un sous-groupe normal H de G. Vu que c’est un sous-groupe sont ordre
divise celui de G (encore et toujours le théorème de Lagrange 2.31), et donc les facteurs
premiers de |H| ne peuvent être que 2, 3 et 5.

Si |H| est divisible en 3 Alors H contient au moins un 3-Sylow. Mais nous avons vu que les
3-Sylow de H sont les 3-Sylow de G. Donc H contient tous les 3-Sylow de G, parce que les
3-Syow sont conjugués et H est normal.
Soit E l’ensemble des sous-groupes de H. Vu qu’il est normal, H agit sur E par conjugaison,
et les 3-Sylow forment une orbite. Si α est un 3-Sylow, la formule des classes (proposi-
tion 2.49(2)) nous donne

|H| “ |Fixpαq||Oα|. (19.645)

Mais l’orbite Oα de α est l’ensemble des 3-Sylow, de sorte que |Oα| “ 10. Donc |H| est
divisible en 10.
Mais il y a pire : H contient au moins les 10 sous-groupes Fixpx2q pour x2 P Ω2. Ce sont 10
groupes de |Fixpx2q| “ 3 éléments. En décomptant e qui est dans l’intersection, cela fait

10ˆ |Fixpx2q| ´ 10` 1 “ 21 (19.646)

éléments. Donc H contient au moins 21 éléments. Le nombre |H| est donc :
— diviseur de 60
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— multiple de 10
— au moins 21.

Donc c’est 30 ou 60.
Si |H| est divisible en 5 Le même raisonnement tient et |H| est 30 ou 60.

Nous restons avec les possibilités |H| égal à 2, 4, 30 ou 60.

Si |H| “ 4 Alors H contient au moins un 2-Sylow. Un 2-Sylow de H est un sous-groupe contenant
4 éléments qui sont d’ordre 2m. Le seul m possible dans G est m “ 1. Vu qu’un 2-Sylow de
H contient 4 éléments, nous sommes dans le cas où H est un 2-Sylow. Il est donc le seul
2-Sylow de H parce que H est normal et que tous les 2-Sylow sont conjugués.
Mais tous les sous-groupes d’ordre 2 sont contenus dans un 2-Sylow. En particulier tous les
15 groupes Fixpx1q sont dans l’unique 2-Sylow H qui est soit-disant d’ordre 4. IL y a là une
belle impossibilité.
Donc le cas |H| “ 4 est hors-concours.

Si |H| “ 2 Alors H “ te, gu avec g2 “ e. Si h P G, l’élément hgh´1 ne peut être que e ou g (parce
que H est normal). Le premier cas est g “ e, et le second donne gh “ hg. Donc g est dans
le centre de G : il commute avec tous les éléments de G.
Vu que g P Gp2q, nous avons que les éléments a P Fixpgq sont forcément dans Ω1 parce que
les points dont les fixateurs sont formés d’éléments d’ordre 2 sont dans Ω1. Soit h P G. Nous
avons g “ hgh´1 et donc aussi

`
hgh´1˘`hpaq˘ “ hgpaq “ hpaq, (19.647)

donc hpaq et ´hpaq sont des points fixes de hgh´1. Ce sont donc également de points fixes
de g. Nous en déduisons que g a pour points fixes les points a, ´a, hpaq et ´hpaq. Vu que
g n’est pas e, ces quatre points ne peuvent pas être distincts. Vu que hpaq ne peut pas être
´hpaq, nous avons forcément hpaq “ ˘a.
Donc l’orbite de a ne contiendrait que 2 éléments. Pas possible.

Si |H| “ 30 À part |H| “ 60, le dernier cas à traiter est |H| “ 30. Nous rappellons obligeament
que
(1) |Gp2q| “ 15
(2) |Gp3q| “ 20
(3) |Gp5q| “ 24.
Si H possède 30 éléments, le théorème de Sylow dit que H contient au moins un 3-Sylow et
un 5-Sylow, et donc tous. Vu que pour 3 et 5, les Sylow de H et de G sont les mêmes et bien
idéntifiés, nous allons nous baser dessus. Le sous-groupe H contient tous les 3 et 5-Sylow,
donc le comptage des éléments est :

10ˆ |Fixpx2q| ` 6ˆ |Fixpx3q| ´ 15 “ 45. (19.648)

Nous aurions aussi pu ajouter `4´ 1 pour compter au moins un 2-Sylow.
Donc dès que H compte 30 éléments, il en compte 45 et donc 60 parce qu’il n’y a pas de
diviseurs de 60 entre 45 et 60.

Problèmes et choses à faire

La démonstration des groupes finis de SOp3q est longue. Je me demande si il n’y a pas moyen de faire plus court. Par exemple [329] utilise le

théorème de Cauchy 3.27 que je n’utilise pas. D’autre part, toutes les références me semble utiliser plus ou moins implicitement le fait que si le

sous-groupe normal H contient un élément de Gpniq, alors il les contiennent tous. J’avoue ne pas trop comprendre pourquoi.
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19.12 Systèmes de coordonnées
La trigonométrique nous offre de nouveaux systèmes de coordonnées qui peuvent se révéler

pratique de certains cas : les coordonnées polaires sur R2 ainsi que les coordonnées cylindriques et
sphériques sur R3.

19.12.1 Coordonnées polaires

19.12.1.1 Ce que ça signifie intuitivement

On a vu qu’un point M dans R2 peut être représenté par ses abscisses x et ses ordonnées y.
Nous pouvons également déterminer le même pointM en donnant un angle et une distance comme
montré sur la figure 19.11.

px, yq

θ

r

1

1

2

Figure 19.11 – Un point en coordonnées polaires est donné par sa distance à l’origine et par
l’angle qu’il faut avec l’horizontale.

Le même point M peut être décrit indifféremment avec les coordonnées px, yq ou bien avec
pr, θq.
Remarque 19.189.
L’angle θ d’un point n’étant a priori défini qu’à un multiple de 2π près, nous convenons de toujours
choisir un angle 0 ď θ ă 2π. Par ailleurs l’angle θ n’est pas défini si px, yq “ p0, 0q.

La coordonnée r est toujours positive.

Nous avons dans l’idée de définir r et θ par les formules
"
x “ r cospθq (19.649a)
y “ r sinpθq. (19.649b)

19.12.1.2 Coordonnées polaires : le théorème

Théorème 19.190 (Coordonnées polaires[1]).
Soit l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(19.650)

(1) L’application T est surjective.
(2) L’application

T : s0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2ztp0, 0qu (19.651)
est bijective.

(3) En considérant la demi-droite D “ tpx, 0quxě0, l’application

T : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD (19.652)

est un C8-difféomorphisme 54.
54. L’application est de classe C8 et son inverse est également de classe C8. Le plus souvent, vous voulez seulement

utiliser ce théorème dans le but de faire un changement de variables dans une intégrale ; vous n’avez donc besoin que
d’un C1-difféomorphisme.
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Démonstration. Une bonne partie de ce théorème est une conséquence de 19.58. La vraie nouveauté
de ce théorème sera la régularité. Nous démontrons point par point.
(1) Pour (1). Soit a “ px, yq P R2. Nous avons a{}a} P S1. Par la proposition 19.58, il existe

θ P r0, 2πs tel que
a

}a} “
`

cospθq, sinpθq˘. (19.653)

Alors a “ }a}` cospθq, sinpθq˘ “ T p}a}, θq. Voila. L’application T est surjective.
(2) Pour (2). En ce qui concerne la surjectifivé,

T
`
0, r2, 2πr˘ “ tp0, 0qu. (19.654)

Donc le point (1) donne le surjectif lorsque nous enlevons d’un côté les points avec r “ 0 et
de l’autre le point p0, 0q.
Pour l’injectivité, nous supposons T pr1, θ1q “ T pr2, θ2q. Vu que }T pt, θq} “ r, nous avons
tout de suite r1 “ r2. Nous restons donc avec l’égalité

ˆ
cospθ1q
sinpθ1q

˙
“

ˆ
cospθ2q
sinpθ2q

˙
. (19.655)

La proposition 19.58 dit alors que θ1 “ θ2.
(3) Pour (3). L’application T est injective en tant que restriction d’une application injective.

Pour le surjectif, soit a P R2zD. Vu que a R D, nous avons }a} ‰ 0 et il est légitime de dire,
comme plus haut, qu’il existe θ P r0, 2πr tel que

a

}a} “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
. (19.656)

Ce θ n’est pas zéro parce que θ “ 0 donne le point p1, 0q qui est sur D.
En ce qui concerne l’inverse, nous n’allons pas nous lancer dans une étude subtile de la
fonction (19.170) ; nous avons déjà démontré la continuité dans le lemme 19.62, et monter
dans les dérivées nous semble un peu compliqué. Au lieu de cela, nous allons faire en deux
étapes :
— Prouver que T est de classe Cp pour tout p en invoquant seulement des théorèmes à

proposition de différentielle,
— En déduire que T´1 est également Cp pour tout p en invoquant le théorème d’inversion

locale 18.48.
Les applications pr, θq ÞÑ r, pr, θq ÞÑ sinpθq et pr, θq ÞÑ cospθq sont de classe C8 grâce
au lemme 13.189. Le lemme 13.212 sur la différentiabilité du produit montre alors que les
fonctions T1 et T2 données par

T1pr, θq “ r cospθq (19.657a)
T2pr, θq “ r sinpθq (19.657b)

sont différentiables 55. Mieux, la proposition 13.215 montre que ces fonctions T1 et T2 sont de
classe Cp pour tout p, c’est-à-dire qu’elles sont de classe C8. Cela montre que les coordonnées
polaires sont de classe C8, et il faut encore parler de l’inverse.
En ce qui concerne la différentielle,

dTpr,θqpu, vq “
ˆ
u cospθq ´ rv sinpθq
u sinpθq ` rv cospθq

˙
. (19.658)

55. Si vous voulez seulement avoir un C1-difféomorphisme, calculez explicitement la différentielle et montrez que
c’est continu. Vous n’avez pas à utiliser la proposition 13.215 ni rien des prodiuts tensoriels.
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Donc la matrice de la différentielle est

dTpr,θq “
ˆ

cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq,

˙
(19.659)

dont le déterminant est r (lemme 19.18 utilisé). Donc la différentielle en pr, θq est une ap-
plication linéaire inversible parce que r ‰ 0 aux points que nous considérons. L’application
dTpr,θq est bicontinue parce que nous sommes en dimension finie. Tout cela pour dire que le
théorème d’inversion local 18.48 fonctionne et T´1 est Cp dès que T est Cp.
Vu que T est de classe Cp pour tout p, l’inverse T´1 est également Cp pour tout p, c’est-à-dire
que T´1 est de classe C8.

Définition 19.191.
Ce que nous appelons les coordonnées polaires est l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(19.660)

du théorème 19.190(3). Selon les circonstances, nous considérons l’une ou l’autre des restrictions
pour avoir une bijection ou un difféomorphisme.

Exemple 19.192
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ` y2

x´ y . (19.661)

Nous introduisons la fonction

f : R2ztx “ yu Ñ R

px, yq ÞÑ x2 ` y2

x´ y .
(19.662)

Une idée souvent fructueuse pour traiter ce genre de limite est de passer aux coordonnées polaires.
Attention, si on veut faire les choses très explicitement, c’est un peu lourd en notations. Il s’agit
de poser

f :
`s0,8r ˆ r0, 2πr˘z Rˆ tπ4 u YRˆ t

5π
4 uu Ñ R

pr, θq ÞÑ r2

r
`

cospθq ´ sinpθq˘ .
(19.663)

Bon. À strictement parler, nous aurions pu dire que g est définie pour r “ 0, mais vu que nous
voulons seulement calculer la limite pour r Ñ 0, on n’a pas besoin de la valeur en zéro. De plus
les coordonnées polaires ne sont pas bijectives en l’origine. Donc bon . . . on s’en passe.

Quel est le lien entre f et g ? Du point de vue du calcul, le lien est qu’on a remplacé x par
r cospθq et y par r sinpθq. Le vrai lien est l’égalité

g “ f ˝ T (19.664)

où T est l’application de coordonnées polaires dont les principales propriétés sont données dans le
théorème 19.190(2).

Soit un voisinage B
`p0, 0q, R˘ de p0, 0q dans R2. Le but est de montrer que les valeurs fpBq

se regroupent autour d’une valeur ` lorsque R Ñ 0. Soyons plus précis et nommons ` le candidat
limite. Soit ε ą 0 ; nous devons trouver R ą 0 tel que f

´
B
`p0, 0q, R˘

¯
Ă Bp`, εq.
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Pour R ą 0, nous avons

B
`p0, 0q, R˘ “ T

`r0, Rr ˆ r0, 2πr˘, (19.665)

donc
fpBq “ g

`r0, Rr ˆ r2, 2πr˘. (19.666)
Soit r ă R. Nous avons

lim
θÑπ{4

gpr, θq “ 8. (19.667)

Donc fpBq contient des valeurs arbitrairement grandes, quelle que soit la valeur de R. Il n’y a
donc pas de limite possibles.

Si vous voulez un argument un peu plus imagé, en voici un 56 basé sur une combinaison entre
la méthode des coordonnées polaires et la méthode des chemins.

Certes pour chaque θ nous avons limrÑ0 gpr, θq “ 0, mais il ne faut pas en déduire trop vite
que la limite limpx,yqÑp0,0q gpx, yq vaut zéro parce que prendre la limite r Ñ 0 avec θ fixé revient à
prendre la limite le long de la droite d’angle θ.

Il n’est pas possible de majorer gpr, θq par une fonction ne dépendant pas de θ parce que cette
fonction tend vers l’infini lorsque θ Ñ π{4. Est-ce que cela veut dire que la limite n’existe pas ?
Cela veut en tout cas dire que la méthode des coordonnées polaires ne parvient pas à résoudre
l’exercice. Pour conclure, il faudra encore un peu travailler.

Nous pouvons essayer de calculer le long d’un chemin plus général prptq, θptqq. Choisissons
rptq “ t puis cherchons θptq de telle sorte à avoir

cos θptq ´ sin θptq “ t2. (19.668)

Le mieux serait de résoudre cette équation pour trouver θptq. Mais en réalité il n’est pas nécessaire
de résoudre : montrer qu’il existe une solution suffit. Nous pouvons supposer que t2 ă 1. Pour
θ “ π{4 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 0 et pour θ “ 0 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 1. Le théorème
des valeurs intermédiaires nous enseigne alors qu’il existe une valeur de θ qui résout l’équation
(19.668).

Pour être rigoureux, nous devons aussi montrer que la fonction θptq est continue. Pour cela
il faudrait utiliser le théorème de la fonction implicite 18.50. Nous verrons dans l’exemple 19.207
comment s’en sortir sans théorème de la fonction implicite, au prix de plus de calculs. 4

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (19.669)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx
Bry Bθy

˙
“ det

ˆ
cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (19.670)

La fonction qui donne les coordonnées polaires est

ϕ : R` ˆ s0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(19.671)

Son Jacobien vaut

Jϕpr, θq “ det
˜Bxpr,θq

Br
Bxpr,θq
BθBypr,θq

Br
Bypr,θq
Bθ

¸
“

∣∣∣∣∣cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

∣∣∣∣∣ “ r. (19.672)

56. Qui satisfera tous vos professeurs, pourvu que vous ayez compri que ce qui se cache est une histoire de valeurs
de f prises sur un voisinage de p0, 0q.
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Proposition 19.193.
Soit la fonction

T : sO,`8r ˆRÑ R2ztp0, 0qu
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘. (19.673)

(1) Elle est surjective.
(2) Pour tout a P R, l’application T est bijective sur la bande s0,`8r ˆ ra´ π, a` πr.
(3) Si a “ 0, la fonction inverse est donnée par

T´1px, yq “ `a
x2 ` y2, arctgpy{xq˘. (19.674)

Soit P “ px, yq un élément dans R2, on dit que r “ a
x2 ` y2 est le rayon de P et que

θ “ arctgpy{xq est son argument principal. L’origine ne peut pas être décrite en coordonnées
polaires parce que si son rayon est manifestement zéro, on ne peut pas lui associer une valeur
univoque de l’angle θ.

Exemple 19.194
L’équation du cercle de rayon a et centre p0, 0q en coordonnées polaires est r “ a. 4

Exemple 19.195
Une équation possible pour la demi-droite x “ y, x ą 0, est θ “ π{4. 4

19.12.1.3 Transformation inverse : théorie

Voyons la question inverse : comment retrouver r et θ si on connait x et y ? Tout d’abord,

r “
a
x2 ` y2 (19.675)

parce que la coordonnée r est la distance entre l’origine et px, yq. Comment trouver l’angle ? Nous
supposons px, yq ‰ p0, 0q. Si x “ 0, alors le point est sur l’axe vertical et nous avons

θ “
#
π{2 si y ą 0
3π{2 si y ă 0

(19.676)

Notez que si y ă 0, conformément à notre convention θ ě 0, nous avons noté 3π
2 et non ´π

2 .
Supposons maintenant le cas général avec x ‰ 0. Les équations (19.649) montrent que

tanpθq “ y

x
. (19.677)

Nous avons donc
θ “ tan´1

´y
x

¯
. (19.678)

La fonction inverse de la fonction tangente est celle définie plus haut.

19.12.1.4 Transformation inverse : pratique

Le code suivant utilise Sage.

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 def PointToPolaire(x,y):

http://www.sagemath.org


1272 CHAPITRE 19. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

7 x=SR(x)
8 y=SR(y)
9 r = sqrt(x**2+y**2)

10 if x == 0:
11 if y > 0:
12 alpha = pi/2
13 if y < 0:
14 alpha = 3*pi/2
15 if y == 0 :
16 raise ValueError ," Pas d ’ angle pour le point (0 ,0) !! "
17 else :
18 alpha = atan(y/x)
19 if (x < 0) and (y == 0) :
20 alpha = pi
21 if (x < 0) and (y > 0) :
22 alpha = alpha + pi
23 if (x < 0) and (y < 0 ) :
24 alpha = alpha + pi
25 alpha=alpha.simplify_trig ()
26 return (r,alpha)
27

28 print PointToPolaire (1,1)
29 print PointToPolaire (-2,1)
30 print PointToPolaire (6* sqrt (3)/2,3)

tex/frido/calculAngle.py

Son exécution retourne :

(sqrt(2), 1/4*pi)
(sqrt(5), pi - arctan(1/2))
(6, 1/6*pi)

Notez que ce sont des valeurs exactes. Ce ne sont pas des approximations, Sage travaille de façon
symbolique.

19.12.1.5 Coordonnées polaires : dérivées partielles

Le changement de coordonnées pour les polaires est la fonction

f

ˆ
r
θ

˙
“

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
r cos θ
r sin θ

˙
. (19.679)

Considérons une fonction g sur R2, et définissons la fonction g̃ par

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq. (19.680)

La formule (13.479) permet de trouver les dérivées partielles de g par rapport à r et θ en termes
de celles par rapport à x et y de g.

Pour faire le lien avec les notations du point précédent, nous avons

f1pr, θq “ r cospθq
f2pr, θq “ r sinpθq
px1, x2q Ñ pr, θq
py1, y2q Ñ px, yq.

(19.681)
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Nous avons donc

Bg̃
Br pr, θq “

2ÿ

i“1

Bg
Bxi

`
fpr, θq˘BfiBr pr, θq

“ Bg
Bxpr cos θ, r sin θqB

`
r cos θ

˘

Br pr, θq

` BgBy pr cos θ, r sin θqB
`
r sin θ

˘

Br pr, θq

“ cos θ BgBxpr cos θ, r sin θq ` sin θBgBy pr cos θ, r sin θq.

(19.682)

Prenons par exemple gpx, yq “ 1
x2`y2 . Étant donné que

Bg
Bx “

´2x
px2 ` y2q2 , (19.683)

nous avons Bg
Bxpr cos θ, r sin θq “ ´2 cos θ

r3 . (19.684)

En utilisant la formule,

Bg̃
Br pr, θq “ cospθq

ˆ´2 cos θ
r3

˙
` sinpθq

ˆ´2 sin θ
r3

˙
“ ´ 2

r3 . (19.685)

Nous pouvons vérifier directement que cela est correct. En effet

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq “ 1
r2 , (19.686)

dont la dérivée par rapport à r vaut ´2{r3.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à θ, nous avons

Bg̃
Bθ “

Bg
Bxpr cos θ, r sin θqB

`
r cospθq˘
Bθ ` BgBy pr cos θ, r sin θqB

`
r sinpθq˘
Bθ

“
ˆ´2 cos θ

r3

˙
p´r sin θq `

ˆ´2 sin θ
r3

˙
pr cos θq

“ 0.

(19.687)

En résumé et avec quelques abus de notation :

Bg̃
Br “ cospθq BgBx ` sinpθqBgBy
Bg̃
Bθ “ ´r sinpθq BgBx ` r cospθqBgBy

(19.688)

19.12.2 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont un perfectionnement des coordonnées polaires. Il s’agit
simplement de donner le point px, y, zq en faisant la conversion px, yq ÞÑ pr, θq et en gardant le z.
Les formules de passage sont

$
’&
’%

x “ r cospθq (19.689a)
y “ r sinpθq (19.689b)
z “ z. (19.689c)

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pr, θ, zq ÞÑ pr cos θ, r sin θ, zq, (19.690)
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Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra´ π, a`
πrˆR, a dans R. Il n’y a presque rien de nouveau par rapport aux coordonnées polaires. Les
coordonnées cylindriques sont intéressantes si on décrit un objet invariant par rapport aux rotations
autour de l’axe des z.

Exemple 19.196
Il faut savoir ce que décrivent les équations les plus simples en coordonnées cylindriques,

— r ď a, pour a constant dans s0,`8r, est le cylindre de hauteur infinie qui a pour axe l’axe
des z et pour base le disque de rayon a centré à l’origine,

— r “ a est la surface du cylindre,
— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,
— z “ c est un plan parallèle au plan x-y.

4

Exemple 19.197
Un demi-cône qui a son sommet en l’origine et pour axe l’axe des z est décrit par z “ dr. Si d est
positif il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure. 4

Exemple 19.198
De même, la sphère de rayon a et centrée à l’origine est l’assemblage des calottes z “ ?a2 ´ r2 et
z “ ´?a2 ´ r2. 4

En ce qui concerne les coordonnées cylindriques, le Jacobien est donné par

Jpr, θ, zq “
∣∣∣∣∣∣∣
Bx
Br

Bx
Bθ

Bx
BzBy

Br
By
Bθ

By
BzBz

Br
Bz
Bθ

Bz
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ ´r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ r. (19.691)

Nous avons donc dx dy dz “ r dr dθ dz.

$
’&
’%

x “ r cos θ (19.692a)
y “ r sin θ (19.692b)
z “ z (19.692c)

avec r P s0,8r, θ P r0, 2πr et z P R. Le jacobien vaut r.

19.12.3 Coordonnées sphériques

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pρ, θ, φq ÞÑ pρ cos θ sinφ, ρ sin θ sinφ, ρ cosφq, (19.693)

Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra´ π, a`
πrˆrb ´ π{2, b ` π{2r, a et b dans R. Si a “ 0 et b “ ´π{2 la fonction inverse T´1 est donnée
donnée

T : R3ztp0, 0, 0qu Ñ s0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr
px, y, zq ÞÑ

ˆa
x2 ` y2 ` z2, arctg y

x , arccos
ˆ

z?
x2`y2`z2

˙˙
.

(19.694)

Soit P un point dans R3. L’angle φ est l’angle entre le demi-axe positif des z et le vecteur ÝÝÑOP , ρ
est la norme de ÝÝÑOP et θ est l’argument en coordonnées polaires de la projection de ÝÝÑOP sur le plan
x-y.
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Remarque 19.199.
Dans la littérature, les angles θ et φ sont parfois inversés (voire, changent de nom, par exemple
ϕ au lieu de φ). Il faut donc être très prudent lorsqu’on veut utiliser dans un cours des formules
données dans un autre cours.

Exemple 19.200
Il faut connaitre le sens des équations plus simples,

— ρ ď a, pour a constant dans s0,`8r, est la boule fermée de rayon a centrée à l’origine,

— ρ “ a est la sphère de rayon a centrée à l’origine,

— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,

— φ “ c est un demi-cône qui a son sommet à l’origine et pour axe l’axe des z. Si c est positif
il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure.

4

Les coordonnées sphériques sont ce qu’on appelle les « méridiens » et « longitudes » en
géographie. Les formules de transformation sont

$
’&
’%

x “ ρ sinpθq cospϕq (19.695a)
y “ ρ sinpθq sinpϕq (19.695b)
z “ ρ cospθq (19.695c)

avec 0 ď θ ď π et 0 ď ϕ ă 2π.

Remarque 19.201.
Attention : d’un livre à l’autre les conventions sur les noms des angles changent. N’essayez donc
pas d’étudier par cœur des formules concernant les coordonnées sphériques trouvées autre part.
Par exemple sur le premier dessin de wikipédia, l’angle ϕ est noté θ et l’angle θ est noté Φ. Mais
vous noterez que sur cette même page, les conventions de noms de ces angles changent plusieurs
fois.

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinϕ r P s0,8r
y “ r sin θ sinϕ avec θ P s0, 2πr
z “ r cosϕ φ P s0, πr.

(19.696)

Le jacobien associé est Jgpr, θ, ϕq “ ´r2 sinϕ. Rappelons que ce qui rentre dans l’intégrale est la
valeur absolue du jacobien.

$
’&
’%

x “ ρ cos θ sinφ (19.697a)
y “ ρ sin θ sinφ (19.697b)
z “ ρ cosφ (19.697c)

avec ρ P s0,8r, θ P r0, 2πr et φ P r0, πr. Le jacobien vaut ´ρ2 sinpφq.
N’oubliez pas que lorsqu’on effectue un changement de variables dans une intégrale, la valeur

absolue du jacobien apparaît.
Cependant notre convention de coordonnées sphériques fait venir sinpφq avec φ P r0, πr ; vu que

le signe de sinpφq y est toujours positif, cette histoire de valeur absolue est sans grandes conséquent.
Ce n’est pas le cas de toutes les conventions possibles.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Coordonn�es_sph�riques
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19.12.3.1 Coordonnées sphériques : inverse

Trouvons le changement inverse, c’est-à-dire trouvons ρ, θ et ϕ en termes de x, y et z. D’abord
nous avons

ρ “
a
x2 ` y2 ` z2. (19.698)

Ensuite nous savons que
cospθq “ z

ρ
(19.699)

détermine de façon unique 57 un angle θ P r0, πs. Dès que ρ et θ sont connus, nous pouvons poser
r “ ρ sin θ et alors nous nous trouvons avec les équations

"
x “ r cospϕq (19.700a)
y “ r sinpϕq, (19.700b)

qui sont similaires à celles déjà étudiées dans le cas des coordonnées polaires.

19.13 Calcul de limites

Beaucoup de techniques de calcul de limites fonctionnent bien avec les fonctions trigonomé-
triques, entre autres grâce à l’utilisation des coordonnées polaires de la proposition 19.193. De
plus, le théorème de la fonction implicite Nous en voyons quelques exemples à présent.

Exemple 19.202(Limite et prolongement par continuité)
La fonction

fpxq “ cospxq ´ 1
x

(19.701)

n’est pas définie en x “ 0.
Nous avons vu dans l’équation (19.56) que cosp0q “ 1, donc la limite

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

(19.702)

est la limite définissant la dérivée de cosinus en 0 (ici, le x joue le rôle de ε). Le lemme 19.17 nous
donne la dérivée du cosinus comme étant le sinus. Nous avons donc :

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

“ sinp0q “ 0, (19.703)

et nous définissons le prolongement par continuité :

f̃pxq “
#

cospxq´1
x si x ‰ 0

0 sinon.
(19.704)

Encore une fois, le graphe de la fonction f̃ ne présente aucune particularité autour de x “ 0.

´6 π ´4 π ´2 π 2 π 4 π 6 π

´1
2

1
2

57. Le problème ρ “ 0 ne se pose pas ; pourquoi ?
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4

Exemple 19.203(Un calcul heuristique de limite)
Soit à calculer la limite suivante :

lim
xÑ0

e´2 cospxq`2 sinpxq?
e2 cospxq`2 ´ 1

. (19.705)

La stratégie que nous allons suivre pour calculer cette limite est de développer certaines parties
de l’expression en série de Taylor, afin de simplifier l’expression. La première chose à faire est de
remplacer eypxq par 1` ypxq lorsque ypxq Ñ 0. La limite devient

lim
xÑ0

`´ 2 cospxq ` 3
˘

sinpxqa´2 cospxq ` 2
. (19.706)

Nous allons maintenant remplacer cospxq par 1 au numérateur et par 1 ´ x2{2 au dénominateur.
Pourquoi ? Parce que le cosinus du dénominateur est dans une racine, donc nous nous attendons à
ce que le terme de degré deux du cosinus donne un degré un en dehors de la racine, alors que du
degré un est exactement ce que nous avons au numérateur : le développement du sinus commence
par x.

Nous calculons donc

lim
xÑ0

sinpxqc
´2

´
1´ x2

2

¯
` 2

“ lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (19.707)

Tout ceci n’est évidemment pas très rigoureux, mais en principe vous avez tous les éléments en
main pour justifier les étapes. 4

19.13.1 Méthode des coordonnées polaires

La proposition suivante exprime la définition de la limite en d’autres termes, et va être pratique
dans le calcul de certaines limites.

Proposition 19.204.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn, a un point d’accumulation de D et ` P Rn. Nous définissons

Er “ tfpxq tel que x P Bpa, rq XDu, (19.708)

et
sr “ supt}v ´ `} tel que v P Eru. (19.709)

Alors nous avons limxÑa fpxq “ ` si et seulement si limrÑ0 sr “ 0.

Dans cette proposition, Er représente l’ensemble des valeurs atteintes par f dans un rayon r
autour de a. Le nombre sr sélectionne, parmi toutes ces valeurs, celle qui est la plus éloignée de `
et donne la distance. En d’autres termes, sr est la distance maximale entre fpxq et ` lorsque x est
à une distance au maximum r de a.

Lorsque nous avons affaire à une fonction f : R2 Ñ R, cette proposition nous permet de calculer
facilement les limites en passant aux coordonnées polaires.

Exemple 19.205
Reprenons la fonction de l’exemple 13.154 :

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 . (19.710)
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Son domaine est R2ztp0, 0qu. Nous voulons calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. Écrivons la définition de
Er :

Er “ tfpx, yq tel que px, yq P B
`p0, 0q, r˘u. (19.711)

Les points de la boule sont, en coordonnées polaires, les points de la forme pρ, θq avec ρ ă r. La
chose intéressante est que fpρ, θq est relativement simple (plus simple que la fonction départ). En
effet en remplaçant tous les x par ρ cospθq et tous les y par ρ sinpθq, et en utilisant le fait que
cos2pθq ` sin2pθq “ 1, nous trouvons

fpρ, θq “ ρ2 cospθq sinpθq
ρ2 “ cospθq sinpθq. (19.712)

Cela signifie que
Er “ tcospθq sinpθq tel que θ P r0, 2πru. (19.713)

Prenons ` quelconque. Le nombre sr est le supremum des

}`´ cospθq sinpθq} (19.714)

lorsque θ parcours r0, 2πs. Nous ne sommes pas obligés calculer la valeur exacte de sr. Ce qui
compte ici est que sr ne vaut certainement pas zéro, et ne dépend pas de r. Donc il est impossible
d’avoir limrÑ0 sr “ 0, et la fonction donnée n’a pas de limite en p0, 0q. 4

Nous pouvons retenir cette règle pour calculer les limites lorsque px, yq Ñ p0, 0q de fonctions
f : R2 Ñ R :
(1) passer en coordonnées polaires, c’est-à-dire remplacer x par ρ cospθq et y par ρ sinpθq ;
(2) nous obtenons une fonction g de ρ et θ. Si la limite limrÑ0 gpr, θq n’existe pas ou dépend de

θ, alors la fonction n’a pas de limite. Si on peut majorer g par une fonction ne dépendant
pas de θ, et que cette fonction a une limite lorsque r Ñ 0, alors cette limite est la limite de
la fonction.

La vraie difficulté de la technique des coordonnées polaires est de trouver le supremum de Er,
ou tout au moins de montrer qu’il est borné par une fonction qui a une limite qui ne dépend pas de
θ. Une des situations classiques dans laquelle c’est facile est lorsque la fonction se présente comme
une fonction de r multiplié par une fonction de θ.

Exemple 19.206
Soit à calculer la limite

lim
px,yqÑp0,0q

xy

ˆ
x2 ´ y2

x2 ` y2

˙
. (19.715)

Le passage aux coordonnées polaires donne

fpr, θq “ r2 sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq. (19.716)

Déterminer le supremum de cela est relativement difficile. Mais nous savons que de toutes façons,
la quantité sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq est bornée par 1. Donc

}fpr, θq} ď r2. (19.717)

Maintenant la règle de l’étau montre que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq est zéro.
La situation vraiment gênante serait celle avec une fonction de θ qui risque de s’annuler dans

un dénominateur. 4

L’exemple 19.192 donnera un cas où la méthode fonctionne plus difficilement. Entre autres
parce qu’il utilisera en même temps la méthode des chemins et celle des coordonnées polaires.

Exemple 19.207
Considérons fonction

fpx, yq “ x2 ` y2

x´ y . (19.718)
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Une mauvaise idée pour prouver que la limite n’existe pas pour px, yq Ñ p0, 0q est de considérer
le chemin pt, tq. En effet, la fonction n’existe pas sur ce chemin. Or la méthode des chemins parle
uniquement de chemins contenus dans le domaine de la fonction.

Nous prouvons que la limite n’existe pas en trouvant des chemins le long desquels les limites
sont différentes. Si nous essayons le chemin pt, ktq avec k constant, nous trouvons

fpt, ktq “ tp1` k2q
1´ k . (19.719)

La limite tÑ 0 est hélas toujours 0. Nous ne pouvons donc pas conclure.
Nous allons maintenant utiliser la même technique que celle utilisée en coordonnées polaires.

Vous noterez que dans ce cas, travailler en cartésiennes donne lieu à des calculs plus longs. L’astuce
consiste à prendre k non constant et à chercher par exemple kptq de façon à avoir

1` kptq2
1´ kptq “

1
t
. (19.720)

Avec une telle fonction k, la fonction t ÞÑ fpt, tkptqq serait la constante 1. L’équation à résoudre
pour k est

tk2 ` k ` pt´ 1q “ 0, (19.721)

et les solutions sont
kptq “ ´1˘a

1´ 4tpt´ 1q
2t . (19.722)

Nous proposons donc les chemins
ˆ
x
y

˙
“

˜
t

´1˘
?

1´4tpt´1q
2

¸
(19.723)

Nous devons vérifier deux points. D’abord que ce chemin est bien défini, et ensuite que tkptq tend
bien vers zéro lorsque tÑ 0 (sinon pt, kptqtq) n’est pas un chemin passant par p0, 0q. Lorsque t est
petit, ce qui se trouve sous la racine est proche de 1 et ne pose pas de problèmes. Ensuite,

lim
tÑ0

tkptq “ ´1˘ 1
2 . (19.724)

En choisissant le signe `, nous trouvons un chemin qui nous convient.
Ce que nous avons prouvé est que

f

˜
t,
´1`a

1´ 4tpt´ 1q
2

¸
“ 1 (19.725)

pour tout t. Le long de ce chemin, la limite de f est donc 1. Cette limite est différente des limites
obtenues le long de chemins avec k constant. La limite limpx,yqÑp0,0q fpx, yq n’existe donc pas. 4

Exemple 19.208
Considérons la fonction (figure 19.12)

fpx, yq “
#a

x2 ` y2 sin 1
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q, (19.726)

et cherchons la limite px, yq Ñ p0, 0q. Le passage en coordonnées polaires 58 donne

fpρ, θq “ ρ sin 1
ρ
. (19.727)

58. Proposition 19.193.
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Pour calculer la limite de cela lorsque ρÑ 0, nous remarquons que

0 ď |ρ sin 1
ρ
| ď ρ (19.728)

parce que sinp1
ρq ď 1 quel que soit ρ. Or évidemment limρÑ0 ρ “ 0, donc la limite de la fonction

(19.727) est zéro et ne dépend pas de θ. Nous en concluons que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. 4

´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4

´1

1

Figure 19.12 – La fonction de l’exemple 19.208.

19.13.2 Méthode du développement asymptotique

Nous savons que nous pouvons développer certaines fonctions en série grâce au développement
de Taylor (théorème 13.359). Lorsque nous avons une limite à calculer, nous pouvons remplacer
certaines parties de la fonction à traiter par la formule (13.948b). Cela est très utile pour comparer
des fonctions trigonométrique à des polynômes.

Exemple 19.209
Nous calculons la limite

lim
xÑ0

sinpxq
x

(19.729)

à l’aide d’un tout petit développement en série. Pour information, la proposition 19.211 nous fera
la même limite sans développements.

Une manière de la prouver est d’écrire

sinpxq “ x` hpxq (19.730)

avec h P opxq, c’est-à-dire limxÑ0 hpxq{x “ 0. Alors nous avons

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ lim
xÑ0

x` hpxq
x

“ lim
xÑ0

x

x
` lim
xÑ0

hpxq
x

“ 1. (19.731)

4

L’utilisation de la proposition 13.395 permet d’utiliser cette technique dans le cadre de limites
à plusieurs variables. Reprenons l’exemple 19.209 un tout petit peu modifié :

Exemple 19.210
Soit à calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq où

fpx, yq “ sinpxyq
xy

. (19.732)

La première chose à faire est de voir f comme la composée de fonctions f “ f1 ˝ f2 avec

f1 : RÑ R

t ÞÑ sinptq
t

(19.733)
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et
f2 : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ xy.
(19.734)

Étant donné que limpx,yqÑp0,0q f2px, yq “ 0, nous avons limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ limtÑ0 f1ptq “ 1.
4

La proposition suivante reprend la limite de l’exemple 19.209.

Proposition 19.211.
Nous avons la limite

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (19.735)

Démonstration. On commence par observer que la fonction gpxq “ sinpxq
x est un rapport entre deux

fonctions impaires et est donc une fonction paire. Nous pouvons alors nous réduire à considérer le
cas où x est positif. La première étape de cette preuve nous dit que gpxq ď 1 pour tout x P R`,˚.

Nous voulons étudier le comportement de g dans un voisinage de 0. Nous pouvons alors supposer
que x soit inférieur à π{2. SoitD “ p1, tanpxqq. On voit très bien dans le dessin que l’aire du triangle
de sommets O, D et C est supérieure à l’aire du secteur circulaire de sommets O, A et C. Ces
deux aires peuvent être calculées très facilement et nous obtenons

sinpxq
2 cospxq ě

x

2 .

À partir de cette dernière inégalité nous pouvons écrire

1 ě sinpxq
x

ě cospxq.
En prenant la limite lorsque x tend vers 0 dans les trois membres de l’inégalité la règle de l’étau
nous permet d’obtenir la limite remarquable (19.735).

Exemple 19.212
Les dérivées partielles de la fonction fpx, yq “ xy3 ` sin y au point p0, πq sont

Bxfp0, πq “ BfBx p0, πq “ lim
tÑ0
t‰0

ptπ3 ` sin πq ´ psin πq
t

“ π3,

Byfp0, πq “ BfBy p0, πq “ lim
tÑ0
t‰0

0pπ ` tq3 ` sinpt` πq ´ 0 ·π3

t
“ cosπ “ ´1,

4

19.14 Changement de variables dans une intégrale
Le théorème 15.252 manque un peu d’exemples. Nous allons en voir quelques-uns maintenant.

19.14.1 Changement de variables

Le domaine E “ tpx, yq P R2 tel que x2`y2 ă 1u s’écrit plus facilement E “ tpr, θq tel que r ă
1u en coordonnées polaires. Le passage aux coordonnées polaires permet de transformer une in-
tégration sur un domaine rond à une intégration sur le domaine rectangulaire s0, 2πr ˆ s0, 1r. La
question est évidemment de savoir si nous pouvons écrire

ż

E
f “

ż 2π

0

ż 1

0
fpr cos θ, r sin θqdrdθ. (19.736)

Hélas, non ; la vie n’est pas aussi simple.
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Définition 19.213.
Un difféomorphisme est une application g : A Ñ B telle que g et g´1 : B Ñ A soient de classe
C1.

Théorème 19.214.
Soit g : A Ñ B un difféomorphisme. Soient F Ă B un ensemble mesurable et borné et f : F Ñ R

une fonction bornée et intégrable. Supposons que g´1pF q soit borné et que Jg soit borné sur g´1pF q.
Alors ż

F
fpxqdy “

ż

g´1pF qf
`
gpxq

˘ |Jgpxq|dx (19.737)

Pour rappel, Jg est le déterminant de la matrice jacobienne (aucun lien de parenté) donnée
par

Jg “ det
ˆBxg1 Byg1
Bxg2 Btg2

˙
. (19.738)

Comme dans les intégrales simples, il y a souvent moyen de trouver un changement de variables
qui simplifie les expressions. Le domaine E “ tpx, yq P R2 tel que x2` y2 ă 1u par exemple s’écrit
plus facilement E “ tpr, θq tel que r ă 1u en coordonnées polaires. Le passage aux coordonnées
polaires permet de transformer une intégration sur un domaine rond à une intégration sur le
domaine rectangulaire s0, 2πrˆ s0, 1r. La question est évidemment de savoir si nous pouvons écrire

ż

E
f “

ż 2π

0

ż 1

0
fpr cos θ, r sin θqdrdθ. (19.739)

Hélas ce n’est pas le cas. Il faut tenir compte du fait que le changement de base dilate ou contracte
certaines surfaces.

Soit ϕ : D1 Ă R2 Ñ D2 Ă R2 une fonction bijective de classe C1 dont l’inverse est également
de classe C1. On désigne par x et y ses composantes, c’est-à-dire que

ϕpu, vq “
ˆ
xpu, vq
ypu, vq

˙
(19.740)

avec pu, vq P D1.

Théorème 19.215.
Soit une fonction continue f : D2 Ñ R. Alors

ż

ϕpD1q
fpx, yqdxdy “

ż

D1

f
`
xpu, vq, ypu, vq˘|Jϕpu, vq|dudv (19.741)

où Jϕ est le Jacobien de ϕ c’est-à-dire

Jϕpu, vq “ det
ˆ Bx
Bu

Bx
BvBy

Bu
Bu
Bv

˙
. (19.742)

Ne pas oublier de prendre la valeur absolue lorsqu’on utilise le Jacobien dans un changement
de variables.

19.14.2 Coordonnées polaires

Exemple 19.216
Calculons la surface du disque D de rayon R. Nous devons calculer

ż

D
dxdy. (19.743)

Pour passer au polaires, nous savons que le disque est décrit par

D “ tpr, θq tel que 0 ď r ď R, 0 ď θ ď 2πu. (19.744)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_jacobienne
http://fr.wikipedia.org/wiki/Jacob
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Nous avons donc
ż

D
dxdy “

ż

D
r drdθ “

ż 2π

0

ż R

0
r drdθ “ 2π

ż R

0
r dr “ πR2. (19.745)

4

Exemple 19.217
Montrons comment intégrer la fonction fpx, yq “ a

1´ x2 ´ y2 sur le domaine délimité par la
droite y “ x et le cercle x2 ` y2 “ y, représenté sur la figure 19.13. Pour trouver le centre et le
rayon du cercle x2`y2 “ y, nous commençons par écrire x2`y2´y “ 0, et ensuite nous reformons
le carré : y2 ´ y “ py ´ 1

2q2 ´ 1
4 .

‚
P

Figure 19.13 – Passage en polaire pour intégrer sur un morceau de cercle.

Le passage en polaire transforme les équations du bord du domaine en

cospθq “ sinpθq
r2 “ r sinpθq. (19.746)

L’angle θ parcours donc s0, π{4r, et le rayon, pour chacun de ces θ parcours s0, sinpθqr. La fonction
à intégrer se note maintenant fpr, θq “ ?1´ r2. Donc l’intégrale à calculer est

ż π{4

0

˜ż sinpθq

0

a
1´ r2r rd

¸
. (19.747)

Remarquez la présence d’un r supplémentaire pour le jacobien.
Notez que les coordonnées du point P sont p1, 1q. 4

En pratique, lors du passage en coordonnées polaires, le « dxdy » devient « r drdθ ».

Exemple 19.218
On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ` y2 sur la région V suivante :

V “ tpx, yq P R2 |x2 ` y2 ď 1, x ą 0, y ą 0u.

On peut faire le calcul directement,
ż

V
fpx, yq dV “

ż 1

0

ż ?1´x2

0
x2 ` y2 dy dx “

ż 1

0

˜
x2
a

1´ x2 ` p1´ x
2q3{2

3

¸
dx

mais c’est un peu ennuyeux. On peut simplifier beaucoup les calculs avec un changement de
variables vers les coordonnées polaires. Dans ce cas, on sait bien que le difféomorphisme à utiliser
est φpr, θq “ pr cos θ, r sin θq. Le jacobien Jφ est

Jφpr, θq “
ˇ̌
ˇ̌ cos θ sin θ
´r sin θ r cos θ

ˇ̌
ˇ̌ “ r, (19.748)
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qui est toujours positif. D’une part, la fonction f peut s’écrire sous la forme fpφpr, θqq “ r2 et
d’autre part, φ´1pV q “s0, 1sˆs0, π{2r. Par conséquent, la formule du changement de variables nous
donne ż

V
fpx, yq dV “

ż π{2

0

ż 1

0
r3dr dθ “

ż π{2

0

1
4 dθ “

π

8 .

4

Exemple 19.219
Montrons comment intégrer la fonction fpx, yq “ a

1´ x2 ´ y2 sur le domaine délimité par la
droite y “ x et le cercle x2 ` y2 “ y, représenté sur la figure 19.14. Pour trouver le centre et le
rayon du cercle x2`y2 “ y, nous commençons par écrire x2`y2´y “ 0, et ensuite nous reformons
le carré : y2 ´ y “ py ´ 1

2q2 ´ 1
4 .

‚
P

Figure 19.14 – Passage en polaire pour intégrer sur un morceau de cercle.

Le passage en polaire transforme les équations du bord du domaine en

cospθq “ sinpθq
r2 “ r sinpθq. (19.749)

L’angle θ parcours donc s0, π{4r, et le rayon, pour chacun de ces θ parcours s0, sinpθqr. La fonction
à intégrer se note maintenant fpr, θq “ ?1´ r2. Donc l’intégrale à calculer est

ż π{4

0

˜ż sinpθq

0

a
1´ r2r rd

¸
. (19.750)

Remarquez la présence d’un r supplémentaire pour le jacobien.
Notez que les coordonnées du point P sont p1, 1q. 4

19.14.3 Coordonnées cylindriques

Exemple 19.220
On veut calculer le volume de la région A définie par l’intersection entre la boule unité et le cylindre
qui a pour base un disque de rayon 1{2 centré en p0, 1{2q

A “ tpx, y, zq P R3 |x2 ` y2 ` z1 ď 1u X tpx, y, zq P R3 |x2 ` py ´ 1{2q2 ď 1{4u.
On peut décrire A en coordonnées cylindriques

A “
!
pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR |

´ π{2 ă θ ă π, 0 ă r ď sin θ, ´
a

1´ r2 ď z ď
a

1´ r2
)
.

(19.751)

Le jacobien de ce changement de variables, Jcyl, est

Jcylpr, θq, z “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sin θ 0
´r sin θ r cos θ 0

0 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ r, (19.752)
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qui est toujours positif. Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π{2

´π{2

ż sin θ

0

ż ?1´r2

´?1´r2
rdz dr dθ “ 2π

8 ` 8
9 .

4

Exemple 19.221(Volume d’un solide de révolution)
Soit g : ra, bs Ñ R` une fonction continue et positive. On dit que le solide A décrit par

A “
!
px, y, zq P R3 | z P ra, bs,

a
x2 ` y2 ď g2pzq

)

est un solide de révolution. Afin de calculer son volume, on peut décrire A en coordonnées cylin-
driques,

A “  pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR | a ď z ď b, 0 ă r2 ď g2pzq( .
Le jacobien de ce changement de variables est Jcyl “ r, comme dans l’exemple précédent. Le
volume de A est donc

ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż b

a

ż π

´π

ż gpzq

0
r dr dθ dz “

ż b

a
πg2pzq dz.

Cette formule peut être utilisée pour tout solide de révolution. 4

19.14.3.1 Coordonnées sphériques

Le calcul est un peu plus long :

Jpρ, θ, ϕq “
∣∣∣∣∣∣∣
Bx
Bρ

Bx
Bθ

Bx
BϕBy

Bρ
By
Bθ

By
BϕBz

Bρ
Bz
Bθ

Bz
Bϕ

∣∣∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ ρ cos θ cosϕ ´ρ sin θ sinϕ
sin θ sinϕ ρ cos θ sinϕ ´ρ sin θ cosϕ

cos θ ´ρ sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ ρ2 sin θ.

(19.753)

Donc
dx dy dz “ ρ2 sinpθq dρ dθ dϕ. (19.754)

19.14.4 Coordonnées sphériques

Exemple 19.222
On veut calculer le volume du cornet de glace A

A “
!
px, y, zq P R3 | px, yq P S2,

a
x2 ` y2 ď z ď

a
1´ x2 ´ y2

)
.

On peut décrire A en coordonnées sphériques.

A “ tpρ, θ, φq Ps0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr | 0 ă φ ď π{4, 0 ă ρ ď 1u.
Le jacobien de ce changement de variables Jsph est

Jsphpρ, θ, φq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sinφ sin θ sinφ cosφ
´ρ sin θ sinφ ρ cos θ sinφ 0
ρ cos θ cosφ ρ sin θ cosφ ´ρ sinφ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ρ2 sinφ, (19.755)
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Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π

´π

ż π{4

0

ż 1

0
ρ2 sinφdρ dφ dθ “ 2π

3

ˆ
1´ 1?

2

˙
.

4

Exemple 19.223(Une petite faute à ne pas faire)
Si nous voulons calculer le volume de la sphère de rayon R, nous écrivons donc

ż R

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpφqdφ “ 4πR “ 4

3πR
3. (19.756)

Ici, la valeur absolue n’est pas importante parce que lorsque φ P s0, π, r, le sinus de φ est positif.
Des petits malins pourraient remarquer que le changement de variable (19.696) est encore une

paramétrisation de R3 si on intervertit le domaine des angles :

θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π,
(19.757)

alors nous paramétrons encore parfaitement bien la sphère, mais hélas
ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

0
r2 sinpφqdφ “ 0. (19.758)

Pourquoi ces « nouvelles » coordonnées sphériques sont-elles mauvaises ? Il y a que quand l’angle
φ parcours s0, 2πr, son sinus n’est plus toujours positif, donc la valeur absolue du jacobien n’est
plus r2 sinpφq, mais r2 sinpφq pour les φ entre 0 et π, puis ´r2 sinpφq pour φ entre π et 2π. Donc
l’intégrale (19.758) n’est pas correcte. Il faut la remplacer par

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpφqdφ´

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

π
r2 sinpφqdφ “ 4

3πR
3 (19.759)

4

19.14.5 Un autre système utile

Un changement de variables que l’on voit assez souvent est
"
u “ x` y (19.760a)
v “ x´ y. (19.760b)

Afin de calculer son jacobien, il faut d’abord exprimer x et y en fonctions de u et v :
"
x “ pu` vq{2 (19.761a)
y “ pu´ vq{2. (19.761b)

La matrice jacobienne est ˆ Bx
Bu

Bx
BvBy

Bu
By
Bv

˙
“

ˆ1
2

1
21

2 ´1
2

˙
. (19.762)

Le déterminant vaut ´1
2 . Nous avons donc

dxdy “ 1
2dudv. (19.763)

Nous insistons sur le fait que c’est 1
2 et non ´1

2 qui intervient parce que que la formule du chan-
gement de variable demande d’introduire la valeur absolue du jacobien.
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´1 1 2 3

´2

´1

1

2

Figure 19.15 – Un domaine qui s’écrit étonnament bien avec un bon changement de coordonnées.

Exemple 19.224
Calculer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ´ y2 sur le domaine représenté sur la figure 19.15.

Les droites qui délimitent le domaine d’intégration sont

y “ ´x` 2
y “ x´ 2
y “ x

y “ ´x
(19.764)

Le domaine est donc donné par les équations
$
’’’&
’’’%

y ` x ă 2 (19.765a)
y ´ x ą ´2 (19.765b)
y ´ x ă 0 (19.765c)
y ` x ą 0. (19.765d)

En utilisant le changement de variables u “ x` y, v “ x´ y nous trouvons le domaine 0 ă u ă 2,
0 ă v ă 2. En ce qui concerne la fonction, fpx, yq “ px` yqpx´ yq et par conséquent

fpu, vq “ uv. (19.766)

L’intégrale à calculer est simplement
ż 2

0

ż 2

0
uv dudv “

ż 2

0
u du

„
v2

2

2

0
“ 2

ż 2

0
u du “ 4. (19.767)

4

19.15 Table de caractères du groupe diédral

Cette section vient de [43] ; nous avons comme but d’établir la table des caractères des repré-
sentations complexes du groupe diédral Dn.

19.15.1 Représentations de dimension un

Nous nous occupons des représentations de Dn sur C. Les applications linéaires C Ñ C sont
seulement les multiplications par des nombres complexes. Nous cherchons donc ψ : Dn Ñ C˚.
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Nous savons que Dn est généré 59 par s et r. Vu que s2 “ 1, nous avons

ψpsq2 “ ψps2q “ ψp1q “ 1, (19.768)

donc ψpsq P t´1, 1u. Nous savons aussi que srsr “ 1, donc

ψpsq2ψprq2 “ 1, (19.769)

ce qui donne ψprq P t´1, 1u.
Nous avons donc quatre représentations de dimension un données par

ψprq “ 1 ψprq “ ´1
ψpsq “ 1 ρ`` ρ`´
ψpsq “ ´1 ρ´` ρ´´

Attention au fait que nous devons aussi avoir la relation ψprqn “ ψprnq “ 1. Donc ψprq doit être
une racine ne de l’unité. Nous allons donc devoir avoir un compte différent selon la parité de n.
Nous en reparlerons à la fin, au moment de faire les comptes. En ce qui concerne les caractères
correspondants,

rk srk

χ`` 1 1
χ`´ p´1qk p´1qk
χ´` 1 ´1
χ´´ p´1qk p´1qk`1

Étant donné qu’ils sont tous différents, ce sont des représentations deux à deux non équivalentes,
lemme 17.15.

19.15.2 Représentations de dimension deux

Nous cherchons maintenant les représentations ρ : Dn Ñ EndpC2q. Ici nous supposons connue
la liste des éléments deDn donnée par le corollaire 19.95. Soit ω “ e2iπ{n et h P Z ; nous considérons
la représentation ρphq de Dn définie par

ρphqprkq “
ˆ
ωhk 0
0 ω´hk

˙
(19.770a)

ρphqpstkq “
ˆ

0 ω´hk
ωhk 0

˙
. (19.770b)

Cela donne bien ρphq sur tous les éléments de Dn par la proposition 19.94. Nous pouvons restreindre
le domaine de h en remarquant d’abord que ρphq “ ρph`nq, et ensuite que les représentations ρphq

et ρp´hq sont équivalentes. Un opérateur d’entrelacement est donné par T “
ˆ

0 1
1 0

˙
, et il est facile

de vérifier que Tρphqpxq “ ρ´hpxqT avec x “ rk puis avec x “ srk.
Donc ρphq » ρp´hq » ρpn´hq et nous pouvons restreindre notre étude à 0 ď h ď n

2 .
Nous allons séparer les cas n “ 0, h “ n{2 et les autres. En effet si nous notons par commodité

a “ ωh, alors un vecteur px, yq est vecteur propre de ρphqpsq et de ρphqprq si et seulement s’il vérifie
les systèmes d’équations

$
&
%
ax “ λx (19.771a)
1
a
y “ λy (19.771b)

et
$
&
%

1
a
y “ µx (19.772a)

ax “ µy (19.772b)

59. Voir proposition 19.94 et tout ce qui suit.
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avec λ et µ des nombres non nuls. Une représentation sera réductible si et seulement si ces deux
systèmes acceptent une solution non nulle commune. Il est vite vu que si x ‰ 0 et y ‰ 0, alors
a2 “ 1, ce qui signifie h “ 0 ou h “ n{2. Sinon, il n’y a pas de solutions, et la représentation
associée est irréductible.

(1) h “ 0. Nous avons

ρp0qprkq “
ˆ

1 0
0 1

˙
ρp0qpsrkq “

ˆ
0 1
1 0

˙
, (19.773)

donc le caractère de cette représentation est χp0qprkq “ 2 et χp0qpsrkq “ 0. Donc nous avons

χp0q “ χ`` ` χ´`. (19.774)

Il y a maintenant (au moins) quatre façons de voir que la représentation ρp0q est réductible.
Première méthode Trouver un opérateur d’entrelacement. Pour cela nous calculons les

matrices :

Sprq “ pρ`` ‘ ρ´`qprkq “
ˆ
ρ``prkq 0

0 ρ´`prkq
˙
“

ˆ
1 0
0 1

˙
(19.775a)

Spsrkq “ pρ`` ‘ ρ´`qpsrkq “
ˆ
ρ``psrkq 0

0 ρ´`psrkq
˙
“

ˆ
1 0
0 ´1

˙
(19.775b)

(19.775c)

Nous cherchons une matrice T telle que TSprkq “ ρp0qprkqT et TSpsrkq “ ρp0qpsrkqT .
Étant donné que Sprkq “ 1 “ ρp0qprkq, la première contrainte n’en est pas une. Nous

pouvons vérifier qu’avec T “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
, nous avons bien

T

ˆ
1 0
0 ´1

˙
“

ˆ
0 1
1 0

˙
. (19.776)

Donc ce T entrelace ρ``‘ρ´` avec ρp0q qui sont donc deux représentations équivalentes.
Donc ρp0q est réductible et ça ne nous intéresse pas de la lister.

Seconde méthode Invoquer le théorème 17.22(1) et dire que les représentations sont équi-
valentes parce que les caractères sont égaux.

Troisième méthode Utiliser le théorème 17.22(2) et calculer xχp0q, χp0qy :

xχp0q, χp0qy “ 1
|Dn|

ÿ

gPDn
|χp0qpgq|2 (19.777a)

“ 1
2n

`
4` 0` 4pn´ 1q˘ (19.777b)

“ 2. (19.777c)

Ici le 4 est pour le 1, le zéro est pour les termes srk et 4pn´1q est pour les n´1 termes
rk. Vu que le résultat n’est pas 1, la représentation ρp0q n’est pas irréductible.

Quatrième méthode Regarder les solutions des systèmes (19.771) et (19.772) dont nous
avons parlé plus haut.

La première méthode a l’avantage d’être simple et ne demander aucune théorie particulière à
part les définitions. La seconde méthode est la plus rapide, mais demande un théorème très
puissant. La troisième utilise également un théorème assez avancé, mais a l’avantage sur les
deux autres méthodes de ne pas avoir besoin de savoir a priori un candidat décomposition
de ρ0q ; cette méthode est applicable même sans faire la remarque que χp0q “ χ`` ` χ´`.
Quoi qu’il en soit, nous ne listons pas χp0q dans notre table de caractères.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Unicode
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(2) h “ n{2. Vu que ωn{2 “ eiπ “ ´1, nous avons

ρpn{2qprkq “
ˆp´1qk 0

0 p´1qk
˙

ρpn{2qpsrkq “
ˆ

0 p´1qk
p´1qk 0

˙
, (19.778)

et donc

χpn{2qprkq “ 2p´1qk (19.779a)
χpn{2qpsrkq “ 0. (19.779b)

Il est vite vu que χpn{2q “ χ`´ ` χ´`. Ergo la représentation ρpn{2q n’est pas irréductible.
(3) 0 ă h ă n

2 . Dans ce cas nous avons ωh ‰ ω´h, et en regardant les systèmes d’équations
donnés plus haut, nous voyons que ρphqpsq et ρphqprq n’ont pas de vecteurs propres communs.
Donc ces représentations sont irréductibles.
Nous devons cependant encore vérifier si elles sont deux à deux non équivalentes. Supposons
que pour h ‰ h1 nous ayons une matrice T P GLp2,Cq telle que TρphqprqT´1 “ ρph1qprq. Cela
impliquerait en particulier que les matrices ρphqprq et ρph1qprq aient même valeurs propres.
Nous aurions donc tωh, ω´hu “ tωh1 , ω´h1u. Mais cela est impossible avec 0 ă h ă h1 ă n

2 .
Donc toutes ces représentations sont distinctes.

Le caractère de la représentation ρphq est χphqprkq “ ωhk ` ω´hk “ 2 cos
`2πhk

n

˘
.

Nous ajoutons donc la ligne suivante à notre liste :

rk srk

χphq 2 cos
`2πhk

n

˘
0

19.15.3 Le compte pour n pair

Nous avons 4 représentations de dimension 1 puis n
2 ´ 1 représentations de dimension 2. En

tout nous avons
n

2 ` 3 (19.780)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 19.9.1.5. Pour rappel, le nombre de représentations non équivalentes est égal au
nombre de classes de conjugaison par le corollaire 17.25. Notons que c’est cela qui justifie le fait
que nous ne devons pas chercher d’autres représentations. Nous sommes sûrs de les avoir toutes
trouvées.

19.15.4 Le compte pour n impair

Nous avions fait mention plus haut du fait que si ψ est une représentation de dimension 1, le
nombre ψprq devait être une racine ne de l’unité. Donc en dimension 1 nous avons seulement les
représentations ρ`` et ρ´`. Pour celles de dimension 2, nous en avons n´1

2 . En tout nous avons
donc

n` 3
2 (19.781)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 19.9.1.6.



Chapitre 20

Corps finis, racines de l’unité

20.1 Le groupe des racines de l’unité dans les nombres complexes

20.1.1 Le groupe

Définition 20.1.
Une racine ne de l’unité dans un anneau est une racine du polynôme Xn ´ 1.

Lemme-définition 20.2.
L’ensemble

Un “ te2iπk{n tel que k “ 0, . . . , n´ 1u (20.1)

est un groupe pour la multiplication.
Ses éléments forment exactement l’ensemble des racines de l’unité dans C.

Démonstration. Il est vite vu que tous les éléments de Un sont des racines de l’unité parce que
`
e2iπk{n˘n “ e2iπk “ 1, (20.2)

entre autres à cause du lemme 19.25.
Cela nous donne déjà n racines pour Xn ´ 1 dans C. Le théorème 6.99 nous indique qu’il ne

peut pas y en avoir plus.

Un des intérêts du groupe des racines est qu’il permet de factoriser Xn ´ 1, comme nous le
verrons via les polynômes cyclotomiques dans le lemme 20.18.

Lemme 20.3.
L’ensemble Un est un groupe cyclique 1 d’ordre n généré par ξ “ e2iπ{n.

Démonstration. Il y a les trois propriétés à vérifier pour que ce soit un groupe.

Neutre Le nombre 1 est une racine de l’unité.
Inverse Si ω P Un alors ωn “ 1 et donc ωωn´1 “ 1, ce qui signifie que ωn´1 est un inverse de ω.

Il reste à voir que ωn´1 P Un. En effet
`
ωn´1˘n “ pωnqn´1 “ 1n´1 “ 1.

Associativité Cas particulier de l’associativité dans C.

Le fait que ce soit un groupe cyclique contenant n éléments est la définition.

Le lemme suivant donne les autres générateurs.

Lemme 20.4.
Le nombre ξa est un générateur de Un si et seulement si pgcdpa, nq “ 1.

1. Définition 2.11.

1291
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Démonstration. Si pgcdpa, nq “ 1 alors le théorème de Bézout 3.13 nous fournit des entiers u et v
tels que ua` vn “ 1. Alors nous avons

e2iπ{n “ e2pua`vnqiπ{n “ pe2aiπ{nqu, (20.3)

ce qui signifie que ξ est dans le groupe engendré par ξa, et par conséquent tout Un est engendré.
Pour l’implication inverse, nous utilisons Bézout dans le sens inverse. Soit ξa un générateur de

Un. Alors il existe u tel que pξaqu “ ξ, donc ξau´1 “ 1, c’est-à-dire qu’il existe v tel que au´1 “ vn.
Cette dernière égalité implique que pgcdpa, nq “ 1.

Exemple 20.5
Une conséquence tout à fait extraordinaire de ce lemme est que 7 est générateur de Z{12Z (parce
que pgcdp7, 12q “ 1). Or en solfège, une quinte fait 7 demi-tons, et une gamme en fait 12. Le cycle
des quintes est donc générateur de la gamme[331]. Ce fait est connu des pianistes 2 depuis des
siècles. 4

Proposition 20.6 (Intersection par deux).
Les ensembles Uα et Uβ ont une intersection réduite à t1u si et seulement si α et β sont premiers
entre eux.

Démonstration. Nous rappelons qu’une racine αede l’unité peut s’écrire sous la forme e2iπk{α avec
0 ď k ă α.
Sens direct Par contraposée, nous supposons que α et β ne sont pas premiers entre eux, et nous

notons d leur pgcd. Nous nommons α “ dα1 et β “ dβ1. Pour trouver une intersection entre
Uα et Uβ nous devons trouver une valeur de 0 ă k ă α telle que

pe2iπk{αqβ “ e2iπkβ{α “ 1, (20.4)

c’est-à-dire une valeur de k telle que kβ{α soit un entier. Mais kβ{α “ kβ1{α1 et par consé-
quent prendre k “ α1 fonctionne. Surtout que par hypothèse d ą 1 et donc k “ α1 ă α.

Sens réciproque Supposons maintenant que α et β soient premiers entre eux. Soit z P Uα XUβ.
Le fait que z soit une racine αede l’unité implique qu’il existe un k ă α tel que z “ e2iπk{α.
Mais si z est également une racine βede l’unité, alors zβ “ 1, c’est-à-dire que kβ{α doit être
un entier, soit l cet entier. Nous avons

kβ “ lα. (20.5)

Si k ą 0, comme le nombre α divise kβ, cela conduirait via le lemme de Gauss 3.21 à dire
que α divise k. Mais α ne peut pas diviser k parce que nous avions supposé que k était
strictement plus petit que α. Donc k “ 0 et z “ 1.

Proposition 20.7 (Intersection : le cas général[1]).
Soient des entiers positifs α1, . . . , αp. Nous avons

pď

i“1
Uαi “ t1u (20.6)

si et seulement si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 (c’est-à-dire que les αi sont premiers dans leur ensemble).

Démonstration. Nous le décomposons les αi en facteurs premiers 3 de la façon suivante : αi “
ś
kPN p

α
pkq
i
k où les pk sont les nombres premiers.

2. Même ceux qui ignorent le théorème de Bézout.
3. Théorème 3.23.
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Caractérisation par une décomposition en facteurs premiers Les éléments z différents de
1 dans Uα1 s’écrivent sous la forme

z “ e2iπk{α1 (20.7)

avec 0 ă k ă α1.
Pour tout i ‰ 1, le fait que z P Uαi X Uα1 se traduit par le fait que

`
e2iπk{α1

˘αi “ 1, c’est-
à-dire que αik{α1 est entier, donc que α1 divise kαi. Par conséquent il existera un élément
différent de 1 dans l’intersection des Uαi si et seulement s’il existe un entier k strictement
compris entre 0 et α1 pour lequel α1 divise tous les kαi.
Un entier 0 ă k ă α1 convient si et seulement si pour tout l, la puissance de pl dans la
décomposition de k est au moins égale à

α
plq
1 ´ αplqi (20.8)

pour tout l.
Sens direct L’hypothèse pgcdpα1, . . . , αpq ‰ 1 implique qu’il existe un l pour lequel tous les αplqi

sont non nuls. Nous construisons le k voulu en prenant pour tout pi la même puissance
que celle dans α1, sauf pour pl pour lequel nous prenons la puissance αplq1 ´ minitαplqi u. Le
minimum en question est strictement positif, ce qui donne un k strictement inférieur à α1.

Sens réciproque Si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 alors pour tout l, il existe un i tel que αplqi “ 0. Donc
pour tout l, la puissance de pl dans la décomposition de k est au moins αplq1 . Cela implique
que k ě α1, ce qui est impossible.

Définition 20.8.
Les générateurs de Un sont les racines primitives 4 de l’unité dans C. Nous nommons ∆n leur
ensemble :

∆n “ te2kiπ{n tel que 0 ď k ď n´ 1,pgcdpk, nq “ 1u. (20.9)

Nous avons par exemple

∆1 “ t1u (20.10a)
∆2 “ teπiu (20.10b)
∆4 “ teπi{2, e3πi{2u. (20.10c)

Notons que 1 P ∆d seulement avec d “ 1.

20.1.2 Fonction indicatrice d’Euler (première partie)

Nous introduisons ici la fonction indicatrice d’Euler et ses liens basiques avec les racines de
l’unité. Pour les propriétés plus avancées, voir 20.1.5.

20.1.3 Introduction par les racines de l’unité

Définition 20.9.
La fonction ϕ donnée par

ϕpnq “ Cardp∆nq (20.11)

est l’indicatrice d’Euler.

Si p est un nombre premier, alors ϕppq “ p´ 1.

4. parce qu’en prenant les puissances successives de l’une d’entre elles, nous retrouvons toutes les racines de
l’unité, voir aussi la définition 20.57.



1294 CHAPITRE 20. CORPS FINIS, RACINES DE L’UNITÉ

Lemme 20.10.
Nous avons

Un “
ď

d�n
∆d (20.12)

et l’union est disjointe. Nous avons aussi la formule

n “
ÿ

d�n
ϕpdq. (20.13)

Démonstration. À l’application x ÞÑ e2iπx près, nous pouvons considérer

∆d “ tk
d
tel que k “ 0, . . . , d´ 1,pgcdpk, dq “ 1u, (20.14)

c’est-à-dire l’ensemble des fractions irréductibles dont le dénominateur est d. L’union des ∆d sera
donc disjointe.

Toujours à l’application x ÞÑ e2iπx près, le groupe Un est donné par

Un “ tk
n

tel que k “ 0, . . . , n´ 1u. (20.15)

L’égalité (20.12) revient maintenant à dire que toute fraction de la forme k
n s’écrit de façon irré-

ductible avec un dénominateur qui divise n.
La relation (20.13) consiste à prendre le cardinal des deux côtés de (20.12). Nous avons

CardpUnq “ n et l’union étant disjointe, à droite nous avons la somme des cardinaux.
Pour chaque diviseur d de n nous considérons l’ensemble

Φnpdq “ tm P N tel que pgcdpm,nq “ n

d
u. (20.16)

Étant donné que tous les entiers entre 1 et n ont un pgcd avec n qui est automatiquement un
quotient de n nous avons

t1, . . . , nu “
ď

d�n
Φnpdq (20.17)

où l’union est disjointe. Par ailleurs nous savons que si pgcdpa, bq “ 1, alors pgcdpka, kbq “ k. Donc
si m P ∆d, alors m· n

d appartient à Φnpdq. En d’autres termes, a ÞÑ n
da est une bijection entre ∆d

et Φnpdq.
Nous avons donc CardpΦnpdqq “ Cardp∆dq “ ϕpdq et finalement

Cardt1, . . . , nu “
ÿ

d�n
CardpΦnpdqq “

ÿ

d�n
ϕpdq. (20.18)

Lemme 20.11.
Si p est un nombre premier, alors ϕppnq “ pn ´ pn´1.

Démonstration. Les éléments de t1, . . . , pnu qui ont un pgcd différent de 1 avec pn sont des nombres
qui s’écrivent sous la forme qp avec q ď pn´1 5. Il y a évidemment pn´1 tels nombres.

Par conséquent le cardinal de Ppn est ϕppnq “ pn ´ pn´1.

Problèmes et choses à faire
Pn n’a pas été défini.

Définition proposée (et vue par après) : Pn “ tm P N tel que pgcdpm,nq “ 1u. À mettre donc en lien avec ∆d.

5. Corollaire 3.25.
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20.1.4 Générateurs

Proposition 20.12.
Soit n P N˚ et le groupe (additif) Z{nZ. L’élément rxsn est un générateur de Z{nZ si et seulement
si x P Pn. En particulier Z{nZ est un groupe contenant ϕpnq générateurs.
Démonstration. Nous avons gr

`r1sn
˘ “ Z{nZ. L’élément rxsn sera générateur si et seulement s’il

génère r1sn, c’est-à-dire s’il existe u tel que urxsn “ r1sn. Cette dernière égalité étant une égalité
de classes dans Z{nZ, elle sera vraie si et seulement s’il existe v tel que

ux` vn “ 1. (20.19)

Cela signifie entre autres que 6 xZ ` nZ “ Z, et aussi que pgcdpx, nq “ 1 par le théorème de
Bézout 3.13, et donc que x P Pn.
Corollaire 20.13.
Un groupe monogène d’ordre n possède ϕpnq générateur où ϕ est la fonction indicatrice d’Euler
définie en 20.9.

Démonstration. Le théorème 5.16 nous dit qu’un groupe monogène d’ordre n est isomorphe à
Z{nZ. La proposition 20.12 nous indique que Z{nZ possède ϕpnq générateurs.

20.1.5 Fonction indicatrice d’Euler (propriétés)

Corollaire 20.14.
L’indicatrice d’Euler est multiplicative : si p est premier avec q, alors ϕppqq “ ϕppqϕpqq. De plus
si p et q sont premiers entre eux,

ϕppqq “ pp´ 1qpq ´ 1q. (20.20)

Démonstration. Nous savons que si p et q sont premiers entre eux, alors le théorème 5.25 nous
donne l’isomorphisme de groupe

pZ{pqZ,`q » pZ{pZ,`q ˆ pZ{qZ,`q. (20.21)

Un élément px, yq est générateur du produit si et seulement si x est générateur de Z{pZ et y est
générateur de Z{qZ. Par la proposition 20.12, il y a ϕppqϕpqq tels éléments. Par ailleurs le nombre
de générateurs de Z{pqZ est ϕppqq, d’où l’égalité.

Si p est premier, nous avons ϕppq “ p ´ 1 parce que tous les entiers de t1, . . . , p ´ 1u sont
premiers avec p.

20.1.6 Décomposition en fractions simples

Il est possible de décomposer une fraction rationnelle en fractions dites « simples ». Si |z| ă 1
nous avons par exemple la décomposition

1
1´ zr “

ÿ

ωPUr

Aω
ω ´ z (20.22)

où Ur est le groupe des racines re de l’unité définit en (20.1). Les nombres Aω peuvent alors être
déterminés en effectuant la somme. Le dénominateur commun sera 1 ´ zr tandis que les Aω sont
déterminés en égalant le numérateur à 1.

Exemple 20.15
Pour décomposer la fraction 1

1´x2 nous savons que les racines sont ˘1. Donc nous écrivons

1
1´ x2 “

A

1´ x `
B

1` x. (20.23)

6. Corollaire 3.14
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Nous trouvons les valeurs de A et B en effectuant la somme :
Ap1` xq `Bp1´ xq

1´ x2 “ A`B ` pA´Bqx
1´ x2 . (20.24)

Les coefficients A et B doivent donc vérifier A`B “ 1 et A´B “ 0. Au final,

1
1´ x2 “

1
2p1´ xq `

1
2p1` xq . (20.25)

4

20.2 Chiffrement RSA
Ce passage sur RSA provient en bonne partie de la page de Wikipédia[332].
Alice veut envoyer un message à Bob. L’idée est que Bob va donner à Alice une clef publique

qui va permettre de chiffrer le message tandis que Bob va garder pour lui une clef privée qui permet
de déchiffrer.

20.2.1 Mise en place par Bob

Bob se crée une paire de clef publique, clef privée de la façon suivante.
(1) Bob choisit deux nombres premiers distincts p, q.
(2) Il calcule n “ pq .
(3) Par le corollaire 20.14, l’indicatrice d’Euler ϕpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q est facile à calculer pour

Bob.
(4) Bob choisit e P N premier avec ϕpnq, puis d tel que ed P r1sϕpnq.

Maintenant la paire est : clef publique pn, eq et clef privée pn, dq 7.
Bob envoie la paire pn, eq à Alice.

Remarque 20.16.
Ici nous ne supposons pas que la communication soit sure. Une tierce personne peut intercepter
le message. D’ailleurs en principe les gens publient leurs clef publique sur leurs sites, voire sur des
sites dédiés. Le problème de l’identification reste à résoudre à l’ancienne.

20.2.2 Chiffrement

Nous chiffrons en utilisant la clef publique pn, eq. D’abord Alice se débrouille pour transformer
son message en un nombre plus petit que n. Soit M ce message. Alice code M en

C “M e mod n. (20.26)

Tout le truc est que nous allons voir que l’application x ÞÑ xe est une bijection de Fn et que
l’inverse est facile à calculer par Bob et difficile pour les autres. Alice envoie C à Bob. Encore une
fois, nous ne supposons pas que cette communication soit privée. Le nombre C peut être intercepté.

20.2.3 Déchiffrement

Nous allons montrer que M “ Cd mod n, et donc que Bob, connaissant pn, dq, peut déchiffrer.
D’abord

Cd “ pM eqd “M ed, (20.27)

mais nous savons qu’il existe k tel que

ed “ 1` kϕpnq “ 1` kpp´ 1qpq ´ 1q. (20.28)

7. Le fait que e soit public et d soit privé est une convention. e comme encryption et d comme decryption.

http://en.wikipedia.org/wiki/Key_signing_party
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L’étape astucieuse est de remarquer que

M1`kpp´1qpq´1q P rM sp X rM sq. (20.29)

Pour montrer cela nous utilisons le petit théorème de Fermat 6.13 et la remarque 6.14.
— Si M est premier avec p, alors Mp´1 P r1sp.
— Si M n’est pas premier avec p, alors M est multiple de p et on sait que Mp´1 P r0sp “ rM sp.

Dans les deux cas nous avons (20.29). Le nombre M1`kϕpnq´M est donc à la fois multiple de p et
de q.

Le lemme chinois 6.24 nous dit immédiatement 8 qu’alors

M1`kϕpnq ´M (20.30)

est un multiple de pq “ n, c’est-à-dire que

Cd “M ed P rM sn. (20.31)

Si on ne croit pas au lemme chinois, on peut utiliser le lemme de Gauss. Posons

M1`kϕpnq ´M “ ap “ bq. (20.32)

Dans ce cas p divise bq, mais q est premier avec p, donc le lemme de Gauss 3.112 nous enseigne 9

que p divise b.

20.2.4 Une imprudence à ne pas commettre

Nous avons pris deux cas selon que M soit ou non premier avec p. Une question qui se pose est
la suivante : est-ce que c’est une bonne idée d’envoyer un message qui ne soit pas premier avec p ?

Si nous savons que M n’est pas premier avec p, alors nous avons M e “ lepe et n “ pq qui sont
publics. Donc un calcul de PGCD permettrait de trouver p.

Il faut cependant savoir que
— La probabilité que ça arrive est infime : vu que M est entre 0 et n “ pq, les multiples de p

possibles sont p, 2p, ¨ ¨ ¨ pq. Il y a dont une chance sur p que cela arrive. Typiquement avec des
p de l’ordre de 10120, on peut utiliser RSA chaque milliseconde sur chaque atome de l’univers
depuis le début des temps que ça ne se serait presque certainement pas encore produit.

— De toutes façons Alice ne sait pas vérifier si son message est premier avec p parce qu’elle ne
connaît pas p.

— En conclusion la partie de la preuve qui montre queM1`ϕpnq P rM spXrM sq dans le casM non
premier avec p est, à toutes fins pratiques, inutile parce que ce cas de figure ne se présentera
jamais dans toutes l’histoire de l’univers, même pas avec une civilisation intelligente autour
de chaque étoile.

Problèmes et choses à faire

Est-ce que ces trois points sont corrects ?

20.2.5 Problèmes calculatoires

Pour implémenter RSA, il faut pouvoir faire (au moins) trois choses :
(1) Trouver de grands nombres premiers.
(2) Trouver des couples de Bézout.
(3) Calculer M e lorsque e est très grand.

8. C’est ici qu’il est important que p ne soit pas égal à q. Si p “ q, alors le lemme chinois ne fonctionne pas.
9. Ici aussi, si p “ q, ça ne marche pas.
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En ce qui concerne le problème de trouver des nombres premiers, c’est compliqué, mais il faut
savoir qu’il y en a plein. À 120 chiffres, il y a environ autant de nombres premiers que d’atomes
dans 1020 fois l’univers connu. Cela rend impossible toute tentative de factoriser un grand nombre
en essayant toutes les possibilités. Même pas en science-fiction 10.

Trouver des nombres u et v tels que Au`Bv “ pgcdpA,Bq est un problème expliqué en 3.3.4.
En ce qui concerne le calcul deM e lorsque e est grand, il n’est évidemment pas pensable de faire

M ·M · . . .M avec e facteurs. Un truc pour calculer en moins d’étapes est l’exponentiation
rapide. Si e “ 2k est pair, nous calculons

M e “ pMkq2; (20.33)

si e “ 2k ` 1 alors nous calculons
M e “MpMkq2. (20.34)

Le calcul prend alors seulement environ log2peq étapes. Pour donner une idée,

log2p10120q » 400. (20.35)

Très raisonnable, mais un ordinateur reste indispensable.

20.2.6 La solidité de RSA

La solidité de la méthode repose sur deux conjectures (non démontrées ! !) :
— Pour déchiffrer il faut connaitre p et q.
— La difficulté de trouver p et q en partant de n “ pq est exponentielle en n.

Dans la méthode de déchiffrage proposée ici, p et q sont utilisés pour calculer d qui est solution de
ed “ r1sϕpnq. La seule formule connue pour calculer ϕpnq est ϕpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q. Si on trouve
plus simple, alors RSA peut être craqué.

20.2.7 Note non mathématique pour doucher l’enthousiasme

Il est souvent dit[333] que différents systèmes de chiffrement peuvent aider à avoir des discus-
sions « discrètes » dans les régimes totalitaires. La technologie au service de la démocratie, voilà
qui enthousiasme la jeunesse 11. La réalité est qu’il est souvent possible de craquer un système de
chiffrement arbitrairement complexe, même sans connaitre le petit théorème de Fermat . . .
. . . tout dépends du contexte.

20.3 Polynômes cyclotomiques

20.3.1 Définitions et propriétés

Définition 20.17.
Le polynôme cyclotomique d’indice n est le polynôme

φnpXq “
ź

zP∆n

pX ´ zq (20.36)

où ∆n est l’ensemble des racines primitives de l’unité de la définition 20.8 :

∆n “ te2ikπ{n tel que 0 ď k ď n´ 1 tel que pgcdpk, nq “ 1u, (20.37)

10. Cela donne une idée des connaissances en math des klingons, dont le docteur Spock parvient à craquer le code
mentalement en deux heures.
11. Cela dit, le navigateur Tor[334], qui est un pur produit de RSA, permet effectivement d’accéder en France aux

sites bloqués pour apologie du terrorisme (mars 2015).
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Le polynôme φn est un polynôme unitaire de degré ϕpnq où ϕ est l’indicatrice d’Euler 12 ϕpnq.
Nous avons par exemple

∆1 “ t1u (20.38a)
∆2 “ t´1u (20.38b)
∆3 “ te2πi{3, e4πi{3u (20.38c)

et les premiers polynômes cyclotomiques sont donnés par

φ1pXq “ X ´ 1 (20.39a)
φ2pXq “ X ` 1 (20.39b)
φ3pXq “ X2 `X ` 1. (20.39c)

Pour le dernier nous avons utilisé le fait que e6πi{3 “ 1 et e4πi{3`e2πi{3 “ ´1.

Lemme 20.18.
Le polynôme Xn ´ 1 se factorise des diverses manières suivantes :

Xn ´ 1 “
ź

zPUn
pX ´ zq “

ź

d�n

ź

zP∆d

pX ´ zq “
ź

d�n
φdpXq (20.40)

Démonstration. En ce qui concerne la première égalité, tous les éléments de Un sont des racines
simples de Xn ´ 1. Donc le théorème 3.177 dit qu’il existe un nombre k (polynôme de degré zéro)
tel que Xn´ 1 “ k

ś
zPUnpX ´ zq. Vu le coefficient du terme de plus haut degré, ce k ne peut être

que 1.
Pour la suite nous utilisons l’union disjointe Un “ Ť

d�n ∆d du lemme 20.10 et la définition
(20.36) des polynômes cyclotomiques.

Remarque 20.19.
Notons juste pour le plaisir que dans le produit

ś
d�n

ś
zP∆d

, il y a bien n termes parce que
Cardp∆dq “ ϕpdq et řd�n ϕpdq “ n (définition 20.8 et lemme 20.10).

Proposition 20.20.
Les polynômes cyclotomiques sont à coefficients entiers : φn P ZrXs.
Démonstration. Nous devons démontrer que les coefficients de φn sont dans Z alors qu’ils sont a
priori dans C. Nous démontrons cela par récurrence. D’abord φ1pXq “ X ´ 1, d’accord. Ensuite

Xn`1 ´ 1 “
ź

d�n`1
φdpXq “ φn`1pXq·

ź

d�n`1
dďn

φdpXq

loooooomoooooon
PZrXs par récurrence

(20.41)

Le lemme 6.42 conclut que φn`1 P ZrXs. Nous avons vu Z comme sous anneau du corps C.

Proposition 20.21.
Soient 1 ď m ď n deux entiers et

T pXq “ Xn ´ 1
Xm ´ 1 P ZpXq. (20.42)

Alors :
(1) si m � n alors T P ZrXs,
(2) si m � n et si m ă n alors φn divise T dans ZrXs.

12. Définie par l’équation 20.11.
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Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Si m divise n alors les diviseurs de n sont l’union des diviseurs de m et des diviseurs de n

qui ne divisent pas m. Soit

Q “ tdiviseurs de n ne divisant pas mu. (20.43)

Nous avons alors

Xn ´ 1 “
ź

d�n
φdpXq “

ź

d�m
φdpXq·

ź

qPQ
φqpXq “ pXm ´ 1q·

ź

qPQ
φqpXq. (20.44)

Nous avons donc
T pXq “ Xn ´ 1

Xm ´ 1 “
ź

qPQ
φqpXq P ZrXs. (20.45)

(2) Nous venons de montrer que
T “

ź

qPQ
φq P ZrXs. (20.46)

Étant donné que m ă n nous avons n P Q et donc

T “ φn ·
ź

qPQztnu
φq. (20.47)

Par conséquent φn divise T dans ZrXs.

Corollaire 20.22.
Si p est premier alors le polynôme cyclotomique φp a une bonne tête :

φppXq “ 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1. (20.48)

Démonstration. Nous utilisons la formule du lemme 20.18 en remarquant que seuls p et 1 divisent
p :

Xp ´ 1 “
ź

d�p
φdpXq “ φ1pXqφppXq “ pX ´ 1qφppXq. (20.49)

Nous pouvons simplifier par X ´ 1 en utilisant la formule du lemme 3.181(2) :

1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1 “ φppXq (20.50)

Proposition 20.23 (Irréductibilité des polynômes cyclotomiques[335]).
Les polynômes cyclotomiques sont irréductibles sur Q.

Démonstration. Pour rappel, nous savons déjà que pour tout n P N, φn P ZrXs. Vu que les racines
de φn sont les racines primitives de l’unité, nous devons montrer que toutes les racines primitives de
l’unité ont même polynôme minimal (qui sera alors φn) ; en effet vu que ces polynômes divisent φn,
s’ils sont distincts, la proposition 6.96 s’applique et le produit des polynômes minimaux diviserait
φn. Dans le cas inverse, φn est polynôme minimal des racines primitives de l’unité et est donc
irréductible. Soit donc ξ, une telle racine primitive. Une autre racine primitive est de la forme ξl
où l est un nombre premier tel que pgcdpl, nq “ 1.

Soient f et g, les polynômes minimaux dans ZrXs de ξ et ξl. Nous allons montrer que f “ g
et donc que f “ g “ φn. Supposons par l’absurde que f ‰ g. Dans ce cas ils seraient des facteurs
irréductibles distincts de φn et il existerait un polynôme h tel que φn “ fgh. A priori, h P QrXs
parce que nous sommes justement en train de prouver que φn est irréductible dans QrXs. Quoi
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qu’il en soit, le lemme de Gauss 6.44 nous montre que h P ZrXs parce que φn, f et g ont des
coefficients entiers. Nous avons

fpξq “ gpξlq “ 0. (20.51)

Considérons le polynôme ψpXq “ gpX lq. Ce polynôme ψ est dans ZrXs et ψ est annulateur de
ξ, donc f divise ψ en tant que polynôme minimal de ξ. Il y a un polynôme unitaire à coefficients
entiers (lemme de Gauss forever) k tel que

ψ “ fk (20.52)

Nous considérons maintenant les projections sur FlrXs : étant donné que φn “ fgh, nous savons
que f̄ ḡ divise φ̄n. En même temps, f̄ divise ψ̄. En utilisant le morphisme de Frobenius (c’est ici
que la projection sur Fl joue), nous avons aussi

ψ̄pXq “ ḡpX lq “ ḡpXql. (20.53)

Par conséquent dire que f̄ divise ψ̄ revient à dire que f̄pXq divise ḡpXql. En particulier tous facteur
irréductible de f̄ divise ḡ. Un facteur irréductible de f̄ serait donc à la fois dans f̄ et dans ḡ et
donc deux fois (au moins) dans φ̄n parce que f̄ ḡ divise φn. Dans un corps de décomposition de ce
facteur, φn aurait une racine double, alors que ce n’est pas le cas. Contradiction. Nous concluons
que f “ g.

Le corollaire suivant va être utilisé pour déterminer les polygones constructibles à la règle et
au compas, théorème de Gauss-Wantzel 20.87.

Corollaire 20.24.
Soit p un nombre premier et α un entier non nul. Nous posons q “ pα. Alors le polynôme minimal
de e2iπ{q sur Q est le polynôme cyclotomique φq.

Démonstration. Le polynôme φq est irréductible par la proposition 20.23, il est unitaire par défini-
tion et contient le monôme X ´ e2iπ{q, donc il est annulateur. Annulateur, irréductible et unitaire,
la proposition 6.65(2) en fait le polynôme minimal de ω.

Théorème 20.25.
Soit P P ZrXs un polynôme unitaire irréductible non constant tel que toutes les racines dans C
soient de module ď 1. Alors P “ X ou P est un polynôme cyclotomique.

Démonstration. Nous supposons que X ‰ 0, et nous notons P “ ř
i aiX

i. Étant donné que P
est irréductible et différent de X, nous avons a0 ‰ 0 (sinon x “ 0 serait une racine). Nous allons
montrer que les racines de P sont toutes des racines N -ièmes de l’unité (avec le même N pour
toutes).

Soient tξiui“1,...,d les racines de P ; on a

P “
dź

i“1
pX ´ ξiq (20.54)

avec
śd
i“1 ξi “ a0. Par hypothèse, |ξi| ď 1 et donc 0 ă |a0| ď 1. Vu que P P ZrXs nous avons donc

a0 “ 1 et donc |ξi| “ 1 pour tout i.
Nous introduisons les polynômes

gqpXq “
dź

i“1

`
X ´ pξiqq

˘
, (20.55)

et en particulier g1 “ P , et nous développons

gqpXq “ Xn ` C1,qX
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` Cn,q (20.56)
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où
Ck,q “ p´1qk

ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pξi1 . . . ξikqq. (20.57)

Nous introduisons aussi les polynômes

Fk,qpX1, . . . , Xnq “ p´1qk
ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pXi1 . . . Xikqq (20.58)

qui sont des polynômes symétriques. Ils vérifient deux propriétés. La première est que

Cr,q “ Fr,qpξ1, . . . , ξnq, (20.59)

et la seconde est que les polynômes Fr,1 sont les polynômes symétriques élémentaires à un coefficient
près. Le théorème 6.153 nous donne alors des polynômes Gk,q P ZrX1, . . . , Xns tels que

Fk,qpX1, . . . , Xnq “ Gk,q
`
F1,1pX1, . . . , Xnq, . . . , Fk,1pX1, . . . , Xnq

˘
. (20.60)

Nous savons que
|Ck,q| ď

ÿ

1ďi1ă...ăikăd
1 “

ˆ
d

k

˙
. (20.61)

Donc gq fait partie de l’ensemble fini des polynômes dans Zrqs dont tous les coefficients sont bornés
en valeur absolue par

max
k“1,...,d

ˆ
d

k

˙
. (20.62)

Il existe un certain nombre d’ensembles tξiu qui sont racines de polynômes vérifiant les conditions
du théorème. À chacun de ces ensembles est associé une suite de polynômes gq et donc des coeffi-
cients Ck,q. Ce que nous avons vu est que l’ensemble de tous les coefficients Ck,q possibles (pour
un choix donné des tξiu) est fini, en particulier, vu que C1,q “ ř

i ξ
q
i , pour chaque k, l’ensemble

tξqk tel que q P Nu. (20.63)

Par le principe des tiroirs, il existe q1 et q2 tels que ξq1k “ ξq2k . Ici, q1 et q2 dépendent de k et nous
notons Nk “ q1 ´ q2 ; nous avons donc ξNkk “ 1.

En posant N “ ppcmpN1, . . . , Ndq, nous avons
ξNk “ 1 (20.64)

pour tout k.
Mais P est irréductible dans ZrXs ; s’il a ˘1 comme racines, alors c’est que P “ X ` 1 ou

P “ X ´ 1 et ce sont des polynômes cyclotomiques. Si P n’a pas ˘1 parmi ses racines, alors P n’a
pas de racines dans Q parce que ˘1 sont les seules racines de XN ´ 1 dans Q.

Par conséquent P est un facteur irréductible de XN ´ 1 dans QrXs. Mais étant donné que

XN ´ 1 “
ź

d�N
φdpXq, (20.65)

les polynômes cyclotomiques sont les seuls facteurs irréductibles deXN´1. Donc P est un polynôme
cyclotomique.

20.3.2 Nombres premiers

Lemme 20.26 ([336]).
Soit n ě 1. Il existe un nombre premier p et un entier a tels que
(1) p divise φnpaq,
(2) p ne divise aucun de φdpaq avec d � n et d ‰ n.
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De tels p et a vérifient automatiquement
(1) p divise an ´ 1,
(2) p ne divise aucun des ad ´ 1 pour d � n, d ‰ n.

Démonstration. Nous posons
BpXq “

ź

d�n
d‰n

φdpXq, (20.66)

et nous commençons par montrer que φn est premier avec B. Nous avons Xn ´ 1 “ Bφn, donc B
et φn n’ont pas de racines communes (même pas dans C) parce que ce serait une racine double de
Xn´ 1. Notons que par définition 20.36, les polynômes cyclotomiques sont scindés (dans C), donc
en particulier les polynômes φn et B sont scindés et donc premiers entre eux, dans C et a fortiori
dans Q. Par Bézout (corollaire 3.111), il existe U, V P QrXs tels que

Uφn ` V B “ 1. (20.67)

Si nous prenons a P Z tel que U 1 “ aU et V 1 “ aV soient tous deux dans ZrXs, alors nous avons
U 1φn ` V 1B “ a, (20.68)

égalité dans ZrXs. Quitte à prendre un multiple assez grand de a, nous pouvons choisir a de telle
sorte que |φnpaq| ě 2. Nous prenons alors un nombre premier p divisant φnpaq.

Montrons que le a et le p ainsi construits satisfont aux exigences.
Vu que Xn ´ 1 “ Bφn, si p divise φnpaq, il divise automatiquement an ´ 1 et donc ransp “ 1,

ce qui signifie entre autres que a et p sont premiers entre eux. Évaluons l’équation (20.68) en a :

U 1paqφnpaq ` V 1paqBpaq “ a. (20.69)

Le nombre p ne divisant pas a, mais divisant φnpaq, il ne peux pas diviser Bpaq 13. Étant donné
que p ne divise pas Bpaq, il ne divise aucun des φdpaq avec d � n et d ‰ n.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la preuve. Nous supposons avoir a et p tels
que p soit un nombre premier divisant φnpaq et tels que p ne divise aucun des φdpaq avec d � n,
d ‰ n. Le fait de diviser φnpaq entraine le fait de diviser an ´ 1 parce que φn est un des facteurs
de Xn ´ 1. Soit maintenant d ‰ n divisant n ; nous avons

Xd ´ 1 “
ź

d1�d
φd1 , (20.70)

et cela est une partie du produit ź

d�n
d‰n

φd. (20.71)

Vu que p ne divise aucun des φdpaq de ce dernier produit, a fortiori, il ne divise pas le produit 20.70,
et donc pas ad ´ 1.

Lemme 20.27.
Si n ě 1, alors il existe un nombre premier dans r1sn, c’est-à-dire un nombre premier de la forme
1` kn avec k P N˚.
Démonstration. Soient n ě 1 et p, a les nombres donnés par le lemme 20.26. Vu que p divise φnpaq,
p divise an ´ 1 et donc rasp a un ordre qui divise n dans pZ{pZq˚ parce que rasnp “ r1sp.

Prenons d ‰ n divisant n. Nous savons que

ad ´ 1 “
ź

d1�d
φd1paq. (20.72)

13. C’est pour pouvoir dire ça que l’on a choisi V 1 P ZrXs de telle sorte que V 1paq soit dans Z
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Par construction de a et p, nous avons

rφd1paqsp ‰ 0 (20.73)

Vu que Z{pZ est intègre, le produit est également non nul, c’est-à-dire
“ź

d1�d
φd1paq

‰
p
‰ 0, (20.74)

et donc rasap ‰ 1. Nous avons donc montré que si d ‰ n divise n, alors nous avons en même temps

rasnp “ 1 (20.75)

et
rasdp ‰ 1. (20.76)

Cela prouve que rasp est d’ordre exactement n. Oui, mais l’ordre de rasp doit diviser l’ordre du
groupe Z{pZ qui est p´ 1, donc n divise p´ 1 et nous écrivons p “ kn` 1 avec k entier.

Théorème 20.28 (Forme faible du théorème de Dirichlet [57]).
Pour tout n ě 1, il existe une infinité de nombres premiers dans r1sn.

Démonstration. Le lemme 20.27 nous donne déjà l’existence de nombres premiers dans r1sn. Il faut
maintenant voir qu’il y en a une infinité. Nous supposons qu’il y en ait seulement un nombre fini :
p1, . . . , pr, et nous notons

N “ np1 . . . pr. (20.77)

Nous utilisons maintenant le lemme 20.27 avec ce N , c’est-à-dire qu’on a un nombre premier de la
forme

p “ 1` kN “ 1` knp1 . . . pr. (20.78)

Cela est un nombre premier plus grand que tous les pi et de la forme 1 ` λn. Cela contredit
l’exhaustivité de la liste p1, . . . , pr.

20.4 Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne

Théorème 20.29 ([57, 234]).
Soient des entiers naturels premiers dans leur ensemble 14 α1, . . . , αp et l’équation

α1n1 ` ¨ ¨ ¨ ` αpnp “ n (20.79)

pour les naturels ni où n est un naturel donné. Nous notons Sn le nombre de solutions de cette
équation. Alors :
(1) Il existe un algorithme (en temps fini) pour calculer Sn en fonction des αi et de n.
(2) Nous avons le comportement asymptotique

Sn „ 1
α1 . . . αp

np´1

pp´ 1q! . (20.80)

Démonstration. Pour |z| ă 1 dans C, utilisant le lemme 16.28, nous écrivons le développement

F pzq “
pź

i“1

1
1´ zαi “

pź

i“1

ÿ

ně0
znαi . (20.81)

14. Définition 3.11.
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Nous allons maintenant à la pêche au terme de degré k dans ce produit de sommes en utilisant p
fois le produit de Cauchy de la formule (16.38). Nous avons

F pzq “
ÿ

kě0

˜ ÿ

n1α1`¨¨¨`npαp“n
1
¸
zk “

ÿ

kě0
Skz

k. (20.82)

La technique pour déterminer la valeur de Sn est alors de développer F pzq en série de façon un
peu explicite et d’identifier le coefficient de zn parce que nous venons de voir que ce coefficient est
Sn. Nous commençons par une décomposition en éléments simples, expliquée autour de l’équation
(20.22) :

1
1´ zαi “

ÿ

αPUαi

Aω,i
ω ´ z . (20.83)

où Uαi est le groupe des racines αiede l’unité décrit en 20.1. La raison de ce développement est
que, comme mentionné dans le lemme 20.18,

ś
ωPUαi pz´ωq “ zα1 ´ 1. Lorsque nous effectuons la

somme, le dénominateur commun est donc bien 15 1´ zαi . En récrivant le produit :

F pzq “
pź

i“1

1
1´ zαi “

pź

i“1

ÿ

ωPUαi

Aω,i
ω ´ z (20.84)

Les coefficients Aω,i sont calculables explicitement, en temps fini.
Vu que 1 est dans tous les Uαi , le produit fait intervenir au dénominateur des puissances de

p1´ zq jusqu’à la puissance p. Les autres racines de l’unité appartiennent au maximum à p´ 1 des
groupes Uαi parce que les nombres αi sont premiers dans leur ensemble, voir la proposition 20.7.

La fonction F peut alors s’écrire sous la forme

F pzq “ A

p1´ zqp `Gpzq (20.85)

où Gpzq est une somme de termes de la forme
ai,1

1´ ωi ` ¨ ¨ ¨ `
ai,p

p1´ ωiqp´1 (20.86)

où les ωi sont les racines αiede l’unité et ak,r sont des nombres complexes. Trouvons A. D’abord
grâce au lemme 3.181(2) nous avons

F pzqp1´ zqp “
pź

l“1

1´ z
1´ zαi “

pź

i“1

1
1` z ` ¨ ¨ ¨ ` zαi´1 , (20.87)

et donc
lim
zÑ1

F pzqp1´ zqp “
pź

i“1

1
αi
. (20.88)

Mais vu ce que contient Gpzq, nous avons aussi limzÑ1 F pzq “ A. Nous avons donc déjà déterminé
A “ 1

α1...αp
.

Pour la suite nous avons besoin des développements du lemme 16.28. Nous utiliserons en
particulier celle-ci :

1
pω ´ zqk “

1
pk ´ 1q!

8ÿ

s“0
ω´s´1´k ps` k ´ 1q!

s! zs. (20.89)

En particulier le module du coefficient de zn là dedans est : pn`k´1q!
n!pk´1q! . Dans la partie G de la

décomposition (20.85), k est majoré par p ´ 2 et la dépendance en n est donc au maximum du
type

pn` p´ 2q!
n!pp´ 2q! „ nn`p´2

nnpp´ 2q! “
np´2

pp´ 2q! . (20.90)

15. Pour le signe, c’est ajustable avec le signe de Aω,i.
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Dans le premier terme par contre, il y a des termes jusqu’à k “ p. Le terme dominant est alors en
np´1

pp´1q! et son coefficient est A qui est déjà calculé. Au final le terme dominant du coefficient de zn
dans F pzq est

Sn „ A

pp´ 1q!n
p´1 “ 1

α1 . . . αp

np´1

pp´ 1q! . (20.91)

Exemple 20.30
Pour p “ 1, l’équation est αx “ n, qui possède au maximum une solution, quel que soit n. Et de
plus pour avoir une solution il faut et suffit que α divise n, c’est-à-dire que n soit un multiple de
α. Il n’y a que un nombre sur α à être multiple de α. D’où le comportement en 1

α .
Pour p “ 2, c’est l’équation (3.58) déjà étudiée. Il y a une famille à un paramètre de solutions

dont seulement un certain nombre sont positives. A priori, le nombre de solutions positives croît
linéairement en n. 4

20.5 Corps finis
Si vous cherchez des choses à propos de RSA, c’est à la section 20.2.

20.5.1 Théorème de Wedderburn

Théorème 20.31 (Théorème de Wedderburn[85]).
Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps fini et Z, le centre de K. Ce dernier est un corps fini et un sous
corps de K. Si q “ CardpZq alors par le lemme 6.50 nous avons

CardpKq “ qn (20.92)

pour un certain n.
Nous supposons maintenant que K est non commutatif. Dans ce cas Z ‰ K et nous avons

n ě 2. Nous considérons aussi

Zx “ ta P K tel que ax “ xau. (20.93)

Le centre Z est un sous corps de Zx, donc il existe dpxq tel que
CardpZxq “ qdpxq. (20.94)

De la même manière, Zx est un sous corps de K, donc il existe mpxq tel que
CardpKq “ CardpZxqmpxq. (20.95)

En mettant bout à bout nous avons

qn “ CardpZxqmpxq “ qdpxqmpxq, (20.96)

et par conséquent n “ dpxqmpxq. Le point important à retenir est que dpxq divise n pour tout
x P K.

Nous considérons maintenant l’action adjointe du groupe K˚ sur lui-même :

ϕpkqx “ kxk´1. (20.97)

Nous notons Ox l’orbite de x P K˚ pour cette action, et Fixpxq son stabilisateur. Nous avons

Zy “ Fixpyq Y t0u (20.98)
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parce que Zy et Fixpyq ont les mêmes définitions, sauf que Fixpyq est dans K˚ alors que Zy est
dans K. Nous avons donc

Card
`

Fixpyq˘ “ CardpZyq ´ 1 “ qdpyq ´ 1. (20.99)

Nous avons CardpOxq “ 1 si et seulement si Ox “ txu si et seulement si Fixpxq “ K˚ si et
seulement si z P Z˚. Soient z0, . . . , zq´1 les éléments de Z avec z0 “ 0. Ce sont les éléments qui
auront une orbite réduite à un point. Les orbites qui coupent Z˚ sont

tz1u, . . . , tzq´1u (20.100)

et il y en a q´1. Soient Oy1 , . . . ,Oyr , les autres orbites. Nous utilisons l’équation des classes (2.88) :

CardpK˚q “ CardpZ˚q `
rÿ

i“1

CardpK˚q
CardpFixpyiqq , (20.101)

mais CardpZ˚q “ q ´ 1, CardpK˚q “ qn ´ 1 et Card
`

Fixpyiq
˘ “ qdpyiq ´ 1, donc

qn ´ 1 “ pq ´ 1q `
rÿ

i“1

qn ´ 1
qdpyiq ´ 1

. (20.102)

Nous considérons la fraction rationnelle

F pXq “ pXn ´ 1q ´
rÿ

i“1

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

. (20.103)

Étant donné que dpyiq divise n, nous avons, contrairement aux apparences, que F P ZrXs par la
proposition 20.21(1).

Nous pouvons exploiter un peu mieux la proposition 20.21 en remarquant que dpyiq ă n parce
que sinon CardpZyiq “ CardpKq, ce qui signifierait que yi P Z, ce qui nous avions exclu. Par
conséquent le polynôme cyclotomique φn divise

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

(20.104)

dans ZrXs. Le polynôme cyclotomique φn divise également Xn´ 1 et par conséquent φn divise F .
Il existe donc Q P ZrXs tel que F “ Qφn. En particulier en évaluant en q :

F pqq “ Qpqqφnpqq “ q ´ 1. (20.105)

En effet nous avons F pqq “ q´ 1 par construction : comparer (20.102) avec (20.103). Évidemment
q ‰ 1 parce que si q “ 1 alors CardpKq “ 1 et le théorème est trivial. Par ailleurs Qpqq est un entier
(parce que Q P ZrXs et q P N) et Qpqq ‰ 0, parce qu’à droite de (20.105) nous avons q ´ 1 ‰ 0.
Nous avons donc |Qpqq| ě 1 et donc

|φnpqq| ď q ´ 1. (20.106)

Par définition du polynôme cyclotomique nous avons

|φnpqq| “
ź

zP∆n

|q ´ z|. (20.107)

Étant donné que ce produit doit être inférieur à q´ 1, au moins un des termes doit l’être : il existe
z0 P ∆n tel que |z0 ´ q| ď q ´ 1. Étant donné que n ě 2 nous avons z0 ‰ 1.

Mais d’autre part, comme indiqué sur la figure 20.1, la distance entre z0 et q doit être strictement
plus grande que q´1 parce que q´1 est le minimum de la distance entre le cercle trigonométrique
et q, et n’est atteint qu’en z “ 1.

Nous avons ainsi obtenu une contradiction, et nous concluons que le corps K est commutatif.
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‚ z0

‚q‚
1

Figure 20.1 – Nous devons avoir |z0 ´ q| ą q ´ 1.

20.5.2 Existence, unicité

Nous avons déjà défini le corps fini Fp lorsque p est un nombre premier dans la section 6.1.3.
Le théorème suivant sert à définir Fpn lorsque p est premier.

Théorème 20.32.
Soit p un nombre premier, soit n P N˚ et q “ pn. Alors il existe un unique corps K de cardinal q.
Ce corps est le corps de décomposition du polynôme Xq ´X sur Fp.

Démonstration. Montrons l’unicité. SoitK un corps fini de cardinal q “ pn. Le groupe multiplicatif
K˚ est de cardinal q´ 1, et par le corollaire 2.32 tous les éléments de K˚ vérifient gq´1 “ e, c’est-
à-dire que dans KrXs, les éléments de K˚ sont des racines du polynôme

Xq´1 ´ 1 (20.108)

Par conséquentK est un corps de décomposition pour le polynôme QpXq “ Xq´X “ XpXq´1´1q
parce que QpXq “ 0 dans K. Il est unique par la proposition 6.122.

Montrons maintenant que le corps de décomposition de P “ Xq ´ X sur Fp est un corps de
cardinal q. Pour ce faire nous considérons K ce corps de décomposition et E, l’ensemble des racines
de P dans K. Nous allons montrer que E “ K et que E est un corps contenant q éléments.

Montrons que E est un corps. Pour α, β P E nous avons

pαβqq “ αqβq “ αβ (20.109)

parce que αq “ α. Le produit αβ est donc encore dans E. Pour la somme,

pα` βqq “ pα` βqpn “
´
pα` βqp

¯pn´1

“ pαp ` βpqpn´1 “ . . . “ αp
n ` βpn “ α` β. (20.110)

En ce qui concerne l’inverse,
pα´1qq “ pαqq´1 “ α´1. (20.111)

Donc E est un corps. Évidemment E est un corps de décomposition de P au sens où E est une
extension de Fp sur lequel P est scindé (parce qu’il est scindé sur K et E est le sous corps de K
contenant les racines de P ) et tel que E “ Fpptαiuq où les αi sont les racines de P . Notons que
Fp Ă E parce que dans Fp on a xq “ x.

Par unicité, nous avons K “ E. Nous devons montrer que P possède exactement q racines
distinctes, afin d’avoir CardpEq “ q. Pour cela remarquons que

P 1pXq “ qXq´1 ´ 1 “ ´1 (20.112)

dans Fp. En effet P P Fp et q “ 0 dans Fp. Par conséquent P 1 ne s’annule pas et P n’a pas de
racines doubles. Toutes les racines étant simples, il y en a exactement q.

Le théorème 20.32 ne permet pas de construire le corps à q “ pn éléments. Nous allons mainte-
nant voir un certain nombre de résultats donnant des façons de construire. Ces résultats proviennent
de [337, 338, 339] et de wikipedia

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_l'%C3%A9l%C3%A9ment_primitif
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Proposition 20.33 ([339]).
Soit K un corps fini. Alors le groupe multiplicatif K˚ est cyclique.

Démonstration. Soit K un corps ayant q éléments. Le groupe K˚ en a q ´ 1 ; ergo l’ordre des
éléments de K˚ sont des diviseurs de q ´ 1 ; c’est le corollaire 2.32. Soit d un diviseur de q ´ 1 et

Hd̊ “ tx d’ordre d dans K˚u (20.113a)
Hd “ tracines de Xd ´ 1 dans Ku. (20.113b)

Ici le polynôme Xd ´ 1 est vu dans KrXs. Notons que nous avons automatiquement Hd̊ Ă Hd,
mais l’inclusion inverse n’est pas assurée parce que les éléments d’ordre d{2 par exemple sont aussi
dans Hd. Supposons Hd̊ ‰ H et considérons a P Hd̊ . Alors l’application

φ : Z{dZÑ Hd

n ÞÑ an
(20.114)

est un isomorphisme d’anneaux. En effet étant donné que a P Hd̊ Ă Hd, l’ensemble Hd contient le
groupe cyclique engendré par a. Ce dernier contient, par construction, d éléments. Mais CardpHdq ď
d parce que Hd est l’ensemble des racines d’un polynôme de degré d. Par conséquent CardpHdq “ d
et l’ensemble Hd est bien engendré par a et φ est bien un isomorphisme. Par conséquent tous les
éléments de Hd̊ sont des générateurs de Hd.

Inversement soit x un générateur de Hd. L’ordre de Hd étant d, l’ordre de x doit être un diviseur
de d. Supposons donc que x soit d’ordre d{k. Dans ce cas nous devrions avoir CardpHdq “ d{k, ce
qui contredit l’isomorphisme φ.

En conclusion, Hd̊ est l’ensemble des générateurs du groupe Hd. Le nombre de générateurs de
Z{dZ étant ϕpdq par la proposition 20.12, et Hd étant isomorphe à Z{dZ nous avons

CardpHd̊ q “ ϕpdq. (20.115)

Par conséquent si Hd̊ n’est pas vide, son cardinal est ϕpdq. Nous avons
q ´ 1 “ CardpK˚q (20.116a)

“ Card
` ď

d�q´1
Hd̊

˘
(20.116b)

“
ÿ

d�q´1
CardpHd̊ q (20.116c)

ď
ÿ

d�q´1
ϕpdq (20.116d)

“ q ´ 1 (20.116e)

où nous avons utilisé le lemme 20.10. Par conséquent pour tout d divisant q ´ 1 nous avons
CardpHd̊ q “ ϕpdq et il y a au moins un élément d’ordre q ´ 1 dans K. Cet élément engendre K˚
parce que K˚ contient exactement q ´ 1 éléments. Par conséquent K est cyclique.

Corollaire 20.34.
Si p est un nombre premier, alors

pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ. (20.117)

L’isomorphisme est un isomorphisme de groupes (abéliens). À gauche multiplicatif et à droite
additif.

Démonstration. La proposition 20.33 nous enseigne que le le groupe multiplicatif d’un corps fini
est cyclique et donc isomorphe à un certain Z{nZ. Donc pZ{pZq˚ est un groupe cyclique d’ordre
p, et donc isomorphe à Z{nZ avec n “ p´ 1.
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Lorsque K est un corps les éléments du groupe K˚ sont les éléments primitifs de K.

Proposition 20.35.
Soit K un corps contenant q éléments. Alors
(1) xq “ x pour tout x P K,
(2) Xq ´X “ś

aPKpX ´ aq.
Démonstration. Le groupe K˚ ayant q ´ 1 éléments, ses éléments vérifient aq´1 “ 1 par le corol-
laire 2.32 et par conséquent aq “ aaq´1 “ a.

Soit a P K. Étant donné que aq ´ a “ 0, le polynôme pX ´ aq divise Xq ´X dans KrXs. Par
conséquent ź

aPK
pX ´ aq (20.118)

divise également Xq´X. Les polynômes Xq´X et
ś
aPKpX ´ aq étant deux polynômes unitaires

de même degré, le fait que l’un divise l’autre montre qu’ils sont égaux.

Exemple 20.36
Soit K “ Q et L “ Qp?2,

?
3q. Afin de montrer que L “ Qpαq avec α “ ?2 ` ?3 nous devons

montrer que
?

2 et
?

3 sont des polynômes en α. 4

Une conséquence du fait que xq “ x est qu’il ne faut pas regarder le théorème 6.99 trop
rapidement en disant « s’il s’annule partout, alors c’est le polynôme nul ». En effet dans un corps
fini, « partout » n’est pas forcément très grand.

Exemple 20.37
Si F3 “ Z{3Z est le 16 corps à 3 éléments, alors le polynôme P pXq “ X3´X s’évalue à zéro pour
tout x P F3 (proposition 20.35.) mais il n’est pas le polynôme nul. 4

20.5.3 Symboles de Legendre et carrés

Source : [340].
Nous disons que a P Fp est un carré s’il existe b P Fp tel que a “ b2.

Définition 20.38.
Soit n P N et p ą 2 un nombre premier. Le symbole de Legendre par

ˆ
n

p

˙
“

$
’&
’%

0 si p divise n
1 si n est un carré dans Fp
´1 sinon.

(20.119)

Note que ´1 peut être un carré, et pas que dans C. Par exemple dans F5 nous avons 4 “ ´1
et donc ´1 est un carré.

Proposition 20.39.
Soit un nombre premier p ą 2. Le corps Fp̊ contient autant de carrés que de non carrés. De plus
pour tout n P N nous avons ˆ

n

p

˙
“ npp´1q{2 mod p. (20.120)

Démonstration. Nous considérons l’application

ψ : Fp̊ Ñ Fp̊

x ÞÑ x2.
(20.121)

16. Le singulier est justifié par le théorème 20.32, mais ça n’a pas d’importance ici.
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C’est un morphisme de groupes multiplicatifs et kerψ “ t´1, 1u. Étant donné que p ą 2, nous
avons alors

Cardpkerψq “ 2 (20.122)

parce que 1 ‰ ´1. Évidemment l’ensemble des carrés dans Fp̊ est l’image de ψ. Le premier théorème
d’isomorphisme 2.25(3) nous permet alors de conclure que

CardpImagepψqq “ CardpFp̊q
2 . (20.123)

Ceci prouve la première assertion.
Par le petit théorème de Fermat (théorème 6.13), nous avons xp´1 “ 1 pour tout x P Fp̊ . Les

pp´ 1q éléments de Fp̊ sont donc tous racines d’un des deux polynômes

Xpp´1q{2 “ ˘1. (20.124)

Mais chacun des deux ne peut avoir, au maximum, que pp ´ 1q{2 solutions. Ils ont donc chacun
exactement pp´ 1q{2 racines.

Nous pouvons maintenant prouver la formule (20.120). D’abord si n “ 0, elle est évidente. Si
n est un carré dans Fp, nous posons n “ x2 et nous avons

npp´1q{2 “ np´1 “ 1 “
ˆ
n

p

˙
. (20.125)

Si n n’est pas un carré, c’est que n n’est pas une racine de Xpp´1q{2 “ 1. Le nombre n est alors
une racine de Xpp´1q{2 “ ´1. Nous avons alors

npp´1q{2 “ ´1 “
ˆ
n

p

˙
. (20.126)

Corollaire 20.40.
Si a, b P N et si p ą 2 est un nombre premier, alors

ˆ
ab

p

˙
“

ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (20.127)

Démonstration. Par la formule (20.120),
ˆ
ab

p

˙
“ pabqpp´1q{2 “ app´1q{2bpp´1q{2 “

ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (20.128)

Soit un nombre premier q ą 2 et A, un anneau de caractéristique p. Si α P A vérifie

1` α` ¨ ¨ ¨ ` αq´1 “ 0, (20.129)

nous définissons la somme de Gauss par

τ “
ÿ

xPFq

ˆ
i

q

˙
αi “

q´1ÿ

x“1

ˆ
x

q

˙
αi. (20.130)

Notons que la somme de Gauss dépend de q et du α choisis.

Proposition 20.41.
Les sommes de gauss vérifient les propriétés suivantes.
(1) τ2 “

´
´1
q

¯
q. Nous allons noter εpqq “

´
´1
q

¯
.
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(2) Si A est de caractéristique p ě 3 et si p ‰ q alors

τp “
ˆ
p

q

˙
τ. (20.131)

(3) Si A est de caractéristique p et si q est premier avec p, alors τ est inversible dans A.

Démonstration. D’abord nous notons que

αq ´ 1 “ pα´ 1qp1` α` ¨ ¨ ¨ ` αq´1q “ 0 (20.132)

par définition de α. Nous calculons

εpqqτ2 “ εpqq
ÿ

x,yPFq

ˆ
x

q

˙ˆ
y

q

˙
αx`y (20.133a)

“
ÿ

x,yPFq

ˆ´xy
q

˙
αx`y. (20.133b)

“
ÿ

zPFq

ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
αz (20.133c)

“
ÿ

zPFq
szα

z (20.133d)

Justifications :
— Pour obtenir (20.133b) nous avons utilisé le corollaire 20.40.
— (20.133c) est un changement de variable z “ x` y dans la somme sur x.
— Pour (20.133d) nous avons posé

sz “
ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
. (20.134)

Nous avons
s0 “

ÿ

yPFq

ˆ
y2

q

˙
. (20.135)

Dans cette somme, tous les termes sont 1 sauf celui avec y “ 0 qui vaut zéro. Nous avons donc
s0 “ q ´ 1. Voyons maintenant sy avec y ‰ 0. L’application

Fq̊ Ñ Fqzt1u
k ÞÑ 1´ zy´1 (20.136)

étant une bijection nous pouvons effectuer le changement de variables t “ y´1z´ 1 pour la somme
sur y en notant y´1 l’inverse de y dans Fq̊ , nous trouvons alors

ÿ

yPFq

ˆ
ypz ´ yq

q

˙
“

ÿ

yPFq

ˆ
y2py´1z ´ 1q

q

˙
(20.137a)

“
ÿ

yPFq

ˆ
y´1z ´ 1

q

˙
(20.137b)

“
ÿ

tPFqzt1u

ˆ
t

q

˙
(20.137c)

“
ÿ

tPFq

ˆ
y

q

˙

loooomoooon
“0

´
ˆ

1
1

˙
(20.137d)

“ ´1 (20.137e)
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parce qu’il y a autant de carrés que de non carrés dans Fq̊ (proposition 20.39). En résumé nous
avons

εpqqτ2 “
ÿ

zPFq
szα

z (20.138)

où

sz “
#
q ´ 1 si z “ 0
´1 sinon.

(20.139)

Cela donne
εpqqτ2 “ pq ´ 1q ´ pα` ¨ ¨ ¨ ` αq´1qlooooooooomooooooooon

“´1

“ q (20.140)

où nous avons utilisé l’hypothèse sur α. Donc εpqqτ2 “ q, et étant donné que εpqq “ ˘1 nous
concluons

τ2 “ εpqqq. (20.141)

Nous prouvons maintenant la seconde partie. Vu que A est de caractéristique p en utilisant le
fait que le morphisme de Frobenius est un morphisme,

τp “
¨
˝ ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙
αx

˛
‚
p

“
ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙p
αpx. (20.142)

Étant donné que
´
x
q

¯
“ ˘1 et que p est impair, nous avons

ˆ
x

q

˙p
“

ˆ
x

q

˙
. (20.143)

Du coup nous avons ˆ
p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
xp

q

˙
αpx. (20.144)

Mais p étant inversible dans Fq, l’application x ÞÑ px est une bijection et nous pouvons sommer
sur px au lieu de x : ˆ

p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
x

q

˙
αx “ τ. (20.145)

Nous trouvons alors que

τp “
ˆ
p

q

˙
τ. (20.146)

Étant donné la formule du τ2 que nous venons de démontrer, nous avons τ2 “ ˘q. Les nombres
p et q étant premiers entre eux, la relation de Bézout (théorème 3.13) nous donne a et b tels que

ap` ba “ 1. (20.147)

Cela montre que b est un inverse de q modulo p. Donc τ2 est inversible, et il en découle que τ
lui-même est inversible.

Théorème 20.42 (Loi de réciprocité quadratique).
Soient deux nombres premiers distincts p, q ě 3. Alors

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pp´1qpq´1q

4

ˆ
q

p

˙
. (20.148)
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Démonstration. Soit φq le polynôme 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xq´1 et l’anneau

A “ FprXs{pφqq. (20.149)

Cela est un anneau de caractéristique p parce que son unité est le polynôme constant 1. Nous
nommons α “ X{pφqq, c’est-à-dire que φqpαq “ 0 dans A, et nous pouvons considérer la somme
de Gauss

τ “
ÿ

iPFq

ˆ
i

q

˙
αi. (20.150)

Notons que cela est un élément de A et plus précisément un polynôme de degré zéro dans A,
et encore plus précisément, une classe d’un tel polyôme. Donc les coefficients de α doivent être
compris comme des éléments de Fp. Nous savons (proposition 20.41) que

τ2 “
ˆ´1
q

˙
, (20.151)

et en utilisant la formule (20.120) nous trouvons
ˆ
τ2

p

˙
“ pτ2qpp´1q{2 mod p “ τp´1 mod p (20.152)

En réalité sur cette dernière ligne, nous ne devrions pas préciser le « mod p » parce que, comme
mentionné plus haut, ce sont des éléments de Fp. En utilisant cela ainsi que (20.131) nous avons

ˆ
τ2

p

˙

loomoon
τp´1

τ “ τp “
ˆ
p

q

˙
τ (20.153)

Vu que τ est inversible, nous écrivons
ˆ
τ2

p

˙
“

ˆ
p

q

˙
(20.154)

Nous utilisons maintenant la formule (20.120) sur le membre de gauche avec n “ τ2 “
´
´1
q

¯
:

ˆ
p

q

˙
“

ˆ´1
q

˙ q´1
2

ˆ
q

p

˙
. (20.155)

Toujours avec la même formule nous pouvons substituer
´
´1
q

¯
par p´1qpq´1q{2 et obtenir

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pq´1q

2
pp´1q

2 . (20.156)

Lemme 20.43.
Si p est un nombre premier p ě 3, alors le symbole de Legendre x ÞÑ

´
x
p

¯
est l’unique morphisme

non trivial de Fp̊ dans t´1, 1u.
Démonstration. Le fait que le symbole de Legendre soit non trivial est simplement le fait qu’il y ait
des carrés et des non carrés dans Fp̊ ; voir la proposition 20.39. Pour l’unicité, soit α : Fp̊ Ñ t´1, 1u
un morphisme surjectif (c’est-à-dire non trivial). Étant donné que

Fp̊ “ kerpαq Y ´ kerpαq, (20.157)

le groupe Fp̊{ kerpαq ne contient que deux éléments : r1s et r´1s. Autrement dit, kerpαq est d’indice
2 dans Fp̊ .
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Or Fp̊ ne possède qu’un seul sous-groupe d’indice 2. En effet soit S un tel sous-groupe et a, un
générateur de Fp̊ (qui est cyclique par la proposition 20.33), alors a2 P S par le lemme 3.30. Par
conséquent S contient le groupe des puissances paires de a. Le groupe S ne peut rien contenir de
plus parce qu’il est d’indice 2 et que l’ordre de Fp̊ est pair.

Bref, le sous-groupe kerpαq est l’unique sous-groupe d’indice 2 dans Fp̊ . Mais la proposi-
tion 20.39 nous indique que |pFp̊q2| “ p´1

2 , c’est-à-dire que le groupe des carrés est d’indice 2.
Nous avons donc, par l’unicité,

kerpαq “ pFp̊q2. (20.158)

Au final, pour y P Fp̊ ,
αpyq “

#
1 si y est un carré
´1 sinon.

(20.159)

Cela est bien la définition des symboles de Legendre.

Proposition 20.44.
Pour p premier nous avons

ˆ
2
p

˙
“

#
1 si p P r1s8 ou p P r7s8
´1 sinon.

(20.160)

Démonstration. Soit le polynôme
X4 ` 1 P FprXs (20.161)

et α, une racine dans une extension 17 de Fp 18. Nous posons θ “ α` α´1 et nous calculons

θ2 “ pα` α´1qpα` α´1q “ α2 ` 2` pα2q´1 “ α2 ` 2´ α2 “ 2 (20.162)

parce que α2 étant ´1, nous avons pα2q´1 “ ´α2. Bref, θ2 “ 2.
Dire que 2 est un carré modulo p revient à dire que θ est dans Fp. C’est-à-dire que pour calculer

le symbole de Legendre
´

2
p

¯
, nous étudions pour quels p, l’élément θ est vraiment dans Fp et non

seulement dans l’extension Fppαq. En tenant compte de l’exemple 6.94, il faut distinguer deux cas :
αp “ α et αp ‰ α. Autrement dit, si αk “ α pour un certain nombre premier k, alors le cas p “ k
est à traiter à part. La liste des puissances de α est :

1, α, α2, α3,´1,´α,´α2,´α3, 1, α, . . . (20.163)

Nous avons donc automatiquement α9k “ α, mais p “ 9k est exclu parce que p est premier. Nous
devons donc vérifier si une des possibilités

α2 “ α (20.164a)
α3 “ α (20.164b)
´α “ α (20.164c)
´α3 “ α (20.164d)

est possible. Il est aisément vérifiable, au cas par cas, que ces possibilités sont toutes incompatibles
avec α4 “ ´1. Nous avons donc certainement αp ‰ α et compte tenu de l’exemple 6.94, l’équation
xp “ x caractérise les éléments de Fp dans Fppαq.

L’équation X2 “ 2 a exactement deux solutions qui sont ˘θ. Nous avons donc 2 P F2
p si et

seulement si θ P Fp si et seulement si θp “ θ. Nous avons réduit notre problème à déterminer pour
quels p nous avons θp “ θ. D’abord nous avons, par le morphisme de Frobenius,

θp “ pα` α´1qp “ αp ` α´p. (20.165)

17. Dans la source que je suivais (je ne sais plus où), on parlait ici de « fermeture » de Fpj et non d’exetension. Il me
semble que parler simplement d’extension suffit. Vous confirmez ?
18. Voir par exemple la proposition 6.119 pour l’existence d’une extension comme il faut.
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Nous pouvons maintenant conclure facilement. Un nombre premier étant impair (sauf p “ 2 qui
peut être traité à part), p est automatiquement dans un des ensembles r1s8, r3s8, r5s8 ou r7s8. Nous
avons quatre petites vérifications à faire. Dans tous les cas α8k “ 1. Si p “ 1` 8k, alors

θp “ α1`8k ` pα´1q1`8k “ α` α´1 “ θ, (20.166)

donc 2 est un carré dans Fp. Si p P r3s8, alors θp “ α3 ` α´3. Si cela était égal à α ` α´1, alors
nous aurions

α6 ` 1 “ α4 ` α2, (20.167)

et donc α2 “ 1, ce qui est impossible. Les vérifications pour p P r5s8 et p P r7s8 sont du même style.

20.5.4 Théorème de Chevalley-Warning

Lemme 20.45.
Soit K un corps de caractéristique p et de cardinal q. Pour m P N nous définissons

Sm “
ÿ

xPK
xm. (20.168)

Alors nous avons

Sm mod p “
#
´1 si m ě 1 et m divisible par q ´ 1
0 sinon.

(20.169)

Démonstration. Si m “ 0, alors x0 “ 1 et Sm “ q. Par conséquent Sm mod p “ 0 parce que la
caractéristique d’un corps divise son ordre (proposition 3.56).

Nous prenons maintenant m ě 1 et nous voyons séparément les cas où q ´ 1 divise m ou non.
Si q ´ 1 divise m, alors pour tout x ‰ 0 nous avons

xm “ xkpq´1q “ 1 (20.170)

parce que K˚ est cyclique et xq´1 “ 1 par le petit théorème de Fermat (théorème 6.13). Par
conséquent nous avons ÿ

xPK
xm “

ÿ

xPK˚
1 “ q ´ 1. (20.171)

Si le nombre m ě 1 n’est pas divisible par q´ 1 alors nous prenons un générateur y du groupe
K˚. Un tel élément vérifie ym ‰ 1. En effet, si y vérifiait ym “ 1 alors cela signifierait que l’ordre
de K˚ est un diviseur de m, ce qui n’est pas le cas ici parce que l’ordre de K˚ est q ´ 1. Pour un
tel y, l’application

ϕ : K˚ Ñ K˚

x ÞÑ yx
(20.172)

est une bijection 19. En ce qui concerne l’injectivité, ya “ yb implique a “ b. En ce qui concerne la
surjectivité, si a est un générateur, si z “ al et si y “ ak, alors

z “ ϕpal´kq. (20.173)

Nous pouvons maintenant faire le calcul.

Sm “
ÿ

xPK˚
xn “

ÿ

xPK˚
pyxqm “ ym

ÿ

xPK˚
xm “ ymSm. (20.174)

Étant donné que ym ‰ 1, la seule solution est Sm “ 0.
19. Notons que nous n’avons pas réellement besoin que y soit un générateur. Nous n’utilisons seulement le fait que

ym ‰ 1 et y ‰ 0.
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Théorème 20.46 (Chevalley-Warninig[341]).
Soit K un corps fini de cardinal q et de caractéristique p. Soient P1, . . . , Pr des éléments de
KrX1, . . . , Xns tels que řr

i“1 degpPiq ă n. Nous considérons l’ensemble des zéros communs à tous
les polynômes :

V “ tx P Kn tel que P1pxq “ . . . “ Prpxq “ 0u. (20.175)

Alors CardpV q “ 0 mod p.

Démonstration. Nous considérons le polynôme

P “
rź

i“1
p1´ P q´1

i q. (20.176)

Montrons que

P pxq “
#

1 si x P V
0 sinon.

(20.177)

La première ligne est facile : étant donné que tous les Pipxq sont nuls pour x P V , nous avons
P pxq “ 1. Si x n’est pas dans V , alors nous avons un i tel que Pipxq P K˚. Mais dans ce cas
(toujours la cyclicité de K˚) nous avons Pipxqq´1 “ 1 et donc le produit est nul.

En utilisant l’hypothèse sur le degré des Pi, nous trouvons que

degpP q “
rÿ

i“1
pq ´ 1q degpPiq ă npq ´ 1q. (20.178)

Pour un polynôme Q P KrX1, . . . , Xns, nous définissons
ż
Q “

ÿ

xPKn
Qpxq. (20.179)

Nous avons immédiatement
ż
P “

ÿ

xPKn
P pxq “

ÿ

xPV
1 “ CardpV q mod p. (20.180)

Nous insistons sur le « modulo p » parce que dans la formule P pxq “ 1, le membre de droite est le
1 de K ; il est donc automatiquement modulo la caractéristique de K.

Il nous reste à prouver que
ş
P “ 0. Pour cela nous décomposons

P “
ÿ

m

cmX
m1
1 . . . Xmn

n (20.181)

où la somme s’étend sur les m P Nn tels que cm ‰ 0. Nous avons
ż
P “

ÿ

PKn

ÿ

m

cmx
m1
1 . . . xmnn (20.182a)

“
ÿ

m

cm

˜ ÿ

xPKn
xm1

1 . . . xmnn

¸
(20.182b)

“
ÿ

m

cmSm1 . . . Smn . (20.182c)

Le terme de plus haut degré dans la décomposition (20.181) est celui du m tel que
ř
imi est le

plus grand, mais étant donné que nous savons que ce degré est plus petit que npq´ 1q, nous avons
pour tous les m entrant dans la somme que

nÿ

i“1
mi ă npq ´ 1q. (20.183)
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En particulier pour tout m P Nn, il existe i tel que mi ă q ´ 1, et dans ce cas Smi “ 0. Donc tous
les termes de la somme ÿ

mPNn
cmSm1 . . . Smn (20.184)

ont un facteur nul.

Corollaire 20.47.
Soit Pi des polynômes à n variables avec

řr
i“1 degpPiq ă n. Si les Pi n’ont pas de termes constants,

alors ils ont un zéro commun non trivial.

Démonstration. Nous reprenons les notations du théorème 20.46. Étant donné que les Pi n’ont
pas de termes constants, 0 P V , mais CardpV q “ 0 mod p. Par conséquent nous devons avoir
CardpV q ą p.

Exemple 20.48
Nous considérons les polynômes

P1px, y, t, uq “ xy ` x` ux (20.185a)
P2px, y, t, uq “ x` y ´ 3t. (20.185b)

La somme de leurs degrés est 3 et ce sont des polynômes à 4 variables. Nous devons donc avoir,
en vertu du corollaire 20.47, des autres racines que la racine triviale px, y, t, uq “ p0, 0, 0, 0q.

Le corollaire nous donne aussi une borne inférieure nombre de racines à chercher : plus que la
caractéristique du corps sur lequel nous travaillons. Nous pouvons dire cela sans avoir la moindre
idée de la façon dont on pourrait résoudre le système P1 “ P2 “ 0. 4

20.5.5 Contenu d’un polynôme

Lemme 20.49 (de Gauss[43, 342]).
Soient P,Q P ZrXs. Alors

cpPQq “ cpP qcpQq (20.186)

où c est le contenu, définition 3.166.

Démonstration. Afin de fixer les notations, nous posons P “ ř
i aiX

i et Q “ ř
j bjY

j .

Pour les polynômes primitifs Nous commençons par supposer que cpP q “ cpQq “ 1. Dans ce
cas si cpPQq ‰ 1, nous considérons un nombre premier p divisant cpPQq. Vu que le contenu
de P et de Q sont 1, le nombre p ne peut pas diviser tous leurs coefficients. Nous définissons
i0 de façon que ai0 soit le premier à ne pas être divisible par p et j0 de telle façon que bj0
soit le premier à ne pas être divisible par p. Autrement dit :

p � a0, p � a1, . . . , p � ai0´1, p ffl ai0 (20.187)

et similaire pour j0. Donc p ne divise ni ai0 ni bj0 . Nous nous demandons alors avec malice
quel est le coefficient de Xi0`j0 dans PQ. La réponse est :

ai0bj0 `
ÿ

i`j“i0`j0
iăi0 ou jăj0

aibj . (20.188)

Par définition p divise soit ai soit bj pour chacun des termes de la grande somme. Vu que p
ne divise pas ai0bj0 , il ne divise pas le coefficient de Xi0`j0 dans PQ, alors que nous étions
partis en disant que p divisait tous les coefficients de PQ.
Nous concluons donc que cpPQq “ 1.
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Cas général Si P et Q sont maintenant des polynômes sans conditions particulières dans ZrXs,
nous considérons P1 “ P

cpP q et Q1 “ Q
cpQq ; ces deux polynômes sont primitifs et nous avons

alors, en utilisant la première partie :

cpP1Q1q “ 1. (20.189)

Étant donné que
P1Q1 “ 1

cpP qcpQqPQ, (20.190)

nous avons
cpPQq “ cpP qcpQqcpP1Q1q “ cpP qcpQq. (20.191)

20.5.6 Théorème de l’élément primitif

Définition 20.50.
Soit K un corps. Une extension L de K est dite finie si L est un espace vectoriel de dimension
finie sur K.

Notez que la définition d’extension finie ne suppose ni que K ni que L soient finis en tant
qu’ensembles.

Théorème 20.51 (de l’élément primitif).
Si K est un corps fini, toute extension finie de K est simple 20.

Si K est un corps quelconque alors toute extension séparable finie est simple.

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que dans le cas où K est fini. Dans ce cas nous savons
par la proposition 20.33 que le groupe K˚ est cyclique. Si de plus L est une extension finie alors
L est fini en tant qu’ensemble. Par conséquent L˚ est un groupe cyclique. Si α est un générateur
de L alors L “ Kpαq et l’extension est donc simple.

Une preuve de l’assertion dans le cas où K est infini peut être trouvée sur wikipédia.

Proposition 20.52.
L’ordre d’un polynôme P vérifie les propriétés suivantes :
(1) L’ordre de P est l’ordre multiplicatif de ses racines
(2) L’ordre de P divise pn ´ 1.

Lemme 20.53.
Soit p un nombre premier et P un polynôme irréductible unitaire de degré n. Si α, β P FprXs{P ,
alors pα` βqp “ αp ` βp.
Démonstration. La preuve est exactement la preuve classique :

pα` βqp “
ÿ

k

ˆ
k

p

˙
αkβp´k (20.192)

où les coefficients binomiaux sont dans Fp et donc nuls pour les k différents de p et de 0.

Cette proposition est encore vraie avec α, β P Fpn et pα` βqpn .
Lemme 20.54.
Si α P Fq est une racine d’ordre k de P (de degré n) alors les racines de Xk´1 sont tαi tel que i “
0, . . . , k ´ 1u.
20. Définition 6.90.
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Nous serions donc intéressé à construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme primitif.
Le théorème suivant donne une description abstraite de Fq qui va nous servir de point de départ
pour la construction.

Théorème 20.55 (Théorème de l’élément primitif).
Soit p un nombre premier, n P N et q “ pn. Soit K un corps à q éléments. Alors
(1) Il existe α P K tel que K “ Fprαs.
(2) Il existe une polynôme irréductible P P FprXs de degré n tel que

φ : FprXs{pP q Ñ K

X̄ ÞÑ α
(20.193)

soit un isomorphisme de corps.
Soit α et P choisis pour avoir les propriétés citées plus haut. Alors nous avons les propriétés
suivantes.
(1) P est primitif 21.
(2) P est scindé dans K.
(3) L’ensemble des racines de P est tα, αp, . . . , αpn´1u.
(4) Le polynôme P divise Xq ´X dans FprXs.

Démonstration. Le corps K étant fini, il est cyclique par la proposition 20.33. Si α un générateur
de K˚ alors

K “ Fprαs. (20.194)

Soit ` le plus grand entier tel que l’ensemble

t1, α, ¨ ¨ ¨ , α`´1u Ă K (20.195)

soit libre. Pour rappel K est une espace vectoriel sur Fp. Il existe des ai P Fp tels que

α` ` a`´1α
`´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 “ 0. (20.196)

De façon équivalente, il existe un polynôme unitaire P P FprXs de degré ` tel que P pαq “ 0. Étant
donné que α est générateur de K,

K “ Spant1, α, . . . , α`´1u (20.197)

parce que K est généré par les puissances de α alors que les puissances de α plus hautes que `´ 1
peuvent être générées par 1, α, . . . , α`´1. L’espace K est donc un Fp-espace vectoriel de dimension
` ; par conséquent

CardpKq “ pn “ q (20.198)

et ` “ n.
Montrons que P est irréductible dans Fp. Si P était réductible dans Fp, l’élément α P K serait

une racine d’un des facteurs, c’est-à-dire qu’il serait racine d’un polynôme de degré inférieur à n,
ce qui contredirait le fait que

tα`´1, . . . , 1u (20.199)

est libre.
Montrons que l’application

φ : FprXs{pP q Ñ K

X̄ ÞÑ α
(20.200)

21. Définition 3.168.



20.5. CORPS FINIS 1321

est un isomorphisme. Pour l’injectivité, deux éléments Q1, Q2 P FprXs{pP q s’écrivent

Q1 “
n´1ÿ

k“0
akX̄

k (20.201a)

Q2 “
n´1ÿ

k“0
bkX̄

k. (20.201b)

Dans ce cas si φpQ1q “ φpQ2q alors

φpQ1q “
n´1ÿ

k“0
akα

k “ φpQ2q “
n´1ÿ

k“0
bkα

k. (20.202)

Mais l’ensemble t1, α, . . . , αn´1u étant libre sur Fp, cela implique ak “ bk. La surjectivité de φ
provient du fait que α génère K.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la démonstration. Soient α P K tel que K “
Fprαs et P P FprXs un polynôme irréductible de degré n tel que α ÞÑ X̄ soit un isomorphisme
entre K et FprXs{pP q.

Le polynôme P est primitif parce que α est d’ordre pn dans K alors que X̄ ÞÑ α est un
isomorphisme. Par conséquent X̄ est d’ordre pn dans FprXs{P .

Nous commençons par prouver que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (20.203)

est l’ensemble des racines distinctes de P . Pour cela nous posons

P pXq “
nÿ

k“0
akX

k (20.204)

avec ak P Fp. D’abord α est une racine de P . En effet

P pX̄q “
ÿ

k

akX̄
k “ 0 (20.205)

parce que cette somme est calculée dans FprXs{pP q. En appliquant l’isomorphisme φ à l’égalité
(20.205) nous trouvons

0 “ φ
`
P pX̄q˘ “

ÿ

k

akφpX̄kq “
ÿ

k

akα
k. (20.206)

Donc α est bien une racine de P dans FprXs. Nous devons montrer qu’il en est de même pour
les autres puissances dans l’ensemble (20.203). Étant donné que pour tout x dans Fp nous avons
xp “ x, nous avons aussi

P pXpq “
ÿ

k

akpXpqk “
ÿ

k

apkpXpqk “
ÿ

k

pakXkqp (20.207)

alors que nous savons que x ÞÑ xp est un automorphisme de Fp par la proposition 3.59. Par
conséquent

P pXpq “
ÿ

k

pakXkqp “
˜ÿ

k

akX
k

¸p

“ P pXqp. (20.208)

Nous avons montré que si β est une racine de P , alors βp est également une racine de P . Nous
savons déjà que α est une racine de P , et que α est également générateur de K, c’est-à-dire que α
est d’ordre q ´ 1. Les puissances

α, αp, αp
2
, . . . , αp

n´1 (20.209)
sont donc distinctes (αpn “ αq “ 1) et sont toutes des racines de P . Étant donné que P est de
degré n il ne peut pas y avoir d’autres racines. Nous concluons que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (20.210)
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est l’ensemble des racines distinctes de P dans K. Le polynôme P est alors scindé dans KrXs.
Le dernier point du théorème est de montrer que P divise Xq ´ X. Pour cela nous allons

montrer que toutes les racines de P sont des racines de Xq ´X. Soit β une racine de P ; il s’écrit
β “ αk pour un certain k. Étant donné que αq´1 “ e “ αp

n´1,

βq “ pαpnqk (20.211a)

“ `
αp

n´1α
˘k (20.211b)

“ `
αq´1α

˘k (20.211c)
“ αk (20.211d)
“ β. (20.211e)

Cela signifie que βq “ β et donc que β est racine de Xq ´X.

Corollaire 20.56.
Le corps fini à q “ pn éléments est de caractéristique p.

Démonstration. Nous considérons le corps fini K à q éléments sous la forme K “ FprXs{P comme
indiqué par l’équation (20.193). Soit 1q la classe du polynôme 1 modulo P , nous considérons le
morphisme

µ : ZÑ Fq

n ÞÑ n1q.
(20.212)

Le noyau de cette application est kerµ “ Zp parce que p1q “ 0, les coefficients étant à comprendre
dans Fp.

Définition 20.57.
Soit P , un polynôme de degré n et p, un nombre premier. Un élément α P FprXs{pP q est une
racine primitive si les puissances de α parcourent tout le groupe multiplicatif pFprXs{P q˚.
Lemme 20.58.
Soit p un nombre premier et P , un polynôme de degré n. Si α P FprXs{P est une racine primitive
de P alors les autres racines de P sont également primitives.

Démonstration. Soit α P FprXs{P une racine primitive de P . L’élément αp est également une
racine parce que si P “ ř

k akX
k,

P pαpq “
ÿ

k

pakαkqp “
`ÿ

k

akα
k
˘p “ 0 (20.213)

où nous avons utilisé le fait que apk “ ak étant donné que ak P Fp. Par hypothèse α est une racine
primitive ; cela implique que les éléments α, αp, αp2

, . . . , αp
n´1 sont distincts dans FprXs{P . Ces

éléments constituent donc toutes les racines de P .
Soit β “ αp

k une racine de P . Montrons que α est une puissance de β. Étant donné que
pFprXs{P q˚ est un groupe à pn´1 éléments, le corollaire 2.32 indique que αpn “ α. En particulier
avec r “ pn´k nous avons

βr “ αrp
k “ αp

n “ α. (20.214)

Par suite toutes les puissances de α sont des puissances de β, ce qui implique que β est générateur
du groupe cyclique pFprXs{P q˚.
Lemme 20.59.
Soit p un nombre premier et n, un entier. Un polynôme de degré d irréductible dans FprXs divise
Xpn ´X si et seulement si d divise n.

Théorème 20.60.
Soient P et Q deux polynômes irréductibles de degré n dans FprXs. Alors les quotients FprXs{P
et FprXs{Q sont isomorphes en tant que corps.
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En guise de démonstration de ce théorème, nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 20.61.
Si K et L sont deux corps à q “ pn éléments, alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit a un élément primitif de K et P son polynôme minimal. Nous savons que
K » FprXs{P par le théorème de l’élément primitif 20.55. L’élément a est en particulier une racine
de Xq ´X. Par ailleurs P divise Xq ´X par le lemme 20.59.

Nous avons aussi
Xq ´X “

ź

bPL
pX ´ bq (20.215)

par la proposition 20.35. Étant donné que P divise Xq ´X, un des éléments de L annule P . Soit
b P L tel que P pbq “ 0. Soit Q le polynôme minimal de b. Par définition nous avons que Q divise
P , mais P étant irréductible et unitaire nous avons immédiatement P “ Q. En particulier nous
avons

FprXs{P » FprXs{Q » K. (20.216)

Nous montrons maintenant que FprXs{Q » L par l’application

φ : FprXs{QÑ L

X̄ ÞÑ b
(20.217)

qui se prolonge en RpX̄q ÞÑ Rpbq pour tout R P FprXs. Cette application est bien définie parce
que Qpbq “ 0. Elle est injective parce que Rpbq “ 0 ne peut pas avoir lieu avec R P FprXs{Q parce
que Q est le polynôme minimal de b. La surjectivité vient alors du fait que les deux corps ont le
même nombre d’éléments.

20.5.7 Construction de Fq
Soit p un nombre premier et n P N. Nous souhaitons construire un corps à q “ pn éléments. Nous

savons déjà que ce corps est unique (théorème 20.32) et que nous le notons Fq. Le théorème 20.55
nous incite à l’écrire sous la forme

Fq “ FprXs{pP q (20.218)

pour un certain polynôme irréductible P P FprXs.

20.5.7.1 La version du faignant

Nous pouvons construire le corps à pn éléments en prenant le quotient de FprXs par n’importe
quel polynôme irréductible de degré n. Le résultat est le suivant.

Proposition 20.62.
Soit P une polynôme unitaire irréductible dans FprXs. Nous posons K “ FprXs{pP q. Alors
(1) K est un corps à q éléments.
(2) α “ X̄ est une racine de P dans K.
(3) K “ Fprαs.

Démonstration. (1) En vertu du corollaire 6.37, K est un corps. Il est aussi un espace vectoriel
de dimension n sur Fp, et contient donc pn “ q éléments.

(2) Nous avons P pX̄q “ 0 par construction de K “ FprXs{pP q.
(3) En tant que quotient de FprXs, les éléments de K sont des polynômes en X̄.
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20.5.7.2 La version plus élaborée

Construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme irréductible quelconque ne donne
pas d’informations sur les générateurs de Fq̊ , et en particulier il n’est pas toujours vrai que X̄ est
générateur.

Exemple 20.63
Construisons F4. Le polynôme X2 `X ` 1 est irréductible dans F2 parce qu’il n’a pas de racines
(c’est vite vu : dans F2 il n’y a que deux candidats). Donc F4 “ F2rXs{pX2 `X ` 1q. 4

Remarque 20.64.
Le corps F2 n’est pas un sous-corps de C parce que leurs caractéristiques ne sont pas les mêmes.
Une conséquence est que les racines de polynômes peuvent être très différentes. Par exemple le
polynôme X2 ` 1 accepte x “ 1 comme racine dans F2 tandis qu’il a pour racines ˘i dans C.

En changeant de corps, les racines peuvent donc complètement changer. Ce n’est pas juste qu’il
y a des racines dans l’un et pas dans l’autre.

Exemple 20.65
Cherchons à construire F16 comme quotient de F2 par un polynôme de degré 4.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: x=polygen(GF(2))
sage: -x-1
x + 1
sage: Q=x**15-1
sage: Q.factor()
(x + 1) * (x^2 + x + 1) * (x^4 + x + 1) * (x^4 + x^3 + 1)

* (x^4 + x^3 + x^2 + x + 1)

Les polynômes candidats a avoir des racines génératrices sont donc au nombre de 3 :

P1 “ X4 `X ` 1 (20.219a)
P2 “ X4 `X3 ` 1 (20.219b)
P3 “ X4 `X3 `X2 `X ` 1. (20.219c)

Dans le quotient F2rXs{P3, l’élément X̄ n’est pas générateur. En effet nous avons X4 “ X3 `
X2 `X ` 1 et par conséquent les puissances successives de X sont

X (20.220a)
X2 (20.220b)
X3 (20.220c)
X4 “ X3 `X2 `X ` 1 (20.220d)

1. (20.220e)

La classe de X dans F2rXs{P3 n’est donc pas génératrice du groupe pF2rXs{P3q˚.
Le polynôme P1 “ X4 ` X ` 1 par contre est primitif parce que les puissances de X dans



20.5. CORPS FINIS 1325

F2rXs{P1 sont

X (20.221a)
X2 (20.221b)
X3 (20.221c)

X ` 1 (20.221d)
X2 `X (20.221e)
X3 `X2 (20.221f)

X ` 1`X3 (20.221g)
X2 ` 1 (20.221h)
X3 `X (20.221i)

X ` 1`X2 (20.221j)
X2 `X `X3 (20.221k)

X3 `X2 `X ` 1 (20.221l)
1`X2 `X2 (20.221m)

1`X3 (20.221n)
1 (20.221o)

Cela fait 15 puissances distinctes, ce qui prouve que P1 est primitif. Nous verrons plus loin comment
alléger un peu la vérification de la primitivité de P1. 4

Proposition 20.66 ([1]).
Soit P un polynôme irréductible unitaire primitif dans FprXs. Nous considérons K “ FprXs{P et
α “ X̄ P K. Alors
(1) Les racines de P sont tα, αp, . . . , αpn´1u et αq “ α.
(2) P est le polynôme minimal de α.
(3) P est scindé dans K.
(4) P divise Xq ´X dans K.
(5) La famille t1, α, α2, . . . , αn´1u est une base de K en tant qu’espace vectoriel sur Fp.
(6) En tant qu’ensemble,

Fq “ t0, α, α2, α3, . . . , αq´1u, (20.222)
et les αk sont distincts pour k “ 1, . . . , q ´ 1.

Démonstration. La plupart des assertions sont des corollaires ou des paraphrases de résultats
contenus dans les propositions précédentes.
(1) L’assertion à propos des racines de P est contenue dans le lemme 20.58. D’autre part le

groupe pFprXs{P q˚ est cyclique d’ordre q ´ 1. Par conséquent le corollaire 2.32 indique que
αq´1 “ 1 et donc αq “ α.

(2) Soit P̃ un polynôme annulateur de α. Nous voyons que si β est racine de P̃ alors βp est
également racine de P̃ en utilisant les techniques habituelles. Par conséquent toutes les racines
de P sont racines de P̃ , ce qui implique que P̃ est de degré au moins égal à celui de P .

(3) Possédant n racines distinctes dans K, le polynôme P est scindé.
(4) D’après le lemme 20.35 un polynôme irréductible de degré n divise le polynôme Xpn ´ X.

Une autre façon de montrer ce point est de remarquer que le polynôme P est scindé et que
toutes ses racines sont également racines de Xq ´X.

(5) Une combinaison linéaire nulle entre les éléments de t1, α, α2, . . . , αn´1u serait un polynôme
annulateur de degré n´ 1 de α. Cet ensemble est donc libre. Par ailleurs un ensemble libre
de n éléments dans un espace vectoriel de dimension n est générateur.
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(6) Si αl “ αk avec k ă l et k, l ď q alors nous avons αr “ 1 avec r “ l´k ă q, ce qui contredirait
la primitivité de P . Les éléments 0, α, . . . , αq´1 étant distincts et au nombre de q, ils forment
tout l’ensemble Fq.

20.5.8 Exemple : étude de F16

Dans cette sous section nous voulons construire F16. Nous considérons donc p “ 2 et n “ 4.
Des polynôme irréductibles de degré 4 dans F2rXs ne sont pas très difficiles à trouver. Par exemple
X4 `X3 `X2 `X ` 1, plus généralement un polynôme contenant un nombre impair de termes
non nuls dont le terme indépendant.

Les polynômes primitifs par contre doivent être trouvés parmi les diviseurs irréductibles de
X15 ´ 1. Montrons que

P “ X4 `X3 ` 1 (20.223)

est primitif. Nous posons ω “ X̄ P F2rXs{P . L’ordre de ω dans le groupe pF2rXs{P q˚ doit être
un diviseur de 15 et donc seulement 1, 3, 5 ou 15. Le fait que l’ordre ne soit ni 1 ni 3 est trivial
parce que le degré de P est 4. Montrons que l’ordre de ω n’est pas 5 non plus :

ω5 “ ω4ω “ pω3 ` 1qω “ ω4 ` ω “ ω3 ` ω ` 1 ‰ 1. (20.224)

Dans ce calcul nous avons abondamment utilisé le fait que ´1 “ 1.
À partir de maintenant nous posons K “ F2rXs{P . Les racines de P sont ω, ω2, ω4 et ω8. En

effet si β est une racine de P , alors β2 est une racine en vertu de

P pβ2q “ pβ2q4 ` pβ2q3 ` 1 “ pβ4q2 ` pβ3q2 ` 12 “ pβ4 ` β3 ` 1q2 “ 0. (20.225)

Ici nous avons implicitement utilisé le lemme 20.53. D’autre part P ne peut pas avoir plus de 4
racines.

Proposition 20.67.
L’ensemble tω, ω2, ω4, ω8u est une base de F16 sur F2.

Démonstration. Nous savons que t1, ω, ω2, ω3u est une base. En effet cet ensemble est libre (sinon
ω aurait un polynôme annulateur de degré 3) et générateur parce que l’espace engendré par 4
vecteurs indépendants sur F2 contient 24 “ 16 éléments.

Nous posons e0 “ 1, e1 “ ω, e2 “ ω2, e3 “ ω3 et f1 “ ω, f2 “ ω2, f3 “ ω4, f4 “ ω8. En
utilisant le calcul modulo ω4 ` ω3 ` 1 “ 0 et 2 “ 0 nous trouvons

f1 “ ω (20.226a)
f2 “ ω2 (20.226b)
f3 “ ω3 ` 1 (20.226c)
f4 “ ω3 ` ω2 ` ω. (20.226d)

Ensuite nous montrons que les vecteurs ei peuvent être construits comme combinaisons linéaires
des vecteurs fj :

f1 ` f2 ` f3 ` f4 “ e0 (20.227a)
f1 “ e1 (20.227b)
f2 “ e2 (20.227c)

f1 ` f2 ` f4 “ e3. (20.227d)

Les quatre vecteurs fj forment donc bien un base parce qu’ils sont générateurs d’un espace de
dimension 4.
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Exemple 20.68

(1) Résoudre dans F16 l’équation x5 “ a en discutant éventuellement en fonction de la valeur de
a.

(2) Montrer qu’il existe quatre éléments γ P F16 tels que pour chacun d’eux l’ensemble Bγ “
tγ, γ2, γ4, γ8u est une base de F16 sur F2 telle que le produit de deux éléments de Bγ est soit
un élement de Bγ soit 1.

C’est parti !
(1) Si a “ 0, alors x “ 0 est la seule solution. Si a ‰ 0 alors a est une puissance de ω ; nous

posons a “ ωl. Nous cherchons x sous la forme x “ ωk. L’équation à résoudre pour k est

ω5k “ ωl (20.228)

où l est donné. Cette équation revient à

5k “ l mod 15. (20.229)

Si l n’est pas un multiple de 5, alors il n’y a pas de solutions. Il n’y a des solutions uniquement
pour l “ 0, 5, 10 et elles sont :

k “

$
’&
’%

3, 6, 9, 12 si l=0
1 si l=5
2 si l=10

(20.230)

(2) Nous cherchons γ sous la forme γ “ ωk. Parmi les nombreuses contraintes liées à l’énoncé
nous devons avoir

γ5 “ 1, γ, γ2, γ4, γ8. (20.231)
Les possibilités γ5 “ γ, γ2, γ4, γ5 ne sont pas bonnes parce qu’elles impliqueraient que Bγ
n’est pas une base. Reste à explorer γ5 “ 1.
Étant donné le premier point nous restons avec les possibilités

γ “ 1, ω3, ω6, ω9, ω12. (20.232)

Évidemment γ “ 1 ne produit pas une base. Avec γ “ ω3 nous trouvons

Bγ “ tω3, ω6, ω12, ω24u “ tω3, ω6, ω12, ω9u (20.233)

où nous avons utilisé le fait que ωk “ ωk mod 15. En utilisant le fait que ω4 “ ω3 ` 1 nous
trouvons

ω5 “ ω3 ` ω ` 1 (20.234a)
ω6 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (20.234b)
ω9 “ ω2 ` 1 (20.234c)
ω12 “ ω ` 1. (20.234d)

L’ensemble Bγ est alors formé des éléments

f1 “ ω3 (20.235a)
f2 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (20.235b)
f3 “ ω ` 1 (20.235c)
f4 “ ω2 ` 1. (20.235d)

Il est assez simple de vérifier que cela est une base en remarquant que f1 ` f2 ` f2 ` f4 “ 1.
Les possibilités γ “ ω6, ω9, ω12 produisent les mêmes ensemble Bγ .

4
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20.5.9 Polynômes irréductibles sur Fq
Définition 20.69.
La fonction de Möbius est la fonction µ : N˚ Ñ t´1, 0, 1u définie par

µpnq “

$
’&
’%

0 si n est divisible par un carré différent de 1,
1 si n est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts,
´1 si n est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts,

(20.236)

Proposition 20.70 ([343]).
Si m et n sont strictement positifs et premiers entre eux, alors

µpmnq “ µpmqµpnq. (20.237)

De plus nous avons
ÿ

d�n
µpdq “

#
1 si n “ 1
0 si n ą 1

(20.238)

Proposition 20.71 (Formule d’inversion de Möbius[343]).
Soient f, g : NÑ C telles que pour tout n ě 1,

gpnq “
ÿ

d�n
fpdq. (20.239)

Alors
fpnq “

ÿ

d�n
µ
´n
d

¯
gpdq (20.240)

où µ est la fonction de Möbius pour tout n ě 1.

Lemme 20.72 ([344]).
Soient P,Q P KrXs ayant une racine commune dans une extension L de K. Si P est irréductible,
alors P � Q.
Démonstration. Si P ne divise pas Q, alors P et Q sont premiers entre eux parce que dans la
décomposition en irréductibles de Q, il n’y a pas de P tandis que dans celle de P , il n’y a que P .
Par conséquent, il existe a, b P K Ă L tels que 22 aP ` bQ “ 1. Cette dernière égalité est encore
valable dans L et donc rend impossible l’existence d’une racine commune.

Proposition 20.73 ([344, 43]).
Soit p un nombre premier, n ě 1 et r P N˚. Nous notons q “ pr, Apn, qq, l’ensemble des polynômes
unitaires irréductibles de degré n sur Fq. Nous notons aussi Ipn, qq “ Card

`
Apn, qq˘. Alors :

(1) Le polynôme Xqn ´X se décompose en irréductibles de la façon suivante :

Xqn ´X “
ź

d�n

ź

pPApd,qq
P. (20.241)

(2) Le nombre d’irréductibles est donné par

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

d�n
µ
´n
d

¯
qd (20.242)

où µ est la fonction de Möbius (définition 20.69).
(3) Nous avons l’équivalence de suite

Ipn, qq „nÑ8 qn

n
. (20.243)

22. Théorème de Bézout, 6.40.
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Démonstration. (1) Soit un diviseur d de n et P P Apd, qq. Montrons que P divise Xqn´X. Nous
considérons la corps K “ FqrXs{pP q, qui est une extension de degré degpP q de Fq parce
qu’il s’agit des polynômes de degré au maximum degpP q a coefficients dans Fq. Ce corps
possède donc qd éléments et est isomorphe à Fqd par la proposition 20.61. Par construction
dans K, l’élément α “ rXs (la classe de X dans le quotient par P ) est une racine de P . Cet
élément est également une racine de Xqd ´X parce que tout élément de Fqd est une racine
de ce polynôme. Ce dernier point est la proposition 20.35.
Nous sommes donc dans la situation où P etXqd´X ont une racine commune dans l’extension
FqrXs{pP q. Nous en déduisons que α est aussi une racine de Xqn ´X. En effet en utilisant
le fait que αqd “ α, nous avons

αq
n “ αq

kd “ αq
dqpk´1qd “

´
αq

d
¯qpk´1qd

“ αq
pk´1qd

, (20.244)

donc par récurrence, on a encore αqn “ α, et α est racine de Xqn ´ X. Vu que P est
irréductible, le lemme 20.72 nous indique que P divise Xqn ´X. Nous en déduisons que P
divise Xqn ´X.
Étant donné que tous les éléments de Apd, qq divisent Xqn ´ X et sont irréductibles, leur
produit divise encore Xqn ´X :

ź

d�n

ź

PPApd,qq
P � Xqn ´X. (20.245)

Nous devons à présent montrer que tous les facteurs irréductibles de Xqn ´X sont dans un
Apd, qq avec d � n. Soit donc P un facteur irréductible de Xqn ´ X de degré d ě 1. Nous
posons encore K “ FqrXs{pP q et nous utilisons la propriété de multiplication sur les degrés
(proposition 6.57) :

rFqn : KsrK : Fqs “ rFqn : Fqs “ n, (20.246)

donc rK : Fqs, qui vaut degpP q est un diviseur de n.
Étant donné queXqn´X n’a que des racines simples sur Fqn (à nouveau la proposition 20.35),
dans sa décomposition en irréductibles sur Fq, il n’a pas de facteurs carrés ; il n’a donc qu’une
fois chacun des P P Apd, qq avec d � n. Autrement dit, tous les facteurs irréductibles de
Xqn ´X sont dans le produit

ś
d�n

ś
PPApd,qq P et donc Xqn ´X divise ce gros produit :

Xqn ´X �
ź

d�n

ź

PPApd,qq
P. (20.247)

Ayant déjà obtenu la divisibilité inverse et les polynômes étant unitaires, nous avons égalité.
(2) Nous passons au degré dans l’expression que nous venons de démontrer :

qn “
ÿ

d�n
dCard

`
Apd, qq˘ “

ÿ

d�n
dIpd, qq. (20.248)

Nous pouvons utiliser la formule d’inversion de Möbius (proposition 20.71) pour les fonctions
gpnq “ qn et fpnq “ dIpn, qq. Nous écrivons alors

fpnq “
ÿ

d�n
µ
´n
d

¯
qd, (20.249)

ou encore
Ipn, qq “ 1

n

ÿ

d�n
µ
´n
d

¯
qd, (20.250)

ce qu’il fallait.
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(3) Nous posons
rn “

ÿ

d�n
dăn

µ
´n
d

¯
qd, (20.251)

mais sachant que les diviseurs de n, outre n lui-même, sont tous plus petit ou égal à n{2 et
qu’en valeur absolue, la fonction de Möbius est toujours plus petite ou égale à 23 1,

|rn| ď
tn{2uÿ

d“1
qd “ q ´ qtn{2u

1´ q “ q
qtn{2 ´ 1
q ´ 1 ď qtn{2u`1

q ´ 1 . (20.252)

D’autre part en reprenant la formule déjà prouvée,

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

d�n
µ
´n
d

¯
qd “ 1

n

´
rn ` µ

´n
n

¯
qn
¯
“ rn ` qn

n
. (20.253)

Au numérateur, le plus haut degré en n est qn parce que rn est en qtn{2u. Donc nous avons
bien l’équivalence de suite pour nÑ8 :

qn ` rn
n

„nÑ8 qn

n
. (20.254)

20.5.10 Matrices

Proposition 20.74.
Nous avons

|GLpn,Fpq| “ ppn ´ 1qppn ´ pq . . . ppn ´ pn´1q. (20.255)

Démonstration. Par construction il existe une bijection entre GLpn,Fpq et l’ensemble des bases
de Fnp . Nous devons donc seulement compter le nombre de bases. Pour le premier vecteur de base
nous avons le choix entre les pn ´ 1 éléments non nuls de Fnp . Pour le second nous avons le choix
entre pn ´ p éléments, et ainsi de suite.

Lemme 20.75.
Soit K un corps fini autre que F2 24, soit un groupe abélienM et un morphisme ϕ : GLpn,Kq ÑM .
Alors il existe un unique morphisme δ : K˚ ÑM tel que ϕ “ δ ˝ det.

Démonstration. D’abord le groupe dérivé de GLpn,Kq est SLpn,Kq parce que les éléments de
D
`
GLpn,Kq˘ sont de la forme ghg´1h´1 dont le déterminant est 1.
De plus le groupe SLpn,Kq est normal dans GLpn,Kq. Par conséquent GLpn,Kq{SLpn,Kq est

un groupe et nous pouvons définir l’application relevée

ϕ̃ : GLpn,Kq
SLpn,Kq ÑM (20.256)

vérifiant ϕ “ ϕ̃ ˝ π où π est la projection.
Nous pouvons faire la même chose avec l’application

det : GLpn,Kq Ñ K˚ (20.257)

qui est un morphisme de groupes dont le noyau est SLpn,Kq. Cela nous donne une application

d̃et : GLpn,Kq
SLpn,Kq Ñ K˚ (20.258)

23. Dans [43], ma dernière inégalité arrive comme une égalité.
24. Je ne comprends pas très bien à quel moment joue cette hypothèse.
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telle que det “ d̃et˝π. Cette application d̃et est un isomorphisme. En effet elle est surjective parce
que le déterminant l’est et elle est injective parce que son noyau est précisément ce par quoi on
prend le quotient. Par conséquent d̃et possède un inverse et nous pouvons écrire

ϕ “ ϕ̃ ˝ d̃et´1 ˝ d̃et ˝ π. (20.259)

État donné que d̃et ˝ π “ det, nous avons alors ϕ “ δ ˝ det avec δ “ ϕ̃ ˝ d̃et´1. Ceci conclut la
partie existence de la preuve.

En ce qui concerne l’unicité, nous considérons δ1 : K˚ Ñ M telle que ϕ “ δ1 ˝ det. Pour tout
u P GLpn,Kq nous avons δ1pdetpuqq “ ϕpuq “ δpdetpuqq. L’application det étant surjective depuis
GLpn,Kq vers K˚, nous avons δ1 “ δ.

Théorème 20.76.
Soit p ě 3 un nombre premier et V , un Fp-espace vectoriel de dimension finie n. Pour tout
u P GLpV q nous avons

εpuq “
ˆ

detpuq
p

˙
. (20.260)

Ici ε est la signature de u vue comme une permutation des éléments de Fp.

Démonstration. Commençons par prouver que

ε : GLpV q Ñ t´1, 1u. (20.261)

est un morphisme. Si nous notons ū P SpV q l’élément du groupe symétrique correspondant à
la matrice u P GLpV q, alors nous avons uv “ ū ˝ v̄, et la signature étant un homomorphisme
(proposition 2.73),

εpuvq “ εpū ˝ v̄q “ εpūqεpv̄q. (20.262)

Par ailleurs t´1, 1u est abélien, donc le lemme 20.75 s’applique et nous pouvons considérer un
morphisme δ : Fp̊ Ñ t´1, 1u tel que ε “ δ ˝ det.

Nous allons utiliser le lemme 20.43 pour montrer que δ est le symbole de Legendre. Pour cela
il nous faudrait trouver un x P Fp̊ tel que δpxq “ ´1. Étant donné que det est surjective, nous
cherchons ce x sous la forme x “ detpuq. Par conséquent nous aurions

δpxq “ pδ ˝ detqpuq “ εpuq, (20.263)

et notre problème revient à trouver une matrice u P GLpV q dont la permutation associée soit de
signature ´1.

Soit n “ dimV ; en conséquence de la proposition 20.62(3), l’espace Eq “ Fpn est un Fp-espace
vectoriel de dimension n et est donc isomorphe en tant qu’espace vectoriel à V . Étant donné que Fq
est un corps fini, nous savons que Fq̊ est un groupe cyclique à q´1 éléments. Soit y, un générateur
de Fq̊ et l’application

β : Fq Ñ Fq

x ÞÑ yx.
(20.264)

Cela est manifestement Fp-linéaire (ici y et x sont des classes de polynômes et Fp est le corps des
coefficients). L’application β fixe zéro et à part zéro, agit comme le cycle

p1, y, y2, . . . , yq´2q. (20.265)

Nous savons qu’un cycle de longueur n est de signature p´1qn`1. Ici le cycle est de longueur q´ 1
qui est pair (parce que p ě 3) et par conséquent, l’application β est de signature ´1.
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20.6 Constructions à la règle et au compas
Définition 20.77 ([345]).
Soit E une partie de R2. Un point de R2 est constructible en une étape à partir de E s’il est une
point de E ou une intersection de deux objets parmi
— les droites passant par deux points distincts de E ;
— les cercles centrés en un point de E et dont le rayon est la distance entre deux points de E.

Nous notons C1pEq l’ensemble des points constructibles en une étape à partir de E.
Les points constructibles en n étapes à partir de E sont définis par récurrence : Cn`1pEq “

C1
`
CnpEq

˘
. Enfin un point de R2 est constructible à partir de E s’il appartient à

CpEq “
8ď

n“1
CnpEq. (20.266)

Un réel est constructible s’il est l’abscisse d’un point constructible.

Pour toute la suite nous allons considérer les points et réels constructibles à partir de l’ensemble
E “ tp0, 0q, p0, 1qu.

20.6.1 Quelques constructions

Proposition 20.78 ([346]).
Les nombres rationnels sont tous constructibles.

Démonstration. Si le réel r est constructible, alors kr est également constructible pour tout k P Z.
Nous devons donc seulement pouvoir construire le nombre 1{n pour tout n P N˚.

‚A ‚B

‚
C

‚
K

‚L

La méthode pour construire le nombre 1{n est la suivante. Soit rABs un segment de longueur
1 (par exemple A “ p0, 0q et B “ p1, 0q) et un point C tel que rACs ait une longueur n. Nous
plaçons sur rACs le point K situé à une distance 1 de A en pointant le compas en A et en traçant
le cercle de rayon rABs.

La droite passant par K et parallèle à pBCq coupe rABs en un point L. Maintenant rALs a
une longueur 1{n par le théorème de Thalès.

Exemple 20.79(Multiplication à la règle et au compas[345])
Soient x et y deux nombres constructibles. Montrons qu’il est possible de construire le nombre xy.
La construction est la suivante :

‚0

‚y

‚
x

‚
xy

‚1
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— On trace deux droites sécantes en A.
— Sur la première nous plaçons le point Y à distance y de A et le point P à distance 1 de A.
— Sur la seconde on place le point X à distance x de A.
— On trace la droite pPXq
— Puis la parallèle à pPXq passant par Y .
— Le point d’intersection entre cette dernière droite et pAXq est le point B.

La longueur AB est égale à xy. 4

Exemple 20.80(Racine carré à la règle et au compas[345])

Nous supposons que le nombre x est constructible, et nous voulons une construction qui donne
un segment de longueur

?
x. Nous traçons un segment rBCs dont la longueur correspond à la plus

grande des valeurs entre x et 1, puis le cercle de diamètre BC, ensuite le point H sur rBCs tel que
BH corresponde à la plus petite des valeurs entre x et 1, enfin la perpendiculaire à pBCq menée
par H, qui rencontre le cercle en un point A. D’après le théorème de Thalès sur le cercle, le triangle
ABC est rectangle en A.

Les triangles ABC et ABH sont donc semblables parce qu’ils sont rectangles avec un angle
(autre que l’angle droit) égal. Nous avons donc proportionnalité des longueurs des côtés :

AB

BH
“ BC

AB
, (20.267)

ce qui donne AB2 “ BC ˆBH “ x (BC et BH valent respectivement 1 et x ou le contraire).

A

B

C

H

4

Exemple 20.81(Duplication d’un angle)
Si un angle α est constructible, nous allons construire les angles 2α, 3α, etc. Pour cela nous
considérons un cercle de centre O et les points A et I sur le cercle tels que zAOI “ α. Le cercle de
centre A et de rayon AI intersecte le cercle de départ en les points I et B.

Le point A est à égale distance de B et I ; le point O également. Donc la droite pOAq est
médiatrice du segment rBIs. Par conséquent elle est la hauteur du triangle isocèle OBI. L’angle
{BOA est alors le même que zAOI ; par conséquent zBOI “ 2α.

‚
O

‚B

‚ A

‚
I
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En traçant le cercle de centre B et de rayon BA, nous continuons et nous construisons 3α.

4

L’exemple suivant qui permet d’additionner des angles repose sur le fait que deux cordes de
mêmes longueurs sous-tendent des angles égaux, et est une adaptation simple de la duplication
d’angle.

Exemple 20.82(Addition d’angles)
Quitte à soustraire ou additionner un certain nombre de fois 90˝, nous supposons que les deux
angles donnés sont entre 0˝ et 90˝.

Soient A,B, I sur un cercle de centre O, et nous notons α “ zOAI, β “ zBOI. Nous traçons le
cercle de centre B et de rayon AI ; il intersecte le cercle en des points K1 et K2. Les angles {K1OB
et {K2OB sont tout deux égaux à α.

Les angles {K1OA et {K2OA sont égaux à β ´ α et β ` α. 4

20.6.2 Nombres constructibles

Théorème 20.83 (Wantzel[347]).
Le réel a est constructible si et seulement s’il existe une suite finie de corps Li tels que
(1) L0 “ Q,
(2) Li`1 est un extension quadratique 25 de Li
(3) a P Ln.

Démonstration. Soit K un corps de nombres constructibles (par exemple Q) ; nous notons EK
l’ensemble des points de R2 dont les coordonnées sont dans K. Ce sont des points forcément
constructibles.
Intersection de droites Si A,B P EK alors la droite pABq a pour équation ax` by` c “ 0 avec

a, b, c P K, et le point d’intersection entre deux droites est donné par la solution du système
"
ax` by ` c “ 0 (20.268a)
a1x` b1y ` c1 “ 0, (20.268b)

dont les solutions sont encore dans K.
Intersection droite-cerle L’équation d’un cercle est de la forme

px´ uq2 ` py ´ vq2 “ r2 (20.269)

où pu, vq P EK et r est la distance entre deux points de EK ; donc r2 P K. En développant
et en redéfinissant u, v nous voyons que tous les cercles à considérer ont une équation de la
forme

x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (20.270)

avec u, v, t P K. Il s’agit de voir où sont les solutions du système
"
ax` by ` c “ 0 (20.271a)
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0. (20.271b)

Si a ‰ 0 alors nous pouvons faire la substitution x “ ´pc ` byq{a et obtenir l’équation
suivante pour y : ˆ´c´ by

a

˙2
` y2 ` u

ˆ´c´ by
a

˙
` vy ` t “ 0. (20.272)

Cela est de la forme P pyq “ 0 où P est un polynôme du second degré à coefficients dans K.

25. C’est-à-dire une extension finie de degré 2.
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Si a “ 0 nous substituons y au lieu de x et le résultat est le même.
C’est le moment de relire la proposition 6.85 qui nous assure que si le réel α est une solution
de P pyq “ 0 hors de K, alors l’extension Kpαq est de degré 2 parce que le polynôme minimal
de α est de degré 2 : “

Krαs : K
‰ “ 2. (20.273)

De plus Krαs “ Kpαq.
Intersection cercle-cercle Le système

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` y “ 0 (20.274a)
x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0 (20.274b)

est équivalent au système (en substituant la seconde équation par la différence entre les deux)

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` y “ 0 (20.275a)
pu´ aqx` pv ´ bqy ` t´ c “ 0 (20.275b)

qui est à nouveau une intersection entre un cercle et une droite.

Passons à la conclusion. Si α est un nombre constructible, alors il apparaît dans les coordonnées
d’un point de CmpEQq pour un certain m. Nous supposons (pour la récurrence) que pour chaque
réel constructible en m ´ 1 étapes possède sa pile d’extension quadratiques en partant de Q. Le
nombre α vérifie donc

aα2 ` bα` c “ 0 (20.276)

avec a, b, c trois réels constructibles en m ´ 1 étapes. L’hypothèse de récurrence donne donc des
piles d’extensions

L0 “ Q L10 “ Q L20 “ Q
Li`1 “ Lipaiq L1i`1 “ L1ipbiq L2i`1 “ L2i pciq

a P Ln b P L1n1 c P L2n2 .
(20.277)

Nous considérons donc la suite d’extensions de Q qui consiste à étendre successivement par les
nombres a1, . . . , an, b1, . . . , bn1 , c1, . . . , cn2 tout en excluant les doublons : il est possible que par
exemple b3 soit déjà dans Qpa1, . . . , anq. Cela nous fournit une suite d’extensions

M0 “ Q
Mi`1 “Mipαiq
a, b, c PMn.

(20.278)

Ici le n n’est pas spécialement le même que celui plus haut. Maintenant, α est dans un extension
quadratique de Mn.

Pour la réciproque nous supposons avoir une tour d’extensions quadratiques L0 “ Q, Li et
α P Ln et nous voulons prouver que α est constructible. Nous y allons par récurrence : si n “ 0
alors α est rationnel et il est constructible par la proposition 20.78.

Supposons que tous les points à coordonnées dans Li sont constructibles. Alors nous allons
prouver que les éléments de Li`1 le sont également. Vu que α est solution d’une équation de degré
2 à coefficients dans Li, nous avons

aα2 ` bα` c “ 0 (20.279)

pour certains a, b, c P Li et donc
α “ ´b˘

?
b2 ´ 4ac

2a . (20.280)

Les exemples 20.79 et 20.80 montrent que les produits et les racines carrées de nombres construc-
tibles sont constructibles. Donc α est constructible.
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20.6.3 Polygones constructibles

Définition 20.84.
Un angle α est constructible si le nombre cospαq est constructible.

La raison est que si qu’il suffit de prendre la perpendiculaire à l’axe horizontal

Lemme 20.85 ([43]).
Soient m et n, deux nombres premiers entre eux. L’angle 2π

mn est constructible si et seulement si
les angles 2π

m et 2π
n sont constructibles.

Démonstration. Sens direct Il suffit de pouvoir multiplier un angle par un entier, ce qui est fait
dans l’exemple 20.81.

Sens réciproque Le théorème de Bézout 3.13 nous donne a, b P Z tels que an ` bm “ 1. Cela
donne immédiatement

1
mn

“ a

m
` b

n
, (20.281)

et donc
2π
mn

“ a
2π
m
` b2π

n
, (20.282)

ce qui fait que l’angle 2π{mn est une combinaison entière d’angles constructibles. Il est donc
constructible par l’exemple 20.82.

Lemme 20.86.
Soit un entier n ě 3 ayant

n “
kź

i“1
pαii (20.283)

comme décomposition en facteurs premiers. Les polynôme régulier à n côtés est constructible si et
seulement si les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.

Démonstration. Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si l’angle 2π
n est

constructible, c’est-à-dire si l’angle
2πśk
i“1 p

αi
i

(20.284)

est constructible. Par récurrence sur le lemme 20.85, cet angle est constructible si et seulement si
les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.

Théorème 20.87 (Gauss-Wantzel[43]).
Soit α P N˚.
(1) L’angle 2π

2α est constructible.
(2) Si p est premier p ‰ 2 alors l’angle 2π

pα est constructible si et seulement si α “ 1 et p est un
nombre de Fermat, c’est-à-dire de la forme 1` 2p2βq pour β P N.

(3) Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si n est le produit d’une
puissance de 2 et d’un nombre fini de nombres de Fermat premiers distincts.

Démonstration. Le point (1) est une construction de bissectrice, et le point (3) consistera à remettre
en place différents morceaux. Le gros de la preuve est donc consacré à (2).
Sens direct Nous supposons que l’angle 2π

pα est constructible ; alors le nombre cos
`
2π{pα˘ l’est

également et le théorème de Wantzel 20.83 nous indique que
”
Q
´

cosp2π{pαq
¯

: Q
ı
“ 2m (20.285)
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pour un certain m. Posons q “ pα et ω “ e2iπ{q. Grâce au corollaire 20.24, nous savons que
le polynôme minimal de ω est le polynôme cyclotomique φq dont le degré est 26

ϕpqq “ ϕppαq “ pα´1pp´ 1q. (20.286)

Par conséquent “
Qpωq : Q

‰ “ pα´1pp´ 1q. (20.287)

Mais par ailleurs
ω ` ω´1 “ 2 cosp2π{qq, (20.288)

donc cosp2π{qq P Qpωq. Et en multipliant (20.288) par ω nous trouvons le polynôme annula-
teur suivant pour ω :

ω2 ´ 2 cos
ˆ

2π
q

˙
ω ` 1 “ 0. (20.289)

Cela signifie que ω est de degré 2 dans Q
`

cosp2π{qq˘, c’est-à-dire
“
Qpωq : Q

`
cosp2π{qq˘‰ “ 2. (20.290)

En remettant bout à bout et en utilisant la propriété multiplicative des degrés des exten-
sions 27,

“
Qpωq : Q

‰
looooomooooon
pα´1pp´1q

“
”
Qpωq : Q

`
cosp2π{pαq˘

ı
looooooooooooooomooooooooooooooon

2

”
Q
`

cosp2π{pαq˘ : Q
ı

looooooooooooomooooooooooooon
2m

, (20.291)

donc pα´1pp´ 1q “ 2m`1, mais comme p est premier et impair, α “ 1 et p “ 2m`1 ` 1. Par
ailleurs m ` 1 est un entier et nous nous proposons de mettre en facteur la puissance de 2
dans son développement en facteurs premiers : m`1 “ λ2β avec β P N et un certain nombre
impair λ P N˚. Nous avons :

p “ 2λ2β ` 1 “
´

22β
¯λ ` 1, (20.292)

mais le lemme 3.181(1) nous indique alors que 1 ` 22β divise 1 `
´

22β
¯λ “ p. Mais vu que

p est premier, il ne peut être divisé que par p lui-même et donc λ soit être égal à 1 et nous
avons

p “ 1` 22β , (20.293)

ce qui signifie que p est un nombre de Fermat premier.
Sens réciproque Nous supposons que p est un nombre premier de la forme p “ 1` 22β et nous

devons prouver que l’angle 2π
p est constructible. Pour cela nous posons tout de suite n “ 2β

et ω “ e2iπ{p. Comme dans la première partie nous nous souvenons que le polynôme minimal
de ω est le polynôme cyclotomique φp de degré p´ 1 ; donc

rQpωq : Qs “ p´ 1. (20.294)

Un groupe d’automorphismes Nous considérons le groupe G “ AutQ
`
Qpωq˘ des au-

tomorphismes du corps Qpωq agissant sur Q comme l’identité. Tous les éléments de
Qpωq étant des polynômes en ω (proposition 6.85), un élément g P G est uniquement
déterminé par gpωq, et de plus gp0q “ 0 ainsi que φppωq “ 0 et que φp commute avec g,
donc

φp
`
gpωq˘ “ g

`
φppωq

˘ “ gp0q “ 0, (20.295)

ce qui signifie que gpωq est une racine du polynôme cyclotomique φp. Par définition 20.17,
les racines sont tω, ω2, . . . , ωp´1u, ce qui signifie que l’action de g consiste à élever ω à

26. Voir juste en dessous de la définition 20.17.
27. Proposition 6.57.
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une certaine puissance entre 1 et p´ 1. Le groupe G est donc d’ordre |G| “ p´ 1 et a
pour éléments

gk : ω ÞÑ φk (20.296)
avec k “ 1, . . . , p´ 1. L’application 28

ψ : GÑ pZ{pZq˚
gk ÞÑ rksp. (20.297)

est un morphisme surjectif entre deux groupes finis de même cardinal, donc c’est un
isomorphisme. Le corollaire 20.34 nous donne de plus l’isomorphisme pZ{pZq˚ » Z{pp´
1qZ, ce qui fait que G a un élément d’ordre p´ 1 (parce que Z{pp´ 1qZ en a un). Nous
notons g0 cet élément.

La tour d’extensions À partir de cet élément g0 P G nous définissons avec 0 ď i ď n :

Ki “ tz P Qpωq tel que g2i
0 pzq “ zu. (20.298)

Ces ensembles sont bien des corps parce que g0 est un morphisme : g0pzz1q “ g0pzqg0pz1q ;
on en déduit immédiatement que g2

0pzz1q “ g2
0pzqg2

0pz1q.
Kn “ Qpωq Cela est dû au fait que g0 est par définition d’ordre 2n, ce qui signifie que

g2n
0 pzq “ z pour tout z P Qpωq.

K0 “ Q Vu que les éléments de G laissent Q invariant nous avons forcément Q Ă K0. Nous
nous attelons maintenant à prouver l’inclusion inverse. Nous savons par la proposi-
tion 6.85(2) que tωiui“0,...,p´2 est une base 29 de Qpωq. Vu que g0 : Qpωq Ñ Qpωq est un
isomorphisme, l’image d’une base est une base :

tg0pωqiui“0,...,p´2 (20.299)

est également une base de Qpωq. Soit z P K0 et décomposons-le dans cette base 30 :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi; (20.300)

nous appliquons g0 à cette égalité en tenant compte du fait que g0pzq “ z :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi`1. (20.301)

En identifiant les coefficients (et en remarquant que le dernier terme dans (20.300) est
le premier dans (20.301)) nous voyons que tous les coefficients sont égaux :

z “ λ0g0pω ` ¨ ¨ ¨ ` ωp´1q “ λ0g0
`
φppωq ´ 1

˘ “ ´λ0 P Q. (20.302)

Dans cette chaîne d’égalités nous avons utilisé le fait que φppXq “ 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1

(corollaire 20.22) et que φppωq “ 0 par définition.
Ki Ă Ki`1 strictement Nous avons une inclusion pour la simple raison que si z P Ki, alors

g2i
0 pzq “ z. Par conséquent :

g2i`1
0 pzq “ g2ˆ2i

0 pzq “ pg2i
0 q2pzq “ z. (20.303)

Afin de voir que l’inclusion est stricte nous montrons que l’élément

x “
2n´i´1ÿ

k“0
gk2i`1

0 pωq (20.304)

28. Pour rappel, la notation rksp est la classe de l’entier k modulo p, qui est un élément de Z{pZ.
29. Ici [43] parle de Qpωq{Q. Dans ce cas il me semble qu’il faille faire partir les valeurs de i de 0 et non de 1.
30. Il s’agit d’une base en tant qu’espace vectoriel sur Q, donc les λß sont dans Q.



20.6. CONSTRUCTIONS À LA RÈGLE ET AU COMPAS 1339

est dans Ki`1zKi. Dans la base t1, ω, . . . , ωp´1u l’élément x a une composante ω avec
le terme k “ 0, mais si on lui applique g2i

0 nous obtenons

g2i
0 pxq “

2n´i´1´1ÿ

k“0
g

2ip1`2kq
0 pωq. (20.305)

Une composante ω pour cela demanderait d’avoir 2ip1 ` 2kq “ λ2n avec λ P N ; cela
demanderait

k “ λ2n´i´1 ´ 1
2 (20.306)

ce qui est impossible. Donc x R Ki.
Nous montrons que x P Ki`1 de la même manière :

g2i`1
0 pxq “

2n´i´1´1ÿ

k“0
g2i`1pk`1qpωq. (20.307)

Soit k0 entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 ; nous voulons trouver un k entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 tel que
k02i`1 “ 2i`1pk ` 1q ; cela est très simple : il suffit de prendre k “ k0 ´ 1 tant que
k0 ‰ 0. Si k0 “ 0 alors cela correspond au terme ω dans (20.304), et il se trouve dans
(20.307) avec k “ 2n´i´1 ´ 1. Donc g2i`1

0 pxq “ x et x P Ki`1.
Les degrés dans la tour Par définition de n et de ω, et par la propriété multiplicative des

degrés 31 nous avons :

2n “ p´ 1 “ “
Qpωq : Q

‰ “ “
Qpωq : Kn´1

‰
. . .

“
K1 : Q

‰
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

n facteurs

. (20.308)

Un produit de n facteurs entiers tous strictement plus grand que zéro doit valoir 2n. Ils
doivent donc tous valoir 2 et nous avons en particulier

“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1. (20.309)

cosp2π{pq P Kn´1 Soit f “ g2n´1
0 ; vu que l’action de g0 (comme de tous les éléments de G)

est de décaler les puissances de ω, il existe λ P N tel que fpωq “ ωλ. Mais f2 “ Id donc

ω “ f2pωq “ ω2λ, (20.310)

ce qui donne 1 “ ωλ
2´1 ou encore que p divise λ2´1 parce que ω est une racine primitive

pede l’unité. Par conséquent rλ2´1sp “ 0 ce qui donne rλsp “ ˘r1sp, mais comme f ‰ Id
nous avons

rλsp “ ´r1sp. (20.311)

Cela fait fpωq “ ω´1.
Par ailleurs Qpωq est un corps, donc il contient

cos
ˆ

2π
p

˙
“ 1

2pω ` ω
´1q. (20.312)

Nous en déduisons que cosp2π{pq est un point fixe de f “ g2´1
0 :

f
`

cosp2π{pq˘ “ 1
2
`
fpωq ` fpω´1q˘ “ cosp2π{pq. (20.313)

Être un point fixe de g2n´1
0 signifie être un élément de Kn´1 :

cos
ˆ

2π
p

˙
P Kn´1. (20.314)

31. Proposition 6.57
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Questions de degrés Nous avons alors les (non)inclusions suivantes :

Q pcosp2π{pqq Ă Kn´1 Ł Kn “ Qpωq, (20.315)

ce qui fait que

1 ă “
Qpωq : Kn´1

‰ ď “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2 (20.316)

La première inégalité est le fait que Qpωq n’est pas égal à Kn´1. La dernière égalité se
démontre de la même manière que (20.290) (ici α “ 1). Les inégalités de (20.316) sont
donc en réalité des égalités :

“
Qpωq : Kn´1

‰ “ “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2. (20.317)

Cela, combiné au fait que Q
`

cosp2π{pq˘ Ă Kn´1 donne

Kn´1 “ Q
`

cosp2π{pq˘. (20.318)

Mais nous savons déjà que
“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1, donc
“
Q
`

cosp2π{pq˘ : Q
‰ “ 2n´1 (20.319)

et le nombre cosp2π{pq est bien sûr le sommet d’une tour d’extensions quadratiques
partant de Q. Il est donc constructible par le théorème de Wantzel 20.83.

Il est maintenant l’heure de conclure en prouvant le point (3). D’abord si n est un produit
de nombres premiers de Fermat distincts, alors n “ p1 . . . pm et l’angle 2π

n est constructible si
et seulement si chacun des angles 2π

pk
est constructible (lemme 20.86), ce qui est le cas d’après la

partie (2). Si n est le produit d’une puissance de 2 avec un produit de nombres premiers de Fermat,
le polygone à n côtés est tout autant constructible : il suffit de bissecter les angles.

À l’inverse si le polynôme à n avec n impair côtés est constructible alors n “ ś
i p
αi
i , dont

l’angle est constructible si et seulement si α “ 1 et pi est un nombre premier de Fermat. Et si le
polygone à n côtés (n pair) est constructible, alors n “ 2λ

ś
i p
αi
i . Ce polygone est constructible si

et seulement si le polygone à
ś
i p
αi
i est constructible : il suffit de regrouper les côtés par deux.

Remarque 20.88.
D’après Wikipédia[348], les seuls nombres de Fermat connus pour être premiers sont

F0 “ 3 (20.320a)
F1 “ 5 (20.320b)
F2 “ 17 (20.320c)
F3 “ 257 (20.320d)
F4 “ 65537. (20.320e)

Pour les autres, essentiellement on ne sait pas. Il n’est même pas sûr qu’il y en ait d’autres. Le
problème des polygones constructibles n’est donc pas encore tout à fait terminé.

Remarque 20.89.
Les angles 2π

pα avec p premier et α ą 1 ne sont pas constructibles. Il n’est donc pas possible de
trisecter l’angle 2π

3 . Voilà qui règle un des vieux problèmes de l’antiquité.



Chapitre 21

Intégration sur des variétés

21.1 Variétés

21.1.1 Introduction

Soit f : S2 Ñ R une fonction définie sur la sphère usuelle S2 Ă R3. Une question naturelle est
d’estimer la régularité de f ; est-elle continue, dérivable, différentiable ? Il n’existe pas de dérivée
directionnelle étant donné que le quotient différentiel

fpx` εu1, y ` εu2q ´ fpx, yq
ε

n’a pas de sens pour un point px` εu1, y ` εu2q qui n’est pas –sauf valeurs particulières– dans la
surface. Pour la même raison il n’est pas possible de parler de différentiabilité de cette manière.
Comment faire, sans devoir étendre le domaine de définition de f à un voisinage de la sphère ? Une
solution possible est de parler de la notion de variété.

Une variété est un objet qui ressemble, vu de près, à Rm pour un certain m. En d’autres
termes, on imagine une variété comme un recollement de morceaux de Rm vivant dans un espace
plus grand Rn. Ces morceaux sont appelés des ouverts de carte, et l’application qui exprime la
ressemblance à Rm est l’application de carte.

21.1.2 Définition, carte

Définition 21.1.
Une variété de dimension m de classe C1 est une partie M de Rn (n ě m) munie d’un ensemble
de paires tUα, ϕαu où Uα est un ouvert de Rn et ϕα : Uα Ñ Rn est une application vérifiant
(1) ϕα est une bijection entre Uα et ϕαpUαq ;
(2) pour tout a PM , il existe un α tel que a P ϕαpUαq ;
(3) pour tout α, β, la partie ϕ´1

α

`
ϕαpUαq X ϕβpUβq

˘
est un ouvert de Uα ;

(4) L’application
ϕ´1
β ˝ ϕα : ϕ´1

α

`
ϕαpUαq X ϕβpUβq

˘Ñ Uβ (21.1)

est un C1-difféomorphisme vers son image.

Notez que cette définition n’utilise pas du tout la structure de Rn dans lequel se trouve M .
Seulement la structure différentielle du Rm depuis lequel les cartes partent. En particulier, nous
n’avons pas dit si ϕα : Uα ÑM était de classe C1 pour une topologie induite de Rn vers M . Nous
pouvons en réalité définir plus généralement une variété en remplaçant « une partie de Rn » par
« un ensemble » sans rien y changer.

La difficulté qui apparaît lorsque nous voulons dire que M est un ensemble quelconque au lieu
d’une partie de Rn est pour la mesure.

Nous verrons plus loin comment les cartes ϕα peuvent transporter la mesure de Uα (celle de
Lebesgue dans Rm) vers une partie de Rn en utilisant le déterminant de dϕα. Cela n’est possible
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que parce que Rn a une structure différentielle qui permet de définir dϕα. Si M est un ensemble
quelconque, cette façon de faire n’est plus possible. Dans ce cas, il faut définir des fibrés tangents
et cotangents puis en extraire une « forme volume ». Le choix de la forme volume n’étant pas
canonique, il n’y a pas d’intégrale canonique sur une variété générale comme il y en a une sur une
variété « dans Rn ».

Définition 21.2.
Soit une variété M de dimension m. Une carte pour M est un couple pU,ϕq où U est un ouvert
de Rm et ϕ : U ÑM est une application

(1) qui est une bijection entre U et son image,
(2) pour tout α,

ϕ´1
α ˝ ϕ : ϕ´1`ϕpUq X ϕαpUαq

˘Ñ ϕ´1
α

`
ϕpUq X ϕαpUαq

˘
(21.2)

est un C1-difféomorphisme.

Proposition 21.3 ([1]).
Si pU1, ϕ1q et pU2, ϕ2q sont des cartes pour la variété M , alors en posant S “ ϕ1pU1q X ϕ2pU2q,
l’application

ϕ´1
2 ˝ ϕ1 : ϕ´1

1 pSq Ñ ϕ´1
2 pSq (21.3)

est un C1-difféomorphisme.

Démonstration. Le fait que ϕ´1
2 ˝ ϕ1 soit une bijection est dû au fait que nous ayons choisit les

espaces de départ et d’arrivée pour que ce soit une bijection.
Soit a P ϕ1pU1qXϕ2pU2q. Soient α tel que a P ϕαpUαq et un ouvert A autour de ϕ´1

α paq tel que
ϕαpAq Ă ϕ1pU1q X ϕ2pU2q. Nous allons montrer que

ϕ´1
2 ˝ ϕ1 : ϕ1

`
ϕαpAq

˘Ñ ϕ´1
2
`
ϕαpAq

˘
(21.4)

est un C1-difféomorphisme. Nous avons

ϕ2 ˝ ϕ1 “ ϕ´1
2 ˝ ϕα ˝ ϕ´1

α ˝ ϕ1, (21.5)

mais vu que ϕ1 et ϕ2 sont des cartes, les applications ϕ´1
2 ˝ ϕα et ϕα ˝ ϕ1 sont de classe C1 et

d’inverses C1. La composition l’est encore.

Nous avons demandé qu’une variété n’admette que des cartes partant d’ouverts deRm. Aurions-
nous pu admettre, dans la définition 21.2 que la carte parte d’un ouvert de Rp avec p ‰ m ? Non.
Voici une résultat qui dit que si une carte part de Rm, alors toutes les cartes doivent partir de Rm.

Proposition 21.4.
Soit une variété M de dimension m et une carte ϕα : Uα Ñ M . Si U est un ouvert de Rp et si
ϕ : U ÑM est telle que ϕ´1

α ˝ ϕ soit un difféomorphisme, alors p “ m.

Démonstration. Soit A “ ϕαpUαq X ϕpUq. Les parties ϕ´1
α pAq et ϕ´1pUq sont des ouverts de Rm

et de Rp respectivement. Par hypothèse, l’application

ϕ´1
α ˝ ϕ : ϕ´1pAq Ñ ϕ´1

α pAq (21.6)

est un difféomorphisme entre l’ouvert ϕ´1pAq Ă Rp et l’ouvert ϕ´1
α pAq Ă Rm. La proposition

12.144 implique que m “ p.

21.1.3 Ancienne définition

Cette section est à recycler.
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Définition 21.5.
Soit H ‰ M Ă Rn, 1 ď m ă n et k ě 1. M est une variété de classe Ck de dimension m si
pour tout a P M , il existe un voisinage ouvert U de a dans Rn, et un ouvert V de Rm tel que
U XM soit le graphe d’une fonction f : V Ă Rm Ñ Rn´m de classe C1, c’est-à-dire qu’il existe
un réagencement des coordonnées pxi1 , . . . , xim , xim`1 , . . . , xinq avec

M X U “

$
’&
’%
px1, . . . , xnq P Rn tel que pxi1 , . . . , ximq P V

$
’&
’%

xim`1 “ f1pxi1 , . . . , ximq
... “ ...
xin “ fn´mpxi1 , . . . , ximq

,
/.
/-

où V est un voisinage ouvert de pai1 , . . . , aimq P Rm.

La littérature regorge de théorèmes qui proposent des conditions équivalentes à la définition
d’une variété. Celle que nous allons le plus utiliser est la suivante

Proposition 21.6.
Soit M Ă Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a PM , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn et une application F : W Ă Rm Ñ Rn où W est un ouvert
tels que
(1) F est un homéomorphisme de W vers M X U ,
(2) F P C1pW,Rnq,
(3) Le rang de dF pwq P LpRm,Rnq est de rang maximum (c’est-à-dire m) en tout point w PW .

Pour rappel, si T : Rm Ñ Rn est une application linéaire, son rang 1 est la dimension de son
image. Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est
égal à la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue dans A 2.

La condition de rang maximum sert à éviter le genre de cas de la figure 21.1 qui représente
l’image de l’ouvert s´1, 1r par l’application F ptq “ pt2, t3q.

Figure 21.1 – Quelque chose qui n’est pas de rang maximum et qui n’est pas une variété.

La différentielle a pour matrice
dF ptq “ p2t, 3t2q. (21.7)

Le rang maximum est 1, mais en t “ 0, la matrice vaut p0, 0q et son rang est zéro. Pour toute autre
valeur de t, c’est bon.

Une autre caractérisation des variétés est donnée par la proposition suivante

1. Définition 4.38.
2. Proposition 4.111
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Proposition 21.7.
Soit M P Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a PM , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn tel et une application G P C1pU ,Rn´mq tel que
(1) le rang de dGpaq P LpRn,Rn´mq soit maximum (c’est-à-dire n´m) en tout a PM ,
(2) M X U “ tx P U tel que Gpxq “ 0u.

21.1.4 Espace tangent

Soit M , une variété dans Rn, et considérons un chemin γ : I Ñ Rn tel que γptq PM pour tout
t P I et tel que γp0q “ a et que γ est dérivable en 0. La tangente au chemin γ au point a PM est
la droite

s ÞÑ a` sγ1p0q. (21.8)

L’espace tangent de M au point a est l’ensemble décrit par toutes les tangentes en a pour tous
les chemins γ possibles.

Proposition 21.8.
Une variété de dimension m dans Rn a un espace tangent de dimension m en chacun de ses points.

21.2 Intégration

21.2.1 Résultats préliminaires

Soient une variété M et une partie A de M . Si nous avons une fonction f : A Ñ R, nous
voudrions définir une intégrale de f sur A en utilisant les cartes.

Il y a une petite complication. Supposons que A soit dans ϕαpUαq X ϕβpUβq. Pour la carte ϕα
nous aurions tendance à vouloir écrire

ż

A
f “

ż

ϕ´1
α pAq

f ˝ ϕα (21.9)

pour la mesure de Lebesgue induite de Rm vers son ouvert Uα. Pas de problème à ce que (21.9)
soit bien définie. Le problème est que α n’est pas a priori spécial par rapport à β et qu’il faudrait
également que ż

A
f “

ż

ϕ´1
β
pAq

f ˝ ϕβ (21.10)

Mais en utilisant le changement de variable (théorème 15.252(3)) pour le C1-difféomorphisme
φ “ ϕ´1

α ˝ ϕβ, nous avons
ż

ϕ´1
α pAq

f ˝ ϕα “
ż

ϕβpAq
pf ˝ ϕα ˝ ϕ´1

α ˝ ϕβq|Jφ| “
ż

ϕβpAq
pf ˝ ϕβq|Jφ|. (21.11)

À moins d’une coïncidence extraordinaire sur les valeurs du jacobien, il n’y aura pas égalité entre
(21.9) et (21.10).

Pour faire mieux, il faudra ajouter quelque chose qui compense l’arrivée du jacobien. C’est ce
que nous allons faire maintenant.

Proposition-définition 21.9 ([1]).
Soient des ouverts U1 et U2 de Rm ainsi que A Ă Rn. Nous supposons que les applications
ϕ1 : U1 Ñ A et ϕ2 : U2 Ñ A sont des bijections telles que ϕ´1

1 ˝ ϕ2 : U2 Ñ U1 soit un C1-
difféomorphisme.

Soit une fonction mesurable f : AÑ r0,`8s 3.
3. Si f est seulement mesurable, allez voir les hypothèses du théorème 15.252(3).
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Alors 4
ż

U1

pf ˝ ϕ1qpxq
b

det
`pdϕ1qx̊pdϕ1qx

˘
dx “

ż

U2

pf ˝ ϕ2qpyq
b

det
`pdϕ2qẙpdϕ2qy

˘
dy (21.12)

où les deux intégrales sont au sens de la mesure de Lebesgue sur des ouverts de Rm.
Ce nombre est l’intégrale de f sur A, et est noté

ż

A
f. (21.13)

Démonstration. Nous considérons le C1-difféomorphisme φ “ ϕ´1
1 ˝ ϕ2. Notre but est d’utiliser le

théorème de changement de variables 15.252(2).
Vu que ϕ1 est une bijection, pϕ1 ˝ ϕ´1

1 qpAq “ A et nous avons

φ´1`ϕ´1
1 pAq˘ “ ϕ´1

2 pAq. (21.14)

Ensuite, f ˝ ϕ1 ˝ φ “ f ˝ ϕ2.
Jusqu’ici, rien de drôle me diriez-vous. Ok. Alors voyons un peu comment se passe le jacobien

et ce qui se trouve sous la racine carré.
L’application x ÞÑ det

`pdϕ1qx̊ ˝ pdϕ1qx
˘
doit être composée avec φ pour donner

y ÞÑ det
`pdϕ1q˚φpyq ˝ pdϕ1qφpyq

˘
. (21.15)

Attardons-nous un peu sur pdϕ1qφpyq. Nous savons par la règle de différentiation en chaîne 12.141
que

dpϕ1 ˝ φqy “ pdϕ1qφpyq ˝ pdφqy. (21.16)

Le lemme 12.143 nous dit que l’application linéaire dφy : Rm Ñ Rm est inversible et que dφ´1
y “

pdφ´1qφpyq. En composant les deux côtés de (21.16) par cela nous trouvons

pdϕ1qφpyq “ dpϕ1 ˝ φqy ˝ pdφq´1
y “ pdϕ2qy ˝ pdφ´1qφpyq. (21.17)

C’est me moment d’utiliser la proposition 11.74 à propos de la composition des applications ad-
jointes. Ce qui est dans le déterminant est :
`pdϕ2qy ˝ pdφ´1qφpyq

˘˚ ˝ `pdϕ2qy ˝ pdφ´1qφpyq
˘ “ pdφ´1q˚φpyqloooomoooon

RmÑRm
˝ pdϕ2qẙ ˝ pdϕ2qyloooooooomoooooooon

RmÑRm
˝ pdφ´1qφpyqloooomoooon
RmÑRm

. (21.18)

Nous utilisons à présent un combo entre les propriétés des déterminants et de l’adjoint : les pro-
positions 11.52(2) et 11.73 font sortir |det

`pdφ´1qφpyq
˘| de la racine carré. Ne pas oublier la valeur

absolue parce que
?
x2 “ |x| et non ?x2 “ x. Cela pour dire que

b
det

`pdϕ1q˚φpyq ˝ pdϕ1qφpyq
˘ “ |det

`pdφ´1qφpyq
˘|
b

det
`pdϕ2qẙ ˝ pdϕ2qy

˘
. (21.19)

En ce qui concerne l’intégrale que nous voulons calculer, en mettant les bouts ensemble,
ż

ϕ´1
1 pAq

pf ˝ ϕ1qpxq
a

detp¨ ¨ ¨ qdx

“
ż

ϕ´1
2 pAq

pf ˝ ϕ2qpyq| det
`pdφ´1qφpyq

˘|
b

det
`pdϕ2qẙ ˝ pdϕ2qy

˘| detpdφyq|dy.
(21.20)

Enfin, les déterminants se suppriment : dans la valeur absolue nous avons :

det
`pdφ´1qφpyq

˘
detpdφyq “ det

`pdφ´1qφpyq ˝ dφy
˘ “ detpIdq “ 1. (21.21)

4. Voir la définition de l’adjoint 11.71.
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Si nous voulons que la formule de la proposition 21.9 fournisse une définition raisonnable deş
A f , il faut que si pU,ϕq est une carte,

det
`
dϕx̊ ˝ dϕx

˘ ě 0 (21.22)

pour tout x, et ne soit nul sur aucun ouvert de U .

Lemme 21.10 ([1]).
Soit une carte pU,ϕq d’une variété M de dimension Rm. Soit x P U . Alors
(1) L’opérateur dϕx̊ ˝ dϕx est autoadjoint semi-défini positif.
(2) Il existe une base de Rm formée de vecteurs propres de dϕx̊ ˝ dϕx. Les valeurs propres sont

réelles et positives.
(3) Pour tout x P U nous avons

detpdϕx̊ ˝ dϕxq ą 0. (21.23)

Démonstration. Point par point.
(1) Soit x P U . Nous notons A “ dϕx. Par la proposition 11.74 nous avons pAA˚q˚ “ AA˚

du fait que pA˚q˚ “ A. Donc A˚A est autoadjoint. Sa matrice est donc symétrique par la
proposition 11.71(2).
De plus, pour tout u P Rm nous avons

xA˚Au, uy “ xAu,Auy ě 0. (21.24)

Cela implique que la matrice de A˚A est semi-définie positive par le lemme 11.196(2). L’opé-
rateur A˚A est également semi-défini positif par la proposition 11.195.

(2) L’existence de la base de vecteurs propres est le théorème 11.189. Ce théorème dit de plus
que les valeurs propres sont réelles. Le fait qu’elles soient positives est le fait déjà prouvé que
A˚A est semi-défini positif.

(3) Dans la base de vecteurs propres, la matrice est diagonale avec des nombres positifs sur la dia-
gonale. Le déterminant est alors le produit des valeurs propres. Voila pourquoi le déterminant
est positif.
Il nous reste à montrer que ce déterminant ne peut pas être nul. Si detpdϕå ˝ dϕaq “ 0, alors
l’application dϕå ˝ dϕ a un noyau (proposition 11.52(2)), c’est-à-dire un vecteur u tel que
dϕådϕapuq “ 0 en particulier,

0 “ xdϕådϕau, uy “ xdϕau, dϕau, y “ }dϕau}2. (21.25)

Donc dϕapuq “ 0.
Mais ϕ : U Ñ ϕpUq est bijective, donc l’application ϕ´1 : ϕpUq Ñ U l’est aussi et vu que ϕ est
une carte, l’application ϕ´1 ˝ ϕ : U Ñ U est égale à l’identité. L’identité est une application
linéaire dont la différentielle est elle-même, c’est-à-dire que

dpϕ´1 ˝ ϕqa “ pdϕ´1qϕpaq ˝ dϕa “ Id . (21.26)

Si donc u ‰ 0, nous devons avoir dϕapuq ‰ 0.

21.2.2 Quelque expressions pour l’élément de volume

Ce que nous appelons « élément de volume » (pour des raisons qui apparaîtront plus tard)
est le coefficient

a
detpdϕx̊ ˝ dϕxq, introduit pour le besoin de compenser l’arrivée du jacobien en

cas de changement de variables. Mais à quoi ressemble de coefficient pour les variétés de petite
dimension ?

C’est ce que nous allons voir maintenant.
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21.2.2.1 En dimension un

Nous supposons une variété de dimension un dans Rn. Une carte est donc une application
ϕ : RÑ Rn dont nous notons ϕi les composantes. Nous avons, pour u P R,

dϕapuq “ d

dt

”
ϕpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

¨
˚̋
ϕ1pa` tuq

...
ϕnpa` tuq

˛
‹‚“ u

¨
˚̋
ϕ11paq

...
ϕ1npaq

˛
‹‚“ uϕ1paq. (21.27)

Là dedans, vous vous souviendrez que a P R et que ϕ1paq P Rn.
Nous devons savoir ce que vaut dϕåx lorsque a P R et x P Rm. Pour tout u P R nous avons

xdϕax, uyR “ xx, dϕapuqyRn “ uxx, ϕ1paqyRn “ uϕ1paq·x “ xϕ1paq·x, uyR. (21.28)

Donc dϕåpxq “ ϕ1paq·x.
Question notation, nous avons noté xa, byR “ ab et indifféremment xx, yyRn “ x· y.
L’application dϕå ˝dϕa est une application linéaire bijective entre R et R. Sa matrice est donc

1ˆ 1 et elle se calcule en appliquant l’application au vecteur de base 1 de R :

pdϕå ˝ dϕaqp1q “ dϕå
`
ϕ1paq˘ “ ϕ1paq·ϕ1paq “ }ϕ1paq}2. (21.29)

Nous avons donc
det

`
dϕå ˝ dϕa

˘ “ }ϕ1paq}2. (21.30)

21.2.2.2 En dimension quelconque

Soit une carte ϕ : Rm Ñ Rn pour une variété de dimension m. Les éléments de matrice de la
différentielle d’une application sont donnés par la proposition 13.187 :

pdϕaqij “ Bϕi
Bxj paq. (21.31)

Les éléments de la matrice de dϕå sont ceux de la matrice transposée. En ce qui concerna la
composition, c’est le produit des matrices :

pdϕå ˝ dϕaqij “
ÿ

k

pdϕåqikpdϕaqkj “
ÿ

k

pdϕaqkipdϕaqkj “
ÿ

k

Bϕk
Bxi paq

Bϕk
Bxj paq. (21.32)

Cela pour écrire cette bonne formule :

pdϕå ˝ dϕaqij “
Bϕ
Bxi paq· Bϕ

Bxj paq. (21.33)

21.2.2.3 En dimension deux

Nous considérons maintenant une carte ϕ : U Ñ R3 avec U Ă R2. En notant vi “ Biϕpaq nous
notons la formule (21.33) sous la forme

det
`
dϕå ˝ dϕa

˘ “ det
ˆ
v1 · v1 v1 · v2
v2 · v1 v2 · v2

˙
“ }v1}2}v2}2 ´ pv1 · v2q2. (21.34)

L’identité de Lagrange de la proposition 11.36 nous donne alors

a
detpdϕå ˝ dϕaq “ }

Bϕ
Bx ˆ

Bϕ
By }. (21.35)
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21.2.2.4 En dimension trois

Nous considérons maintenant une carte ϕ : U Ñ R3 avec U Ă R3. Nous notons u “ Bϕ
BBxpaq,

v “ Bϕ
By paq et w “ Bϕ

Bz paq.
En utilisant l’expression du lemme 11.34 à propos du produit mixte, la formule 21.33 donne

detpdϕå ˝ dϕaq “ det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ ˇ̌puˆ vq·w

ˇ̌
. (21.36)

Donc
detpdϕå ˝ dϕaq “

ˇ̌pBϕBx paq ˆ
Bϕ
By paqq· Bϕ

Bz paq
ˇ̌
. (21.37)

21.3 Intégrale sur une variété

21.3.1 Mesure sur une carte

Nous considérons dans cette section uniquement des variétés M de dimension 2 dans R3. Une
particularité de R3 (par rapport aux autres Rn) est qu’il existe le produit vectoriel.

Si v, w P R3, alors le vecteur v ˆw est une vecteur normal au plan décrit par v et w qui jouit
de l’importante propriété suivante :

aire du parallélogramme “ }v ˆ w}. (21.38)

L’aire du parallélogramme construit sur v et w est donnée par la norme du produit vectoriel. Afin
de donner une mesure infinitésimale en un point p P M , nous voudrions prendre deux vecteurs
tangents à M en p, et puis considérer la norme de leur produit vectoriel. Cette idée se heurte à la
question du choix des vecteurs tangents à considérer.

Dans R2, le choix est évident : nous choisissons ex et ey, et nous avons }ex ˆ ey} “ 1. L’idée
est donc de choisir une carte F : W Ñ F pwq autour du point p “ F pwq, et de choisir les vecteurs
tangents qui correspondent à ex et ey via la carte, c’est-à-dire les vecteurs

BF
Bx pwq, et BF

By pwq. (21.39)

L’élément infinitésimal de surface sur M au point p “ F pwq est alors défini par

dσF “ }BFBx pwq ˆ
BF
By pwq}dw, (21.40)

et si la partie A ĂM est entièrement contenue dans F pW q, nous définissons la mesure de A par

µ2pAq “
ż

F´1pAq
dσF “

ż

F´1pAq
}BFBx pwq ˆ

BF
By pwq}dw. (21.41)

Remarque 21.11.
Afin que cette définition ait un sens, nous devons prouver qu’elle ne dépend pas du choix de la
carte F . En effet, les vecteurs BxF et ByF dépendent de la carte F , donc leur produit vectoriel
(et sa norme) dépendent également de la carte F choisie. Il faudrait donc un petit miracle pour
que le nombre µ2pAq donné par (21.41) soit indépendant du choix de F . Nous allons bientôt voir
comme cas particulier du théorème 21.14 que c’est en fait le cas. C’est-à-dire que si F et F̃ sont
deux cartes qui contiennent A, alors

ż

F´1pAq
dσF “

ż

F̃´1pAq
dσF̃ . (21.42)
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21.3.1.1 Exemple : la mesure de la sphère

Nous nous proposons maintenant de calculer la surface de la sphère S2 “ x2 ` y2 ` z2 “ R2.
L’application F : Bpp0, 0q, Rq Ñ R3 donnée par

F px, yq “
¨
˝

x
ya

R2 ´ x2 ´ y2

˛
‚ (21.43)

est une carte pour une demi-sphère. Ses dérivées partielles sont

BF
Bx “

¨
˚̋

1
0

´ x?
R2´x2´y2

˛
‹‚, BF

By “

¨
˚̋

0
1

´ y?
R2´x2´y2

˛
‹‚. (21.44)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs tangents donne

BF
Bx px, yq ˆ

BF
By px, yq “

x

α
e1 ` y

α
e2 ` e3 (21.45)

où α “a
R2 ´ x2 ´ y2. En calculant la norme, nous trouvons

}BFBx px, yq ˆ
BF
By px, yq} “

d
R2

R2 ´ x2 ´ y2 , (21.46)

et en passant aux coordonnées polaires, nous écrivons l’intégrale (21.41) sous la forme
ż

B
}BxF ˆ ByF } “

ż 2π

0
dθ

ż R

0
r

d
R2

R2 ´ x2 ´ y2dr “ 2πR2, (21.47)

qui est bien la mesure de la demi-sphère.

21.3.2 Intégrale sur une carte

Nous pouvons maintenant définir l’intégrale d’une fonction sur une carte de la variété M .

Définition 21.12.
Soit F : W Ă R2 Ñ R3, une carte pour une variété M . Soit A, une partie de F pW q telle que
A “ F pBq où B Ă W est mesurable. Soit encore f : A Ñ R, une fonction continue. L’intégrale
de f sur A est le nombre

ż

A
f “

ż

A
fdσF “

ż

F´1pAq
pf ˝ F qpwq}BFBx pwq ˆ

BF
By pwq}dw (21.48)

Remarque 21.13.
L’intégrale (21.48) n’est pas toujours bien définie. Étant donné que F est C1 et que f est continue,
l’intégrante est continue. L’intégrale sera donc bien définie par exemple lorsque B est borné et si
la fermeture Ā est un compact contenu dans F pwq.

Le théorème suivant montre que le travail que nous avons fait jusqu’à présent ne dépend en
fait pas du choix de carte F effectué.

Théorème 21.14.
Soient F : W Ñ F pwq et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variété M . Soit une partie A Ă
F pW q X F̃ pW̃ q telle que A “ F pBq avec B Ă W mesurable. Alors A “ F̃ pB̃q avec B̃ Ă W̃
mesurable.

Si f est une fonction continue, et si
ş
A fdσF existe, alors

ş
A fdσF̃ existe et

ż

A
fdσF “

ż

A
fdσF̃ . (21.49)
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21.3.3 Exemples

Intégrons la fonction fpx, y, zq sur le carré K “ s0, 1rˆ s0, 2rˆ t1u. La première carte que nous
pouvons utiliser est

F : s0, 1r ˆ s0, 2r Ñ K

px, yq ÞÑ px, y, 1q. (21.50)

Nous trouvons aisément les vecteurs tangents qui forment l’élément de surface :

BF
Bx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚, BF

By “
¨
˝

0
1
0

˛
‚, (21.51)

donc dσF “ 1 · dxdy, et
ż

K
fdσF “

ż

s0,1rˆs0,2r
fpx, y, 1q· 1 · dxdy. (21.52)

Nous pouvons également utiliser la carte

F̃ : s0, 1
2 r ˆ s0, 6r Ñ K

px̃, ỹq ÞÑ p2x̃, ỹ3 , 1q.
(21.53)

Les vecteurs tangents sont maintenant

BF̃
Bx̃ “

¨
˝

2
0
0

˛
‚, BF̃

Bỹ “
¨
˝

0
1{3
0

˛
‚, (21.54)

et nous avons donc dσF̃ “ }2
3e3} “ 2

3 . Cette fois, l’intégrale de f sur K s’écrit
ż

K
fdσF̃ “

ż

s0, 12 rˆs0,6r
f
`
2x̃, ỹ3 , 1

˘
· 2

3 · dx̃sỹ. (21.55)

Conformément au théorème 21.14, cette dernière intégrale est égale à l’intégrale (21.52) parce qu’il
s’agit juste d’un changement de variable.

21.3.4 Orientation

Soient F : W Ñ F pwq et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variétéM . Nous pouvons considérer
la fonction h “ F̃´1 ˝ F , définie uniquement sur l’intersection des cartes :

h : F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘Ñ F̃´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘. (21.56)

Nous disons que F et F̃ ont même orientation si

Jhpwq ą 0 (21.57)

pour tout w P F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘.
Considérons les deux cartes suivantes pour le même carré :

F : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ R3

px, yq ÞÑ px, y, 0q (21.58)

et
F̃ : s0, 1

2 r ˆ s0,
1
3 r Ñ R3

px, yq ÞÑ p2x, 3y, 0q
(21.59)
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Ici, hpx, yq “ `
x
2 ,

y
3
˘
et nous avons Jh “ 1

6 ą 0. Ces deux cartes ont même orientation. Notez que

BF
Bx ˆ

BF
By “ e3, (21.60)

tandis que
BF̃
Bx ˆ

BF̃
By “ 6e3. (21.61)

Les vecteurs normaux à la paramétrisation pointent dans le même sens.
Si par contre nous prenons la paramétrisation

G : s0, 1r ˆ s0, 1, r Ñ R2

px, yq ÞÑ px, p1´ yq, 0q, (21.62)

nous avons BG
Bx ˆ

BG
By “ ´e3, (21.63)

et si g “ G´1 ˝ F , alors Jg “ ´1.
L’orientation d’une carte montre donc si le vecteur normal à la surface pointe d’un côté ou de

l’autre de la surface.

Définition 21.15.
Une variétéM est orientable s’il existe un atlas deM tel que deux cartes quelconques ont toujours
même orientation. Une variété est orientée lorsque qu’un tel choix d’atlas est fait.

Proposition 21.16.
Soit M , une variété orientable et un atlas orienté tFi : Wi Ñ R3u. Alors le vecteur unitaire

BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
}BFBx px, yq ˆ BF

By px, yq}
(21.64)

ne dépend pas du choix de F parmi les Fi.

Démonstration. Considérons deux cartes F1 et F2, ainsi que l’application h “ F´1
2 ˝ F1. Écrivons

le vecteur BxF1 ˆ ByF1 en utilisant F1 “ F2 ˝ h. D’abord, par la règle de dérivation de fonctions
composées,

BpF2 ˝ hq
Bx “ BF2

Bx
Bh1
Bx `

BF2
By
Bh2
Bx . (21.65)

Après avoir fait le même calcul pour BpF2˝hq
By , nous pouvons écrire

BxpF2 ˝ hq ˆ BypF2 ˝ hq “ pBxh1BxF2 ` Bxh2ByF2q ˆ pByh1BxF2 ` Byh2ByF2q. (21.66)

Dans cette expression, les facteurs Bihj sont des nombres, donc ils se factorisent dans les produits
vectoriels. En tenant compte du fait que BxF2 ˆ BxF2 “ 0 et ByF2 ˆ ByF2 “ 0, ainsi que de
l’antisymétrie du produit vectoriel, l’expression se réduit à

ˆBF2
Bx ˆ BF2

By
˙
pBxh1Byh2 ´ Bxh2Byh2q. (21.67)

Par conséquent,

BF1
Bx ˆ BF1

By “ BpF2 ˝ hq
Bx ˆ BpF2 ˝ hq

By “
ˆBF2
Bx ˆ BF2

By
˙

det Jh. (21.68)

Donc, tant que Jh est positif, les vecteurs unitaires correspondants au membre de gauche et de
droite sont égaux.
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Corollaire 21.17.
Si nous avons choisi un atlas orienté pour la variétéM , nous avons une fonction continue G : M Ñ
R3 telle que }Gppq} “ 1 pour tout p PM . Cette fonction est donnée par

GpF px, yqq “
BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
}BFBx px, yq ˆ BF

By px, yq}
(21.69)

sur l’image de la carte F .

Démonstration. La fonction G est construite indépendamment sur chaque carte F pW q en utilisant
la formule (21.69). Cette fonction est une fonction bien définie sur tout M parce que nous venons
de démontrer que sur F1pW1q X F2pW2q, les fonctions construites à partir de F1 et à partir de F2
sont égales.

Il est possible que prouver, bien que cela soit plus compliqué, que la réciproque est également
vraie.

Proposition 21.18.
Une variété M de dimension 2 dans R3 est orientable si et seulement s’il existe une fonction
continue G : M Ñ R3 telle que pour tout p P M , le vecteur Gppq soit de norme 1 et normal à M
au point p.

21.3.5 Formes différentielles

Nous allons donner une toute petite introduction aux formes différentielles sur des variétés
compactes.

Lemme 21.19 ([349]).
Soit ω une k-forme sur Rn et f , une fonction C8 sur Rn. Alors dpf˚ωq “ f˚dω.

Démonstration. Nous effectuons la preuve par récurrence sur le degré de la forme. Soit d’abord
une 0-forme, c’est-à-dire une fonction g : Rn Ñ R. Nous avons

dpd˚gqX “ dpg ˝ fqX “ pdg ˝ dfqX “ dg
`
dfX

˘ “ pf˚dgqpXq. (21.70)

Supposons maintenant que le résultat soit exact pour toutes les p´ 1-formes et montrons qu’il
reste valable pour les p-formes. Par linéarité de la différentielle nous pouvons nous contenter de
considérer la forme différentielle

ω “ g dx1 ^ . . . dxp (21.71)
où g est une fonction C8. Pour soulager les notations nous allons noter dxI “ dx1 ^ . . . dxp´1.
Nous avons

dpf˚ωq “ d
`
f˚pgdxI ^ dxpq˘ (21.72a)

“ d
`
f˚pgdxIq ^ f˚dxp˘ (21.72b)

“ d
`
f˚pgdxIq˘^ f˚dxp ` p´1qp´1f˚pgdxIq ^ pf˚dxpq (21.72c)

“ f˚
`
dpgdxIq˘^ f˚dxp (21.72d)

“ f˚
`
dpgdxIq ^ dxp˘ (21.72e)

“ f˚dω (21.72f)

Justifications : (21.72c) est la formule de Leibnitz. (21.72d) est parce que le second terme est nul :
dpf˚dxpq “ f˚pd2xpq “ 0. Nous avons utilisé l’hypothèse de récurrence et le fait que d2 “ 0. L’étape
(21.72f) est une utilisation à l’envers de la règle de Leibnitz en tenant compte que d2xp “ 0.

Lemme-définition 21.20.
Soient une variété M munie d’un recouvrement par un nombre fini d’ouverts 5tUiu. Alors il existe
une famille de fonctions fi P C8pMq telle que

5. Si M n’est pas compacte, alors il faut utiliser une version un peu plus élaborée du lemme[349].
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(1) supp fi Ă Ui,
(2) pour tout i, nous avons fi ě 0,
(3) pour tout p PM nous avons

ř
i fippq “ 1.

La famille pfiq est une partition de l’unité subordonnée au recouvrement tUiu.
Soit M une variété de dimension n et ω une n-forme différentielle

ωp “ fppqdx1 ^ . . .^ dxn. (21.73)

Si pU,ϕq est une carte (U Ă Rn et ϕ : U ÑM) alors nous définissons
ż

ϕpUq
ω “

ż

U
f
`
ϕpxq˘dx1 . . . dxn. (21.74)

Lorsque nous voulons intégrer sur une partie plus grande qu’une carte nous utilisons une partition
de l’unité du lemme 21.20.

Définition 21.21 (Intégrale d’une forme sur une variété).
Si tfiu est une partition de l’unité subordonnée à un atlas de M nous définissons

ż

M
ω “

ÿ

i

ż

Ui

fω. (21.75)

Il est possible de montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la partition de l’unité.

Remarque 21.22.
Nous ne définissons pas d’intégrale de k-forme différentielle sur une variété de dimension n ‰ k.
Le seul cas où cela se fait est le cas de 0-formes (les fonctions), mais cela n’est pas vraiment un
cas particulier vu que les 0-formes sont associées aux n-formes de façon évidente.

Remarque 21.23.
La définition 21.21 permet d’intégrer des formes sur des variétés, pas sur des sous-variétés. Autre-
ment dit, ce n’est pas cette définition là qu’il faut utiliser pour comprendre des objets comme

ż

γ
f (21.76)

où γ est un chemin dans Rn. Nous définirons ce genre de choses plus bas.

21.3.6 Intégrale d’une fonction sur une sous-variété

Nous allons nous restreindre au cas d’une sous-variété de Rn. C’est-à-dire que nous considérons
l’espace Rn comme espace ambiant et nous allons intégrer sur des parties de Rn. Ces parties
peuvent être de dimension plus basses que n, et c’est justement ça qui fait la différence entre ce
que nous faisons maintenant et la définition 21.21.

L’exemple typique est l’intégrale sur une surface dans R3, ou de volumes.
Nous supposons à présent que M est une variété compacte de dimension 2 dans R3. La com-

pacité fait que M possède un atlas contenant un nombre fini de cartes Fi : Wi Ñ FipWiq.
Si A ĂM est tel que pour chaque i, AXFipWiq “ FipViq pour une ensemble Vi mesurable dans

R2, alors nous considérons
A1 “ AX F1pW2q “ F1pV1q. (21.77)

Ensuite, nous construisons A2 en considérant FApW2q et en lui retranchant A1 :

A2 “
`
AX F2pW2q

˘X F1pV1q. (21.78)

En continuant de la sorte, nous construisons la décomposition

A “ A1 Y . . .YAp (21.79)
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de A en ouverts disjoints, chacun de ouverts Ap étant compris dans une carte.
Il est possible de prouver que dans ce cas, la définition suivante a un sens et ne dépend pas du

choix de l’atlas effectué.

Définition 21.24.
Si f : AÑ R est une fonction continue, alors l’intégrale est le nombre

ż

A
f “

pÿ

i“1

ż

Ai

fdσFi . (21.80)

21.4 Longueur, aire, volumes etc.

Grâce à la mesure de Lebesgue (définition 15.210), nous avons la définition d’aires dans R2

et de volumes dans R3. Dans tout ce qui suit, nous considérons toujours la tribu de Lebesgue, la
mesure de Lebesgue, et l’intégrale de Lebesgue correspondante.

Définition 21.25.
L’aire de la partie mesurable S de R2 est le nombre

ż

R2
1S (21.81)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie S.

Définition 21.26.
Le volume de la partie mesurable V de R3 est le nombre

ż

RR
1V (21.82)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie V .

Ceci est bien beau, mais ne permet pas de définir l’aire d’une surface dans R3, ni une longueur
dans R2. Nous n’avons pas encore défini ce que nous appelons une surface dans R3, mais selon
toute définition raisonnable, si S en est une, elle sera négligeable au sens de la mesure de Lebesgue
dans R3 et nous aurons toujours ż

R3
1S “ 0. (21.83)

L’objet de ce chapitre sera de donner un sens aux notions de longueurs dans R2, de surfaces
dans R3 et d’y définir des intégrales permettant de définir longueurs et aires.

21.4.1 Quelques aires faciles

Nous nous souvenons de la proposition 11.31 qui donnait une bonne propriété du produit
vectoriel dans R3. Nous en donnons une autre.

Proposition 21.27.
Si u et v sont des vecteurs de R2 alors le vecteur u ˆ v (où nous avons prolongé u et v par zéro
dans R3) est de norme égale à l’aire 6 du parallélogramme construit sur u et v dans R2.

La subtilité quant au prolongement de u et v par zéro est due au fait que nous n’avons encore
défini d’aires que celles de parties de R2. Officiellement, nous ne savons pas encore ce que serait
l’aire du parallélogramme construit sur deux vecteurs de R3. Officieusement, nous nous attendons
à ce que ce soit égal à la norme du produit vectoriel.

6. Définition 21.25.
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21.5 Autres théorèmes de points fixes
En termes de théorème de points fixes nous avons déjà vu le théorème de Picard 18.34. Voir

aussi le thème 18.

21.5.1 Brouwer

Proposition 21.28.
Soit f : ra, bs Ñ ra, bs une fonction continue. Alors f accepte un point fixe.

Démonstration. En effet si nous considérons gpxq “ fpxq´x alors nous avons gpaq “ fpaq´a ě 0 et
gpbq “ fpbq´b ď 0. Si gpaq ou gpbq est nul, la proposition est démontrée ; nous supposons donc que
gpaq ą 0 et gpbq ă 0. La proposition découle à présent du théorème des valeurs intermédiaires 13.50.

Exemple 21.29
La fonction x ÞÑ cospxq est continue entre r´1, 1s et r´1, 1s. Elle admet donc un point fixe. Par
conséquent il existe (au moins) une solution à l’équation cospxq “ x. 4

Proposition 21.30 (Brouwer dans Rn version C8 via Stokes).
Soit B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Rn et f : B Ñ B une fonction C8. Alors f
admet un point fixe.

Démonstration. Supposons que f ne possède pas de points fixes. Alors pour tout x P B nous
considérons la demi-droite issue de fpxq et passant par x (cette demi-droite existe parce que x et
fpxq sont supposés distincts). Cette demi-droite intersecte BB en un point que nous appelons gpxq.
Prouvons que cette fonction est Ck dès que f est Ck (y compris avec k “ 8).

Le point gpxq est la solution du système
$
’&
’%

gpxq ´ fpxq “ λ
`
x´ fpxq˘ (21.84a)

}gpxq}2 “ 1 (21.84b)
λ ě 0. (21.84c)

En substituant nous obtenons l’équation

Pxpλq “ }λ
`
x´ fpxq˘` fpxq}2 ´ 1 “ 0, (21.85)

ou encore
λ2}x´ fpxq}2 ` 2λ

`
x´ fpxq˘· fpxq ` }fpxq}2 ´ 1 “ 0. (21.86)

En tenant compte du fait que }fpxq} ă 1 (parce que les images de f sont dans B), nous trouvons
que Pxp0q ď 0 et Pxp1q ď 0. De même limλÑ8 Pxpλq “ `8. Par conséquent le polynôme de second
degré Px a exactement deux racines distinctes λ1 ď 0 et λ2 ě 1. La racine que nous cherchons est
la seconde. Le discriminant est strictement positif, donc pas besoin d’avoir peur de la racine dans

λpxq “ ´
`
x´ fpxq˘· fpxq ` ?∆x

}x´ fpxq}2 (21.87)

où
∆x “ 4

´`
x´ fpxq˘· fpxq

¯2 ´ 4}x´ fpxq}2`}fpxq}2 ´ 1
˘
. (21.88)

Notons que la fonction λpxq est Ck dès que f est Ck ; et en particulier elle est C8 si f l’est.
En résumé la fonction g ainsi définie vérifie deux propriétés :

(1) elle est C8 ;
(2) elle est l’identité sur BB.
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La suite de la preuve consiste à montrer qu’une telle rétraction sur B ne peut pas exister 7.
Nous considérons une forme de volume ω sur BB : l’intégrale de ω sur BB est l’aire de BB qui

est non nulle. Nous avons alors la contradiction suivante :

0 ă
ż

BB
ω “

ż

BB
g˚ω “

ż

B
dpg˚ωq “

ż

B
g˚pdωq “ 0 (21.89)

Justifications :
— L’intégrale

ş
BB ω est l’aire de BB et est donc non nulle.

— La fonction g est l’identité sur BB. Nous avons donc ω “ g˚ω.
— Le lemme 21.19.
— La forme ω est de volume, par conséquent de degré maximum et dω “ 0.

Un des points délicats est de se ramener au cas de fonctions C8. Pour la régularisation par
convolution, voir [350] ; pour celle utilisant le théorème de Weierstrass, voir [351].

Théorème 21.31 (Brouwer dans Rn version continue).
Soit B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Rn et f : B Ñ B une fonction continue 8. Alors
f admet un point fixe.

Démonstration. Nous commençons par définir une suite de fonctions

fkpxq “ fpxq
1` 1

k

. (21.90)

Nous avons }fk ´ f}8 ď 1
1`k où la norme est la norme uniforme sur B. Par le théorème de

Weierstrass 13.304 il existe une suite de fonctions C8pB,Rq que nous nommons gk telles que

}gk ´ fk}8 ď 1
1` k . (21.91)

Vérifions que cette fonction gk soit bien une fonction qui prend ses valeurs dans B :

}gkpxq} ď }gkpxq ´ fkpxq} ` }fkpxq} (21.92a)

ď 1
1` k `

}fpxq}
1` 1

k

(21.92b)

ď 1
1` k `

1
1` 1

k

(21.92c)

“ 1. (21.92d)

Par la version C8 du théorème (proposition 21.30), gk admet un point fixe que l’on nomme xk.
Étant donné que xk est dans le compact B, quitte à prendre une sous-suite nous supposons

que la suite pxkq converge vers un élément x P B. Nous montrons maintenant que x est un point
fixe de f :

}fpxq ´ x} “ }fpxq ´ gkpxq ` gkpxq ´ xk ` xk ´ x} (21.93a)
ď }fpxq ´ gkpxq} ` }gkpxq ´ xk}loooooomoooooon

“0

`}xk ´ x} (21.93b)

ď 1
1` k ` }xk ´ x}. (21.93c)

En prenant le limite k Ñ8 le membre de droite tend vers zéro et nous obtenons fpxq “ x.
7. Notons qu’il n’existe pas non plus de rétractions continues sur B, mais pour le montrer il faut utiliser d’autres

méthodes que Stokes, ou alors présenter les choses dans un autre ordre.
8. Une fonction continue sur un fermé de Rn est à comprendre pour la topologie induite.
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21.5.2 Théorème de Schauder

Une conséquence du théorème de Brouwer est le théorème de Schauder qui est valide en di-
mension infinie.

Théorème 21.32 (Théorème de Schauder[352]).
Soit E, un espace vectoriel normé, K un convexe compact de E et f : K Ñ K une fonction
continue. Alors f admet un point fixe.

Démonstration. Étant donné que f : K Ñ K est continue, elle y est uniformément continue. Si
nous choisissons ε alors il existe δ ą 0 tel que

}fpxq ´ fpyq} ď ε (21.94)

dès que }x ´ y} ď δ. La compacité de K permet de choisir un recouvrement fini par des ouverts
de la forme

K Ă
ď

1ďiďp
Bpxj , δq (21.95)

où tx1, . . . , xpu Ă K. Nous considérons maintenant L “ Spantfpxjq tel que 1 ď j ď pu et
K˚ “ K X L. (21.96)

Le fait que K et L soient convexes implique que K˚ est convexe. L’ensemble K˚ est également
compact parce qu’il s’agit d’une partie fermée de K qui est compact (lemme 7.59). Notons en
particulier que K˚ est contenu dans un espace vectoriel de dimension finie, ce qui n’est pas le cas
de K.

Nous allons à présent construire une sorte de partition de l’unité subordonnée au recouvrement
(21.95) sur K (voir le lemme 21.20). Nous commençons par définir

ψjpxq “
#

0 si }x´ xj} ě δ

1´ }x´xj}
δ sinon.

(21.97)

pour chaque 1 ď j ď p. Notons que ψj est une fonction positive, nulle en-dehors de Bpxj , δq. En
particulier la fonction suivante est bien définie :

ϕjpxq “ ψjpxqřp
k“1 ψkpxq

(21.98)

et nous avons
řp
j“1 ϕjpxq “ 1. Les fonctions ϕj sont continues sur K et nous définissons finalement

gpxq “
pÿ

j“1
ϕjpxqfpxjq. (21.99)

Pour chaque x P K, l’élément gpxq est une combinaison des éléments fpxjq P K˚. Étant donné que
K˚ est convexe et que la somme des coefficients ϕjpxq vaut un, nous avons que g prend ses valeurs
dans K˚ par la proposition 10.26.

Nous considérons seulement la restriction g : K˚ Ñ K˚ qui est continue sur un compact contenu
dans un espace vectoriel de dimension finie. Le théorème de Brouwer nous enseigne alors que g a
un point fixe (proposition 21.31). Nous nommons y ce point fixe. Notons que y est fonction du ε
choisi au début de la construction, via le δ qui avait conditionné la partition de l’unité.

Nous avons

fpyq ´ y “ fpyq ´ gpyq (21.100a)

“
pÿ

j“1
ϕjpyqfpyq ´

pÿ

j“1
ϕjpyqfpxjq (21.100b)

“
pÿ

j“1
ϕpjqpyq`fpyq ´ fpxjq

˘
. (21.100c)



1358 CHAPITRE 21. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Par construction, ϕjpyq ‰ 0 seulement si }y ´ xj} ď δ et par conséquent seulement si }fpyq ´
fpxjq} ď ε. D’autre par nous avons ϕjpyq ě 0 ; en prenant la norme de (21.100) nous trouvons

}fpyq ´ y} ď
pÿ

j“1
}ϕjpyq

`
fpyq ´ fpxjq

˘} ď
pÿ

j“1
ϕjpyqε “ ε. (21.101)

Nous nous souvenons maintenant que y était fonction de ε. Soit ym le y qui correspond à ε “ 2´m.
Nous avons alors

}fpymq ´ ym} ď 2´m. (21.102)

L’élément ym est dans K˚ qui est compact, donc quitte à choisir une sous-suite nous pouvons
supposer que ym est une suite qui converge vers y˚ P K 9. Nous avons les majorations

}fpy˚q ´ y˚} ď }fpy˚q ´ fpymq} ` }fpymq ´ ym} ` }ym ´ y˚}. (21.103)

Si m est assez grand, les trois termes du membre de droite peuvent être rendus arbitrairement
petits, d’où nous concluons que

fpy˚q “ y˚ (21.104)

et donc que f possède un point fixe.

21.5.3 Théorème de Cauchy-Arzella

Théorème 21.33 (Cauchy-Arzela[282]).
Nous considérons le système d’équation différentielles

"
y1 “ fpt, yq (21.105a)
ypt0q “ y0. (21.105b)

avec f : U Ñ Rn, continue où U est ouvert dans RˆRn. Alors il existe un voisinage fermé V de
t0 sur lequel une solution C1 du problème (21.105) existe.

Idée de la démonstration. Nous considéronsM “ }f}8 et K, l’ensemble des fonctionsM -Lipschitz
sur U . Nous prouvons que pK, }.}8q est compact. Ensuite nous considérons l’application

Φ: K Ñ K

Φpfqptq “ x0 `
ż t

t0

f
`
u, fpuq˘du. (21.106)

Après avoir prouvé que Φ était continue, nous concluons qu’elle a un point fixe par le théorème de
Schauder 21.32.

Remarque 21.34.
Quelques remarques.
(1) Les théorème de Cauchy-Lipschitz et Cauchy-Arzella donnent des existences pour des équa-

tions différentielles du type y1 “ fpt, yq. Et si nous avons une équation du second ordre ?
Alors il y a la méthode de la réduction de l’ordre qui permet de transformer une équation
différentielle d’ordre élevé en un système d’ordre 1.

(2) Ces théorèmes posent des conditions initiales : la valeur de y est donnée en un point, et la
méthode de la réduction de l’ordre permet de donner l’existence de solutions d’un problème
d’ordre k en donnant les valeurs de yp0q, y1p0q, . . . ypk´1qp0q. C’est-à-dire de la fonction et de
ses dérivées en un point. Rien n’est dit sur l’existence de conditions aux bords.

Ces deux points sont illustrés dans les exemples 33.15 et 33.16.
9. Notons que même dans la sous-suite nous avons }fpymq ´ ym} ď 2´m, avec le même « m » des deux côtés de

l’inégalité.
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21.5.4 Théorème de Markov-Kakutani et mesure de Haar

Définition 21.35.
Soit G un groupe topologique. Une mesure de Haar sur G est une mesure positive 10 µ telle que
(1) µpgAq “ µpAq pour tout mesurable A et tout g P G,
(2) µpKq ă 8 pour tout compact K Ă G.

Si de plus le groupe G lui-même est compact nous demandons que la mesure soit normalisée :
µpGq “ 1.

Le théorème suivant nous donne l’existence d’une mesure de Haar sur un groupe compact.

Théorème 21.36 (Markov-Katutani[353]).
Soit E un espace vectoriel normé et L, une partie non vide, convexe, fermée et bornée de E1. Soit
T : LÑ L une application continue. Alors T a un point fixe.

Démonstration. Nous considérons un point x0 P L et la suite

xn “ 1
n` 1

nÿ

i“0
T ix0. (21.107)

La somme des coefficients devant les T ipx0q étant 1, la convexité de L montre que xn P L. Nous
considérons l’ensemble

C “
č

nPN
txm tel que m ě nu. (21.108)

Le lemme 9.53 indique que C n’est pas vide, et de plus il existe une sous-suite de pxnq qui converge
vers un élément x P C. Nous avons

lim
nÑ8xσpnqpvq “ xpvq (21.109)

pour tout v P E. Montrons que x est un point fixe de T . Nous avons

}pTxσpkq ´ xσpkqqv} “
›››T 1

1` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq ´ 1

1` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq

››› (21.110a)

“
››› 1
1` σpkq

σpkqÿ

i“0
T i`1x0pvq ´ T ix0pvq

››› (21.110b)

“ 1
1` σpkq

››T σpkq`1x0pvq ´ x0pvq
›› (21.110c)

ď 2M
σpkq ` 1 (21.110d)

où M “ ř
yPL }ypvq} ă 8 parce que L est borné. En prenant k Ñ8 nous trouvons

lim
kÑ8

`
Txσpkq ´ xσpkq

˘
v “ 0, (21.111)

ce qui signifie que Tx “ x parce que T est continue.

Le théorème suivant est une conséquence du théorème de Markov-Katutani.

Théorème 21.37.
Si G est un groupe topologique compact possédant une base dénombrable de topologie alors G accepte
une unique mesure de Haar normalisée. De plus elle est unimodulaire :

µpAgq “ µpgAq “ µpAq (21.112)

pour tout mesurables A Ă G et tout élément g P G.

10. Définition 15.20.
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21.6 Intégrales curvilignes

21.6.1 Chemins de classe C1

Définition 21.38.
Soit p, q P Rn. Un chemin C1 par morceaux joignant p à q est une application continue

γ : ra, bs Ñ Rn γpaq “ p, γpbq “ q (21.113)

pour laquelle il existe une subdivision a “ t0 ă t1 ă . . . ă tr´1 ă tr “ b telle que :

(1) la restriction de γ sur chaque ouvert sti, ti`1r est de classe C1 ;
(2) pour tout 0 ď i ď r, γ1 possède une limite à gauche (sauf pour i “ 0) et une limite à droite

(sauf pour i “ r) en ti.

Le chemin γ est (globalement) de classe C1 si la subdivision peut être choisie de « longueur »
r “ 1.

Remarque 21.39.
Si a et b sont des points de Rn, on peut créer le chemin particulier

γ : r0, 1s Ñ Rn : t ÞÑ p1´ tqa` tb (21.114)

qui relie ces points par un segment de droite.

21.6.2 Intégrer une fonction

Définition 21.40.
Soit f : D Ă Rn Ñ R une fonction continue, et γ : ra, bs Ñ D un chemin C1. On définit
l’intégrale de f sur γ par

ż

γ
fds “

ż

γ
f “

ż b

a
fpγptqq ››γ1ptq›› dt. (21.115)

Exemple 21.41
Soit l’hélice

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚,

(21.116)

et la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2. L’intégrale de f sur σ est
ż

σ
f “

ż 2π

0
pcos2 t` sin2 t` t2q}σ1ptq}dt

“
ż 2π

0
p1` t2q?2dt

“ ?2
„
t` t3

3

2π

0

“ ?2
ˆ

2π ` 8π3

8

˙
.

(21.117)

4
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Remarque 21.42.
Si f “ 1, alors nous tombons sur ż

γ
ds “

ż b

a
}γ1ptq}dt, (21.118)

Nous verrons par le théorème 22.10 que cette dernière intégrale est la longueur de la courbe. Il est
un fait général que l’intégrale de la fonction 1 sur un ensemble en donne la « mesure ». Cela est à
mettre en rapport avec le lemme 15.157 en gardant en tête que

ş
γ 1 n’est pas la mesure de l’image

de γ dans R2.

Proposition 21.43 (Indépendence en la paramétrisation).
La valeur de l’intégrale de f sur γ ne dépend pas du paramétrage (équivalent ou pas) choisi.

Démonstration. Soit donc un chemin γ : rc, ds Ñ R3 ainsi que ϕ : rc, ds Ñ ra, bs, une reparamétri-
sation de classe C1, strictement monotone et le chemin σ définit par γpsq “ σ

`
ϕpsq˘ avec s P rc, ds.

En supposant que ϕ1psq ě 0, nous avons

I “
ż

γ
f “

ż d

c
f
`
γpsq˘}γ1psq}ds

“
ż d

c
f
´
σ
`
ϕpsq˘

¯
}σ1`ϕpsq˘}|ϕ1psq|ds.

(21.119)

Pour cette intégrale, nous posons t “ ϕpsq, et par conséquent dt “ ϕ1psqds. Étant donné que
ϕ1psq ě 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues, et obtenir

I “
ż ϕpdq

ϕpcq
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż

σ
f.

(21.120)

Essayez de faire le cas ϕ1psq ď 0.

Remarque 21.44.
Attention : les intégrales sur des chemins dans C ne sont la même chose. En effet C doit être
souvent plutôt traité comme R que comme R2. Si γ est un chemin dans C, l’intégrale

ż

γ
f (21.121)

doit être comprise comme une généralisation de
şb
a fpxqdx et non comme l’intégrale sur un chemin.

La différence est qu’en retournant les bornes d’une intégrale usuelle sur R on change le signe, alors
qu’en retournant un chemin dans R2, on ne change pas. Bref, la définition est que si γ : ra, bs Ñ C

est un chemin, alors ż

γ
f “

ż

γ
fpzqdz “

ż b

a
f
`
γptq˘γ1ptqdt, (21.122)

sans valeur absolue autour de γ1ptq.

21.6.3 Intégrer un champ de vecteurs

Définition 21.45.
Un champ de vecteur est une application G : Rn Ñ Rn. On définit l’intégrale de G sur un
chemin γ : ra, bs Ñ Rn par ż

γ
G

def“
ż b

a

@
Gpγptqq, γ1ptqD dt.
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Remarque 21.46.
Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation choisie, mais le signe change selon le sens du
chemin.

Si σ1ptq ‰ 0, nous pouvons considérer le vecteur unitaire tangent à la courbe :

T ptq “ σ1ptq
}σ1ptq} . (21.123)

Si F est un champ de vecteurs sur R3, la circulation de F le long de σ sera donnée par
ż

σ
F · ds “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt “

ż b

a
F
`
σptq˘· σ1ptq

}σ1ptq}dt “
ż

σ
F ·Tds (21.124)

où dans la dernière expression, F ·T est vu comme fonction px, y, zq ÞÑ F px, y, zq·T px, y, zq.
L’intégrale d’un champ de vecteurs sur une courbe n’est donc rien d’autre que l’intégrale de la
composante tangentielle du champ de vecteurs.

21.6.4 Intégrer une forme différentielle sur un chemin

La formule d’intégration d’un champ de vecteur 11,
ż

γ
G “

ż

ra,bs
xGpγptqq, γ1ptqydt, (21.125)

contient quelque chose d’intéressant : la combinaison xGpγptqq, γ1ptqy. Cette combinaison sert à
transformer le vecteur tangent γ1ptq en un nombre en utilisant le produit scalaire avec le vecteur
Gpγptqq.

Si G est un champ de vecteur sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons utiliser l’isomorphisme
musical (définition 13.430)

G5x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (21.126)

pour écrire de façon plus compacte :
ż

γ
G “

ż

ra,bs
G5γptq

`
γ1ptq˘dt. (21.127)

Définition 21.47.
Soient une forme différentielle ω sur Rn et un chemin de classe C1 γ : ra, bs Ñ Rn. L’intégrale
de ω sur γ est définie par ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptqγ1ptqdt (21.128)

Remarque 21.48.
Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation choisie, mais le signe change selon le sens du
chemin.

21.6.5 Intégration d’une forme différentielle sur un chemin

Les formes intégrales que nous avons déjà vues sont celles de fonctions et de champs de vecteur
sur des chemins. Si γ : ra, bs Ñ Rn est le chemin, les formules sont

ż

γ
f “

ż

ra,bs
f
`
γptq˘}γ1ptq}dt

ż

γ
G “

ż

ra,bs
xG`γptq˘, γ1ptqydt.

(21.129)

11. Définition 21.45.
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Dans les deux cas, le principe est que nous disposons de quelque chose (la fonction f ou le vecteur
G), et du vecteur tangent γ1ptq, et nous essayons d’en tirer un nombre que nous intégrons. Lorsque
nous avons une 1-forme, la façon de l’utiliser pour produire un nombre avec le vecteur tangent est
évidemment d’appliquer la 1-forme au vecteur tangent. La définition suivante est donc naturelle.

Définition 21.49.
Soit γ : ra, bs Ñ Rn, un chemin de classe C1 tel que son image est contenue dans le domaine D. Si
ω es une 1-forme différentielle sur D, nous définissons l’intégrale de ω le long de γ le nombre

ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt

“
ż b

a

”
a1
`
γptq˘γ11ptq ` ¨ ¨ ¨ ` an

`
γptq˘γ1nptq

ı
dt.

(21.130)

Cette définition est une bonne définition parce que si on change la paramétrisation du chemin,
on ne change pas la valeur de l’intégrale, c’est la proposition suivante.

Proposition 21.50.
Si γ et β sont des chemins équivalents, alors

ż

γ
ω “

ż

β
ω, (21.131)

c’est-à-dire que l’intégrale est invariante sous les reparamétrisation du chemin.

Démonstration. Deux chemins sont équivalents quand il existe un difféomorphisme C1 h : ra, bs Ñ
rc, ds tel que γptq “ pβ ˝hqptq. En remplaçant γ par pβ ˝hq dans la définition de

ş
γ ω, nous trouvons

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż b

a
ωpβ˝hqptq

`pβ ˝ hq1ptq˘dt. (21.132)

Un changement de variable u “ hptq transforme cette dernière intégrale en
ş
β ω, ce qui prouve la

proposition.

Remarque 21.51.
Si γ est une somme de chemins, γ “ γp1q ` ¨ ¨ ¨ ` γpnq, où chacun des γpiq est un chemin, alors

ż

γ
ω “

nÿ

i“1

ż

γi

ω (21.133)

parce que ω est linéaire.

Remarque 21.52.
Si ´γ est le chemin

´γ : ra, bs Ñ Rn

t ÞÑ γ
`
b´ pt´ aq˘, (21.134)

alors ż

´γ
ω “ ´

ż

γ
ω, (21.135)

c’est-à-dire que si l’on parcours le chemin en sens inverse, alors on change le signe de l’intégrale.

L’intégrale d’une forme différentielle sur un chemin est compatible avec l’intégrale déjà connue
d’un champ de vecteur sur le chemin parce que si G est un champ de vecteurs,

ż

γ
G5 “

ż

γ
G. (21.136)
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En effet, ż

γG5
“

ż b

a
G5γptqpγ1ptqq

“
ż b

a

“
G1pγptqqdx1 ` . . . Gnpγptqqdxn

‰`
γ11ptq, . . . , γ1nptq

˘

“
ż b

a
xGpγptqq, γ1ptqy

“
ż

γ
G.

(21.137)

Proposition 21.53.
Soit ω “ df , une 1-forme exacte et continue sur le domaine D. Alors la valeur de

ş
γ df ne dépend

que des valeurs de f aux extrémités de γ.

Démonstration. Nous avons
ż

γ
ω “

ż

γ
df “

ż b

a

ÿ

i“1
n
Bf
Bxi

`
γptq˘γ1iptqdt

“
ż b

a

d

dt

´
pf ˝ γqptq

¯
dt

“ pf ˝ γqpbq ´ pf ˝ γpaqq.

(21.138)

21.6.6 Interprétation physique : travail

Définition 21.54.
Une force F : D Ă Rn Ñ Rn est conservative si elle dérive d’un potentiel, c’est-à-dire s’il existe
une fonction V P C1pD,Rq telle que

F pxq “ p∇V qpxq. (21.139)

Étant donné que F est un champ de vecteurs, nous avons une forme différentielle associée F 5,

F 5x : x ÞÑ xF pxq, vy. (21.140)

Lemme 21.55.
Le champ F est conservatif si et seulement si la 1-forme différentielle F 5 est exacte.

Démonstration. Supposons que la force F soit conservative, c’est-à-dire qu’il existe une fonction
V telle que F “ ∇V . Dans ce cas, il est facile de prouver que F 5 est exacte et est donnée par
F 5x “ dV pxq. En effet,

F 5xpvq “ xF pxq, vy
“ F1pxqv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fnpxqvn
“ BV
Bx1

pxqv1 ` . . . BVBxn pxqvn
“ dV pxqv.

(21.141)

Pour le sens inverse, supposons que F 5 soit exacte. Dans ce cas, nous avons une fonction V
telle que F 5 “ dV . Il est facile de prouver qu’alors, F “ ∇V .

En résumé, nous avons deux façons équivalentes d’exprimer que la force F dérive du potentiel
V : soit nous disons F “ ∇V , soit nous disons F 5 “ dV .

Proposition 21.56.
Si F est une force conservative, alors le travail de F lors d’un déplacement ne dépend pas du
chemin suivit.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Force_conservative
http://fr.wikipedia.org/wiki/Travail_d'une_force
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Démonstration. Le travail d’une force le long d’un chemin n’est autre que l’intégrale de la force le
long du chemin, et le calcul est facile :

WγpF q “
ż

γ
F “

ż

γ
dV “ V

`
γpbq˘´ V `γpaq˘. (21.142)

Donc si β est un autre chemin tel que βpaq “ γpaq et βpbq “ γpbq, nous avonsWβpF q “WγpF q.

21.6.7 Intégrer un champs de vecteurs sur un bord en 2D
Si D Ă R2 est tel que BD est une variété de dimension 1 et tel que D accepte un champ de

vecteur normal extérieur unitaire ν. Si nous voulons définirż

BD
G, (21.143)

le mieux est de prendre une paramétrisation γ : r0, 1s Ñ R2 et de calculer
ż 1

0
xGγptq, 9γptq

} 9γptq}ydt. (21.144)

Hélas, cette définition ne fonctionne pas parce que son signe dépend du sens de la paramétrisation
γ. Si la paramétrisation tourne dans l’autre sens, il y a un signe de différence.

Nous allons définir ż

BD
G “

ż 1

0
xGγptq, T ptqydt (21.145)

où T ptq “ 9γptq{} 9γptq} et où γ est choisi de telle façon que la rotation d’angle π
2 amène ν sur T .

Cela fixe le choix de sens.
Ce choix de sens aura des répercussions dans l’application de la formule de Green et du théorème

de Stokes.

21.6.8 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 2D
Nous n’allons pas chercher très loin :

ż

BD
ω “

ż

BD
ω7, (21.146)

c’est-à-dire que l’intégrale de la forme différentielle est celle du champ de vecteur associé. Le
membre de droite est définit par (21.145), avec le choix d’orientation qui va avec.

21.6.9 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 3D
Nous allons maintenant intégrer une forme différentielle sur certains chemins fermés dans R3.

Soit F pDq Ă R3, une variété de dimension 2 dans R3 où F : D Ă R2 Ñ R3 est la carte. Nous
supposons que D vérifie les hypothèses de la formule de Green. Alors nous définissons

ż

F pBDq
ω “

ż

BD
F ˚ω (21.147)

où F ˚ω est la forme différentielle définie sur BD par pF ˚ωqpvq “ ω
`
dF pvq˘.

Cette définition est très abstraite, mais nous n’allons, en pratique, jamais l’utiliser, grâce au
théorème de Stokes.

21.6.10 Intégrer d’un champ de vecteurs sur un bord en 3D
Encore une fois, nous n’allons pas chercher bien loin :

ż

F pBDq
G “

ż

F pBDq
G5 (21.148)

où G5 est la forme différentielle associée au champ de vecteur. Le membre de droite est définit par
l’équation (21.147).
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21.6.11 Dérivées croisées et forme différentielle exacte

Nous considérons le problème suivant : trouver une fonction f : R2 Ñ R telle que
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (21.149a)
Bf
By “ bpx, yq (21.149b)

où a et b sont des fonctions supposées suffisamment régulières. Nous savons que ce problème n’a
pas de solutions lorsque

Ba
By ‰

Bb
Bx (21.150)

parce que cela impliquerait B2
xyf ‰ B2

yxf . Nous sommes en droit de nous demander si la condition
Ba
By “

Bb
Bx (21.151)

impliquerait qu’il existe une solution au problème (21.149). La réponse est oui, et nous allons
brièvement la justifier. Pour plus de détails nous vous demandons de chercher un peu sur internet
les mots-clefs forme différentielles exacte. Vous consulterez également avec profit [354].

Proposition 21.57.
Si a et b sont des fonctions qui satisfont à la condition

Ba
By “

Bb
Bx, (21.152)

alors la fonction
fpx, yq “

ż x

0
apt, 0qdt`

ż y

0
bpx, tqdt (21.153)

répond au problème
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (21.154a)
Bf
By “ bpx, yq (21.154b)

La preuve qui suit n’en est pas complètement une parce qu’il manque des justifications, no-
tamment au moment de permuter la dérivée et l’intégrale.

Démonstration. La clef de la preuve est le théorème fondamental de l’analyse :
ż x

0

Bf
Bx pt, yqdt “ fpx, yq (21.155)

et son pendant par rapport à y :
ż y

0

Bf
By px, tqdt “ fpx, yq. (21.156)

En appliquant ces version du théorème fondamental, nous obtenons immédiatement.
Bf
By “ bpx, yq. (21.157)

En ce qui concerne la dérivée par rapport à y,
Bf
Bx “ apx, 0q `

ż y

0

Bb
Bxpx, tqdt (21.158a)

“ apx, 0q `
ż y

0

Ba
By px, tqdt (21.158b)

“ apx, 0q ` rapx, tqst“yt“0 (21.158c)
“ apx, yq. (21.158d)

http://www.bing.com/search?q=forme+diff%C3%A9rentielle+exacte+filetype%3Apdf&form=QBRE&fit=all
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En ce qui concerne l’unicité, supposons que f et g soient deux solutions au problème. L’équation

Bf
Bx “ apx, yq “ Bg

Bx (21.159)

implique que
fpx, yq “ gpx, yq ` Cpyq (21.160)

où C est une fonction seulement de y. L’autre équation implique

fpx, yq “ gpx, yq `Dpxq (21.161)

où D est seulement une fonction de x. En égalisant nous voyons que les fonctions C et D doivent
être des constantes.

Par conséquent la fonction f est donnée à une constante près et en réalité la fonction (21.153)
est suffisante pour répondre au problème de trouver toutes les fonctions dont les dérivées partielles
sont données par les fonctions a et b.

La fonction f ainsi créée est un potentiel pour le champ de force

F px, yq “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (21.162)

Notez que ce champ de vecteurs est le gradient de f . La question initiale aurait donc pu être posée
en les termes suivants : trouver une fonction f dont le gradient est donné par

∇f “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (21.163)

21.7 Surfaces paramétrées
De la même façon qu’un chemin dans R3 est décrit comme une application σ : R Ñ R3, une

surface dans R3 sera vue comme une application ϕ : R2 Ñ R3. Une surface paramétrée dans
R3 est une application

ϕ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ ϕpu, vq “
¨
˝
xpu, vq
ypu, vq
zpu, zq

˛
‚.

(21.164)

Nous allons parler de la « surface ϕ » pour désigner l’image de ϕ dans R3.
Si on fixe le paramètre u´ u0, alors l’application

v ÞÑ ϕpu0, vq (21.165)

est un chemin dans la surface. Un vecteur tangent à ce chemin sera tangent à la courbe :

Bϕ
Bv pu0, v0q “

¨
˝
Bx
Bv pu0, vOq
By
Bv pu0, vOq
Bz
Bv pu0, vOq

˛
‚. (21.166)

De même, en fixant v0, on considère le chemin

u ÞÑ ϕpu, v0q. (21.167)

Le vecteur tangent à ce chemin est égalent tangent à la surface :

Bϕ
Bu “

¨
˝
Bx
Bupu0, vOq
By
Bupu0, vOq
Bz
Bupu0, vOq

˛
‚ (21.168)
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Définition 21.58.
Nous disons que la surface est régulière si les vecteurs Buϕpu0, v0q et Bvϕpu0, v0q sont non nuls et
non colinéaires.

Si la surface est régulière, les vecteurs tangents à la paramétrisation forment le plan tangent à
la surface au point ϕpu0, v0q.

Un vecteur orthogonal à la surface (et donc au plan tangent) est donc donné par le produit
vectoriel :

npu0, v0q “ BϕBu pu0, v0q ˆ BϕBv pu0, v0q. (21.169)

L’équation du plan tangent est alors obtenue par
¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·npu0, v0q “ 0 (21.170)

où x0 “ xpu0, v0q, y0 “ ypu0, v0q, z0 “ zpu0, v0q.

21.7.1 Graphe d’une fonction

Soit la fonction f : D Ă R2 Ñ R. Le graphe de f est l’ensemble des points de la forme
`
x, y, fpx, yq˘ (21.171)

tels que px, yq P D. Cela est une surface paramétrée par

ϕ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚.

(21.172)

Les vecteurs tangents sont

Bϕ
Bx “

¨
˝

1
0
Bf
Bx

˛
‚, Bϕ

By “
¨
˝

0
1
Bϕ
By

˛
‚. (21.173)

La surface est donc partout régulière parce que ces deux vecteurs ne sont jamais nuls ou colinéaires.
Un vecteur normal à cette surface au point px0, y0, fpx0, y0qq est donné par le produit vectoriel

n “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxfpx0, y0q
0 1 Byfpx0, y0q

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´
Bf
Bx px0, y0qex ´ BfBy px0, y0qey ` ez. (21.174)

En suivant l’équation (21.170), nous avons l’équation suivante pour le plan :
¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·

¨
˚̋´

Bf
Bx px0, y0q

´BfBy px0, y0q
1

˛
‹‚“ 0, (21.175)

c’est-à-dire
´ px´ x0qBfBx px0, y0q ´ py ´ y0qBfBy px0, y0q ` z ´ fpx0, y0q “ 0, (21.176)

ce qui revient à
z ´ fpx0, y0q “ BfBx px0, y0qpx´ x0q ` BfBy px0, y0qpy ´ y0q. (21.177)

Nous retrouvons donc l’équation du plan tangent à un graphe.
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Exemple 21.59
La sphère de rayon R peut être paramétrée par les angles sphériques :

φpθ, ϕq “
¨
˝
R sin θ cosϕ
R sin θ sinϕ
R cos θ

˛
‚ (21.178)

avec pθ, ϕq P r0, πs ˆ r0, 2πs.
Tentons d’en trouver le plan tangent au point px, y, zq “ pR, 0, 0q. Un petit dessin nous montre

que c’est un plan vertical d’équation x “ R. Montrons cela en utilisant la théorie que nous venons
de découvrir. D’abord le point pR, 0, 0q correspond à θ0 “ π

2 et ϕ “ 0. Les vecteurs tangents sont

Tθ “ BφBθ pR,
π

2 , 0q “
¨
˝
R cos θ cosϕ
R cos θ sinϕ
´R sin θ

˛
‚“

¨
˝

0
0
´R

˛
‚, (21.179)

et

Tϕ “ Bφ
BϕpR,

π

2 , 0q “
¨
˝
´R sin θ sinϕ
R sin θ cosϕ

0

˛
‚“

¨
˝

0
R
0

˛
‚. (21.180)

Cela sont de toute évidence bien les deux vecteurs tangents à la sphère au point px, y, zq “ pR, 0, 0q.
Le vecteur normal est ∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
0 0 ´R
0 R 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ R2ex. (21.181)

Ici encore, nous avons le vecteur que nous attendions sur un dessin. L’équation du plan tangent
est maintenant ¨

˝
x´R
y
z

˛
‚·

¨
˝
R2

0
0

˛
‚“ 0, (21.182)

c’est-à-dire R2px´Rq “ 0 et donc x “ R. 4

21.7.2 Intégrale sur une partie de Rm

Soit M une variété de dimension n dans Rm. Soit F : W Ă Rn ÑM une paramétrisation d’un
ouvert relatif de M .

Si f est une fonction définie sur un sous-ensemble A Ă F pW q tel que F´1pAq est mesurable,
l’intégrale de f sur A est définie par

ż

A
f “

ż

F´1pAq
fpF pwqqadetpJF pwqtJF pwqqdw

où l’intégrale est l’intégration usuelle (de Lebesgue) sur F´1pAq Ă Rn. On écrit parfois cette
intégrale

ş
F´1pAq fpF pwqqdσ où

dσ “a
detpJF pwqtJF pwqqdw (21.183)

est l’élément infinitésimal de volume de la variété.
Si m “ 3 et n “ 2, l’élément infinitésimal de volume vaut

dσ “
››››
BF
Bw1

ˆ BF
Bw2

›››› dw

où ˆ représente le produit vectoriel dans R3, et pw1, w2q sont les coordonnées sur W Ă R2. Dans
la suite, nous ne regarderons plus que ce cas.
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21.8 Intégrales de surface

21.8.1 Intégrale d’un champ de vecteurs

Dans l’intégration curviligne, on a noté que si l’intégrale d’une fonction ne dépendait pas
de l’orientation du chemin, l’intégrale d’un champ de vecteurs ou d’une forme différentielle en
dépendait. Ce problème d’orientation apparait également dans l’intégration sur des surfaces de
l’espace.

Définition 21.60.
Une orientation sur une surface S Ă R3 est le choix d’un champ de vecteurs continu ν : S Ñ R3

dont la norme en tout point de S vaut 1.

On remarque qu’ayant fait un tel choix d’orientation νpxq en un point x, le seul autre choix
possible en x est ´νpxq. Si S est le bord d’un ouvert D Ă R3, l’orientation induite par D sur S
est, si elle existe, l’orientation qui pointe hors de D en tout point de S. Plus précisément, il faut
que pour tout x P D il existe ε ą 0 vérifiant, pour tout 0 ă t ă ε, la relation tνpxq R D. Dans ce
cas, le champ de vecteurs ν est appelé le vecteur normal unitaire extérieur à D et il est forcément
unique.

Soit G un champ de vecteurs défini sur une surface orientée par un champ ν. L’intégrale de G
sur S, aussi appelée le flux de G à travers S, est

ĳ

S

G· dS
def“

ĳ

S

xG, νy dσ. (21.184)

Si on suppose que la surface est paramétrée par une application

F : W Ă R2 Ñ R3 : pu, vq ÞÑ pF1pu, vq, F2pu, vq, F3pu, vqq
alors un vecteur unitaire ν peut s’écrire sous la forme

ν “
BF
Bu ˆ BF

Bv››BFBu ˆ BF
Bv
››

et grâce à cette paramétrisation l’intégrale (21.184) devient
ĳ

S

G· dS “
ĳ

W

B
GpF pu, vqq, BFBu ˆ

BF
Bv

F
dudv.

où on utilise l’expression de dσ obtenue précédemment dans le cas qui nous intéresse (surface dans
l’espace).

21.9 Intégrales de surface

21.9.1 Aire d’une surface paramétrée

Lorsque nous avions vu la longueur d’une courbe paramétrée, nous avions pris comme « élément
de longueur » la norme du vecteur tangent. Il est donc naturel de prendre comme « élément de
surface » une petite surface que l’on peut construire à partir des deux vecteurs tangents à la surface.

Au point ϕpu0, v0q, nous avons les deux vecteurs tangents

Tu “ BϕBu pu0, v0q Tv “ BϕBv pu0, v0q. (21.185)

L’élément de surface que nous pouvons construire à partir de ces deux vecteurs est la surface du
parallélogramme, donnée par la norme du produit vectoriel :

dS “ }Tu ˆ Tv}. (21.186)
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L’aire de la surface donné par ϕ : D Ă R2 Ñ R3 sera donc donnée par

Aire
`
ϕpDq˘ “

ĳ

D

}Tu ˆ Tv}du dv. (21.187)

Exemple 21.61
Calculons l’aire de la sphère. Les vecteurs tangents ont déjà été calculés aux équations (21.179) et
(21.180) :

Tθ “
¨
˝
R cos θ cosϕ
R cos θ sinϕ
´R sin θ

˛
‚, Tϕ “

¨
˝
´R sin θ sinϕ
R sin θ cosϕ

0

˛
‚. (21.188)

Le produit vectoriel vaut

Tθ ˆ Tϕ “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
R cos θ cosϕ R cos θ sinϕ ´R sin θ
´R sin θ sinϕ R sin θ cosϕ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ pR2 sin2 θ cosϕqex ` pR2 sin2 θ sinϕqey
` pR2 cos θ sin θ cos2 ϕ`R2 sin θ cos θ sin2 ϕqez.

(21.189)

La norme demande quelques calculs et mises en évidences. Le résultat est :

}Tθ ˆ Tϕ} “ R2 sin θ. (21.190)

L’aire de la sphère est donc donnée par

Aire “
ż 2π

0
dϕ

ż π

0
R2 sin θdθ “ 2πR2r´ cos θsπ0 “ 4πR2. (21.191)

Il est bon de se souvenir que, en coordonnées sphériques,

}Tθ ˆ Tϕ} “ R2 sin θ. (21.192)

Or nous savons que ce vecteur est dirigé dans le sens de er parce que ce dernier est le vecteur qui
est constamment dirigé radialement. En coordonnées sphériques nous avons donc

Tθ ˆ Tϕ “ R2 sinpθqer. (21.193)

4

Remarque 21.62.
L’équation (21.190) donne l’élément de surface pour la sphère. Notez que cela est justement l’ex-
pression du jacobien des coordonnées sphériques. Cela n’est évidemment pas une coïncidence.

Exemple 21.63
Nous pouvons donner l’aire du graphe d’une fonction quelconque. La surface est paramétrée par

ϕpx, yq “
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚. (21.194)

Les vecteurs tangents sont

Tx “
¨
˝

1
0
Bxf

˛
‚, Ty “

¨
˝

0
1
Byf

˛
‚. (21.195)
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Le produit vectoriel est donné par

Tx ˆ Ty “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxf
0 1 Byf

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´Bxfqex ´ pByfqey ` ez. (21.196)

L’élément de surface est par conséquent

dS “
dˆBf

Bx
˙2
`
ˆBf
By

˙2
` 1, (21.197)

et la surface du graphe sera

Aire “
ĳ

D

dˆBf
Bx px, yq

˙2
`
ˆBf
By px, yq

˙2
` 1 dx dy (21.198)

4

21.9.2 Intégrale d’une fonction sur une surface

Si S est une surface dans R3 paramétrée par

ϕ : D Ñ R3

pu, vq ÞÑ ϕpu, vq P S, (21.199)

et si f est une fonction f : R3 Ñ R définie au moins sur S, l’intégrale de f sur S est logiquement
définie par ż

S
f dS “

ĳ

D

f
`
ϕpu, vq˘}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (21.200)

où Tu “ Bϕ
Bu et Yv “ Bϕ

Bv . La quantité

}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (21.201)

est appelé élément de surface.
Encore une fois, si on prend f “ 1, alors on retrouve la surface de S :

ż

S
dS “ AirepSq. (21.202)

Remarque 21.64.
Le nombre

ş
S fdS ne dépend pas de la paramétrisation choisie pour S.

21.9.3 Aire d’une surface de révolution

Soit γ une courbe dans le plan xy, paramétrée par

γpuq “
¨
˝
xpuq
ypuq

0

˛
‚ (21.203)

avec u P ra, bs. Nous supposons que la courbe est toujours positive, c’est-à-dire ypuq ą 0 pour tout
u.
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Nous voulons considérer la surface obtenue en effectuant une rotation de cette ligne autour de
l’axe X. Chaque point de la courbe va parcourir un cercle de rayon ypuq dans le plan Y X et centré
en pxpuq, 0, 0q. La surface est donc donnée par

ϕpu, θq “
¨
˝

xpuq
ypuq cos θ
ypuq sin θ

˛
‚ (21.204)

avec pu, θq P ra, bs ˆ r0, 2πs. Notez que la courbe de départ correspond à θ “ 0.
Les vecteurs tangents à la surface pour cette paramétrisation sont

Tu “ BϕBu “
¨
˝

x1puq
y1puq cos θ
y1puq sin θ

˛
‚ Tθ “ BϕBθ “

¨
˝

0
´ypuq sin θ
ypuq cos θ

˛
‚. (21.205)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs vaut

Tu ˆ Tθ “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1 y1 cos θ y1 sin θ
0 ´y sin θ y cos θ

∣∣∣∣∣∣∣
“ y1puqypuq ex ´ x1puqypuq cos θ ey ` x1puqypuq sin θ ez.

(21.206)

En ce qui concerne la norme :

dS “ }Tu ˆ Tθ} “
apy1yq2 ` px1yq2 “ |ypuq|ay1puq2 ` x1puq2. (21.207)

Étant donné que nous avons supposé que ypuq ą 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues,
et l’aire de la surface de révolution devient :

AirepSq “
ż 2π

0
dθ

ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du

“ 2π
ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du.

(21.208)

Exemple 21.65
Calculons la surface du cône de révolution de rayon (à la base) R et de hauteur h. La courbe de
départ est le segment droite qui part de p0, 0q et qui termine en pR, hq de la figure 21.2.

‚pR, hq

α

R

h

Figure 21.2 – En faisant tourner cette droite autour de l’axe X, nous obtenons un cône.

Ce segment peut être paramétré par

γpuq “
¨
˝
Ru
hu
0

˛
‚ (21.209)
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avec u P r0, 1s. Cela donne xpuq “ Ru, ypuq “ hu et par conséquent

Aire “ 2π
ż 1

0
hu

a
R2 ` h2 “ πh

a
R2 ` h2. (21.210)

Ce résultat peut aussi être exprimé en fonction de l’angle. En sachant que h “ ?h2 `R2 sinpαq,
nous trouvons

Aire “ πpR2 ` h2q sinpαq. (21.211)

4

Exemple 21.66
Calculons la surface latérale du tore obtenu par révolution du cercle de la figure 21.3.

a

‚
R

Figure 21.3 – Si nous tournons ce cercle autour de l’axe X, nous obtenons un tore de rayon
« externe » a et de rayon « interne » R.

Le chemin qui détermine le cercle de départ est

γpuq “
¨
˝

R cospuq
a`R sinpuq

0

˛
‚, (21.212)

c’est-à-dire xpuq “ R cospuq, ypuq “ a`R sinpuq avec u P r0, 2πs. Nous avons donc l’aire

Aire “ 2π
ż 2π

0

`
a`R sinpuq˘Rdu

“ 2πR
`
2πa`Rr´ cospuqs2π0

˘

“ 4π2aR.

(21.213)

4

21.9.4 Intégrale d’une 2-forme

Nous considérons ω, une 2-forme différentielle sur R2.

Définition 21.67.
Si ωpx,yq “ upx, yqdx^ dy et si D est un ouvert de R2 alors nous définissons

ż

D
ω “

ż

D
upx, yqdx dy. (21.214)



21.10. FLUX D’UN CHAMP DE VECTEURS À TRAVERS UNE SURFACE 1375

Nous voulons maintenant intégrer une 2-forme sur une surface dans R3. Soit S Ă R3, une
surface orientée (c’est-à-dire que nous avons un choix continu d’un vecteur normal unitaire n).
Nous supposons de plus avoir un paramétrage φ : D Ñ S de S avec D ouvert dans R2 compatible
avec l’orientation, c’est-à-dire que pour tout pt, sq P D,

n
`
φpt, sq˘ “ BφBt pt, sq ˆ

Bφ
Bs pt, sq. (21.215)

Définition 21.68.
Pour intégrer ω sur S nous faisons ż

S
ω “

ż

D
φ˚ω (21.216)

où φ˚ω est de la forme F pt, sqdt^ ds.
Montrons ce que cela fait. Soient u, v des vecteurs de D et calculons

pφ˚ωqpu, vq “ ω
`
dφpuq, dφpvq˘ (21.217a)

“ ω

ˆ
u1
Bφ
Bx1

` u2
B8
Bx2

, v1
Bφ
Bx1

` v2
B8
Bx2

˙
. (21.217b)

Les termes en u1v1 et u2v2 sont nuls ; par exemple :

ω

ˆ
u1
Bφ
Bx1

, v1
Bφ
Bx1

˙
“ u1v1ω

ˆ B8
Bx1

,
Bφ
Bx1

˙
“ 0 (21.218)

parce que ω est antisymétrique. Il nous reste donc

pφ˚ωqpu, vq “ pu1v2 ´ u2v1qω
ˆ Bφ
Bx1

,
Bφ
Bx2

˙
(21.219a)

“ ω

ˆ Bφ
Bx1

,
Bφ
Bx2

˙
pdt^ dsqpu, vq. (21.219b)

Cette dernière ligne est bien de la forme φ˚ω “ F pt, sqdt^ ds.

21.10 Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface
Nous voulons construire un moulin à eau. Comment placer les pales pour maximiser le travail

de la pression de l’eau ? On n’a pas attendu l’invention du calcul intégral pour répondre à cette
question. Trois paramètres rentrent en ligne de compte :
(1) plus il y a d’eau, plus ça pousse ;
(2) plus la surface de la palle est grande, plus on va utiliser d’eau ;
(3) plus la palle est perpendiculaire au courant, plus on va en profiter.

Nous voyons sur la figure 21.4 que lorsque la palle du moulin est inclinée, non seulement elle prend
moins d’eau sur elle, mais qu’en plus elle la prend avec un moins bon angle : une partie de la force
ne sert pas à la faire tourner.

L’idée du flux d’un champ de vecteurs à travers une surface est de savoir quelle est la quantité
« utile » de vecteurs qui traverse la surface. Ce sera simplement l’intégrale sur la surface de la
composante du champ de vecteurs normale à la surface. Il reste deux problèmes à régler : le
premier est de savoir quel est le vecteur normal à la surface, et le second est de savoir comment
« sélectionner » la composante normale d’un champ de vecteurs F .

Le problème de trouver un vecteur normal est résolu par le produit vectoriel des vecteurs
tangents. Si la surface est donnée par ϕ : D Ă R2 Ñ R3, les vecteurs tangents sont Tu “ Buϕpu, vq
et Tv “ Bvϕpu, vq. Le normal de norme 1 est donné par :

npu, vq “ Tu ˆ Tv
}Tu ˆ Tv} . (21.220)
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(a) L’eau pousse bien perpendiculaire-
ment à la palle du moulin.

(b) Lorsque l’eau ne pousse pas perpen-
diculairement, une partie de la force est
perdue. Ici la partie normale (en rouge)
est très petite.

Figure 21.4 – La partie rouge de la force est perdue si l’eau ne pousse pas perpendiculairement.
De plus lorsque la palle est inclinée, elle prend moins d’eau sur elle.

Si p est un point de la surface ϕpDq, la composante de F ppq qui est normale à la surface au
point p est donnée par le produit scalaire

F ppqK “ F ppq·nppq. (21.221)

C’est ce nombre là que nous intégrons sur la surface.

Définition 21.69.
Le flux du champ de vecteurs à travers la surface S “ ϕpDq est

ż
F · dS “

ż
F ·ndudv. (21.222)

Une petite simplification se produit lorsqu’on veut calculer effectivement cette intégrale. En
effet F ·n est, en soi, une fonction sur S. Pour l’intégrer, il faut donc la multiplier par }Tu ˆ Tv}
(c’est la définition de l’intégrale d’une fonction sur une surface). Donc, étant donné que n “
pTu ˆ Tvq{}Tu ˆ Tv}, nous avons

ż
F · dS “

ĳ

D

F
`
ϕpu, vq˘· pTu ˆ Tvq dudv (21.223)

où Tu “ Bφ
Bu et Tv “ Bϕ

Bv .

Exemple 21.70
Soit le champ de vecteurs

F “
¨
˝

2x
2y
2z

˛
‚. (21.224)

Calculons son flux au travers de la sphère de rayon R.
Nous choisissons de paramétrer la sphère en coordonnées sphériques avec φpθ, ϕq. Nous pouvons

reprendre le résultat (21.193) :
Tθ ˆ Tϕ “ R2 sinpθq. (21.225)

Nous savons aussi que
F
`
φpθ, ϕq˘ “ 2er. (21.226)

L’intégrale à calculer est donc

I “
ż π

0
dθ

ż 2π

0
dϕ 2er ·

`
R2 sinpθqer

˘
. (21.227)

Vu que le produit scalaire er · er vaut 1, nous calculons

I “ 4πR2
ż π

0
sinpθqdθ “ 8πR2. (21.228)
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4

Exemple 21.71
Calculons le flux du champ de force de gravitation d’une masse au travers de la sphère de centre
R centrée autour la masse. À un coefficient constant près, le champ vaut

Gpr, θ, ϕq “ 1
r2 er. (21.229)

Sur la sphère de rayon R, nous avons

G
`
φpθ, ϕq˘ “ 1

R2 er. (21.230)

L’intégrale est donc ż π

0
dθ

ż 2π

0

1
R2 er ·

`
R2 sinpθqer

˘
dϕ “ 8π. (21.231)

Ce flux ne dépend pas de R. 4

Exemple 21.72
Soit S le disque de rayon 5 placé horizontalement à la hauteur 12. Calculer le flux du champ de
vecteurs

F px, y, zq “ xex ` yey ` zez. (21.232)

Les équations de la surface sont z “ 12, x2`y2 ď 25. Nous prenons le paramétrage en coordonnées
cylindriques :

ϕpr, θq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

12

˛
‚. (21.233)

Les vecteurs tangents sont

Tr “ BϕBr “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚ Tθ “ BϕBθ “

¨
˝
´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (21.234)

Le vecteur normal est alors
Tr ˆ Tθ “ rez. (21.235)

Sur la surface, le champ de vecteurs s’écrit

F
`
ϕpr, θq˘ “ r cospθqex ` r sinpθqey ` 12ez. (21.236)

Par conséquent
F · pTr ˆ Tθq “ 12r. (21.237)

L’intégrale à calculer est ż 5

0
dr

ż 2π

0
12r dθ “ 12 · 2π

ż 5

0
r dr

“ 25
2 24π

“ 300π.

(21.238)

4
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21.11 Divergence, Green, Stokes

Le théorème de Stokes (et ses variations) peut se voir comme une généralisation du théorème
fondamental du calcul différentiel et intégral qui stipule que

ż b

a
f 1pxqdx “ fpbq ´ fpaq

c’est-à-dire qui relie l’intégrale de f 1 sur I “ ra, bs aux valeurs de f sur le bord BI “ ta, bu. Le
signe ´ qui apparait vient de l’orientation ; celle-ci requiert de la prudence dans l’utilisation des
théorèmes.

Voici, pour votre culture générale, un énoncé général :

Théorème 21.73.
Si M est une variété orientable de dimension n avec un bord noté BM , alors pour toute forme
différentielle ω de degré n´ 1 on a ż

M
dω “

ż

BM
ω.

où dω désigne la différentielle extérieure de ω.

Nous allons maintenant voir quelques cas particuliers.
Une des nombreuses formes du théorème de Stokes (théorème 21.73) est que si la forme diffé-

rentielle ω est exacte alors son intégrale est facile.

Théorème 21.74 ([1]).
Si γ est une chemin de classe C1 dans un ouvert Ω et si ω est la forme différentielle exacte ω “ df ,
alors ż

γ
df “ f

`
γp1q˘´ f`γp0q˘. (21.239)

Démonstration. C’est une application du lemme 13.222 et du théorème fondamental du calcul
intégral 15.233.

21.11.1 Théorème de la divergence

Si nous considérons une surface dans Rn et un champ de vecteurs, il est bon de se demander
quelle « quantité de vecteurs » traverse la surface. Soit D, un ouvert borné de Rn telle que BD soit
une variété de dimension n´1, et G, un champ de vecteurs défini sur D̄. Afin de compter combien
de G traverse BD, il faudra faire en sorte de ne considérer que la composante de G normale à BD :
pas question d’intégrer par exemple la norme de G sur BD.

Comme nous le savons, la composante du vecteur v dans la direction w est le produit scalaire
v· 1w où 1w est le vecteur de norme 1 dans la direction w. Nous allons donc introduire le concept
de vecteur normal extérieur.

Définition 21.75.
Soit x P BD et ν P Rn, nous disons que ν est un vecteur normal extérieur de BD si
(1) xν, vy “ 0 pour tout vecteur tangent v à BD au point x. Pour rappel, BD étant une variété

de dimension n´ 1, il y a n´ 1 tels vecteurs v linéairement indépendants.
(2) Il existe un δ ą 0 tel que @t P s0, δr, nous avons c` tν R D̄ et x´ tν P D.

Nous pouvons maintenant définir le concept de flux. Soit D Ă Rn tel que BD soit une variété
de dimension n ´ 1 qui admette un vecteur normal extérieur νpxq en chaque point. Soit aussi
G : D̄ Ñ Rn, un champ de vecteur de classe C1. Le flux de G au travers de BD est le nombre

ż

BD
xGpxq, νpxqydσpxq. (21.240)
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Cette intégrale est en général très compliquée à calculer parce qu’il faut trouver le champ de
vecteur normal, puis une paramétrisation de la surface BD et ensuite appliquer la méthode décrite
au point 21.8.

Heureusement, il y a un théorème qui nous permet de calculer plus facilement : sans devoir
trouver de vecteurs normaux.

Il n’est pas plus contraignant d’énoncer ce théorème dans le cadre d’une hypersurface de Rn,
ce que nous faisons donc :

Théorème 21.76 (Formule de la divergence).
Soit D un ouvert borné de Rn dont le bord est « assez régulier par morceaux », c’est-à-dire :

BD “ A1 Y . . . Ap YN (21.241)

où
(1) A1, . . . , Ap, N sont deux à deux disjoints,
(2) pour tout i ď p, Ai est un ouvert relatif d’une certaine variété Mi de dimension pn´ 1q
(3) Āi ĂMi

(4) N est un compact contenu dans une réunion finie de variétés de dimensions pn´ 2q.
Supposons également qu’en chaque point de A1 Y . . .YAp il existe un vecteur normal extérieur ν.

Si G est un champ de vecteurs de classe C1 sur D̄ alors
ż

D
∇ ·G “

pÿ

i“1

ż

Ai

xG, νy . (21.242)

L’intégrale du membre de gauche est l’intégrale sur un ouvert d’une simple fonction.

21.11.2 Formule de Green

Pour rappel, une chemin γ : r0, 1s Ñ Rn est régulier s’il est C1 et si γptq ‰ 0 pour tout r. Le
chemin est de Jordan si γp1q “ γp0q et si γ : ra, brÑ Rn est injective.

La formule de Green est un cas particulier du théorème de la divergence dans le cas n “ 2,
légèrement reformulé :

Théorème 21.77.
Soit D Ă R2 ouvert borné tel que son bord est est la réunion finie d’un certain nombre de chemins
de classe C1 de Jordan réguliers. Supposons qu’en chaque point de son bord, D possède un vecteur
normal unitaire extérieur ν. Soient P et Q deux fonctions réelles de classe C1 sur D̄. Alors

ĳ

D

pBxQ´ ByP qdx dy “
¿

BD
Pdx`Qdy (21.243)

où chaque chemin γ formant le bord de D est orienté de sorte que Tν “ 9γ
} 9γ} où T représente la

rotation d’angle `π
2 .

Justifions le fait que cela soit un cas particulier de la formule de Stokes du théorème 21.73.
Nous considérons la forme différentielle

ω “ Pdx`Qdy, (21.244)

et sa différentielle

dω “
ÿ

i

dωi ^ dxi (21.245a)

“
ˆBP
Bx dx`

BP
By dy

˙
^ dx`

ˆBQ
Bx dx`

BQ
By dy

˙
^ dy (21.245b)

“
ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dx^ dy. (21.245c)
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Intégrons cette forme dω sur le domaine ouvert D que nous paramétrons de façon triviale par

ϕ : D Ñ R2

pu, vq ÞÑ pu, vq. (21.246)

Ce que nous avons est ĳ

D

dω “
ĳ

D

dωpu,vq
ˆBϕ
Bu ,

Bϕ
Bv

˙
dudv (21.247)

Nous avons aussi Tu “ Bϕ
Bu “

ˆ
1
0

˙
et Tv “ Bϕ

Bv “
ˆ

0
1

˙
et donc

pdx^ dyqpTu, Tvq “ dxpTuqdypTvq ´ dxpTvqdypTuq “ 1´ 0 “ 1. (21.248)

L’intégrale (21.247) se développe donc en
ĳ

D

dω “
ĳ

D

ˆBQ
Bx pu, vq ´

BP
By pu, vq

˙
pdx^ dyqpTu, Tvqdudv “

ĳ

D

ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dudv. (21.249)

Par conséquent la formule de Stokes nous donne la formule (21.243).
La formule de Green nous permet de calculer l’aire de la surface délimitée par une courbe

fermée en termes de l’intégrale d’une forme bien choisie le long du contour. Pour cela nous prenons
la forme

ω “ ´y2dx`
x

2dy, (21.250)

de telle sorte que BxQ´ ByQ “ 1 et que
ĳ

D

dω “
ĳ

D

ddudv “ S, (21.251)

et au final l’aire est donnée par
S “

ż

BD

´
´y2dx`

x

2dy
¯
. (21.252)

Lorsque le bord de D est paramétré par

γ : ra, bs Ñ R2

u ÞÑ
ˆ
xpuq
ypuq

˙
,

(21.253)

nous avons
pPdx`Qdyqγ1puq “ Px1 `Qy1, (21.254)

et alors ż

BD
Pdx`Qdy “

ż b

a
P
`
xpuq, ypuq˘x1puq `Q`xpuq, ypuq˘y1puqdu. (21.255)

En ce qui concerne l’aire de la surface, nous prenons les P et Q de la forme 21.250 :

S “ 1
2

ż b

a

´
´ ypuqx1puq ` xpuqy1puq

¯
du. (21.256)

21.11.3 Formule de Stokes

La formule de Stokes est la version classique, qui permet d’exprimer la circulation d’un champ
de vecteur le long d’une courbe de R3 comme le flux de son rotationnel à travers n’importe quel
surface dont le bord est la courbe. La version présentée ici suppose que la surface peut se paramétrer
en un seul morceau :
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Théorème 21.78 (Formule de Stokes).
Soit F : W Ă R2 Ñ R3 une paramétrisation (carte) d’une surface dans R3, supposée de classe
C2. Soit D un ouvert de R2 vérifiant les hypothèses de la formule de Green, et tel que D̄ Ă W .
Soit G un champ de vecteurs de classe C1 défini sur F pD̄q, et soit N le champ normal unitaire
donné par la paramétrisation

N “
BF
Bu ^ BF

Bv››BFBu ^ BF
Bv
›› (21.257)

alors ĳ

F pDq
x∇ˆG,Ny dσF “

ż

F pBDq
G (21.258)

où les chemins formant le bord BD sont orientés comme dans le théorème de Green.

Notons, juste pour avoir une bonne nouvelle de temps en temps, que

dσF “
››››
BF
Bu ˆ

BF
Bv

›››› dudv, (21.259)

mais cette norme apparaît exactement au dénominateur de N . Il ne faut donc pas la calculer parce
qu’elle se simplifie.

Sous forme un peu plus physicienne 12, la formule (21.258) s’écrit
ż

F pDq
x∇ˆG,Npxqy dσF pxq “

ż

F pγq
xG,T y ds (21.260)

où T est le vecteur unitaire tangent à F pγq.

21.11.3.1 Quelle est la bonne orientation ?

Le signe du vecteur normal N dépend du choix de l’ordre des coordonnées dans la carte.
Supposons que je veuille paramétrer la surface x2 ` y2 “ 1, z “ 1. Nous prenons naturellement
comme carte le cercle C de rayon 1 dans R2 et la carte

F pr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (21.261)

Mais nous aurions aussi pu mettre les coordonnées r et θ dans l’autre ordre :

F̃ pθ, rq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (21.262)

Les vecteurs normaux ne sont pas les même : la carte F donnera BrF ˆ BθF , tandis que l’autre
donnera BθF̃ ˆ BrF̃ . Le signe change !

Il faut savoir laquelle choisir. Le cercle C Ă R2 a une orientation donnée par le théorème de
Green. Nous choisissons l’ordre des coordonnées pour que 1θ et 1r soient dans la même orientation
que les vecteurs ν et T tels que donnés par le théorème de Green, et tels que dessinés sur la
figure 21.5.

Plus généralement, nous choisissons l’ordre des coordonnées u et v pour que la base p1u, 1vq ait
la même orientation que pν, T q où T a le sens convenu dans le théorème de Green.

21.12 Résumé des intégrales vues
Nous sommes maintenant capables de revoir tous les types d’intégrales vues jusqu’ici de façon

très cohérentes. Nous commencerons par les intégrales de fonctions et nous ferons ensuite les
intégrales de champs de vecteurs.
12. et surtout plus explicite.
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n
eθ

n

eθ

Figure 21.5 – L’orientation sur le cercle. Si nous les prenons dans l’ordre, les vecteurs p1r, 1θq ont
la même orientation que celle donnée par les vecteurs pν, T q donnés par la convention de Green.

21.12.1 L’intégrale d’une fonction sur les réels

Si f : ra, bs Ă RÑ R est une fonction usuelle, sont intégrale est

ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq (21.263)

où F est une primitive de f .

21.12.2 Intégrale d’une fonction sur un chemin

Si f est une fonction sur R3 et si σ : ra, bs Ñ R3 est un chemin dans R3, l’intégrale de f sur σ
est, par définition, ż

f dσ “
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt. (21.264)

21.12.3 Intégrale d’une fonction sur une surface

Nous devons paramétrer la surface S par une application ϕ : D Ă R2 Ñ R3. À partir d’une
telle paramétrisation, nous construisons un élément de surface en prenant le produit vectoriel des
deux vecteurs tangents :

dS “ BϕBu ˆ
Bϕ
Bv dudv. (21.265)

L’intégrale est ż
f dS “

ĳ

D

f
`
ϕpu, vq˘

››››
Bϕ
Bu ˆ

Bϕ
Bv

›››› dudv. (21.266)

Il ne faut pas rajouter de jacobien : la norme du produit vectoriel est le jacobien.

Remarque 21.79.
La formule (21.266) est autant valable pour des surfaces dans R2 que dans R3. Si nous considérons
une surface dans R2, nous la voyons dans R3 en ajoutant un zéro comme troisième composante.

Exemple 21.80
Les coordonnées polaires sont données par

ϕpr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

0

˛
‚. (21.267)
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Les vecteurs tangents à cette paramétrisation sont

Tr “ BϕBr “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚, Tθ “ BϕBθ “

¨
˝
´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (21.268)

Le vecteur normal est
Bϕ
Br ˆ

Bϕ
Bθ “

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

cos θ sin θ 0
´r sin θ r cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ rez. (21.269)

Nous trouvons donc que l’élément de surface est la norme de rez, c’est-à-dire r, le jacobien connu.
4

21.12.4 Intégrale d’une fonction sur un volume

Si V est un volume dans R3, nous effectuons la même procédure : nous trouvons une paramé-
trisation, et nous formons un élément de volume avec les vecteurs tangents de la paramétrisation.
Nous avons donc un volume déterminé par l’application

ϕ : D Ă R3 Ñ R3, (21.270)

et ses trois vecteurs tangents
Tu “ BϕBu
Tv “ BϕBv
Tw “ Bϕ

Bw.

(21.271)

Comment former un volume avec trois vecteurs ? Réponse : le produit mixte. L’intégrale de f sur
V sera ż

f dV “
¡

D

f
`
ϕpu, v, wq˘

››››
Bϕ
Bu ·

ˆBϕ
Bv ˆ

Bϕ
Bw

˙›››› dudv. (21.272)

Encore une fois, le produit mixte est le jacobien. Prenons les coordonnées sphériques :
xpr, θ, ϕq “ r sinpθq cospϕq
ypr, θ, ϕq “ r sinpθq sinpϕq
zpr, θ, ϕq “ r cospθq

(21.273)

Les trois vecteurs tangents seront

Tr “
¨
˝
Bx
BrBy
BrBz
Br

˛
‚“

¨
˝

sinpθq cospϕq
sinpθq sinpϕq

cospθq

˛
‚ (21.274a)

Tθ “
¨
˝
Bx
BθBy
BθBz
Bθ

˛
‚“

¨
˝
r cospθq cospϕq
r cospθq sinpϕq
´r sinpθq

˛
‚ (21.274b)

Tϕ “

¨
˚̋
Bx
BϕBy
BϕBz
Bϕ

˛
‹‚“

¨
˝
´r sinpθq sinpϕq
r sinpθq cospϕq

0

˛
‚ (21.274c)

Nous avons vu que le produit mixte revient à mettre toutes les composantes dans une matrice. Ici
nous avons donc

Bφ
Br ·

ˆBφ
Bθ ˆ

Bφ
Bϕ

˙
“

∣∣∣∣∣∣∣
Bx
Br

By
Br

Bz
BrBx

Bθ
By
Bθ

Bz
BθBx

Bϕ
By
Bϕ

Bz
Bϕ

∣∣∣∣∣∣∣ (21.275)

Cela est précisément le jacobien dont nous parlions plus haut.
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21.12.5 Conclusion pour les fonctions

Lorsque nous intégrons une fonction sur un chemin, une surface ou un volume, la technique est
toujours la même :
(1) Trouver une paramétrisation à une, deux ou trois variables.
(2) Dériver la paramétrisation par rapport à ses variables.
(3) Construire un élément de longueur, surface ou volume à partir des vecteurs que l’on a. Cela

se fait en prenant la norme, le produit vectoriel ou le produit mixte.

21.12.6 Circulation d’un champ de vecteurs

Pour les champs de vecteurs, nous faisons la même chose, mais au lieu de multiplier par l’élé-
ment de longueur ou de surface, nous prenons le produit scalaire. Si nous considérons la courbe
paramétrée σ : ra, bs Ñ R3 et le champ de vecteurs F , nous avons donc

ż

σ
F “

ż
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (21.276)

21.12.7 Flux d’un champ de vecteurs

Si la surface S Ă R3 est paramétrée par

φ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ φpu, vq, (21.277)

et si F est un champ de vecteurs, alors on a
ż

S
F “

ż

S
F · dS “

ĳ

D

F
`
φpu, vq˘·

ˆBφ
Bu ˆ

Bφ
Bv

˙
dudv. (21.278)

21.12.8 Conclusion pour les champs de vecteurs

La circulation et le flux ne représentent pas tout à fait la même chose. En effet pour la circula-
tion, nous sélectionnons la composante tangente à la courbe, c’est-à-dire la partie du vecteurs qui
« circule » le long de la courbe. Une force perpendiculaire au mouvement ne travaille pas.

La situation est exactement le contraire pour le flux. Étant donné que le vecteur

Bφ
Bu ˆ

Bφ
Bv (21.279)

est normal à la surface, le fait de prendre le produit scalaire du champ de vecteurs avec lui
sélectionne la composante normale à la surface, c’est-à-dire la partie du vecteur qui traverse la
surface.

21.12.9 Attention pour les surfaces fermées !

Si nous considérons une surface fermée, il faut faire attention à choisir une orientation. Les
vecteurs normaux doivent soit tous pointer vers l’intérieur soit tous vers l’extérieur. En effet, en
tant que vecteur normal, nous avons choisi de prendre

Tu ˆ Tv. (21.280)

Mais le vecteur Tv ˆ Tu est tout aussi normal ! Il n’y a pas a priori de façon standard pour choisir
l’un ou l’autre. Il faut juste être cohérent : il faut que si on divise la surface en plusieurs morceaux,
tous les vecteurs pointent dans le même sens.
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Notez que si vous faites un choix et que votre voisin fait le choix inverse, vous obtiendrez des
réponses qui diffèrent d’un signe. Sans plus de précisions 13, les deux réponses sont correctes.

Un exemple de ce problème est donné dans l’exemple 21.81.

Exemple 21.81

Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “ ex (21.281)

au travers du cylindre de rayon R et de hauteur h autour de l’axe z.
Même question si le cylindre est autour de l’axe x.
Remarque : ces cylindres sont considérés avec leur « couvercles ».
Une paramétrisation du cylindre autour de l’axe z est

φpθ, zq “
¨
˝
R cos θ
R sin θ
z

˛
‚. (21.282)

Les vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝
´R sin θ
R cos θ

0

˛
‚, Tz “

¨
˝

0
0
1

˛
‚. (21.283)

Le vecteur normal est donc

Tθ ˆ Tz “ R cospθqex `R sinpθqey. (21.284)

C’est un vecteur dirigé vers l’extérieur.
Le champ de vecteurs considéré est constant : F pθ, zq “ ex. Nous avons donc

F pθ, zq· pTθ ˆ Tzq “ R cospθq (21.285)

et le flux vaut
Φ “

ż 2π

0
dθ

ż h

0
R cospθqdz “ 0. (21.286)

En ce qui concerne les couvercles haut au bas, ils sont paramétrés par

φ1pr, θq “
¨
˝
R cospθq
R sinpθq

h

˛
‚, φ2pr, θq “

¨
˝
R cospθq
R sinpθq

0

˛
‚. (21.287)

Les vecteurs normaux correspondants sont dans la direction de ez, de façon que le produit scalaire
avec F pr, θq soit nul. Le flux total est donc nul.

Regardons maintenant le cylindre le long de l’axe x. Une paramétrisation est

φpθ, xq “
¨
˝

x
R cospθq
R sinpθq

˛
‚, (21.288)

et le vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝

0
´R sin θ
R cos θ

˛
‚, Tx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (21.289)

Le vecteur normal est alors donné par

Tθ ˆ Tx “ R cospθqey `R sinpθqez. (21.290)

13. Il faudrait définir ce qu’est une surface orientable et choisir une orientation.
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Nous avons par conséquent F pθ, xq· pTθ ˆ Txq “ 0. Pas de flux par le côté du cylindre.
Regardons les « couvercles ». Le premier est donné par la paramétrisation

φ1pr, θq “
¨
˝

0
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (21.291)

Le vecteur normal serait Tr ˆ Tθ “ rex, et le flux

Φ “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
r dr “ πR2. (21.292)

Le second couvercle est donné par

φ2pr, θq “
¨
˝

h
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (21.293)

Le vecteur normal est encore rex, et le flux est à nouveau πR2.
Le flux total serait donc 2πR2.
Cela n’est pas possible parce que tous les vecteurs qui « rentrent » d’un côté doivent « sortir »

de l’autre côté. L’erreur est le le premier vecteur normal est un vecteur qui pointe vers l’intérieur
du cylindre, tandis que le second pointe vers l’extérieur. Si nous choisissons, par convention, de
prendre uniquement les vecteurs extérieurs, il faut changer le vecteur normal du premier couvercle
en ´rex. Le premier flux vaudra donc

´ πR2, (21.294)

de telle sorte que le flux total sera nul. 4

21.13 Formes différentielles exactes et fermées
Nous avons déjà parlé de formes différentielles et de leurs intégrales sur un chemin dans la

section 13.19.

Définition 21.82.
La forme différentielle ω est exacte s’il existe une fonction f telle que ω “ df ; elle est dite fermée
si dω “ 0.

Dire que la forme différentielle ω “ fdx` gdy est fermée, c’est dire que

Bg
Bx “

Bf
By . (21.295)

Il est naturel de se demander si toutes les formes différentielles sont des différentielles de fonc-
tions. Une réponse complète est délicate à établir, mais a d’innombrables conséquences en physique,
notamment en ce qui concerne l’existence d’un potentiel vecteur pour le champ magnétique dans
les équations de Maxwell.

Le fait qu’une forme exacte soit fermée est relativement facile à établir ; c’est la proposition
suivante. La question plus délicate est la réciproque : sous quelles conditions une forme fermée
est-elle exacte ?

Proposition 21.83.
Si ω est une 1-forme exacte de classe C1, alors ω est fermée.

Démonstration. Le fait que ω soit exacte implique l’existence d’une fonction f telle que ω “ df ,
c’est-à-dire

ωx “
ÿ

i

aipxqdxi “
ÿ

i

Bf
Bxi pxqdxi, (21.296)
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c’est-à-dire que aipxq “ Bf
Bxi pxq. L’hypothèse que ω est C1 implique que f est C2, et donc que nous

pouvons inverser l’ordre de dérivation pour les dérivées secondes B2
ijf “ B2

jif . Nous pouvons donc
faire le calcul suivant : Bai

Bxj “
B
Bxj

Bf
Bxi “

B
Bxi

Bf
Bxj “

Baj
Bxi , (21.297)

ce qu’il fallait démontrer.

La réciproque est vraie sur un ouvert simplement connexe.

Théorème 21.84.
Supposons que D Ă Rn soit un ouvert simplement connexe. Alors toute forme différentielle de
degré 1 et de classe C1 sur D qui est fermée est exacte.

Nous allons prouver ce théorème dans un cas un peu moins général : celui d’un domaine étoilé
de R2 plutôt que simplement connexe de Rn.

Théorème 21.85.
Soit D Ă R2, une ouvert étoilé, et ω, une 1-forme fermée de classe C1. Alors ω est exacte.

Démonstration. Soit D Ă R2, un ouvert étoilé par rapport à l’origine. Soient f : D Ñ R, g : D Ñ
R, des fonctions de classe C1 telles que

Bf
By “

Bg
Bx (21.298)

sur D, et

F px, yq “
ż 1

0

“
fptx, tyqx` gptx, tyqy‰dt (21.299)

pour tout px, yq P D.
Étant donné que nous ne définissons F px, yq que pour des px, yq P D, la fonction t ÞÑ fptx, tyq

est C1 sur tout le compact r0, 1s et aucune divergence de l’intégrale n’est à craindre. Nous sommes
donc dans le cadre de la proposition 18.25, et nous pouvons dériver sous le signe intégral.

Nous calculons, en utilisant la règle de dérivation de fonctions composées

BF
Bx px, tq “

ż 1

0

„
f
Bf
Bx ptx, tyqx` fptx, tyq ` t

Bg
Bxptx, tyqy


dt

“
ż 1

0

„
t
´
x
Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq

¯
` fptx, tyq


dt

(21.300)

où nous avons utilisé l’hypothèse Byf “ Bxg. Ce qui se trouve dans la parenthèse n’est autre que
Bt
`
fptx, tyq˘, plus précisément, si nous posons Fpx, y, tq “ fptx, tyq, nous avons

BF
Bt px, y, tq “ x

Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq. (21.301)

En recopiant le résultat (21.300) en termes de F , nous avons

BF
Bx px, tq “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt px, y, tq ` Fpx, y, tq

˙
dt

“
ż 1

0
Bt
`
tFpx, y, tq˘dt

“ “
fFpx, y, tq‰1

0
“ Fpx, y, 1q
“ fpx, yq.

(21.302)

Le résultat correspondant pour BFBy px, yq “ gpx, yq s’obtient de la même manière. Nous avons donc
obtenu que

BF
Bx “ f, et BF

By “ g. (21.303)
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En ayant prouvé cela, nous avons prouvé que si ω “ fdx ` gdy avec Byf “ Bxg, alors ω “ dF où
F est définie par (21.299).

Démonstration alternative du théorème 21.85. Nous posons u “ tx et v “ ty, ainsi que Fpx, y, tq “
fpu, vq et Gpx, y, tq “ gpu, vq. Avec cette notation, nous avons

F px, yq “
ż 1

0

`
xFpx, y, tq ` yGpx, y, tq˘dt, (21.304)

et BF
Bx “

Bf
Bu
Bu
Bx `

Bf
Bv
Bv
Bx “ t

Bf
Bu,

BG
Bx “ t

Bg
Bu.

(21.305)

Ainsi,
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
x
BF
Bx ` F ` yBGBx

˙
dt

“
ż 1

0

ˆ
xt
Bf
Bu ` F ` ytBgBu

˙
dt

“
ż 1

0

„
t

ˆ
x
Bf
Bu ` y

Bf
Bv

˙
` F


dt.

(21.306)

où nous avons utilisé le fait que, par hypothèse, BgBu “ Bf
Bv . Nous calculons par ailleurs que

BF
Bt “

Bf
Bu
Bu
Bt `

Bf
Bv
Bv
Bt “ x

Bf
Bu ` y

Bf
Bv . (21.307)

Donc, nous avons
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt ` F

˙
dt “

ż 1

0

B
BtptFqdt. (21.308)

Par conséquent,
BF
Bx “ rtFs

1
0 “ Fpx, y, 1q “ fpx, yq. (21.309)

Le même genre de calculs fournit BFBy “ gpx, yq.

21.14 Théorème d’Abel angulaire

Théorème 21.86 (Abel angulaire[43]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence plus grand ou égal à 1 et de somme f . Soit
θ0 P r0, π2 r. Nous posons

∆θ0 “ tz “ 1´ ρeiϕ tel que ρ ą 0, ϕ P rθ0, θ0s, |z| ă 1u. (21.310)

Nous supposons de plus que
ř
n an converge. Alors

lim
zÑ1
zP∆0

fpzq “
8ÿ

k“0
ak. (21.311)

Démonstration. Le résultat de ce théorème est que l’on peut calculer la limite z Ñ 1 avec des
chemins contenus dans un domaine de la forme de celui dessiné à la figure 21.6.

De façon très classique nous posons

S “
8ÿ

k“0
ak Sn “

nÿ

k“0
ak, (21.312)
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‚

Figure 21.6 – La zone dans laquelle peut être le chemin qui va vers z “ 1.

et Rn “ S ´ Sn. En particulier an “ Rn´1 ´Rn.
Le but du théorème est de montrer que

ř
anz

n converge vers S lorsque z converge vers 1 à
l’intérieur de ∆θ0 . Pour cela nous calculons pour un N donné la différence

řN
n“0 anz

n ´ SN en
triant les termes par ordre de Rn, en isolant le terme R0 et le terme RN :

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “
Nÿ

n“1
anpzn ´ 1q (21.313a)

“
Nÿ

n“1
pRn´1 ´Rnqpzn ´ 1q (21.313b)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnpzn`1 ´ 1´ zn ` 1q `RN pzN ´ 1q (21.313c)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnz

npz ´ 1q `RN pzN ´ 1q (21.313d)

“ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (21.313e)

Cela est valable pour tout N et |z| ă 1. Nous avons donc

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (21.314)

Par hypothèse nous avons limNÑ8RN “ 0. Et de plus le membre de gauche converge parce que
chacun des deux termes converge séparément. En passant à la limite nous avons pour tout |z| ă 1 :

fpzq ´ S “ pz ´ 1q
8ÿ

n“0
Rnz

n. (21.315)

Nous voudrions étudier le comportement de la différence fpzq ´S lorsque z tend vers 1. Pour cela
nous nous fixons ε ą 0 et N ě 1 tel que |Rn| ă ε dès que n ě N . Alors pour tout |z| ă 1 nous
avons

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
¨
˝

Nÿ

n“0
|Rn| |zn|loomoon

ď1

`
8ÿ

n“N`1
|Rn|loomoon
ďε

|zn|
˛
‚ (21.316a)

ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ε |z ´ 1|

1´ |z| (21.316b)

où nous avons utilisé la somme de la série géométrique (12.142) et l’égalité |zn| “ |z|n. Avant de
nous particulariser à z P ∆θ0 nous devons anticiper un problème au dénominateur en multipliant
par le binôme conjugué :

|z ´ 1|
1´ |z| “

|z ´ 1|p1` |z|q
1´ |z|2 . (21.317)
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C’est maintenant que nous nous particularisons à z P ∆θ0 en posant z “ ρeiϕ et en remarquant
que |z|2 “ 1´ 2ρ cospϕq ` ρ2. Nous avons le calcul suivant :

|z ´ 1|
1´ |z| “

ρp1` |z|q
2ρ cospϕq ´ ρ2 (21.318a)

“ 1` |z|
2 cospϕq ´ ρ (21.318b)

ď 2
2 cospϕq ´ ρ (21.318c)

ď 2
2 cospϕq ´ cospθ0q (21.318d)

ď 2
2 cospθ0q ´ cospθ0q (21.318e)

“ 2
cospθ0q . (21.318f)

Quelques justifications.
— Vu que nous avons dans l’idée de faire ρÑ 0 nous supposons que ρ ă cospθ0q.
— Nous avons cospϕq ą cospθ0q parce que z est dans ∆θ0 .

Nous avons donc, pour tout z P ∆θ0 que

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ε 2

cospθ0q . (21.319)

Il suffit de prendre ρ assez petit pour que

|z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ă ε (21.320)

et nous avons
|fpzq ´ S| ď ε

ˆ
1` 2

cospθ0q
˙
. (21.321)

Nous avons donc bien lim zÑ1
zP∆0

fpzq “ S, comme nous le voulions.

La réciproque du théorème d’Abel angulaire est que si fpzq “ ř
n anz

n sur Bp0, 1q se prolonge
par continuité en z “ 1 alors cette prolongation se fait par fp1q “ ř

n an. Cela est faux comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple 21.87
Nous considérons la série entière

ř8
n“0p´1qnzn qui converge 14 vers

fpzq “ 1
1` z (21.322)

sur Bp0, 1q. De plus nous avons
lim
zÑ1|z|ă1

1
1` z “

1
2 . (21.323)

Donc la fonction converge bien vers quelque chose lorsque z tend vers 1. La fonction f se prolonge
par continuité en 1. Pourtant la série es coefficients

ř
np´1qn ne converge pas. 4

Le théorème suivant donne une espèce d’inverse au théorème d’Abel angulaire. En effet il dit
que si la série converge en allant vers 1 le long de l’axe réel, alors ça converge vers la somme des
coefficients. Il faut cependant une hypothèse en plus sur les an.

14. C’est la série géométrique de raison ´z.
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Théorème 21.88 (Théorème taubérien faible[43]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence 1 et de somme f . Nous supposons
(1) Il existe S P C tel que lim xÑ1

xPs´1,1r
fpxq “ S.

(2) limnÑ8 nan “ 0.
Alors la série

ř8
n“0 an converge et vaut S.

Démonstration. Nous notons Sn “ ř
k“0 ak et M “ supkě1 k|ak|, qui est fini par hypothèse. Pour

x P s0, 1r et n ě 0 nous avons

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
ak ´

nÿ

k“1
akx

k ´
8ÿ

k“n`1
akx

k “
nÿ

k“1
akp1´ xkq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k. (21.324)

Nous utilisons la série géométrique sous la forme 1´ xk “ p1´ xqřn
i“0 x

i pour écrire

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
akp1´ xq

k´1ÿ

i“0
xi

loomoon
ďk

´
8ÿ

k“n`1
akx

k (21.325a)

ď
nÿ

k“1
kakp1´ xq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k, (21.325b)

donc en passant à la norme
ˇ̌
Sn ´ fpxq

ˇ̌ ď p1´ xqMn`
ÿ

k“n`1
|ak|xk (21.326a)

ď p1´ xqMn`
8ÿ

k“n`1

k

n
|ak|loomoon

ďM{n

xk (21.326b)

ď p1´ xqMn` M

n

8ÿ

k“n`1
xk (21.326c)

ď p1´ xqMn` M

n

1
1´ x. (21.326d)

Ce que nous cherchons à étudier est le comportement xÑ 1 et montrer que Sn Ñ S, ce qui nous
incite à calculer |Sn ´ fp1´ ε

nq| avec 0 ă ε ă 1 :
ˇ̌
Sn ´ f

`
1´ ε

n

˘ˇ̌ ď εM ` ε. (21.327)

Nous choisissons N1 tel que M
n ď ε2 dès que n ě N1. En sus nous savons que

lim
εÑ0

fp1´ εq “ S. (21.328)

Nous choisissons N2 de telle sorte à avoir
ˇ̌
ˇf
´

1´ ε

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ă ε, (21.329)

et en prenant n ě maxpN1, N2q nous avons

|Sn ´ S| ď
ˇ̌
ˇSn ´ f

´
1´ ε

n

¯ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇf
´

1´ ε

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ď εM ` 2ε. (21.330)

Il suffit de choisir ε suffisamment petit (en particulier pour que εM soit petit) pour montrer que
|Sn ´ S| est borné par un nombre arbitrairement petit.



1392 CHAPITRE 21. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

21.14.1 Passage à la limite sous le signe intégral

Un autre résultat très important pour l’étude de l’intégrabilité est le théorème de la conver-
gence dominée de Lebesgue :

Théorème 21.89.
Soit E Ă Rn un ensemble mesurable et tfku, une suite de fonctions intégrables sur E qui converge
simplement vers une fonction f : E Ñ R. Supposons qu’il existe une fonction g intégrable sur E
telle que pour tout k,

|fpxq| ď gpxq (21.331)

pour tout x P E. Alors f est intégrable sur E et
ż

E
f “ lim

kÑ8

ż

E
fk. (21.332)

21.14.2 Intégrale en dimension un

Proposition 21.90 (Critère de comparaison).
Soit f mesurable sur sa,8r et bornée sur tout sa, bs, et supposons qu’il existe un X0 ě a, tel que
sur sX0,8r,

|fpxq| ď gpxq (21.333)

où gpxq est intégrable. Alors fpxq est intégrable sur sa,8r.
Corollaire 21.91 (Critère d’équivalence).
Soient f et g des fonctions mesurables et positives ou nulles sur sa,8r, bornées sur tout sa, bs,
telles que

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ L (21.334)

existe dans R̄.
(1) Si L ‰ 8 et

ş8
a gpxq existe, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si L ‰ 0 et si
ş8
a fpxqdx existe, alors

ş8
a gpxqdx existe,

Corollaire 21.92 (Critère des fonctions test).
Soit fpxq une fonction mesurable et positive ou nulle sur sa,8r et bornée pour tout sa, bs. Nous
posons

Lpαq “ lim
xÑ8x

αfpxq, (21.335)

et nous supposons qu’elle existe.
(1) Si il existe α ą 1 tel que Lpαq ‰ 8, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si il existe α ď 1 et Lpαq ‰ 0, alors
ş8
a fpxqdx n’existe pas.

Corollaire 21.93.
Soit f : sa, bs Ñ R une fonction mesurable, positive ou nulle, et bornée sur ra ` ε, bs @ε ą 0. Si
limxÑapx´ aqαfpxq “ L existe, alors
(1) Si α ă 1 et L ‰ 8, alors

şb
a fpxqdx existe,

(2) Si α ě 1 et L ‰ 0, alors
şb
a fpxqdx n’existe pas.

21.14.3 Intégrales convergentes

Définition 21.94.
Soit f , une fonction mesurable sur ra,8r, bornée sur tout intervalle ra, bs. On dit que l’intégrale

ż 8

a
fpxqdx (21.336)
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converge si la limite

lim
XÑ8

ż X

a
f (21.337)

existe et est finie.

21.14.4 La méthode de Rothstein-Trager

Mes sources pour parler d’intégration de fractions rationnelles : [355].

Théorème 21.95 (Rothstein-Trager[356]).
Soient P,Q P QrXs premiers entre eux avec pgcdpP,Qq “ 1 et degpP q ă degpQq. Nous supposons
que Q est unitaire et sans facteurs carrés. Supposons que nous puissions écrire, dans un extension
K de Q la primitive de P {Q de la façon suivante :

ż
P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq (21.338)

où les ci sont des constantes non nulles et deux à deux distinctes et où les Pi sont des polynômes
unitaires non constants sans facteurs carrés et premiers deux à deux entre eux dans KrXs.

Alors les ci sont les racines distinctes du polynôme

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq P KrY s (21.339)

et
Pi “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq. (21.340)

Démonstration. Nous posons
Ui “

ź

j‰i
Pj . (21.341)

Question de division Ensuite nous dérivons formellement l’équation (21.338) et nous multi-
plions les deux côtés du résultat par

śn
j“1 Pj :

P
nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ci
P 1i
Pi

nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (21.342)

Une première chose que nous en tirons est que Q divise le produit P
śn
j“1 Pj ; mais P et Q

étant premiers entre eux,

Q �
nź

j“1
Pj (21.343)

par le théorème de Gauss 6.43.
Une seconde chose que nous tirons de (21.342) est que Pj divise Q

řn
i“1 ciP

1
iUi. De cette

somme, à cause du Ui qui est divisé par Pj pour tout i sauf i “ j, le polynôme Pj divise tous
les termes sauf peut-être un. Donc il les divise tous et en particulier

Pj � QcjP 1JUj (21.344)

En nous souvenant que les Pk sont premiers entre eux, Pj ne divise pas Uj . De plus Pj étant
sans facteurs carrés, les polynômes Pj et P 1j sont premiers entre eux. Il ne reste que Q. Nous
en déduisons que

Pj � Q (21.345)
pour tout 1 ď j ď n. Et vu que les Pi sont premiers entre eux, le fait que chacun divise Q
implique que leur produit divise Q, c’est-à-dire

nź

j“1
Pj � Q. (21.346)
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Or nous avions déjà prouvé la division contraire. Du fait que les deux polynômes sont unitaires
nous en déduisons qu’ils sont en réalité égaux :

Q “
nź

j“1
Pj . (21.347)

Nous pouvons simplifier les deux membres de (21.342) par cela :

P “
nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (21.348)

Encore un peu de division En dérivant (21.347) nous trouvons

Q1 “
nÿ

j“1
P 1jUj , (21.349)

et en écrivant P sous sa forme (21.348),

P ´ ciQ1 “
nÿ

j“1
cjP

1
jUj ´

nÿ

j“1
ciP

1
jUj “

nÿ

j“1
pcj ´ ciqP 1jUj . (21.350)

Le terme i “ j de la somme est nul ; en ce qui concerne les autres termes, ils sont divisés par
Pi parce que Pi � Uj . Donc Pi divise tous les termes de la somme et nous avons

Pi � P ´ ciQ1. (21.351)

Un pgcd pour continuer Nous montrons à présent que Pi “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq. Pour cela nous
utilisons la multiplicativité du PGCD lorsque les facteurs sont premiers entre eux :

pgcdpP ´ ciQ1, Qq “ pgcdpP ´ ciQ1,
nź

j“1
Pjq “

nź

j“1
pgcdpP ´ ciQ1, Pjq. (21.352)

Nous remplaçons P ´ ciQ
1 par son expression (21.350) et nous écrivons un des facteurs du

produit :

pgcdpP ´ ciQ1, Pjq “ pgcdp
nÿ

k“1
pck ´ ciqP 1kUk, Pjq (21.353)

Le polynôme Pj divise tous les Uk sauf celui avec k “ j. Donc le lemme 6.49(1) nous permet
de dire

pgcdpP ´ ciQ1, Pjq “ pgcd
`pcj ´ ciqP 1jUj , Pj

˘ “
#

1 si i ‰ j

Pj si i “ j.
(21.354)

La seconde ligne provient du fait que nous ayons déjà montré que Pj � P ´ cjQ
1. En fin de

compte,
pgcdpP ´ ciQ1, Qq “ Pi. (21.355)

Une histoire de résultant Les nombres ci sont tels que les polynômes P ´ciQ1 et Q ne sont pas
premiers entre eux. Vu que les Pi sont non nuls, la proposition 11.60 nous dit que le résultant

resXpP ´ ciQ1, Qq “ 0. (21.356)

Donc les ci sont des racines du polynôme (en Y )

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq. (21.357)

Nous n’avons pas prouvé qu’ils étaient toutes les racines 15.
15. De plus, nous n’avons pas de garanties que ces racines soient dans Q, et en fait il y a des cas dans lesquels les

ci n’y sont pas.
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Toutes les racines Nous allons maintenant montrer que les ci étaient toutes les racines imagi-
nables du polynôme (21.357) dans toutes les extensions de Q. Soit donc c une racine de R
dans une extension K̂ de K qui ne soit pas parmi les ci de la formule (21.338). Étant donné
que c est racine du résultat, les polynômes P´cQ1 et Q ont un PGCD non trivial, c’est-à-dire
non constant. Donc

pgcdpP ´ cQ1, Qq “ s P K̂rXs (21.358)

est un polynôme non constant. Si T un facteur irréductible de S, alors T divise P ´ cQ1 et
Q, mais Q “ śn

i“1 Pi avec les Pi premiers entre eux. Donc T ne peut diviser que l’un (et
exactement un) d’entre eux 16. Soit Pi0 celui qui est divisé par T . La relation (21.350) dans
ce contexte donne :

P ´ cQ1 “
nÿ

j“1
pcj ´ cqP 1jUj (21.359)

Le polynôme T divise tous les Uj avec j ‰ i0, mais comme en plus il divise P ´ cQ1, il divise
aussi le dernier terme de la somme :

T � pci0 ´ cqP 1i0Ui0 . (21.360)

Le polynôme T ne divisant pas Ui0 et pci0 ´ cq étant non nul, nous concluons que T divise
P 1i0 . Mais cela n’est pas possible parce que nous avons supposé que Pi0 était sans facteur
carré, ce qui voulait entre autres dire que Pi0 et P 1i0 n’ont pas de facteurs communs.

Ce théorème suggère la méthode suivante pour trouver la primitive de la fraction rationnelle
P {Q (si elle vérifie les hypothèses)

(1) Écrire le résultant Rpyq “ resXpP ´ yQ1, Qq et en trouver les racines tciui“1,...,n.

(2) Calculer les Pp “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq.
(3) Écrire la réponse :

ż
P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq. (21.361)

Notons que le polynôme RpY q est de degré degpQq (pour le voir, faire un peu de comptage de
lignes et colonnes dans la matrice de Sylvester), donc il n’est a priori pas pire à factoriser que Q
lui-même 17. Mais il se peut que nous ayons de la chance et que R soit plus facile que Q.

À part qu’on a peut-être plus de chance avec R qu’avec Q, l’avantage de la méthode est qu’elle
permet d’éviter de passer par des extensions de Q non nécessaires 18.

Exemple 21.96([356])
Prenons la fraction rationnelle x

x2´3 . L’intégration via les fractions simples est :

ż
x

x2 ´ 3dx “
1
2

ż 1
x´?3

` 1
2

ż 1
x`?3

“ 1
2 lnpx´?3q` 1

2 lnpx`?3q “ 1
2 lnpx2´ 3q. (21.362)

Nous voyons que dans la réponse, il n’y a pas de racines. Passer par l’extension Qr?3s est par
conséquent peut-être un effort inutile. Voyons comment les choses se mettent avec la méthode
Rothstein-Trager.

16. On ne peut pas diviser deux trucs qui sont premiers entre eux ; c’est une question de cohérence, madame !
17. C’est de la factorisation de Q qu’on a besoin pour utiliser la méthode de décomposition en fractions simples.
18. J’imagine que pour un ordinateur, c’est plus facile d’éviter les extensions.
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D’abord

RpY q “ resXpX ´ 2Y X,X2 ´ 3q (21.363a)
“ resX

`p1´ 2Y qX,X2 ´ 3
˘

(21.363b)

“ det

¨
˝

1´ 2Y 0 0
0 1´ 2Y 0
1 0 ´3

˛
‚ (21.363c)

“ p1´ 2Y q`´ 3p1´ 2Y q˘ (21.363d)
“ ´3p1´ 2Y q2, (21.363e)

dont les solutions sont faciles : il n’y a que la racine double y “ 1
2 . La somme (21.338) sera donc

réduite à un seul terme avec c1 “ 1
2 . Nous calculons P1 :

P1 “ pgcdpX ´ 1
22X,X2 ´ 3q “ pgcdp0, X2 ´ 3q “ X2 ´ 3, (21.364)

et par conséquent ż
X

X2 ´ 3 “
1
2 lnpX2 ´ 3q. (21.365)

À aucun moment nous ne sommes sortis de Q. 4

Comme vu sur cet exemple, l’intérêt du théorème de Rothstein-Trager est de permettre, lors-
qu’on a de la chance, d’en profiter, et non de nous en rendre compte à la fin en remarquant
bêtement que la réponse pouvait s’écrire dans QrXs.
Remarque 21.97.
Afin d’utiliser cette méthode, il faut s’assurer que Q soit sans facteurs carrés. Si nous devons
intégrer un P

Q quelconque, nous devons commencer par écrire

Q “ Q1Q
2
2Q

3
3 . . . Q

r
r, (21.366)

et ensuite il y a moyen de ramener l’intégrale de P {Q à des intégrales de P
Q1...Qr

. Cela ne demande
pas de factoriser complètement Q, mais seulement de trouver ses facteurs irréductibles Qi dans
QrXs.

Dans l’exemple donné plus haut, Q “ X2´3 a des facteurs irréductibles autres que Q lui-même
dans RrXs, mais nous n’en avons pas besoin.

Voici une exemple où nous évitons de passer par les complexes.

Exemple 21.98([357])
À calculer :

ş 1
x3`x . La décomposition en fractions simples donne :

1
x3 ` x “

1
x
´ 1{2
x´ i ´

1{2
x` i . (21.367)

Déjà cette décomposition passe par l’extension Qris, et le calcul de la primitive de 1
x`i demande le

logarithme complexe qui ne sera vu que dans la proposition 27.67 au prix d’un peu de sang. Nous
verrons dans l’exemple 27.68 comment ça se passe en passant par les complexes.

En ce qui concerne la méthode de Rothstein-Trager, nous commençons par calculer le résultant
(qui est tout de même un peu de calcul) :

P pyq “ resX
`´ 3yX2 ´ y ` 1, X3 ´X˘

(21.368a)

“ det

¨
˚̊
˚̊
˝

´3y 0 1´ y 0 0
0 ´3y 0 1´ y 0
0 0 ´3y 0 1´ y
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0

˛
‹‹‹‹‚

(21.368b)

“ ´py ´ 1q2p2y ` 1q2 (21.368c)
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.7, Release Date: 2013-02-19 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: y=var(’y’)
sage: R=matrix(5,5,[-3*y,0,1-y,0,0,0,-3*y,0,1-y,0,0,0,

-3*y,0,1-y,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0])
sage: R.determinant().factor()
-(y - 1)*(2*y + 1)^2

Les solutions sont c1 “ 1 et c2 “ ´1
2 . Nous pouvons alors calculer les Pi :

P1 “ pgcdp´3X2, X3 `Xq “ X (21.369)

et
P2 “ pgcdp32X

2 ` 3
2 , X

3 `Xq “ X2 ` 1, (21.370)

et finalement ż 1
X3 `X “ lnpXq ´ 1

2 lnpX2 ` 1q. (21.371)

4

Notons qu’il n’y a pas de miracles : lorsque la réponse contient des racines, nous ne pouvons
pas couper à passer par des extensions et factoriser un peu à la dure.

Exemple 21.99([357])
Nous voulons calculer ż 1

X2 ` 1 . (21.372)

Nous posons donc P “ 1 et Q “ X2 ` 1. Le résultant à calculer est

P pyq “ resXp´2yX ` 1, X2 ` 1q “ det

¨
˝
´2y 1 0

0 ´2y 1
1 0 1

˛
‚“ 4y2 ` 1. (21.373a)

Les racines de cela sont complexes et il n’y a donc pas d’échappatoires : c1 “ i
2 , c2 “ ´ i

2 . Ensuite,
étant donné que X2 ` 1 “ pX ` iqpX ´ iq “ ip´iX ` 1qpX ´ 1q nous avons

P1 “ pgcdp´iX ` 1, X2 ` 1q “ X ` i. (21.374)

Notons que de façon naturelle, nous aurions écrit P1 “ 1´iX, mais par convention nous considérons
le PGCD unitaire. Cela ne change rien à la réponse parce que changer Pi en kPi ne fait que rajouter
une constante lnpkq à la primitive trouvée.

De la même façon,
P2 “ pgcdp1` iX,X2 ` 1q “ X ´ i. (21.375)

Au final nous écrivons ż 1
X2 ` 1 “

i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (21.376)

4

Remarque 21.100.
Tout cela est si nous voulons absolument écrire la primitive avec des logarithmes de polynômes.
Pour celui de l’exemple 21.99, nous avons trouvé

ż 1
X2 ` 1 “

i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (21.377)

Mais
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sage: f(x)=1/(x**2+1)
sage: f.integrate(x)
x |--> arctan(x)

Si nous acceptons de passer aux fonctions trigonométriques (inverses), la primitive prend un tour
très différent et bien réel. Ces deux visions de l’univers sont bien entendu 19 compatibles. En effet,
afin de tomber juste, nous allons prendre la primitive

fpxq “ i

2 lnpix´ 1q ´ i

2 lnpix` 1q (21.378)

au lieu de (21.377). Il s’agit seulement de multiplier l’intérieur des logarithmes, ce qui ne donne
qu’une constante de différence. Ensuite nous passons à la forme trigonométrique des nombres
complexes : ix´ 1 “ ?x2 ` 1ei arctanp´xq et ix` 1 “ ?x2 ` 1ei arctanpxq. Avec un peu de calcul,

fpxq “ ´1
2

´
arctanp´xq ´ arctanpxq

¯
“ arctanpxq. (21.379)

21.15 Rappel sur les intégrales usuelles

Soit une fonction
f : ra, bs Ă RÑ R`

x ÞÑ fpxq. (21.380)

L’intégrale de f sur le segment ra, bs, notée şba fpxqdx est le nombre égal à l’aire de la surface située
entre le graphe de f et l’axe des x, comme indiqué à la figure 21.7.

‚
a

‚
b

Figure 21.7 – L’intégrale de f entre a et b représente la surface sous la fonction.

Définition 21.101.
Si f est une fonction de une variable à valeurs réelles, une primitive de f est une fonction F
telle que F 1 “ f .

Toute fonction continue admet une primitive.

Théorème 21.102 (Théorème fondamental du caclul intégral).
Si f est une fonction positive et continue, et si F est une primitive de f , alors

ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq. (21.381)

Remarque 21.103.
Si f est une fonction continue par morceaux, l’intégrale de f se calcule comme la somme des

19. Si on croit que la mathématique est cohérente.
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intégrales de ses morceaux. Plus précisément si nous avons a “ x0 ă x1 ă . . . ă xn “ b et si f est
continue sur sxi, xi`1r pour tout i, alors nous posons

ż b

a
fpxqdx “

ż x1

x0

fpxqdx`
ż x2

x1

fpxqdx` ¨ ¨ ¨ `
ż nn
xn´1

fpxqdx. (21.382)

Sur chacun des morceaux, l’intégrale se calcule normalement en passant par une primitive.

21.16 Intégrales le long de chemins

21.16.1 Circulation d’un champ de vecteur

Définition 21.104.
Soit F : R3 Ñ R3 un champ de vecteurs et un chemin σ : ra, bs Ñ R3. On appelle circulation de
F le long du chemin σ le scalaire ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (21.383)

Il existe de nombreuses notations pour cela ; entre autres :
ż

σ
F “

ż

σ
F · ds. (21.384)

En physique, la circulation de la force le long d’un chemin est la travail de la force.

Exemple 21.105
À la surface de la Terre, le champ de gravitation est donné par

Gpx, y, zq “ ´mg
¨
˝

0
0
1

˛
‚. (21.385)

Si nous considérons un mobile qui monte à vitesse constante jusqu’à la hauteur h, c’est-à-dire le
chemin

σptq “
¨
˝

0
0
t

˛
‚ (21.386)

avec t P r0, hs. Le travail de la gravitation est alors donné par

W “
ż h

0
G
`
σptq˘·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mg

ż h

0

¨
˝

0
0
1

˛
‚·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mgh. (21.387)

Cela est bien le résultat usuel de l’énergie potentielle. Nous allons voir bientôt que nous nommons
la fonction mgh énergie potentielle précisément parce que la force dérive de ce potentiel. 4

Exemple 21.106
Soit le chemin

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚.

(21.388)

et le champ de vecteurs

F

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (21.389)
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La circulation de ce champ de vecteur le long de l’hélice σ est
ż

σ
F · ds “

ż 2π

0
pF ˝ σqptq·σ1ptqdt

“
ż 2π

0

¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚·

¨
˝

cosptq
sinptq

1

˛
‚dt

“
ż 2π

0
tdt

“
„
t2

2

2π

0
“ 2π2.

(21.390)

4

Proposition 21.107.
La circulation d’un champ de vecteurs le long d’un chemin ne dépend pas de la paramétrisation.
En d’autres termes, si σ1 et σ2 sont deux chemins équivalents, alors

ż

σ1

F “
ż

σ2

F. (21.391)

Démonstration. Soient deux chemins σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 équivalents, c’est-à-dire
tels que

σ1ptq “ σ2
`
ϕptq˘ (21.392)

où ϕ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante. En utilisant le fait que σ1ptq “ ϕ1ptqσ12
`
ϕptq˘, nous

avons ż

σ1

F · ds “
ż b

a
F
`
σ1ptq

˘
·σ11ptqdt

“
ż b

a
F
´
σ2
`
ϕptq˘

¯
·σ12

`
ϕptq˘ϕ1ptqdt

“
ż ϕpbq

ϕpaq
F
`
σ2psq

˘
·σ2psqds

“
ż d

c
F
`
σ2psq

˘
·σ12psqds

“
ż

σ2

F · ds.

(21.393)

où nous avons effectué le changement de variables s “ ϕptq, ds “ ϕ1ptqdt.
Remarque 21.108.
Si σ2 est le chemin opposé de σ, alors

ż

σ2

F “ ´
ż

σ1

F. (21.394)

21.17 Circulation d’un champ conservatif
Si nous avons une fonction scalaire V : R3 Ñ R, nous pouvons construire un champ de vecteur

en prenant le gradient :
F pxq “ ∇V pxq. (21.395)

On dit que le champ de vecteur F dérive de V , et on dit que V est le potentiel de F . Nous
posons la définition suivante :
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Définition 21.109.
Un champ de vecteurs F : R3 Ñ R3 est un champ conservatif s’il existe une fonction V : R3 Ñ R

telle que
F pxq “ ∇V pxq. (21.396)

Nous disons aussi parfois que le champ V dérive d’un potentiel ou bien qu’il s’agit d’un champ de
gradient.

Les champs de vecteurs conservatifs sont particulièrement importants parce que presque toutes
les forces connues en physiques dérivent d’un potentiel. Nous verrons que la terminologie « conser-
vatif » provient du fait que les forces de ce type conservent l’énergie associée.

Proposition 21.110.
Considérons une fonction V : R3 Ñ R (que nous appellerons potentiel) et le champ de vecteur qui
en dérive :

F “ ∇V. (21.397)

Alors ż

σ
F · ds “ V

`
σpbq˘´ V `σpaq˘. (21.398)

Autrement dit, le travail nécessaires pour déplacer un objet d’un point à un autre dans un champ
de force conservatif vaut la différence de potentiel entre le point de départ et le point d’arrivée.

Démonstration. Par définition,
ż

σ
F · ds “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (21.399)

Nous pouvons transformer l’intégrante de la façon suivante :

F
`
σptq˘·σ1ptq “ ∇V

`
σptq˘·σ1ptq

“ BVBx
`
σptq˘σ1xptq `

BV
By

`
σptq˘σ1yptq `

BV
Bz

`
σptq˘σ1zptq

“ d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
(21.400)

où nous avons posé

σptq “
¨
˝
σxptq
σyptq
σzptq

˛
‚ (21.401)

et utilisé à l’envers la formule de dérivation de fonction composée pour

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
“

´
pV ˝ σqptq

¯1
. (21.402)

En remettant ces expressions dans l’intégrale (21.399),
ż

σ
F · ds “

ż b

a

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
dt “ V

`
σpbq˘´ V `σpaq˘. (21.403)

Exemple 21.111
Nous savons que le champ de gravitation dérive d’un potentiel. À la surface de la Terre, le potentiel
de gravitation vu par une masse m est donné par la fonction V px, y, zq “ mgz. Si nous voulons
soulever cette masse d’une hauteur h, cela demandera toujours une énergie mgh, quel que soit le
chemin suivit : en ligne droite vertical, en diagonal, en hélice, . . . 4
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Exemple 21.112
À plus grande échelle, le champ de gravitation est encore un champ qui dérive d’un potentiel. En
coordonnées sphériques,

V pρ, θ, ϕq “ k
m

ρ
(21.404)

Lorsqu’un satellite a une orbite de rayon R autour la Terre, il reste sur la sphère ρ “ R. Donc il reste
sur une surface sur laquelle V est constante. Il n’y a donc pas de travail de la force de gravitation !
C’est pour cela qu’un satellite peut tourner pendant des siècles sans apport énergétique. 4

Exemple 21.113
Soit le champ de vecteurs

F

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
y
x

˙
(21.405)

et le chemin
σptq “

ˆ
t4{4

sin3ptπ2 q.
˙

(21.406)

Nous voulons calculer la circulation de F le long du chemin σ entre t “ 0 et t “ 1.
La première chose à voir est que F “ ∇V avec V px, yq “ xy. Donc la circulation sera donnée

par ż

σ
F · ds “ V

`
σp1q˘´ V `σp0q˘ “ V

`1
4 , 1

˘´ V p0, 0q “ 1
4 ´ 0 “ 1

4 . (21.407)

Nous n’avons pas réellement calculé l’intégrale. 4

21.18 Intégration de fonction à deux variables

21.18.1 Intégration sur un domaine rectangulaire

Soit une fonction positive
f : ra, bs ˆ rc, ds Ñ R`

px, yq ÞÑ fpx, yq. (21.408)

L’intégrale de f sur le rectangle ra, bs ˆ rc, ds est le volume sous le graphe de la fonction.
C’est-à-dire le volume de l’ensemble

tpx, y, zq tel que px, yq P ra, bs ˆ rc, ds, z ď fpx, yqu. (21.409)

Théorème 21.114 (Théorème de Fubini).
Soit une fonction f : R2 Ñ R une fonction continue par morceaux sur R “ ra, bs ˆ rc, ds. Alors

ż

R
fpx, yqdxdy “

ż b

a

„ż d

c
fpx, yqdy


dx “

ż d

c

„ż b

a
fpx, yqdx


dy. (21.410)

En pratique, nous utilisons le théorème de Fubini pour calculer les intégrales sur des rectangles.

Exemple 21.115
Nous voudrions intégrer la fonction fpx, yq ´ 4` x2 ` y2 sur le rectangle de la figure 21.8.

L’ensemble sur lequel nous intégrons est donné par le produit cartésien d’intervalles E “
r0, 1s ˆ r0, 2s. Le théorème de Fubini montre que nous pouvons intégrer séparément sur l’intervalle
horizontal et vertical :

ż

E“r0,1sˆr0,2s
f “

ż

r0,1s

˜ż

r0,2s
p4´ x2 ´ y2qdy

¸
dx. (21.411)



21.18. INTÉGRATION DE FONCTION À DEUX VARIABLES 1403

1

1

2

Figure 21.8 – Intégration sur un rectangle

Ces intégrales sont maintenant des intégrales usuelles qui s’effectuent en calculant des primitives :
ż 1

0

ż 2

0
p4´ x2 ´ y2qdy dx “

ż 1

0

„
4y ´ x2y ´ y3

3

2

0
dx

“
ż 1

0
p8´ 2x2 ´ 8

3qdx

“
„

16x
3 ´ 2x3

3

1

0

“ 14
3 .

(21.412)

Avec Sage, on peut faire comme ceci :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=4-x**2-y**2
sage: f.integrate(y,0,2).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 14/3

4

21.18.2 Intégration sur un domaine non rectangulaire

Nous voulons maintenant intégrer la fonction fpx, yq “ x2` y2 sur le triangle de la figure 21.9.

1 2

1

2

Figure 21.9 – Intégration sur un triangle

Étant donné que y varie de 0 à 2 et que pour chaque y, la variable x varie de 0 à y, nous
écrivons l’intégrale sur le triangle sous la forme :

ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (21.413)
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Il existe principalement deux types de domaines non rectangulaires : les « horizontaux » et les
« verticaux », voir figure 21.10.

‚
a

‚
b

(a) Un domaine horizontal.

‚c

‚d

(b) Un domaine vertical.

Figure 21.10 – Deux types de surfaces. Nous avons tracé un rectangle qui contient chacune des
deux surfaces. L’intégrale sur un domaine sera l’intégrale sur le rectangle de la fonction qui vaut
zéro en dehors du domaine.

Les surfaces horizontales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que x P ra, bs, ϕ1pxq ď y ď ϕ2pxqu (21.414)

où ϕ1 et ϕ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de ϕ1 et ϕ2. Pour un tel domaine nous avons

ż

D
fpx, yqdxdy “

ż b

a
dx

ż ϕ2pxq

ϕ1pxq
fpx, yqdy. (21.415)

Les surfaces verticales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que y P rc, ds, ψ1pyq ď x ď ψ2pyqu (21.416)

où ϕ1 et ϕ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de ϕ1 et ϕ2. Dans ces cas nous avons

ż

D
f “

ż d

c
dy

ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx. (21.417)

Proposition 21.116.
L’aire du domaine D vaut l’intégrable de la fonction fpx, yq “ 1 sur D :

AirepDq “
ż

D
dxdy. (21.418)

Démonstration. Supposons que le domaine soit du type « horizontal ». En utilisant le théorème de
Fubini avec fpx, yq “ 1 nous avons

ż

D
dxdy “

ż b

a

«ż ϕ2pxq

ϕ1pxq
dy

ff
dx “

ż b

a

“
ϕ2pxq ´ ϕ1pxq

‰
. (21.419)

Cela représente l’aire sous ϕ2 moins l’aire sous ϕ1, et par conséquent l’aire contenue entre les
deux.
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Figure 21.11 – En bleu, la fonction
?
r2 ´ x2 et en rouge, la fonction ´?r2 ´ x2.

Exemple 21.117
Cherchons la surface du disque de centre p0, 0q et de rayon 1 dessinée à la figure 21.11.

Le domaine est donné par ϕ1pxq ď y ď ϕ2pxq et x P r´r, rs où ϕ1pxq “ ´
?
r2 ´ x2 et ϕ2pxq “?

r2 ´ x2. L’aire est donc donnée par

A “
ż r

´r

“
ϕ2pxq ´ ϕ1pxq

‰
dx “ 2

ż r

´r

a
r2 ´ x2dx “ 4

ż r

0

a
r2 ´ x2. (21.420)

Nous effectuons le premier changement de variables x “ ru, donc dx “ rdu. En ce qui concerne
les bornes, si x “ 0, alors u “ 0 et si x “ r, alors u “ 1. L’intégrale à calculer devient

A “ 4
ż 1

0

a
r2 ´ r2u2rdu “ 4r2

ż 1

0

a
1´ u2du. (21.421)

Cette dernière intégrale se calcule en posant

u “ sinptq du “ cosptqdt
u “ 0 t “ 0
u “ 1 t “ π{2.

(21.422)

Nous avons

A “ 4r2
ż π{2

0

b
1´ sin2ptq cosptqdt “ 4r2

ż π{2

0
cos2ptqdt. (21.423)

En utilisant la formule 2 cos2pxq “ 1` cosp2xq, nous avons

A “ 4r2
ż π{2

0

1` cosp2tq
2 dt “ πr2. (21.424)

4

21.18.3 Changement de variables

Nous n’allons pas parler de changements de variables maintenant parce que les principaux
exemples sont les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques qui requièrent les fonctions
trigonométriques. Ce sera pour la section 19.14.

21.19 Les intégrales triples

Les intégrales triples fonctionnent exactement de la même manière que les intégrales doubles.
Il s’agit de déterminer sur quelle domaine les variables varient et d’intégrer successivement par



1406 CHAPITRE 21. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

rapport à x, y et z. Il est autorisé de permuter l’ordre d’intégration 20 à condition d’adapter les
domaines d’intégration.

Exemple 21.118
Soit le domaine parallélépipédique rectangle

R “ r0, 1s ˆ r1, 2s ˆ r0, 4s. (21.425)

Pour intégrer la fonction fpx, y, zq “ x2y sinpzq sur R, nous faisons

I “
ż

R
x2y sinpzq dxdydz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
dy

ż 4

0
x2y sinpzqdz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
x2yp1´ cosp4qqdy

“
ż 1

0

3
2p1´ cosp4qqx2dx

“ 1
2
`
1´ cosp4q˘.

(21.426)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x**2*y*sin(z)
sage: f.integrate(x,0,1).integrate(y,1,2).integrate(z,0,4)
(x, y, z) |--> -1/2*cos(4) + 1/2

4

Exemple 21.119
Soit D la région délimitée par le plan x “ 0, y “ 0, z “ 2 et la surface d’équation

z “ x2 ` y2. (21.427)

Cherchons à calculer
ş
D x dx dy dz. Ici, un dessin indique que le volume considéré est z ě x2 ` y2.

Il y a plusieurs façons de décrire cet ensemble. Une est celle-ci :

z : 0 Ñ 2
x : 0 Ñ ?

z

y : 0 Ñ
a
z ´ x2.

(21.428)

Cela revient à dire que z peut prendre toutes les valeurs de 0 à 2, puis que pour chaque z, la
variable x peut aller de 0 à

?
z, mais que pour chaque z et x fixés, la variable y ne peut pas

dépasser
?
z ´ x2. En suivant cette méthode, l’intégrale à calculer est

ż 2

0
dz

ż ?z

0
dx

ż ?z´x2

0
fpx, y, zqdy. (21.429)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |

20. En toute rigueur, cela n’est pas vrai, mais nous ne considérons seulement des cas où cela est autorisé.
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| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(z>0)
sage: assume(z-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Notez qu’il a fallu aider Sage en lui indiquant que z ą 0 et z ´ x2 ą 0.
Une autre paramétrisation serait

x : 0 Ñ ?
2

y : 0 Ñ
a

2´ x2

z : x2 ` y2 Ñ 2.
(21.430)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(2-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Écrivons le détail de cette dernière intégrale :

I “
ż ?2

0
dx

ż ?2´x2

0
dy

ż 2

x2`y2
xdz

“
ż ?2

0
dx

ż ?2´x2

0
xp2´ x2 ´ y2qdy

“
ż ?2

0
dxx

„
p2´ x2qy ´ y3

3

?2´x2

0

“
ż ?2

0

2
3xp2´ x

2q3{2dx.

(21.431)

Ici nous effectuons le changement de variable u “ x2, du “ 2xdx. Ne pas oublier de changer les
bornes de l’intégrale :

I “ 1
3

ż 2

0
p2´ uq3{2du. (21.432)

Le changement de variable t “ 2´ u, dt “ ´du fait venir (attention aux bornes ! !)

I “ ´1
3

ż 0

2
t3{2dt “ 1

3

«
t5{2

5{2

ff2

0

“ 8
15
?

2. (21.433)

4

21.19.1 Volume

Parmi le nombreuses interprétations géométriques de l’intégrale triple, notons celle-ci :



1408 CHAPITRE 21. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Proposition 21.120.
Soit D Ă R3. Le volume de D est donné par

V olpDq “
ż

D
dxdydz. (21.434)

C’est-à-dire l’intégrale de la fonction fpx, y, zq “ 1 sur D.

Suivant les points de vue, cette proposition peut être considérée comme une définition] du
volume.

Exemple 21.121
Calculons le volume de la sphère de rayon R. Le domaine de variation des variables x, y et z pour
la sphère est

x : ´RÑ R

y : ´
a
R2 ´ x2 Ñ

a
R2 ´ x2

z : ´
a
R2 ´ x2 ´ y2 Ñ

a
R2 ´ x2 ´ y2.

(21.435)

Par conséquent nous devons calculer l’intégrale

V “
ż R

´R
dx

ż ?R2´x2

´?R2´x2
dy

ż ?R2´x2´y2

´
?
R2´x2´y2

dz. (21.436)

La première intégrale est simple :

V “ 2
ż R

´R
dx

ż ?R2´x2

´?R2´x2

a
R2 ´ x2 ´ y2dy. (21.437)

Afin de simplifier la notation, nous posons a “ R2´x2. Ceci n’est pas un changement de variables :
juste une notation provisoire le temps d’effectuer l’intégration sur y. Étudions donc

I “
ż ?a

´?a

a
a´ y2dy, (21.438)

ce qui est la surface du demi-disque de rayon
?
a. Nous avons donc

I “ πa

2 “ π

2 pR
2 ´ x2q, (21.439)

et

V “ 2
ż R

´R
π

2 pR
2 ´ x2qdx “ π

„
R2x´ x3

3

R

´R
“ 4

3πR
3. (21.440)

4

Exemple 21.122
Nous pouvons calculer le volume de la sphère en utilisant les coordonnées sphériques. Les bornes
des variables pour la sphère de rayon R sont

ρ : 0 Ñ R

θ : 0 Ñ π

ϕ : 0 Ñ 2π.
(21.441)

En n’oubliant pas le jacobien ρ2 sinpθq, l’intégrale à calculer est

V “
ż R

0
dρ

ż 2π

0
dϕ

ż π

0
ρ2 sinpθqdθ (21.442)
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L’intégrale sur ϕ fait juste une multiplication par 2π. Celle sur ρ vaut
ż R

0
ρ2dρ “ R3

3 . (21.443)

L’intégrale sur θ donne ż π

0
sinpθqdθ “ r´ cospθqsπ0 “ 2. (21.444)

Le tout fait par conséquent
V “ 4

3πR
3. (21.445)

Sans contestes, le passage aux coordonnées sphériques a considérablement simplifié le calcul par
rapport à celui de l’exemple 21.121. 4

21.20 Un petit peu plus formel

21.20.1 Intégration sur un domaine non rectangulaire

´2 ´1 1 2
´1

1

Figure 21.12 – Intégrer sur des domaines plus complexes.

La méthode de Fubini ne fonctionne plus sur un domaine non rectangulaire tel que celui de la
figure 21.12. Nous allons donc utiliser une astuce. Considérons le domaine

E “ tpx, yq P R2 tel que a ă x ă b et αpxq ă y ă βpxqu (21.446)

représenté sur la figure 21.12. Nous considérons la fonction

f̃px, yq “
#
fpx, yq si px, yq P E
0 sinon.

(21.447)

Ensuite intégrons f̃ sur un rectangle qui englobe la surface à intégrer à l’aide de Fubini. Étant
donné que f̃ “ f sur la surface et que f̃ est nulle en dehors, nous avons

ż

E
f “

ż

E
f̃ “

ż

rectangle
f̃ “

ż b

a

˜ż βpxq

αpxq
fpx, yqdy

¸
dx. (21.448)

Dans le cas de l’intégrale de fpx, yq “ x2 ` y2 sur le triangle de la figure 21.9, nous avons
ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (21.449)

Remarque 21.123.
Le nombre

ş
D fpx, yqdxdy ne dépend pas du choix du rectangle englobant D.

En pratique, nous calculons l’intégrale en utilisant une extension du théorème de Fubini :

Théorème 21.124.
Soit f : D Ă R2 Ñ R une fonction continue où D est un domaine de type vertical ou horizontal.
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(1) Si D est vertical, alors ż

D
f “

ż b

a

«ż ϕ2pxq

ϕ1pxq
fpx, yqdy

ff
dx. (21.450)

(2) Si D est horizontal, alors
ż

D
f “

ż d

c

«ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx

ff
dy. (21.451)

21.20.2 Changement de variables

Le théorème du changement de variable est le suivant.

Théorème 21.125.
Soit g : A Ñ B un difféomorphisme. Soient F Ă B un ensemble mesurable et borné et f : F Ñ R

une fonction bornée et intégrable. Supposons que g´1pF q soit borné et que Jg soit borné sur g´1pF q.
Alors ż

F
fpxqdy “

ż

g´1pF q
f
`
gpxq˘|Jgpxq|dx (21.452)

Pour rappel, Jg est le déterminant de la matrice jacobienne (aucun lien de parenté) donnée
par

Jg “ det
ˆBxg1 Byg1
Bxg2 Btg2

˙
. (21.453)

Un difféomorphisme est une application g : A Ñ B telle que g et g´1 : B Ñ A soient de classe
C1.

21.20.2.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (21.454)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx
Bry Bθy

˙
“ det

ˆ
cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (21.455)

21.20.2.2 Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinϕ r P s0,8r
y “ r sin θ sinϕ avec θ P s0, 2πr
z “ r cosϕ φ P s0, πr.

(21.456)

Le jacobien associé est Jgpr, θ, ϕq “ ´r2 sinϕ. Rappelons que ce qui rentre dans l’intégrale est la
valeur absolue du jacobien.

Si nous voulons calculer le volume de la sphère de rayon R, nous écrivons donc
ż R

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpφqdφ “ 4πR “ 4

3πR
3. (21.457)

Ici, la valeur absolue n’est pas importante parce que lorsque φ P s0, π, r, le sinus de φ est positif.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_jacobienne
http://fr.wikipedia.org/wiki/Jacob
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Des petits malins pourraient remarquer que le changement de variable (21.456) est encore une
paramétrisation de R3 si on intervertit le domaine des angles :

θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π,
(21.458)

alors nous paramétrons encore parfaitement bien la sphère, mais hélas
ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

0
r2 sinpφqdφ “ 0. (21.459)

Pourquoi ces « nouvelles » coordonnées sphériques sont-elles mauvaises ? Il y a que quand l’angle
φ parcours s0, 2πr, son sinus n’est plus toujours positif, donc la valeur absolue du jacobien n’est
plus r2 sinpφq, mais r2 sinpφq pour les φ entre 0 et π, puis ´r2 sinpφq pour φ entre π et 2π. Donc
l’intégrale (21.459) n’est pas correcte. Il faut la remplacer par

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpφqdφ´

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

π
r2 sinpφqdφ “ 4

3πR
3 (21.460)

21.21 Aire et primitive

Soient f : RÑ R une fonction continue et x P R. Pour chaque x P R, nous pouvons considérer
le nombre F pxq défini par

F pxq “
ż x

a
fptqdt. (21.461)

a x

fpxq

S “ F pxq “ şx
a fptqdt

Figure 21.13 – Surface sous une courbe

La fonction F ainsi définie a deux importantes propriétés :

(1) C’est une primitive de f ,
(2) Elle donne la surface en dessous de f entre les points a et x, voir la figure 21.13.

Notons que tant que f est positive, la surface est croissante.
La manière de calculer la surface comprise entre deux fonctions est dessinée à la figure 21.14.
La surface entre les deux fonctions y1pxq et y2pxq se calcule comme suit.

(1) On calcule les intersections entre y1 et y2. Notons a et b les ordonnées obtenues.
(2) La surface demandée est la différence entre la surface sous la fonction y1 (la plus grande) et

la surface sous la fonction y2 (la plus petite), donc

S “
ż b

a
y1 ´

ż b

a
y1. (21.462)
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‚
a

‚
b

(a) La grande surface.

‚
a

‚
b

(b) La surface à soustraire.

‚
a

‚
b

(c) La surface entre les deux fonctions.

Figure 21.14 – Le calcul de la surface comprise entre deux fonctions.

21.21.1 Longueur d’arc de courbe

La longueur de l’arc de courbe de la fonction y “ fpxq entre les abscisses x0 et x1 est donné
par la formule

lpx0, x1q “
ż x1

x0

a
1` y1ptq2dt. (21.463)

Lorsque la courbe est donnée sous forme paramétrique
"
x “ xptq (21.464a)
y “ yptq, (21.464b)

alors la formule devient
lpt1, t2q “

ż t2
t1

a
9xptq2 ` 9yptq2dt, (21.465)

où 9xptq “ x1ptq.

21.21.2 Aire de révolution

Pour savoir l’aire engendrée par la ligne y “ fpxq entre a et b autour de l’axe Ox, on utilise la
formule

S “ 2π
ż b

a

a
1` f 1pxq2fpxqdx. (21.466)
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21.22 L’aire en dessous d’une courbe
Soit f une fonction à valeurs dans R`.
Nous voudrions pouvoir calculer l’aire au-dessous du graphe de la fonction f . Nous notons Sf pxq

l’aire là-dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la figure 21.15.

‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 21.15 – L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime de
combien la surface augmente lorsqu’on passe de x à x`∆x.

Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x
et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px`∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (21.467)

ou encore
fpxq “ Sf px`∆xq ´ Sf pxq

∆x . (21.468)

Nous formalisons la notion de « lorsque ∆x est très petit » par une limite :

fpxq “ lim
∆xÑ0

Sf px`∆xq ´ Sf pxq
∆x . (21.469)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire là-dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

21.23 Propriétés des intégrales
Lemme 21.126.
Pour toute fonction u : ra, bs Ñ Rn, nous avons

}
ż b

a
uptqdt} ď

ż b

a
}uptq}dt (21.470)

pourvu que le membre de gauche ait un sens.

Démonstration. Étant donné que
şb
a uptqdt est un élément de Rn, par la proposition 11.293, il existe

un ξ P Rn de norme 1 tel que

}
ż b

a
uptqdt} “ ξ·

ż b

a
uptqdt “

ż b

a
uptq· ξdt ď

ż b

a
}uptq}}ξ} “

ż b

a
}uptq}dt. (21.471)

Proposition 21.127 (Relations de Chasles).
Soit f une fonction continue sur l’intervalle I. Si a, b, c P I nous avons

ż c

a
fpxqdx “

ż b

a
fpxqdx`

ż c

b
fpxqdx. (21.472)
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‚
a

‚
b

‚
c

Figure 21.16 – Illustration pour les relations de Chasles.

Sur la figure 21.16, la surface de a à c est évidemment égale à la somme des surfaces de a à b
et de b à c.

Corollaire 21.128.
ż b

a
fpxqdx “ ´

ż a

b
fpxqdx. (21.473)

Proposition 21.129 (Linéarité de l’intégrale).
Si f et g sont deux fonctions continues sur I Ă R, a, b P I et λ P R nous avons

ż b

a

`
fpxq ` gpxq˘dx “

ż b

a
fpxqdx`

ż b

a
gpxqdx, (21.474)

et ż b

a
λfpxqdx “ λ

ż b

a
fpxqdx. (21.475)

Proposition 21.130 (L’intégrale est monotone).
Soient a, b P I avec a ă b. Si f ě g sur ra, bs alors

ż b

a
fpxqdx ě

ż b

a
gpxqdx. (21.476)

Corollaire 21.131 (Positivité).
Si a ă b et f ě 0 sur ra, bs alors ż b

a
fpxqdx ě 0. (21.477)

Ce résultat n’est qu’une application de la proposition 21.130 car il consiste à prendre comme
fonction g la fonction nulle.

21.24 Techniques d’intégration
Par le théorème 15.233, la calcul d’une intégrale consiste essentiellement à trouver une primitive

de la fonction à intégrer. Il est donc indispensable de bien connaitre les dérivées des fonctions
usuelles.

Voici un tableau des primitives à connaitre.
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Fonction Primitive Ensemble de définition Remarques
fpxq ş

fpxq dx de f
xα xα`1

α`1 ` C dépend de α α P Rzt´1u
1
x ln

`|x|˘` C x ‰ 0
1

1`x2 arctanpxq ` C R
1?

1´x2 arcsinpxq ` C s´1, 1r
´1?
1´x2 arccospxq ` C s´1, 1r
ex ex ` C R

sinpxq ´ cospxq ` C R

cospxq sinpxq ` C R

1` tan2pxq tanpxq ` C in intervalle de la forme s´π
2 ,

π
2 r ` kπ

Notez que au signe près, les fonctions arcsin et arccos ont la même dérivée.
Si la fonction à intégrer est une combinaison linéaire de fonctions usuelles alors sa primitive peut

être calculée en utilisant la proposition 21.129. Dans les sections suivantes on abordera deux autres
cas où la fonction à intégrer peut s’écrire en termes de fonctions dont on connaît une primitive.

21.24.1 Intégration par parties

Proposition 21.132.
Si u et v sont deux fonctions dérivables de dérivées continues sur l’intervalle ra, bs alors

ż b

a
upxqv1pxqdx “ “

upxqvpxq‰b
a
´
ż b

a
u1pxqvpxqdx. (21.478)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser à l’envers la formule de dérivation d’un produit :

uv1 “ puvq1 ´ u1v. (21.479)

Les fonctions à gauche et à droite étant égales, elles ont même intégrale sur ra, bs et par linéarité,
voir proposition 21.129, on a :

ż b

a
upxqv1pxqdx “

ż b

a
puvq1pxq ´

ż b

a
u1pxqvpxqdx. (21.480)

La fonction uv est évidemment une primitive de puvq1, de telle sorte que l’on puisse un peu simplifier
cette expression : ż b

a
upxqv1pxqdx “

”
upxqvpxq

ıb
a
´
ż b

a
u1pxqvpxqdx, (21.481)

ce qu’il fallait démontrer.

Exemple 21.133
Un cas typique d’utilisation de l’intégrale par parties est le suivant. Soit à calculer

ż π

0
x cospxqdx. (21.482)

Nous devons écrire x cospxq comme un produit upxqv1pxq. Il y a (au moins) deux moyens de le
faire :

"
u “ x (21.483a)
v1 “ cospxq. (21.483b)

ou
"
u “ cospxq (21.484a)
v1 “ x. (21.484b)
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Nous allons choisir le premier 21. Nous avons donc

u “ x, v1 “ cospxq
u1 “ 1 v “ sinpxq. (21.485)

En utilisant la formule d’intégration par parties,
ż π

0
x cospxqdx “

”
x sinpxq

ıπ
0
´
ż π

0
1ˆ sinpxqdx “ π sinpπq ´

”
´ cospxq

ıπ
0
“ ´2. (21.486)

4

Le plus souvent, pour alléger les notations, il est plus pratique d’utiliser l’intégration par parties
pour déterminer une primitive. Nous utilisons pour cela la formule (sans doute plus simple à retenir)

ż
uv1 “ uv ´

ż
u1v. (21.487)

Exemple 21.134
Nous reprenons l’exemple 21.133 en déterminant cette fois une primitive de x cospxq :

ż
x cospxqdx “ x sinpxq ´

ż
sinpxqdx “ x sinpxq ` cospxq ` C, C P R. (21.488)

Nous retrouvons le résultat numérique de l’exemple précédent en ajoutant les extrêmes d’intégra-
tion ż π

0
x cospxqdx “ “

x sinpxq ` cospxq‰π0 “ ´2. (21.489)

4

Remarque 21.135.
Lorsqu’on calcule des intégrales, il est bon de passer par la primitive (c’est-à-dire en suivant
l’exemple 21.134 et non 21.133) parce qu’il est alors facile de vérifier le résultat en calculant la
dérivée de la primitive trouvée.

Par exemple pour vérifier si (21.488) est correct, il suffit de dériver x sinpxq ` cospxq :
`
x sinpxq ` cospxq˘1 “ sinpxq ` x cospxq ´ sinpxq “ x cospxq. (21.490)

La fonction x sinpxq ` cospxq est donc bien une primitive de x cospxq.

Exemple 21.136(Primitive du logarithme)
La primitive de la fonction logarithme définie en 16.58 nous offre un bon moment d’intégration
par partie.

Trouver la primitive de la fonction x ÞÑ lnpxq. Pour calculer
ż

lnpxqdx (21.491)

nous écrivons lnpxq “ 1ˆ lnpxq et nous posons u1 “ 1 et v “ lnpxq, c’est-à-dire
u1 “ 1 v “ lnpxq
u “ x v1 “ 1

x
.

(21.492)

La formule d’intégration par parties (21.478) donne donc
ż

lnpxq “ x lnpxq ´
ż
xˆ 1

x
“ x lnpxq ´

ż
1 “ x lnpxq ´ x` C, C P R. (21.493)

21. Mais nous conseillons vivement au lecteur d’essayer le deuxième pour se rendre compte qu’il ne fonctionne pas.
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Il est facile de vérifier par un petit calcul que
`
x lnpxq ´ x˘1 “ lnpxq. (21.494)

4

21.24.2 Changement de variables – pour trouver des primitives

De la même manière que l’utilisation « à l’envers » de la formule de dérivation du produit avait
donné la méthode d’intégration par parties, nous allons voir que que l’utilisation « à l’envers »
de la formule de dérivation d’une fonction composée donne lieu à la méthode d’intégration par
changement de variables.

Proposition 21.137.
Soient I et J des intervalles de R, u : I Ñ J une fonction qui est dérivable de dérivée continue et
f : J Ñ R une fonction admettant une primitive F . Alors la fonction

x ÞÑ F
`
upxq˘ (21.495)

est une primitive de
f
`
upxq˘u1pxq. (21.496)

Démonstration. Cela est une utilisation immédiate de la formule de dérivée des fonctions compo-
sées.

Exemple 21.138
Soit à calculer ż

x
a

1´ x2dx. (21.497)

La fonction gpxq “ x
?

1´ x2 est le produit de x et de
?

1´ x2. On remarque que la dérivée de
1 ´ x2 est ´2x : nous avons alors, à un facteur ´2 près, une expression de la forme (21.496) où
la racine carrée joue le rôle de f , fptq “ ?t, et 1 ´ x2 le rôle de u. Une primitive de la fonction
fptq “ ?t est F ptq “ 2t3{2{3.

Donc la fonction 2upxq3{2
3 “ 2

3p1 ´ x2q3{2 est primitive de ´2x
?

1´ x2 “ ´2gpxq. Autrement
dit, ż

´2x
a

1´ x2 dx “ 2p1´ x2q3{2
3 ` C, (21.498)

et en divisant par ´2 nous trouvons la primitive demandée :
ż
x
a

1´ x2 dx “ ´p1´ x
2q3{2

3 ` C. (21.499)

4

L’exemple suivant donne une façon plus économe de retenir la méthode du changement de
variables.

Exemple 21.139
Soit à calculer ż

cospxqesinpxqdx. (21.500)

Vu qu’il y a beaucoup de fonctions trigonométriques dans la fonction à intégrer, nous allons poser
upxq “ sinpxq, et remplacer élément par élément tout ce qui contient du « x » dans l’intégrale
demandée par la quantité correspondante en termes de u.
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La difficulté est de savoir ce que nous allons faire du « dx » dans l’intégrale. Ce dx marque
une variation (infinitésimale) de x. La formule des accroissements finis dit que si x augmente de la
valeur dx, alors upxq augmente de u1pxqdx, c’est-à-dire que

du “ cospxqdx. (21.501)

Nous avons donc les substitutions suivantes à faire :

sinpxq “ u (21.502a)
du “ cospxqdx (21.502b)

dx “ du

cospxq . (21.502c)

La chose « magique » est que le cospxq se trouvant dans la fonction se simplifie avec le cosinus qui
arrive lorsqu’on remplace dx par du

cospxq . Les substitutions faites nous restons avec
ż

cospxqesinpxqdx “
ż
eudu “ eu ` C, où u “ sinpxq. (21.503)

Attention : la réponse doit être impérativement donnée en termes de x et non de u. Nous écrivons
donc ż

cospxqesinpxq “ esinpxq ` C. (21.504)

4

21.24.3 Changement de variables – pour calculer des intégrales

Le théorème 15.233 fixe la relation entre la recherche des primitives de f et la calcul de l’intégrale
de f sur l’intervalle d’extrêmes a et b. On a vu dans la section précédente comment utiliser le
changement de variable pour trouver une primitive de f . Il faut maintenant comprendre comment
appliquer ce qu’on a vu dans le calcul d’une intégrale.

En effet nous avons le choix entre
— trouver une primitive de f comme dans la section précédente et appliquer ensuite la formule

du corollaire 15.233 ;
— écrire une intégrale pour la nouvelle variable u “ upxq sur l’intervalle entre upaq et upbq.
Nous allons voir ce deux méthodes dans des exemples.

Exemple 21.140
Soit à calculer ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx. (21.505)

Les primitives
ş
x
?

1´ x2dx ont été trouvé dans l’exemple 21.139. Une primitive est

F pxq “
ż
x
a

1´ x2dx “ ´p1´ x
2q3{2

3 . (21.506)

Nous pouvons maintenant calculer l’intégrale de x
?

1´ x2 sur l’intervalle r1{3, 1{2s par la définition
ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx “ F

ˆ
1
2

˙
´ F

ˆ
1
3

˙
“ ´

?
3

8 ` 16
?

2
81 . (21.507)

4
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Remarque 21.141.
Pour que le calcul d’intégrale donne quelque chose de sensé il faut absolument que la primitive
soit écrite en tant que fonction de x et non comme fonction de u. La méthode que nous allons voir
dans l’exemple suivant réduit grandement la probabilité d’oublier ce détail, d’où le fait qu’elle soit
de loin la plus utilisée.

Exemple 21.142
Calculons à nouveau ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx. (21.508)

Cette fois nous allons toucher à l’intervalle d’intégration en même temps que faire le changement
de variables. Nous savons déjà les substitutions

$
’’&
’’%

u “ 1´ x2 (21.509a)
du “ ´2xdx (21.509b)

dx “ du

´2x. (21.509c)

En ce qui concerne les extrêmes d’intégration, si x “ 1{3 alors u “ 1 ´ 1
9 “ 8

9 et si x “ 1
2 alors

u “ 3
4 . Nous avons donc encore les substitutions suivantes :

"
x “ 1{3 Ñ u “ 8{9 (21.510a)
x “ 1{2 Ñ u “ 3{4 (21.510b)

Le calcul est alors
ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx “ ´1
2

ż 3{4

8{9
?
udu “ ´1

2

«
u3{2

3{2

ff3{4

8{9
“ ´

?
3

8 ` 16
?

2
81 . (21.511)

Attention : la dernière égalité n’est pas immédiate ; elle demande quelques calculs et une bonne
utilisation des règles de puissances. 4

La deuxième méthode est plus utilisée et, avec un peu d’exercice, plus rapide à mettre en place
que la première.

Jusqu’à présent nous avons utilisé des changements de variables dans lesquels nous exprimions u
en termes de x. Comme le montre l’exemple suivant, il est parfois fructueux d’utiliser le changement
de variable dans le sens inverse : avec x exprimé en termes d’un paramètre.

Exemple 21.143
À calculer : ż ?3{2

1{2

a
1´ x2dx. (21.512)

Nous posons x “ sinpθq parce que nous savons que 1 ´ sin2pθq “ cos2pθq ; nous espérons que le
changement de variables simplifie l’expression 22. Les substitutions à faire dans l’intégrale sont :

"
x “ sinpθq (21.513a)
dx “ cospθqdθ, (21.513b)

et en ce qui concerne les bornes, si x “ 1{2 alors sinpθq “ 1
2 , c’est-à-dire θ “ π

6 . Si x “
?

3{2 alors
θ “ π

3 . Donc
ż ?3{2

1{2

a
1´ x2dx “

ż π{3

π{6

b
1´ sin2pθq cospθqdt. (21.514)

22. Lorsqu’on fait un changement de variables, il s’agit toujours d’espérer que l’expression se simplifie. Il n’y a pas
moyen de savoir a priori si tel changement de variable va être utile. Il faut essayer.
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Nous avons 1´ sin2pθq “ cos2pθq et vu que θ P rπ6 , π3 s nous avons toujours cospθq ą 0, ce qui donnea
cos2pθq “ cospθq. Nous devons donc calculer

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ. (21.515)

Pour celle-là, il faut utiliser une formule de trigonométrie 23 :

cos2pθq “ 1` cosp2θq
2 . (21.516)

Donc ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

ż π{3

π{6
1` cosp2θq

2 dθ “
„
θ

2

π{3

π{6
`
ż π{3

π{6
cosp2θq

2 dθ, (21.517)

Pour calculer proprement la dernière intégrale nous effectuons un autre changement de variable
(facile) en posant t “ 2θ, dt “ 2dθ, tpπ{6q “ π{3 et tpπ{3q “ 2π{3, nous avons alors

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

„
θ

2

π{3

π{6
`
ż 2π{3

π{3
cosptq

4 dt “
„
θ

2

π{3

π{6
“ π

6 ´
π

12 “
π

12 , (21.518)

parce que sin
`2π

3
˘ “ sin

`
π
3
˘
. Au final,

ż ?3{2

1{2

a
1´ x2dx “ π

12 . (21.519)

4

21.24.4 Intégrations des fractions rationnelles réduites

Définition 21.144.
Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes à coefficients réels ou complexes.

Par exemple
x5 ` 7x4 ´ x3

2 ` x
x2 ´ 1 (21.520)

est une fraction rationnelle.
Il sera expliqué dans le cours d’algèbre que toute fraction rationnelle peut être écrite sous

forme d’une somme d’éléments simples, c’est-à-dire de fractions rationnelles d’un des deux types
suivants :

α

px´ aqm , α, a P R,m P N (21.521a)

αx` β
px2 ` ax` bqm ; α, β, a, b P R,m P N, a2 ´ 4b ă 0. (21.521b)

Nous allons nous contenter de donner un exemple de chaque type.

(1) En ce qui concerne le cas (21.521a) avec m “ 1, nous avons par exemple
ż 1
x´ 3dx “ ln

`|x´ 3|˘` C. (21.522)

Si vous voulez en être tout à fait sûr, effectuez d’abord le changement de variables u “ x´ 3
qui donne dx “ du.

23. En fait, il y a moyen de terminer le calcul en intégrant deux fois par parties, mais c’est plus compliqué.
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(2) En ce qui concerne le cas (21.521a) avec m ‰ 1, nous avons par exemple
ż 1
px´ 1q4dx “ ´

1
3px´ 1q3 ` C. (21.523)

Encore une fois, pour s’en convaincre, utiliser le changement de variables u “ x´1, dx “ du :
ż 1
px´ 1q4dx “

ż 1
u4du “

ż
u´4du “ ´u

´3

3 ` C “ ´1
3

1
px´ 1q3 ` C. (21.524)

(3) En ce qui concerne le cas (21.521b) avec α ‰ 0, nous avons par exemple
ż

x

x2 ` 4dx “
1
2 lnpx2 ` 4q ` C. (21.525)

Pour ce faire, il faut faire le changement de variables u “ x2 ` 4, du “ 2xdx, dx “ du
2x qui

donne ż
x

x2 ` 4dx “
1
2

ż
du

u
“ 1

2 lnp|u|q ` C “ 1
2 lnp|x2 ` 4|q ` C. (21.526)

Dans ce cas nous pouvons oublier d’écrire la valeur absolue dans le logarithme parce que de
toutes façons, x2 ` 4 est toujours positif.

(4) En ce qui concerne le cas (21.521b) avec α “ 0, nous avons par exemple
ż

dx

x2 ` 4 “
1
4

ż
dx

px2 q2 ` 1 “
1
2 arctanpx2 q ` C. (21.527)

où nous avons utilisé la primitive
ş

dx
x2`1dx “ arctanpxq du tableau de la page 1414. Pour vous

en convaincre vous pouvez faire la dernière étape avec le changement de variables u “ x{2,
dx “ 2du.

21.24.5 Quelques formules à connaitre

À retenir 21.145
ż
pαfpxq ` βgpxqq dx “ α

ż
fpxq dx` β

ż
gpxq dx. (21.528a)

ż
fpxqg1pxq dx “ fpxqgpxq ´

ż
f 1pxqgpxq dx. (21.528b)

ż
f 1pupxqqu1pxq dx “

ż
fptq dt, avec t “ upxq. (21.528c)

ż
f 1pxq
fpxq dx “ log |fpxq| ` C, c’est un cas particulier de la formule précédente. (21.528d)

21.24.6 Approximation de lnp2q

Théorème 21.146.
Soit une fonction f : ra, bs Ñ R de classe Cn`1. Alors pour tout N ď n nous avons

fpbq “ fpaq `
Nÿ

k“1

f pkqpaq
k! pb´ aqk ` 1

N !

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (21.529)
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Démonstration. Notons que dans l’énoncé, n est fixé ; nous faisons une récurrence sur N . Ça ne
change pas grand chose, mais il faut être conscient de ce qui est exactement dans l’hypothèse du
théorème et ce qui est dans l’hypothèse de récurrence.

Bref, n est fixé, la fonction f est de classe Cn`1 et nous vérifions d’abord la formule avec N “ 1.
À droite dans (21.529) nous avons

fpaq ` f 1paqpb´ aq
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt. (21.530)

Nous évaluons l’intégrale à part en faisant une intégration par parties 24. Il s’agit de poser

u “ b´ t (21.531a)
v1 “ f2, (21.531b)

de déduire

u1 “ ´1 (21.532a)
v “ f 1 (21.532b)

et d’écrire
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt “ “pb´ tqf 1ptq‰b

a
´
ż b

a
p´qf 1ptqdt (21.533a)

“ ´pb´ aqf 1paq `
ż b

a
f 1ptqdt (21.533b)

“ ´pb´ aqf 1paq ` fpbq ´ fpaq. (21.533c)

Dans le calcul nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral 15.233. En remettant
ça dans (21.530) nous trouvons fpbq comme il se doit.

En ce qui concerne la récurrence, nous devons calculer

fpaq `
N`1ÿ

k“1

f pkqpaq

k! pb´ aqk ` 1
pN ` 1q!

ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt. (21.534)

Ici encore, il s’agit de faire une intégration par partie, et sortir de la somme le terme k “ N ` 1.
L’intégration par partie donne

ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt “ ´pb´ aqN`1f pN`1qpaq ` pN ` 1q

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (21.535)

En remettant tout ensemble, il y a encore deux termes qui se simplifient, et des termes qui se
remettent pour former la formule de récurrence. Bref, on obtient que (21.534) se réduit bien à
fpbq.

Cette formule avec reste intégral sert par exemple à prouver un encadrement pour lnp2q, voir
la proposition 21.147.

Proposition 21.147 (Approximation de lnp2q[358]).
Pour tout n nous avons ˇ̌

ˇ̌
ˇlnp2q ´

nÿ

k“1

p´1qk`1

k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

1
n` 1 . (21.536)

24. Proposition 21.132.
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Démonstration. Nous écrivons la formule de Taylor avec reste intégral du théorème 21.146 pour la
fonction f “ ln et pour a “ 1 et b “ x. Cela donne :

lnpxq “ lnp1q `
Nÿ

k“1

lnpkqp1q
k! px´ 1qk ` 1

N !px´ tq
N lnpN`1qptqdt. (21.537)

Sachant que la dérivée du logarithme 25 est 1{x et faisant une petite récurrence, pour k ě 1 nous
avons

lnpkqpxq “ p´1qk`1pk ´ 1q!
xk

. (21.538)

En remplaçant,

lnpxq “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
px´ 1qk `

ż x

1

p´1qN px´ tqN
tN`1 dt. (21.539)

C’est le moment de poser x “ 2 et de faire les simplifications qui s’imposent,

lnp2q “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
`
ż 2

1

p´1qN p2´ tqN
tN`1 dt. (21.540)

Nous déplaçons la somme à gauche, et nous prenons la valeur absolue des deux côtés :

| lnp2q ´
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
| “ |

ż 2

1

p´1qN p2´ tqN
tN`1 dt| (21.541a)

ď
ż 2

1

ż 2

1

p2´ tqN
tN`1 dt (21.541b)

ď
ż 2

1
p2´ tqN . (21.541c)

Justifications :
— Pour 21.541b. Majoration en rentrant la valeur absolue dans l’intégrale, suppression de
p´1qN , et le fait que pour t P r1, 2s, 2´ t ě 0.

— Pour 21.541c. Majoration en supprimant purement et simplement le dénominateur tN`1 ě 1.
Ais-je vraiment besoin de vous dire que la dernière intégrale se calcule en posant le changement
de variables 26 u “ 2´ t ? Le résultat est que

ż 2

1
p2´ tqNdt “ 1

N ` 1 . (21.542)

Exemple 21.148([1])
La convergence de l’encadrement (21.147) n’est pas terrible. Pour avoir une erreur de 1

10 , il faut

1
10 “

1
n` 1 , (21.543)

ce qui demande n “ 9. Ça reste jouable, même pour les jeunes d’aujourd’hui. Écrivons 9 termes :

| lnp2q ´ 1` 1
2 ´

1
3 `

1
4 ´

1
5 `

1
6 ´

1
7 `

1
8 ´

1
9 | ď

1
10 . (21.544)

En calculant 27,
| lnp2q ´ 1879

2520 | ď
1
10 . (21.545)

25. Voir la proposition 16.64.
26. Proposition 21.137.
27. Moi j’ai utilisé Sage, mais si tu es au tableau, débrouilles-toi.
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Voici donc un bel encadrement
1879
2520 ´

1
10 ď lnp2q ď 1879

2520 `
1
10 . (21.546)

Pour avoir quelque chose avec des virgules, d’abord un peu de calcul mental donne

1879
2520 » 0.745634920634921. (21.547)

Donc en majorant et minorant, disons, la troisième décimale 28, on n’est pas moins précis que le
1
10 . On a

0.744´ 1
10 ď lnp2q ď 0.746` 1

10 . (21.548)

Bref, on retient l’approximation
0.644 ď lnp2q ď 0.846. (21.549)

Pour la quantité de travail, avouez que ce n’est pas terrible comme résultat. Eh oui ; le calcul
numérique c’est tout un métier ; il existe des méthodes nettement plus efficaces que ce que nous
venons de faire. 4

Proposition 21.149 (Formule de Taylor avec reste intégral[359, 223]).
Soient X et Y des espaces normés et un ouvert O Ă X. Si f P CmpO, Y q et si rp, xs Ă O alors

fpxq “ fppq `
m´1ÿ

k“1

1
k!pd

kfqppx´ pqk

` 1
pm´ 1q!

ż 1

0
p1´ tqm´1pdmfqp`tpx´pqpx´ pqm dt

(21.550)

où ωpuk signifie ωppu, . . . , uq lorsque ω P Ωk.

Notez que l’intégrale n’est pas une intégrale faisant intervenir les espaces X ou Y . Elle est une
simple intégrale d’une fonction RÑ R, comme définie par la mesure de Lebesgue de la définition
15.127.

Comme expliqué dans l’exemple 13.270, toute ces applications de différentielles se réduisent à
des termes de la forme

f pkqppqpx´ pqk (21.551)

dans le cas d’une fonction RÑ R.

21.24.7 Lemme de Morse

Lemme 21.150 (Lemme de Morse).
Soit f P C3pU ,Rq où U est un ouvert de Rn contenant 0. Nous supposons que df0 “ 0 et que d2f0
est non dégénérée 29 et de signature pp, n´ pq. Alors il existe un C1-difféomorphisme ϕ entre deux
voisinages de 0 dans Rn tel que
(1) ϕp0q “ 0,
(2) si ϕpxq “ u alors

fpxq ´ fp0q “ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (21.552)

Une autre façon de dire est qu’il existe un C1-difféomorphisme local ψ tel que

pf ˝ ψqpxq ´ fp0q “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n. (21.553)

28. Notez ici que nous utilisons le fait que la division euclidienne, elle, donne un encadrement pour les fractions.
Pensez-y.
29. En tant qu’application bilinéaire.
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Démonstration. Nous allons noter Hf la matrice hessienne de f , c’est-à-dire Hfa “ d2fa P
Lp2qpRn,Rq. Écrivons la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 21.149 avec p “ 0
et m “ 2) :

fpxq ´ fp0q “ df0pxqloomoon
“0

`
ż 1

0
p1´ tq d2ftxpx, xqlooooomooooon

xtpHfqtxx“xHftxx,xy
dt “ xtQpxqx (21.554)

avec

Qpxq “
ż 1

0
p1´ tqpHfqtxdt (21.555)

qui est une intégrale dans Lp2qpRn,Rq. Nous prouvons à présent que Q est de classe C1 en utilisant
le résultat de différentiabilité sous l’intégrale 18.26. Pour cela nous passons aux composantes (de
la matrice) et nous considérons

hkl : U ˆ r0, 1s Ñ R

hklpx, tq “ p1´ tq B2f

BxkBxl ptxq.
(21.556)

Étant donné que f est de classe C3, la dérivée de hkl par rapport à xi ne pose pas de problèmes :

Bhkl
Bxi “ tpt´ 1q B3f

BxiBxkBxl ptxq, (21.557)

qui est encore continue à la fois en t et en x. La proposition 18.26 nous montre à présent que

Qklpxq “
ż 1

0
p1´ tqhklptxqdt (21.558)

est une fonction C1. Étant donné que les composantes de Q sont C1, la fonction Q est également
C1.

Nous avons Qp0q “ 1
2pHfq0 P Sn XGLpn,Rq, d’abord parce que f est C2 (et donc la matrice

hessienne est symétrique), ensuite par hypothèse d2f0 est non dégénérée.
À partir de là, le lemme 18.113 donne un voisinage V de Qp0q dans Sn et une application φ de

classe C1

φ : V Ñ GLpn,Rq (21.559)

telle que pour tout A P V ,
φpAqtQp0qφpAq “ A. (21.560)

Si on pose M “ φ˝Q, et si x est dans un voisinage de zéro, Q étant continue nous avons Qpxq P V
et donc

Qpxq “MpxqtQp0qMpxq. (21.561)

Notons que l’application M : RÑ GLpn,Rq est de classe C1 parce que Q et φ le sont.
Nous avons

fpxq ´ fp0q “ xtQpxqx “ xtMpxqtQp0qMpxqx “ ypxqtQp0qypxq (21.562)

où ypxq “ Mpxqx “ pφ ˝ Qqpxqx est encore une fonction de classe C1 parce que la multiplication
est une application C8.

D’un autre côté le théorème de Sylvester 4.110 nous donne une matrice inversible P telle que

Qp0q “ P t
ˆ
1p

´1n´p
˙
P. (21.563)
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Et nous posons enfin u “ ϕpxq “ Pypxq qui est toujours de classe C1 et qui donne

fpxq ´ fp0q “ ytQp0qy (21.564a)

“ ytP t
ˆ
1

´1
˙
Py (21.564b)

“ ut
ˆ
1

´1
˙
u (21.564c)

“ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (21.564d)

Nous devons maintenant montrer que, quitte à réduire son domaine à un ouvert plus petit, ϕ
est un C1-difféomorphisme. Dans la chaine qui donne ϕ, seule l’application

g : U Ă Rn Ñ Rn

x ÞÑMpxqx (21.565)

est sujette à caution. Nous allons appliquer le théorème d’inversion locale. Nous savons que g est
de classe C1 et donc différentiable ; calculons la différentielle en utilisant la formule (13.482) :

dg0pxq “ d

dt

”
gptxq

ı
t“0

“ d

dt

”
tMptxqx

ı
t“0

“Mp0qx. (21.566)

Note que nous avons utilisé la règle de Leibnitz pour la dérivée d’un produit, mais le second terme
s’est annulé. Donc dg0 “Mp0q P GLpn,Rq et g est localement un C1-difféomorphisme.

Il suffit de restreindre ϕ au domaine sur lequel g est un C1-difféomorphisme pour que ϕ devienne
lui-même un C1-difféomorphisme.

Définition 21.151.
Un point a est un point critique de la fonction différentiable f si dfa “ 0.

Corollaire 21.152 ([360]).
Les points critiques non dégénérés d’une fonction C3 sont isolés.

Démonstration. Soit a un point critique non dégénéré. Par le lemme de Morse 21.150, il existe un
C1-difféomorphisme ψ et un entier p tel que

pf ˝ ψqpxq “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n ` fpaq (21.567)

sur un voisinage U de a. Vue la formule générale dfxpuq “ ∇fpxq·u, si x est un point critique de
f , alors ∇fpxq “ 0. Dans notre cas, les points critiques de f ˝ ψ dans U doivent vérifier xi “ 0
pour tout i, et donc x “ a.

Nous devons nous assurer que la fonction f elle-même n’a pas de points critiques dans U . Pour
cela nous utilisons la formule générale de dérivation de fonction composée :

∇pf ˝ ψqpxq “
ÿ

k

Bf
Byk

`
gpxq˘∇gkpxq. (21.568)

Si ψpxq est une point critique de f , alors le membre de droite est le vecteur nul parce que tous
les Bkf

`
ψpxq˘ sont nuls. Par conséquent le membre de gauche est également nul, et x est un point

critique de f ˝ ψ. Or nous venons de voir que f ˝ ψ n’a pas de points critiques dans U .
Donc f n’a pas de points critiques dans un voisinage d’un point critique non dégénéré.

21.25 Constructions plus naïves de l’intégrale dans le cas réel
Les sections 15.2 et 15.8 ont donné une construction très complète de la mesure de Lebesgue,

et nous avons définit la théorie de l’intégration sur un espace mesuré quelconque dans la défini-
tion 15.151.

Dans cette section nous allons donner différentes choses plus rapides qui servent souvent de
définition dans les cours moins avancés.
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21.25.1 Mesure de Lebesgue, version rapide

Nous construisons à présent la mesure de Lebesgue sur Rn. Un pavé dans Rn est un ensemble
de la forme

B “
nź

i“1
rai, bis; (21.569)

le volume d’un tel pavé est défini par VolpBq “ś
ipbi ´ aiq. Soit maintenant A Ă Rn. La mesure

externe de A est le nombre

m˚pAq “ inft
ÿ

BPF
VolpBq où F est un ensemble dénombrable de pavés dont l’union recouvre A.u

(21.570)

Définition 21.153.
Nous disons que A est mesurable au sens de Lebesgue si pour tout ensemble S Ă Rn nous avons
l’égalité

m˚pSq “ m˚pAX Sq `m˚pSzAq. (21.571)

Dans ce cas nous disons que la mesure de Lebesgue de A est mpAq “ m˚pAq.
Proposition 21.154.
Deux fonctions continues égales presque partout pour la mesure de Lebesgue 30 sont égales.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions continues telles que fpxq “ gpxq pour presque tout
x P D. La fonction h “ f ´ g est alors presque partout nulle et nous devons prouver qu’elle est
nulle sur tout D. La fonction h est continue ; si hpaq ‰ 0 pour un certain a P D alors h est non
nulle sur un ouvert autour de a par continuité et donc est non nulle sur un ensemble de mesure
non nulle.

21.25.2 Pavés et subdivisions

Définition 21.155.
Nous appelons pavé de Rp toute partie de Rp obtenue comme produit de p intervalles de R. Plus
explicitement, une partie R est un pavé de Rp s’il s’écrit sous la forme

R “  px1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
xi P Ii, i “ 1, . . . , p

(
,

où Ii est un intervalle de R pour tout i “ 1, . . . , p.

On appelle pavé fermé de Rp le produit de p intervalles fermés

R “
pź

i“1
rai, bis.

On définit de même le pavé ouvert

S “
pź

i“1
sai, bir.

Un pavé R “ śp
i“1 Ii est dit borné si tous les intervalles Ii sont bornés dans R. Les pavés non

bornés sont des produits d’intervalles où un (ou plusieurs) des intervalles n’est pas borné. Par
exemple,

N “s ´8, 5s ˆ r0, 13s.
L’espace Rp, lui-même, est un pavé de Rp.

30. Définition 21.153.
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Définition 21.156.
Une partie A de Rp est dite pavable s’il existe une famille finie de pavés bornés Rj, j “ 1, . . . , n,
et deux à deux disjoints tels que

A “
nď

j“1
Rj .

Un exemple d’ensemble pavable dans R2 est donné à la figure 21.17. Il existe beaucoup d’en-
sembles dans R2 qui ne sont pas pavables, par exemple les ellipses.

2 4 6 8

2

4

6

8

Figure 21.17 – Un ensemble pavable.

Le complémentaire d’un pavé est un ensemble pavable et, en particulier, tout complémentaire
d’un pavé borné est une réunion de pavés non bornés. Toute union finie et toute intersection
d’ensemble pavables est pavable.

Définition 21.157.
Soit R un pavé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser R “ śp

i“1rai, bis. On appelle
longueur de l’i-ème arrête de R le nombre bi ´ ai. La mesure p-dimensionnelle de R, mpRq,
est le produit des longueurs

mpRq “
pź

i“1
pbi ´ aiq.

Exemple 21.158
Dans R3, l’ensemble R “ r´1, 1s ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé fermé de mesure

mpRq “ p1` 1q· p4´ 3q· p2´ 0q “ 4.

Il s’agit du volume usuel du parallélépipède rectangle. 4

Exemple 21.159
L’ensemble R “ s´1, 1r ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé de R3. Il n’est ni fermé ni ouvert, sa mesure
est encore 4. 4

Si R est un pavé non borné on peut encore définir sa mesure. La notion de mesure se généralise
en deux étapes. D’abord on dit que la longueur d’une arête non bornée est 8. Ensuite, on adopte
la convention 0 ·8 “ 0. Il faut remarquer que avec cette généralisation tout point et toute droite
dans R2 ont mesure nulle.

Afin de définir les intégrales, nous allons intensivement faire appel à la notion de subdivision
d’intervalles, voir définition 22.3 et la discussion qui suit.

Lorsqu’on considère un pavé borné R “śp
i“1 Ii de Rp, on note Si l’ensemble des subdivisions

de l’intervalle Ii. La notion de subdivision de généralise au cas des pavés.

Définition 21.160.
Soir R un pavé fermé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser à R “ śp

i“1rai, bis. On
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appelle subdivision finie de R les éléments de l’ensemble S “śp
i“1 Si,

S “
!
pY1, . . . , Ypq

ˇ̌
Yi “ pyi,jqnij“1 P Si, i “ 1, . . . , p

)
.

On peut définir de même l’ensemble des subdivisions d’un pavé non borné.

Souvent, une subdivision d’un pavé R “śp
i“1 Ii sera noté σ “ pyi,jqnij“1. Dans cette notation,

on sous-entend que pour chaque i fixé, les nombres yi,j (il y en a ni) forment une subdivision de
l’intervalle Ii. Afin de vous familiariser avec ces notations, repérez bien tous les éléments de la
figure 21.18.

‚
a1 “ y10

‚
y11

‚
y12

‚
y13

‚
y14

‚
b1 “ y15

‚a2 “ y20

‚y21

‚y22

‚b2 “ y23

Figure 21.18 – Une cellule d’une subdivision d’un pavé de R2. La cellule grisée est Rp4,2q.

Définition 21.161.
Si σ est une subdivision d’un pavé R, un raffinement de σ est une subdivision de R obtenue en
fixant plus de points dans chaque intervalle.

La subdivision σ de R détermine n1n2 . . . np pavés fermés de la forme

Rpk1,...,kpq “ tpx1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
yi,ki´1 ď xi ď yi,kiu,

où ki est dans t1, . . . , niu et i dans t1, . . . , pu. On les appelles cellules de σ. On remarque que les
cellules de σ sont toujours deux à deux disjointes (sauf au plus sur leurs bords).

Lemme 21.162.
Soit R un pavé borné de Rp et soit σ “ pyi,jqnij“1 une subdivision de R. On a

mpRq “
ÿ

pk1,...,kpqPK
mpRpk1,...,kpqq,

où K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . .ˆ t1, . . . , npu.
Le lemme 21.162 suggère de définir la mesure d’un ensemble borné pavable P “ Ťn

j“1Rj comme
la somme des mesures des pavés disjoints Rj , j “ 1, . . . , n.

Définition 21.163.
Une application f : Rp Ñ R est dite application en escalier sur Rm si
— f est une application bornée,
— il existe une subdivision σ de Rp telle que la restriction de f est une application constante

sur toute cellule Rk de σ
f|Rk “ Ck, Ck P R,

Une telle subdivision σ est dite associée à f .
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Exemple 21.164
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
"

1 si px, yq P r0, 3s ˆ r´1, 2s,
2 sinon. (21.572)

est une application en escalier. Exercice : donner une subdivision de R2 associée à cette fonction.
4

Exemple 21.165
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
" 1

m2`n2 , si px, yq P rm,m` 1s ˆ rn, n` 1s, m, n P N0,

0, sinon (21.573)

est une application en escalier. Observez que, dans ce cas, il n’existe pas une subdivision finie de
R2 associée à f . 4

Remarque 21.166.
Si la subdivision σ est associée à f alors tout raffinement de σ (c’est-à-dire, toute subdivision
obtenue en fixant plus de points dans chaque intervalle) a la même propriété.

Si f et g sont deux applications en escalier sur R et σf et σg sont des subdivisions de R
associées respectivement à f et g, alors on peut construire une troisième subdivision de R qui est
associée à f et à g en même temps. Soient σf “ pY1, . . . , Ypq et σg “ pZ1, . . . , Zpq, où Yi “ pyi,jqmij“1
et Zi “ pzi,jqnij“1 sont des subdivisions de l’intervalle rai, bis, pour i “ 1, . . . , p. La subdivision de
rai, bis obtenue par l’union de Yi et Zi est encore une subdivision finie, qu’on appellera Ȳi. La
subdivision σ̄ “ pȲ1, . . . , Ȳpq de R est un raffinement de σf et de σg, donc elle est associée à la fois
à f et à g.

Cela nous permet de prouver que si f et g sont des applications en escalier, alors f ` g, fg,
mintf, gu, maxtf, gu et |f | sont des applications en escalier.

21.25.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 21.167.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le support de f est la fermeture de l’ensemble des points x
tels que fpxq ‰ 0.

Définition 21.168.
Une application en escalier f est dite intégrable si son support est compact.

Soit f une application en escalier sur Rp. Soit σ une subdivision de Rp associée à f et appelons
Rk les cellules de σ, avec k “ pk1, . . . , kpq dans K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . . ˆ t1, . . . , npu.
Alors

f|Rk “ Ck, Ck P R.
Définition 21.169.
On définit l’intégrale de f sur Rp par

ż

Rp
f dV “

ÿ

kPK
CkmpRkq.

L’intégrale ainsi définie est un nombre réel. La proposition suivante nous dit que l’intégrale est
« bien définie », au sens que sa valeur ne dépend pas de la subdivision associée à f qu’on utilise
dans le calcul.

Proposition 21.170.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp. Soient σ1 et σ2 deux subdivisions de Rp

associées à f . L’intégrale de f ne dépend pas de la subdivision choisie.
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On ne donne pas une preuve complète de cette proposition. En fait elle est une conséquence de
la formule de réduction introduite dans la suite de ce chapitre.

21.25.4 Intégrales partielles

Soit f deRp dansR une fonction continue, nulle hors du pavé borné R. Posons R “śp
i“1rai, bis,

pour fixer les idées. Pour chaque i dans t1, . . . , pu fixé, on peut associer à f la fonction Fi de p´ 1
variables définie par

Fipx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq “
ż bi
ai

fpx1, . . . , xi´1, y, xi`1, . . . , xpq dy.

La fonction Fi est l’intégrale partielle de f par rapport à la i-ème variable. En particulier, si
fpx1, . . . , xpq “ gpxiqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq on obtient

Fi “
ż bi
ai

gpyqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq dy “ h·
ż bi
ai

g dy.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp
et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée xi-ème section de f en
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp.

Exemple 21.171
Soit f la fonction de R2 dans R définie par

fpx, yq “
#
x` 3y si px, yq P r9, 10s ˆ sπ, 5s
0 sinon.

(21.574)

Les intégrales partielles de f sont

F1pyq “
ż 10

9
x` 3y dx “

„
x2

2 ` 3xy
x“10

x“9
“ 19

2 ` 3y,

F2pxq “
ż 5

π
x` 3y dy “

„
xy ` 3y2

2

y“5

y“π
“ xp5´ πq ` 3

2p25´ π2q.

4

21.25.5 Réduction d’une intégrale multiple

Soit R “ ra, bs ˆ rc, ds un pavé fermé et borné de R2 et soit f une application en escalier
intégrable sur R2 telle que le support de f soit contenu dans R. On considère la subdivision σ de
R définie par les subdivisions

a “ x0 ď x1 ď . . . ď xm “ b,

c “ y0 ď y1 ď . . . ď yn “ d.

Les cellules de σ sont

Ri,j “ rxi, xi`1s ˆ ryj , yj`1s, i “ 0, . . . ,m´ 1, j “ 0, . . . , n´ 1.

La mesure de R est la somme des mesures des Ri,j

mpRq “
ÿ

pi,jqPt0,...,m´1uˆt0,...,n´1u
mpRi,jq “

“
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq· pyi`1 ´ yiq “

“
m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq·

n´1ÿ

j“0
pyi`1 ´ yiq “

“ pb´ aq· pd´ cq.

(21.575)
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Si f est constante sur chaque cellule de σ on peut écrire f de la forme suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χRi,j

où les Ci,j sont des constantes réelles et χRi,j est la fonction caractéristique de Ri,j

χRi,j px, yq “
"

1, si px, yq P Ri,j ,
0, sinon. (21.576)

Comme px, yq est dans Ri,j si et seulement si x P rxi, xi`1s et y P ryj , yj`1s, on vérifie que la fonction
χRi,j est égal au produit des fonctions caractéristiques des intervalles rxi, xi`1s et ryj , yj`1s

χRi,j px, yq “ χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq.

On peut donc écrire la fonction f de la façon suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq.

Comme on suppose que le support de f est une partie de R, l’intégrale de f sur R2 est
ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,jmpRi,jq “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j pxi`1 ´ xiq· pyj`1 ´ yjq. (21.577)

Cette intégrale peut être réduite à la composition de deux intégrales partielles. Il suffit de remar-
quer que la valeur de l’intégrale de la fonction caractéristique d’un intervalle est la longueur de
l’intervalle,

Ci,jpxi`1 ´ xiq· pyj`1 ´ yjq “

“ Ci,j

ˆż xi`1

xi

χrxi,xi`1spxq dx
˙

·
˜ż yj`1

yj

χryj ,yj`1spyq dy
¸
“

“ Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
,

(21.578)

et utiliser les propriétés de linéarité de l’intégrale
ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
“

“
ż d

c

ż b

a

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż d

c

ż b

a
f dxdy.

(21.579)

De même on obtient
ż

R2
f dV “

ż b

a

ż d

c

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż b

a

ż d

c
f dxdy.

(21.580)

En général, on prouve la proposition suivante
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Proposition 21.172.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp et soit R un pavé borné dans Rp qui contient
le support de f . Comme d’habitude, pour fixer les idées nous écrivons “śp

i“1rai, bis. Alors
ż

Rp
fpx1, . . . , xpq dV “

ż bp
ap

ż bp´1

ap´1

¨ ¨ ¨
ż b1
a1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp “

“
ż bsp
asp

ż bsp´1

asp´1

¨ ¨ ¨
ż bs1
as1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp,
(21.581)

pour toute permutation ps1, . . . , spq de l’ensemble t1, . . . pu.

21.25.6 Propriétés de l’intégrale

Soient f et g deux fonctions en escalier intégrables de Rp dans R, et soient a et b dans R.
Linéarité de l’intégrale :

— Additivité : f ` g est intégrable et
ż

Rp
pf ` gq dV “

ż

Rp
f dV `

ż

Rp
g dV,

— Homogénéité : λf est intégrable pour tout réel λ
ż

Rp
λf dV “ λ

ż

Rp
f dV,

Monotonie Si f ď g alors ż

Rp
f dV ď

ż

Rp
g dV,

Inégalité fondamentale
|
ż

Rp
f dV | ď

ż

Rp
|f | dV.

Cette dernière inégalité s’obtient de la façon suivante :

|
ż

Rp
f dV | “ |

ÿ

kPK
CkmpRkq| ď

ÿ

kPK
|Ck|mpRkq “

ż

Rp
|f | dV.

Inégalité de Čebičeff Si f est une application en escalier alors pour tout a ą 0 dansR l’ensemble
tx P Rp : |fpxq| ě au est pavable et borné, et l’inégalité suivante est satisfaite

m ptx P Rp : |fpxq| ě auq ď 1
a

ż

Rp
|f | dV.

21.25.7 Intégrales multiples, cas général

Nous voulons généraliser la définition d’intégrale multiple au cas des domaines non pavables et
de fonctions qui ne sont pas en escalier. Il y a plusieurs méthodes de le faire et ici on ne considère
qu’une seule, introduite par Riemann.

Définition 21.173.
Soit f : Rp Ñ R une fonction.
— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ď f , l’intégrale de f˚ est dit une

somme inférieure de f .
— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ě f , l’intégrale de f˚ est dit une

somme supérieure de f .
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Soient
ř
˚ f et

ř˚ f les ensembles des sommes inférieures et supérieures de f . Grâce à la
propriété de monotonie de l’intégrale on sait que si a est dans

ř
˚ f et b est dans

ř˚ f alors a ď b.

Définition 21.174.
La fonction f est intégrable (au sens de Riemann) si

ř
˚ f et

ř˚ f ne sont pas vides et

inf Σ˚f “ I “ sup Σ˚f.

Dans ce cas, la valeur I est appelée intégrale de f sur Rp.

Remarque 21.175.
Toute fonction intégrable est bornée et à support compact. En effet, si le support de la fonction
n’est pas compact alors soit

ř
˚ f soit

ř˚ f doit être vide !

L’intégrale qu’on vient de définir possède toutes les propriétés de l’intégrale pour les fonctions
en escalier. Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Il y a des cas où l’intégrabilité d’une fonction n’est pas évidente. Cependant, dans la plupart
des exercices et des exemples de ce cours, nous nous aidons avec le critère suivant

Proposition 21.176.
Toute fonction continue à support compact est intégrable.

Cette proposition n’est a priori pas étonnante, vu qu’une fonction continue sur un support
compact est bornée (théorème de Weierstrass 7.99).

21.25.8 Réduction d’une intégrale multiple

On n’utilise jamais la définition pour calculer la valeur d’une intégrale multiple. La méthode
plus efficace, en pratique, est de réduire l’intégrale à la composition de plusieurs intégrales d’une
variable.

Théorème 21.177 (de Fubini).
Soit f une fonction intégrable de R2 dans R. Si pour tout x dans R la section fpx, · q est intégrable
par rapport à y, alors ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dx
˙
dy.

De même, si pour tout y dans R la section fp· , yq est intégrable par rapport à x, alors
ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dy
˙
dx.

En général, on ne peut pas dire que les sections d’une fonction intégrable sont intégrables, donc
il faut vraiment se souvenir des hypothèses du théorème 21.177. En dimension plus haute, on a le
même résultat

Théorème 21.178.
Soit f une fonction intégrable de Rp dans R. Si pour tout pp´ 1q-uple px1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq
dans Rp´1 la section fpx1, . . . , xi´1, · , xi`1, . . . , xpq est intégrable par rapport à xi, alors

ż

Rp
f dV “

ż

R

ˆż

Rp´1
f dV

˙
dxi.

Si f est une fonction positive et intégrable de R2 dans R on peut interpréter l’intégrale de
f comme le volume du solide au-dessous du graphe de f . Avec cette interprétation, l’intégrale
partielle par rapport à x pour y “ y0 fixé est l’aire de la tranche qu’on obtient en coupant le solide
par le plan y “ y0.
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Exemple 21.179
Le premier exemple à faire est celui d’une fonction en escalier intégrable et positive. Soit f : R2 Ñ R

la fonction

fpx, yq “

$
’&
’%

1 si px, yq P R1 “ s´1, 3s ˆ r4, 5s
3 si px, yq P R2 “ s13, 15r ˆ r0, 2r
0 dans les autres cas.

(21.582)

L’intégrale de f sur R2 est 1 ·mpR1q ` 3 ·mpR2q “ 16. On voit tout de suite qu’il s’agit de la
somme du volume des deux parallélépipèdes de hauteurs respectives 1 et 3 et bases R1 et R2. 4

Exemple 21.180
On veut calculer le volume du solide S, borné par le paraboloïde elliptique x2 ` 2y2 ` z “ 16 et le
plans x “ 2, x “ 0, y “ 2 y “ 0, z “ 0. On observe que la portion de paraboloïde elliptique qui
nous intéresse est le graphe de la fonction fpx, yq “ 16´x2´2y2 pour px, yq dans R “ r0, 2sˆr0, 2s.
La fonction f est continue ainsi que ses sections, donc on peut appliquer le théorème 21.177 et
décomposer l’intégrale double en deux intégrales simples :

ż

R
16´ x2 ´ 2y2 dV “

ż 2

0

ż 2

0
fpx, yq dxdy “

“
ż 2

0

„
p16´ 2y2qx´ x3

3

x“2

x“0
dy “

“
„ˆ

32´ 8
3

˙
y ´ 4y3

3

x“2

x“0
“ 64´ 16` 32

3 “ 48.

(21.583)

Vérifiez, comme exercice, qu’on obtient le même résultat en intégrant d’abord par rapport à y et
puis par rapport à x. 4

Exemple 21.181
Dans les hypothèses du théorème 21.177 l’ordre des intégrations partielles ne change pas la valeur
de l’intégrale. En fait, si les calculs sont faites par des êtres humains l’ordre d’intégration peut
faire une certaine différence comme dans cet exemple. On veut évaluer la valeur de l’intégrale

ż

R2
fpx, yq dV

où

fpx, yq “
#
y sinpx, yq si px, yq P r1, 2, s ˆ r0, πs
0 sinon.

(21.584)

Les deux section de fpx, yq “ y sinpxyq sont continues. Si on intègre d’abord par rapport à y on
obtient

´
ż 2

1

π cospπxq
x

dx`
ż 2

1

sinpπxq
x2 dx,

qui n’est pas du tout immédiat, alors que, si on intègre d’abord par rapport à x on obtient
ż π

0
cos y ´ cosp2yq dy.

4

21.25.9 Intégrales sur des parties de R2

On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ ?1´ x2 sur son domaine, la boule unité
Bpp0, 0q, 1q. La théorie introduite jusqu’ici n’est pas suffisante pour résoudre ce problème, parce
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que Bpp0, 0q, 1q n’est pas pavable. Les parties bornées de Rp sur lesquelles on peut intégrer des
fonctions sont dites mesurables (au sens de Riemann) parce que, comme on verra dans la suite, la
mesure d’une partie de Rp est l’intégrale (s’il existe) de sa fonction caractéristique.

On peut dire que une partie de Rp est mesurable si son bord est «assez régulier». Dans R2 il est
suffisant que le bord de A soit une réunion finie de courbes paramétrées continues. En particulier,
on est très souvent dans un des deux cas suivantes
Régions du premier type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions continues

de x
A “ tpx, yq P R2 : a ď x ď b, g1pxq ď y ď g2pxqu,

avec g1 et g2 continues.
Régions du deuxième type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions conti-

nues de y
A “ tpx, yq P R2 : c ď y ď d, h1pyq ď x ď h2pyqu,

avec h1 et h2 continues.

‚
a

‚
b

g1

g2

(a) Une region du premier type

‚c

‚d

h1
h2

(b) Une region du deuxième type

Figure 21.19 – Régions du premier et du deuxième type

Exemple 21.182
Il y a des régions qui sont des deux types au même temps, comme les boules centrées à l’origine, le
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triangle de sommets p0, 0q, p0, aq et pb, 0q, ou la région C délimité par les courbes y “ 2x et y “ x2.
Cette dernière admets les représentations suivantes

C “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ď 1, x2 ď y ď 2xu,
et

C “ tpx, yq P R2 : 0 ď y ď 1, y{2 ď x ď ?yu.
4

Définition 21.183.
Soit f une fonction de R2 dans R dont le support A est une région du premier ou du deuxième
type. On définit la fonction f̄ comme

f̄px, yq “
"
fpx, yq, si px, yq P A,
0, sinon. (21.585)

La fonction f est dite intégrable si f̄ est intégrable, et la valeur de son intégrale est
ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV.

Une fonction continue définie sur une région du premier ou du deuxième type est toujours
intégrable.

Pour fixer les idées on suppose ici que A est du premier type et contenue dans le pavé borné
R “ ra, bs ˆ rc, ds. En suivant la définition on obtient

ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV “

“
ż b

a

ż d

c
f̄ dydx “

“
ż b

a

˜ż g1pxq

c
f̄ dy `

ż g2pxq

g1pxq
f̄ dy `

ż d

g2pxq
f̄ dy

¸
dx “

“
ż b

a

ż g2pxq

g1pxq
f dydx.

(21.586)

De même, si A est du deuxième type on obtient
ż

A
f dV “

ż d

c

ż h2pyq

h1pyq
f dxdy. (21.587)

Exemple 21.184

On peut maintenant résoudre notre problème de départ, évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “?
1´ x2 sur Bpp0, 0q, 1q. Nous choisissons de décrire la boule unité de R2 comme une région du

premier type : Bpp0, 0q, 1q “ tpx, yq : x P r´1, 1s, ´?1´ x2 ď y ď ?1´ x2u.

I “
ż

B

a
1´ x2 dV “

ż 1

´1

ż ?1´x2

´?1´x2

a
1´ x2dydx (21.588)

La première intégrale à effectuer, par rapport à y, est l’intégrale d’une fonction constante. Ne pas
oublier que l’on intègre

?
1´ x2 par rapport à y ; c’est bien une constante et l’intégrale consiste

seulement à multiplier par y :

I “
ż 1

´1

”
y
a

1´ x2
ıy“?1´x2

y“´?1´x2
dx “ 2

ż 1

´1
p1´ x2qdx. (21.589)
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Cela est à nouveau une intégrale simple à effectuer. Le résultat est

2
ż 1

´1
p1´ x2qdx “ 2

„
x´ x3

3

x“1

x“´1
“ 8

3 . (21.590)

4

Remarque 21.185.
Toutes les techniques d’intégration à une variable restent valables. Par exemple, lorsqu’une des
intégrales est l’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à zéro,
l’intégrale vaut zéro.

21.186.
Par le lemme 15.157 nous savons que la mesure d’une région bornée de R2 est l’intégrale de sa
fonction caractéristique, si elle existe.

La mesure d’une région bornée de R2 est dite son aire, et celle d’une région bornée de R3 est
son volume. Voir aussi la remarque 22.11.

Exemple 21.187
On veut calculer l’aire de la région de la figure 21.20 définie par

A “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, x3 ´ 1 ď y ď xu.
On considère l’intégrale

ż

R2
χA dV “

ż 1

0

ż x

x3`1
1 dy dx “

ż 1

0
´x3 ` x` 1 dx “ ´1

4 `
1
2 ` 1 “ 5

4 .

4

1 2
´1

1

2

3

Figure 21.20 – La région A de l’exemple 21.187

Exemple 21.188
Parfois la région sur laquelle on veut intégrer peut être décrite indifféremment de deux façons, mais
la fonction à intégrer nous force a choisir un ordre particulier. Vérifiez que la fonction fpx, yq “
sinpy2q sur la région triangulaire de sommets p0, 0q, p0, 2q, p2, 2q doit être intégrée d’abord par
rapport à x. 4

Si une région bornée n’est pas de premier ou de deuxième type on peut normalement la découper
en morceaux plus faciles à décrire. On utilise alors la propriété suivante.

Lemme 21.189.
Soit A un sous-ensemble borné de R2 et soient B1 et B2 deux parties de A telles que B1XB2 “ H
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et B1 Y B2 “ A. Alors, pour toute fonction f intégrable sur A (et en particulier pour sa fonction
caractéristique) on a ż

A
f dV “

ż

B1

f dV `
ż

B2

f dV.

Exemple 21.190
La région D que nous voyons sur la figure 21.21 est bornée par la parabole y2 “ 2x`6 et la droite
y “ x ´ 1. La région D est une région du deuxième type. Nous pouvons aussi la décrire comme
l’union de deux régions du premier type D1 et D2,

D1 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, ´?2x` 6 ď y ď ?2x` 6u,
et

D2 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, x´ 1 ď y ď ?2x` 6u.

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 21.21 – La région D de l’exemple 21.190

4

21.25.10 Intégrales sur des parties de R3

Dans ces notes nous n’avons pas l’ambition de traiter d’une façon rigoureuse l’étude des en-
sembles mesurables de R3. Comme dans la section précédente on se limitera à considérer des cas
particuliers.

Définition 21.191.
Soit E une région de R3. On dit que E est une région solide de premier type si E est contenue
entre les graphes de deux fonctions continues de x et y.

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A Ă R2, u1px, yq ď z ď u2px, yqu.
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Le sous-ensemble de A deR2 qui apparaît dans la définition 21.191 est la projection (ou l’ombre)
de E sur le plan x-y.

Exemple 21.192
La région E donnée par une portion de sphère collée à un cône est une région solide de premier
type

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P B`p0, 0q, 1˘,
a
x2 ` y2 ď z ď

a
1´ x2 ´ y2u. (21.591)

L’ombre de E est la boule unité de R2. L’ensemble
a
x2 ` y2 ď z est un cône posé sur sa pointe

tandis que l’ensemble z ďa
1´ x2 ´ y2 est la demi-sphère. L’ensemble E contient les points entre

les deux, voir la figure 21.22.

´1 1

1

Figure 21.22 – Il faut voir ça en trois dimensions.

4

Si la fonction f , à intégrer sur E, et ses sections sont intégrables alors on peut réduire l’intégrale
ż

E
fpx, y, zq dV “

ż

A

˜ż u2px,yq

u1px,yq
fpx, y, zq dz

¸
dV “

“
ż

A
pF px, y, u2px, yqq ´ F px, y, u1px, yqqq dV,

(21.592)

où F est une primitive de f par rapport à la variable z, c’est-à-dire en considérant x et y comme
des constantes. Il faut ensuite évaluer la partie qui reste comme dans la section précédente. Comme
le calcul des aires dans R2, le calcul des volumes dans R3 est fait par des intégrales. En fait le
volume d’une région solide dans R3 est sa mesure.

Définition 21.193.
La mesure d’une région de R3 est l’intégrale de sa fonction caractéristique.

Soit E une région solide du premier type, nous pouvons évaluer son volume par l’intégrale
ż

A
pu2px, yq ´ u1px, yqq dV.

Parfois c’est plus intéressant de calculer le volume avec la formule de réduction contraire : l’intégrale
double d’abord et puis l’intégrale simple par rapport à z. On parle alors de calcul de volume « par
tranche ».

Exemple 21.194
On veut calculer le volume de la boule de rayon a, centrée à l’origine B “ tpx, y, zq P R3 |x2 `
y2 ` z2 ď a2u. On peut décrire B par

B “
!
px, y, zq P R3 | px, yq P Da,´

a
a2 ´ x2 ´ y2 ď z ď

a
a2 ´ x2 ´ y2

)
,

où Da est le disque de rayon a centré en p0, 0q, donc le volume B sera

2
ż

Da

a
a2 ´ x2 ´ y2dV.
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Cet intégrale est un peu ennuyeuse à calculer. On peut simplifier le calcul en observant que pour
z̄ fixé dans l’intervalle r´a, as la section de la boule au niveau z̄ est un disque de rayon

?
a2 ´ z2.

L’aire d’un tel disque est πpa2 ` z2q. Si on réduit l’intégrale de volume de la façon
ż

B
1 dV “

ż a

´a

a
a2 ´ z2 dz,

on obtient tout de suite la valeur cherchée : le volume de B est 4{3πa3. 4 Exemple 21.195

On calcul l’intégrale de fpx, y, zq “ z sur la pyramide P bornée par le plans x “ 0, y “ 0,
x`y`z “ 1, x`y`z{2 “ 1. On remarque tout de suite que le plans x`y`z “ 1, x`y`z{2 “ 1
se coupent en la droite x ` y “ 1, z “ 0 (on se souvient qu’une droite dans R3, c’est deux
équations). Cela veut dire que la projection de P sur le plan x-y est le triangle T borné par les
droites x “ z “ 0, y “ z “ 0 et x` y “ 1, z “ 0. On décrit donc P par

P “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P T, 1´ 2x´ 2y ď z ď 1´ x´ yu

et T par
T “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1´ xu,

donc l’intégrale de f sur P est
ż

p
fpx, y, zq dV “

ż 1

0

ż 1´x

0

ż 1´x´y

1´2x´2y
z dz dy dx “ ´ 1

24 .

Notez que lorsque x et y sont entre 0 et 1, nous avons bien 1 ´ 2x ´ 2y ă 1 ´ x ´ y, d’où le fait
que nous mettons 1´ 2x´ 2y dans la borne inférieure de l’intégrale. 4

De façon analogue on définit les régions solides du deuxième et du troisième type.

21.25.11 Intégrales de fonctions non bornées sur des ensembles non bornés

Soit f : Rn Ñ R, une fonction positive. On dit qu’elle est intégrable sur E Ă Rn si
(1) @r ą 0, la fonction frpxq “ fpxq1făr est intégrable sur Er ;
(2) la limite limrÑ8

ş
Er
fr est finie.

Dans ce cas, on pose ż

E
f “ lim

rÑ8

ż

Er

fr. (21.593)

Théorème 21.196.
Soit E mesurable dans Rn et f : E Ñ R. Si f est mesurable et s’il existe g : E Ñ R intégrable sur
E telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P E, alors f est intégrable sur E.

Réciproquement, si f est intégrable sur E, alors f est mesurable.

Lemme 21.197.
Si f est une fonction sur ra,8r, alors nous avons la formule

lim
bÑ8

ż b

a
fpxqdx “

ż 8

a
fpxqdx (21.594)

au sens où si un des deux membres existe, alors l’autre existe et est égal.

Démonstration. Supposons que le membre de gauche existe. Cela signifie que la fonction

ψpxq “
ż x

a
f (21.595)
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est bornée. Soit M , un majorant. Pour toute fonction simple ϕ dominant f , on a
ş
ϕ ď M , donc

l’ensemble sur lequel on prend le supremum pour calculer
ş8
a f est majoré par M et possède donc

un supremum. Nous avons donc ż 8

a
f ď lim

bÑ8

ż b

a
f. (21.596)

21.26 Intégrale de Wallis
Lemme 21.198 ([361]).
Soit n ą 0. En posant In “

ş
sinnpxqdx, nous avons :

In “ cospxq sinn´1pxq
n

` n´ 1
n

In´2, (21.597)

c’est à dire ż
sinnpxqdx “ n´ 1

n

ż
sinn´2ptqdt´ sinn´1pxq cospxq

n
. (21.598)

De la même manière,
ż

cosnpxqdx “ cosn´1pxq sinpxq
n

` n´ 1
n

ż
cosn´2pxqdx. (21.599)

Démonstration. Nous posons In “
ş

sinnptqdt, et nous y allons par récurrence. D’abord pour n “ 1.
Dans ce cas, la formule à démontrer se réduit à

ż
sinpxqdx “ cospxq. (21.600)

Pas de problèmes.
Pour n ě 2, nous évaluons l’intégrale In en utilisant une intégration par partie 31 en posant

"
u “ sinn´1ptq (21.601a)
v1 “ sinptq (21.601b)

et en déduisant
"
u1 “ pn´ 1q sinn´2ptq cosptq (21.602a)
v “ ´ cosptq. (21.602b)

Nous avons alors le calcul

In “ ´ cospxq sinn´1pxq `
ż
pn´ 1q sinn´2pxq cos2pxqdx (21.603a)

“ ´ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1q
ż

sinn´2 cos2pxqloomoon
“1´sin2pxq

dx (21.603b)

“ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1q
ż

sinn´2pxqdx
looooooomooooooon

“In´2

´pn´ 1q
ż

sinnpxq
loooomoooon

“In

dx (21.603c)

Nous avons donc déjà prouvé que

In “ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1qpIn´2 ´ Inq. (21.604)

En isolant In,

In “ cospxq sinn´1pxq
n

` n´ 1
n

In´2. (21.605)

La formule (21.599) se démontre de la même façon.
31. Proposition 21.132.
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Lemme 21.199 ([362, 363]).
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnptqdt. (21.606)

Alors :
(1) une formule de récurrence :

Wn “ n´ 1
n

Wn´2, (21.607)

(2) et une formule un peu explicite :

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (21.608)

Démonstration. Le nombre Wn est seulement la seconde intégrale du lemme 21.198, évaluée entre
0 et π{2. En partant donc de (21.599), nous avons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx “

„
cosn´1pxq sinpxq

n

π{2

0
` n´ 1

n

ż π{2

0
cosn´2pxqdx. (21.609)

Le terme aux bords disparaît grâce aux valeurs trigonométriques remarquables 32. Il reste immé-
diatement

Wn “ n´ 1
n

Wn´2. (21.610)

À partir de là, nous démontrons (21.608) par récurrence. D’abord pour n “ 0, c’est l’égalité
W0 “ π{2 qui est correcte parce que

ż π{2

0
cos0pxqdx “

ż π{2

0
1dx. (21.611)

Pour la récurrence elle-même,

W2pn`1q “ 2n` 1
2pn` 1qW2n (21.612a)

“ 2n` 1
2n` 2

p2nq!
p2nn!q2

π

2 (21.612b)

. . . pas mal de petits calculs . . . (21.612c)

“ p2n` 2q!`pn` 1q!2n`1
˘2
π

2 . (21.612d)

Voila.

Maintenant, la suite pWnq se divise en ses termes pairs et ses termes impairs. Pour les pairs,
nous avons une formule assez explicite donnée par le lemme 21.199. Pour les termes impairs, nous
n’avons rien. Dans tous les cas, nous avons la formule de récurrence

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (21.613)

qui ne sert à rien pour déduire des choses sur les termes impairs à partir de ce que l’on sait des
termes pairs.

Sommes-nous perdus ? Non. La situation se débloque grâce au lemme suivant.

32. Par exemple la proposition 19.32(10).
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Lemme 21.200.
La suite donnée par

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (21.614)

est décroissante.

Démonstration. Vu que l’intégrale est sur r0, π{2s, le nombre cospxq prend ses valeurs dans r0, 1s.
Nous avons donc

cosn`1pxq ď cosnpxq. (21.615)
Les intégrales suivent les mêmes inégalités.

Ce lemme permet de relancer le jeu parce que les termes impairs sont coincés entre les termes
pairs, qui décroissent. Les termes impairs doivent donc décroître à la même vitesse. Le lemme
suivant met cela en musique.

Lemme 21.201.
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (21.616)

La fonction α : NÑ R définie par Wn “ αpnqWn´1 vérifie limnÑ8 αpnq “ 1.

Démonstration. Parce que nous en aurons besoin, nous triturons d’abord un peu la formule de
récurrence (21.607). D’abord nous l’inversons un peu pour avoir

Wn “ n` 2
n

Wn`2, (21.617)

et ensuite nous écrivons
Wn´1 “ n` 1

n
Wn`1. (21.618)

Ne vous posez pas de questions, ça va être utile. Le fait que la suite soit décroissante (lemme
21.200) nous permet d’écrite

Wn`2 ďWn ďWn´1. (21.619)
En y remplaçant Wn par αpnqWn`1 et Wn´1 par (21.618),

Wn`1 ď αpnqWn`1 ď n` 1
n

Wn`1. (21.620)

Nous simplifions par Wn`1 et nous trouvons l’encadrement, valable pour tout n :

1 ď αpnq ď n` 1
n

. (21.621)

Nous en déduisons par la règle de l’étau que αpnq Ñ 1.

Lemme 21.202.
Soit

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx. (21.622)

Encore plusieurs choses à dire.
(1) Pour tout n nous avons

nWnWn´1 “ π

2 . (21.623)

(2) Nous avons l’équivalence de suites 33

Wn „
c

π

2n. (21.624)

33. Définition 8.17.
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Démonstration. En deux parties
La suite constante Nous posons Kn “ nWnWn´1. Grâce aux formules de récurrence (21.607)

que nous écrivons sous la forme

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (21.625a)

Wn`1 “ n

n` 1Wn´1, (21.625b)

nous avons

Kn`1 “ pn` 1qWn`1Wn “ pn` 1q n

n` 1
n´ 1
n

Wn´2Wn2 “ pn´ 1qWn´1Wn´2 “ Kn´1.

(21.626)
Nous avons montré que Kn`1 “ Kn´1.
Il nous reste à prouver que K1 “ K2 “ π

2 . Pour cela nous avons immédiatement W0 “ π
2

ainsi que

W1 “
ż π{2

0
cosptqdt “ 1. (21.627)

PourW2, il ne faut pas calculer d’intégrales, mais seulement utiliser le formule (21.608). Nous
trouvons vite W2 “ π

4 . Donc
K1 “W1W0 “ π

2 (21.628)

et
K2 “ 2W2W1 “ π

2 . (21.629)

L’équivalence de suites Soit la fonction α définie par Wn “ αpnqWn´1. Le lemme 21.201 nous
dit que αpnq Ñ 1. Nous l’utilisons dans (21.623) :

π

2 “ nWnWn´1 “ nαpnqW 2
n´1. (21.630)

Donc
W 2
n´1 “

π

2nαpnq , (21.631)

et

Wn´1

d
1

αpnq
c

π

2n. (21.632)

Vu que le coefficient
a

1{αpnq tend vers 1 pour nÑ 1, nous avons l’équivalence demandée.

21.27 Formule de Stirling
Lemme 21.203 ([364]).
Si n P N nous avons la formule

lnp1` 1
n
q “ 2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(21.633)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser astucieusement le développement de la proposition 16.74. Nous
avons d’une part

lnp1` tq “
8ÿ

k“1
p´1qk`1x

k

k
(21.634)

et d’autre part,

´ lnp1´ tq “
8ÿ

k“1

xk

k
. (21.635)
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Cela permet de calculer, en utilisant l’associativité de la série 34

ln
ˆ

1` t
1´ t

˙
“ lnp1` tq ´ lnp1´ tq (21.636a)

“
8ÿ

k“1

ˆp´1qk`1xk

k
` xk

k

˙
(21.636b)

“ 2
8ÿ

k“0

x2k`1

2k ` 1 (21.636c)

parce que tous les termes pairs s’annulent, tandis que les termes impairs sont doublée. Notez que
la somme dans (21.636c) commence à k “ 0, contrairement aux autres qui commencent à 1.

Et là c’est l’astuce : on pose écrit l’égalité (21.636) avec le t qu’il faut pour que

1` t
1´ t “ 1` 1

n
. (21.637)

Nous posons donc t “ 1
2n`1 nous avons

ln
ˆ

1` 1
n

˙
“ 2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
, (21.638)

ce qu’il fallait.

Lemme 21.204 (Formule de Stirling[365, 366, 362, 364, 367]).
Nous avons l’équivalence de suites 35

n! „
´n
e

¯n?
2πn. (21.639)

Démonstration. Nous posons

an “ n!?
2n

`
n
e

˘n (21.640)

et bn “ lnpanq.
Une formule pour bn ´ bn`1 Nous faisons un beau calcul qui utilise les formules de la proposi-

tion 16.60 ainsi que lnpeq “ 1 :

bn ´ bn`1 “ ln
ˆ

an
an`1

˙
(21.641a)

“ ln
˜
pn` 1qn`1{2

nn`1{2
1
e

¸
(21.641b)

“ ln
ˆ
pn` 1

n
qn`1{2

˙
´ 1 (21.641c)

“
ˆ
n` 1

2

˙
lnp1` 1

n
q ´ 1. (21.641d)

34. Proposition 12.68.
35. Définition 8.17.
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La suite pbnq est décroissante Nous écrivons l’égalité (21.641) en utilisant le lemme 21.203 :

bn ´ bn`1 “ pn` 1
2q lnp1` 1

n
q ´ 1 (21.642a)

“ 1
2p2n` 1q2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
´ 1 (21.642b)

“ p2n` 1q
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(21.642c)

“
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k
. (21.642d)

Notez que le terme k “ 0 s’est simplifié avec le ´1. Vu que le tout est une somme de termes
positifs, nous avons

bn ´ bn`1 ą 0 (21.643)

et la suite est décroissante.
Majoration pour bn ´ bn`1 Vu que 1

2k`1 ă 1, nous pouvons majorer :

bn ´ bn`1 ď
8ÿ

k“1

ˆ
1

p2n` 1q2
˙k

. (21.644)

Nous remarquons que cela est une série géométrique déjà traitée dans l’exemple 12.75. Nous
faisons un peu de calcul en partant de

8ÿ

k“1
qn “ q

1´ q (21.645)

avec q “ 1
p2n`1q2 . Après quelque simplifications,

bn ´ bn`1 ď 1
4

1
npn` 1q (21.646)

Le coup de la somme téléscopique Nous avons

b1 ´ bn “ pb1 ´ b2q ` pb2 ´ b3q ` . . .` pbn1 ´ bnq. (21.647)

Chacun de ces termes est majoré ; nous avons donc

b1 ´ bn ă 1
4

n´1ÿ

m“1

1
mpm` 1q ď

1
4

8ÿ

m“1

1
mpm` 1q “

1
4 (21.648)

grâce au lemme 12.79 pour la dernière somme.
La suite bn est bornée vers le bas Vu que b1 “ 1´ lnp2q

2 , nous avons

bn ą b1 ´ 1
4 “

3
4 ´

lnp2q
2 . (21.649)

En utilisant la majoration de l’exemple 21.148 nous trouvons

0.327 ď bn ď 0.427. (21.650)

Ce encadrement n’est pas très important. Le point est que la suite pbnq soit bornée vers le
bas ; savoir que la borne est strictement positive n’est pas indispensable.
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Une limite pour panq La suite pbnq est décroissante et bornée vers le bas, donc elle est conver-
gente par le lemme 8.18. Vu que l’exponentielle est une fonction continue 36, la suite an “ ebn

est également convergente.
Vu que limnÑ8 bn ą 0, nous avons limnÑ8 an “ elimnÑ8 bn ą 1.
L’important est que nous sachions que panq est une suite convergente. Nous notons L sa
limite :

lim
nÑ8

n!?
2n

`
n
e

˘n “ L. (21.651)

Ou encore :
lim
nÑ8

n!
L
?

2n
`
n
e

˘n “ 1. (21.652)

Autrement dit, en posant
n! “ αpnqL?2n

´n
e

¯n
, (21.653)

nous avons limnÑ8 αpnq “ 1.
Introduction de Wallis Nous avons déjà parlé dans le lemme 21.199 du nombre

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (21.654)

Le lemme 21.202 implique que la suite In “W2n est équivalente à
a
π{4n.

Cela étant dit, nous faisons un gros calcul en remplaçant les factorielles dans W2n par la
formule (21.653). Après pas mal de calculs 37, nous trouvons

In “ αp2nq
αpnq2

1?
n

π

2n. (21.655)

Nous avons donc c
π

4n „
αp2nq
αpnq2

π?
n

1
2L. (21.656)

Il existe donc une fonction βpnq avec βpnq Ñ 1 telle que
?
π

2
1?
n
“ βpnqαp2nq

αpnq2
π?
n

1
2L. (21.657)

En simplifiant par 1{?n, ?
π

2 “ βpnqαp2nq
αpnq2

π

2L. (21.658)

Nous prenons à présent la limite n Ñ 8 en nous rappelant que α et β donnent 1. Après
simplifications, nous trouvons

L “ ?π. (21.659)

La fin Nous introduisons la valeur L “ ?π dans l’expression (21.653) de la factorielle :

n! “ αpnq?2πn
´n
e

¯n
. (21.660)

La dernière équation est exactement ce qui signifie l’équivalence de suite demandée.

36. Parce qu’elle est dérivable, voir par exemple le théorème 16.54.
37. Si vous êtes en manque de papier de brouillon, c’est le moment de vous inquiéter.



Chapitre 22

Arcs paramétrés

La structure de ce chapitre, comme beaucoup de choses dans le Frido, est fortement liée au
choix de présenter toutes les matières dans l’ordre mathématiquement logique. Nous devons donc
le placer après la trigonométrie ; les propriétés principales des fonctions trigonométriques étant
dans la proposition 19.32, et c’est la proposition 19.58 qui nous permet de dire que

`
cosptq, sinptq˘

décrit le cercle.
Et enfin nous n’avons pas encore calculé la circonférence du cercle, et pour cause : nous n’avons

pas encore donné de définition à la longueur d’un chemin dans R2. C’est pourquoi ce chapitre va
aller droit à la longueur avant de donner des exemples.

22.1 Définitions

Définition 22.1.
Un arc paramétré dans Rp est un couple pI, γq où I est un intervalle de R et γ est une application
continue de I dans Rp. Nous disons que pI, γq est un arc paramétré compact (ou un chemin dans
Rp) lorsque I est compact dans R.

L’intervalle I d’un arc paramétré compact est toujours de la forme ra, bs, étant donné que tous
les intervalles compacts de R sont de cette forme. Un sous arc de pI, γq est un arc de la forme
pI0, γq avec I0 Ă I.

Définition 22.2.
Un chemin dans R est une application continue

σ : ra, bs Ñ R3

t ÞÑ σptq. (22.1)

La fonction σ1ptq est la vitesse du chemin σ. Si la fonction t ÞÑ σptq est dérivable, on dit que
σ2ptq est l’accélération. Les points σpaq et σpbq sont les extrémités du chemin. L’ensemble

tσptq tel que t P ra, bsu (22.2)

est la courbe σ.

22.2 Longueur d’arc

Nous voulons définir et étudier la notion de longueur d’un arc paramétré. Pour cela, le plus
raisonnable est d’approcher l’arc par des petits segments de droites (dont les longueurs sont évi-
dentes), et d’extraire la « meilleure » approximation.

Une des notions clefs pour la suite est celle de subdivision d’intervalles. Cette notion sera encore
utilisée par la suite à propos des intégrales.
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Définition 22.3.
Si I est un intervalle d’extrêmes a et b avec a ă b, nous appelons subdivision finie de I un choix
de nombres ti tels que

a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b. (22.3)

Nous disons qu’une subdivision σ1 est plus fine que la subdivision σ si l’ensemble des points de
σ est inclus dans celui des points de σ1. Dans ce cas, la subdivision σ1 est un raffinement de σ.
Nous désignons par SpIq l’ensemble des subdivisions finies de l’intervalle I.

Dans la suite, toutes les subdivisions que nous considérons seront des subdivisions finies. Aussi
nous parlerons simplement de subdivisions sans préciser. Nous allons souvent noter σ “ ptiqni“1 pour
désigner la subdivision formée par les nombres ti. Il faut garder en tête que dans une subdivision,
les nombres sont ordonnés.

‚γpt0q

‚
γpt1q

‚
γpt2q

‚
γpt3q

‚γpt4q

Figure 22.1 – La longueur d’un découpage. La somme des longueurs des segments droits est facile
à calculer.

Définition 22.4.
Soit un arc paramétré compact pI, γq et une subdivision σ “ ptiqni“1 de I “ ra, bs. À partir de γ et
du découpage σ nous définissons le nombre (voir figure 22.1)

lσpγq “
nÿ

i“1

››γptiq ´ γpti´1q
››. (22.4)

On appelle longueur de l’arc γ le nombre

lpγq “ sup
σ
lσ P r0,8s. (22.5)

Nous disons que γ est rectifiable lorsque lpγq ă 8.

Lorsque nous voulons spécifier sur quel intervalle nous considérons l’arc, nous noterons lpI, γq
au lieu de lpγq pour être plus précis.

Par l’inégalité triangulaire, si σ1 est plus fine que σ, nous avons

lσpγq ď lσ1pγq, (22.6)

Comme cela peut être vu sur la figure 22.2.

Figure 22.2 – Il est visible que la longueur donnée par l’approximation par des petits segments
(verts) est plus longue et plus précise que celle donnée par les longs segments (rouge).
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Proposition 22.5.
Si P et Q sont des points de R2, alors le segment de droite joignant P à Q est le plus court des
arcs paramétrés passant par P et Q.

Démonstration. Si γ est un arc paramétré joignant P et Q, la longueur de γ est donné par un
supremum dont un des éléments est la longueur du segment de droite.

Dans la vie réelle, il est souvent difficile et peu pratique de calculer le supremum « à la main ».
C’est pourquoi nous allons travailler à exprimer la longueur d’un arc à l’aide d’une intégrale
(théorème 22.10).

Lemme 22.6.
Nous avons lpγq “ 0 si et seulement si γptq est un vecteur constant.

Démonstration. Si l’application γptq est constante, le résultat est évident. Supposons maintenant
que γ ne soit pas constante. Cela signifie qu’il existe t1 et t2 dans I tels que γpt1q ‰ γpt2q.
Dans ce cas, si nous prenons le découpage σ “ ta, t1, t2, bu, la somme (22.4) contient au moins le
terme non nul }γpt2q ´ γpt1q}, et donc lσpγq ą 0. Par définition du supremum, nous avons alors
lpγq ě lσpγq ą 0.

Proposition 22.7.
Soit pI, γq un arc paramétré compact.
(1) Si γ1 “ pI 1, γq avec I 1 Ă I, alors lpγ1q ď lpγq.
(2) Soit c P ra, bs, et considérons les arcs γ1 “

`ra, cs, γ˘ et γ2 “
`rc, bs, γ˘. Alors

lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q. (22.7)

En particulier, γ est rectifiable si et seulement si γ1 et γ2 le sont.

Démonstration. (1) Nous notons I “ ra, bs et I 1 “ ra1, b1s. Étant donné que I 1 Ă I, nous avons

a ď a1 ă b1 ď b. (22.8)

Pour chaque subdivision σ0 : a1 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b1 de I 1, nous pouvons construire une
subdivision de I en « ajoutant » les points a et b, c’est-à-dire

σ : a ď t0 ă . . . ă tn ď b. (22.9)

Si nous calculons lσpγq, nous avons tous les termes qui arrivent dans lσ0pγ1q plus le premier
et dernier terme : }γpt0q ´ γpaq} et }γpbq ´ γptnq}. Nous avons donc

lσ0pγ1q ď lσpγq ď sup
σ
lσpγq “ lpγq. (22.10)

Étant donné que pour toute subdivision σ0 nous avons lσ0pγ1q ď lpγq, en prenant le supremum
sur les subdivisions σ0 de I 1, nous avons comme annoncé

lpγ1q ď lpγq. (22.11)

(2) Soit σ “ ttiu une subdivision de ra, bs. Nous considérons les subdivisions σ1 et σ2 définies
comme suit :

σ1 : tti tel que ti ă cu Y tcu,
σ2 : tti tel que ti ą cu Y tcu. (22.12)

L’inégalité triangulaire implique que

lσpγq ď lσYtcupγq “ lσ1pγ1q ` lσ2pγ2q ď lpγ1q ` lpγ2q. (22.13)

Nous avons donc
lpγq ď lpγ1q ` lpγ2q. (22.14)
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Nous prouvons maintenant l’inégalité inverse. Soit ε ą 0. Étant donné que lpγ1q est le supre-
mum des quantités lσ1pγ1q lorsque σ1 parcours toutes les subdivisions possibles, il existe une
partition σε1 telle que (idem pour γ2)

lσε1pγ1q ` ε

2 ą lpγ1q,
lσε2pγ2q ` ε

2 ą lpγ2q,
(22.15)

où σε1 est une subdivision de ra, cs et σε2 en est une de rc, bs. En faisant la somme des deux
équations (22.15), nous trouvons

lpγ1q ` lpγ2q ă lσε1pγ1q ` lσε2pγ2q ` ε “ lσε1Yσε2pγq ď lpγq ` ε. (22.16)

L’inégalité lpγ1q ` lpγ2q ă lpγq ` ε étant valable pour tout ε, nous avons

lpγ1q ` lpγ2q ď lpγq. (22.17)

Cette inégalité, combinée avec l’inégalité (22.14), donne bien lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q.

22.3 Abscisse curviligne
Définition 22.8.
Soit pI, γq un arc rectifiable compact avec I “ ra, bs. L’application

ϕ : ra, bs Ñ R`

t ÞÑ l
`ra, ts, γ˘ (22.18)

est la longueur d’arc de γ.

Cette fonction nous permet de calculer la distance (suivant la courbe) entre deux points arbi-
traires parce que si a ď t ă u ď b, nous avons

l
`rt, us, γ˘ “ ϕpuq ´ ϕptq. (22.19)

En effet,
ϕpuq ´ ϕptq “ l

`ra, us, γ˘´ l`ra, ts, γ˘, (22.20)

mais en utilisant la proposition 22.7, nous avons

l
`ra, us, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, us, γ˘. (22.21)

Proposition 22.9.
La longueur d’arc d’un arc rectifiable compact est une fonction continue et croissante.

Démonstration. Soit pI, γq un arc paramétré rectifiable compact avec I “ ra, bs. Afin de mon-
trer que ϕ est croissante, prenons t P I ainsi que h ą 0 et montrons que ϕpt ` hq ě ϕptq. La
proposition 22.7 implique que

l
`ra, t` hs, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, t` hs, γ˘, (22.22)

c’est-à-dire
ϕpt` hq “ ϕptq ` l`rt, t` hs, γ˘ ě ϕptq. (22.23)

Pour la continuité, soit t fixé dans ra, bs et ε ą 0. Il nous faut démontrer qu’il existe η ą 0 tel
que si s est dans r0, ηs alors

|ϕpt` sq ´ ϕptq| ď ε, @t P ra, bs.
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Étant donné que l
`rt, bs, γ˘ est le supremum des lσ

`rt, bs, γ˘, il existe une subdivision σ donnée par
les points t, t1, ¨ ¨ ¨ , tn´1, b telle que

lσ
`rt, bs, γ˘ ą l

`rt, bs, γ˘´ ε

2 “ ϕpbq ´ ϕptq ´ ε

2 . (22.24)

La continuité de γ implique qu’il existe un η tel que

s P r0, ηs ñ }γpt` sq ´ γptq} ă ε

2 (22.25)

Quitte à prendre η encore plus petit, nous supposons que t` η ă t1. Soit s P r0, ηs et considérons
la subdivision de rt, bs donnée par σ1 “ σ Y tt ` su. Étant donné que σ1 est plus fine que σ, le
nombre lσ

`rt, bs, γ˘ est inférieur ou égal à lσ1
`rt, bs, γ˘. Nous avons donc les inégalités

ϕpbq ´ ϕptq ´ ε

2 ď lσ
`rt, bs, γ˘

ď lσ1
`rt, bs, γ˘

“ ››γpt` sq ´ γptq››` lσ1zttu
`rt` s, bsγ˘

ď }γpt` sq ´ γptq} ` ϕpbq ´ ϕpt` sq
ď ε

2 ` ϕpbq ´ ϕpt` sq.

(22.26)

Au final, nous avons trouvé que
ϕpt` sq ´ ϕptq ď ε, (22.27)

ce qui prouve que ϕ est continue au point t.

En guise de paramètre sur un arc, nous pouvons utiliser la longueur d’arc elle-même. En effet
si pI, γq est un arc de longueur l, nous pouvons donner le même arc avec le couple

`r0, ls, g˘ où g
est la fonction qui au réel s fait correspondre l’élément γ

`
ϕ´1psq˘ de Rn. Dire

P “ pγ ˝ ϕ´1qpsq (22.28)

revient à dire que le point P est le point sur la courbe sur lequel on tombe après avoir marché une
distance s sur la courbe.

Nous allons revenir sur ce « changement de paramètre » plus tard, en particulier dans la sec-
tion 22.7.

22.3.1 Formule intégrale de la longueur

Nous pouvons voir un chemin γ comme étant la trajectoire d’une particule en fonction du
temps. Sa vitesse à l’instant t est le vecteur γ1ptq, tandis que sa vitesse scalaire est le nombre
}γ1ptq}. Une question naturelle est de savoir quelle est la longueur de la trajectoire parcourue entre
t “ a et t “ b.

Si nous prenons un petit intervalle de temps dt, nous pouvons supposer que le mobile avance
à la vitesse constante }γ1ptq}. Cela ferait un trajet parcouru de longueur }γ1ptq}dt. Nous nous
attendons donc à une formule de la forme suivante pour la longueur de γ :

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt. (22.29)

Plus explicitement, si γptq “ `
xptq, yptq, zptq˘, alors nous aurions la formule

lpγq “
ż b

a

a
x1ptq2 ` y1ptq2 ` z1ptq2dt. (22.30)
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Théorème 22.10.
Soit pI, γq un arc paramétré compact de classe C1. Alors γ est rectifiable et

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt “

ż

γ
1, (22.31)

où I “ ra, bs.
Démonstration. L’égalité avec l’intégrale le long de γ de la fonction 1 est simplement la défini-
tion 21.40 de l’intégrale curviligne.

Si σ “ ttiu est une subdivision de l’intervalle ra, bs, alors

lσpγq “
nÿ

i“1
}γptiq ´ γpti´1q}

“
nÿ

i“1
}
ż ti
ti´1

γ1ptqdt}

ď
nÿ

i“1

ż ti
ti´1

}γ1ptq}dt

“
ż b

a
}γ1ptq}dt.

(22.32)

Cela prouve déjà que

lpγq “ sup
σ
lσpγq ď

ż b

a
}γ1ptq}dt. (22.33)

Nous devons maintenant prouver l’inégalité inverse.
Notons ϕ l’abscisse curviligne ϕptq “ l

`ra, ts, γ˘. Cette dernière vérifie

ϕpt` hq ´ ϕptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ě }γpt` hq ´ γptq}, (22.34)

et en particulier ››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď
ϕpt` hq ´ ϕptq

h
. (22.35)

D’autre part, en utilisant (22.33) sur le segment rt, t` hs, nous avons

ϕpt` hq ´ ϕptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ď

ż t`h

t
}γ1puq}du. (22.36)

Cela nous permet de continuer l’inéquation (22.35) en
››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď
ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ď 1
h

ż t`h

t
}γ1puq}du. (22.37)

Prenons la limite h Ñ 0. À gauche nous reconnaissons la formule de la dérivée, et nous obtenons
}γ1ptq} ; au centre nous avons ϕ1ptq et à droite, si npuq représente une primitive de la fonction
u ÞÑ }γ1puq},

lim
hÑ0

npt` hq ´ nptq
h

“ n1ptq “ }γ1ptq}. (22.38)

Au final,
}γ1ptq} ď ϕ1ptq ď }γ1ptq}, (22.39)

c’est-à-dire ϕ1ptq “ }γ1ptq} et donc par le théorème fondamental du calcul intégral 15.233,

ϕptq ´ ϕpaq “
ż t

a
}γ1puq}du. (22.40)
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Par construction de la longueur d’arc, ϕpaq “ 0 et en posant t “ b nous obtenons la relation
recherchée :

lpγq “ ϕpbq “
ż b

a
}γ1puq}du. (22.41)

Remarque 22.11.
Cela est cohérent avec 21.186, mais il faut garder en tête que lpγq n’est pas le mesure de Lebesgue
de l’image de γ dans R2. Cette dernière est nulle.

Exemple 22.12
Soient donc a et b deux points de Rm, et γ la droite joignant a à b, c’est-à-dire

γptq “ p1´ tqa` tb (22.42)

avec t P r0, 1s. Le théorème 22.10 nous enseigne que la longueur de ce chemin est

l
`r0, 1s, γ˘ “

ż 1

0
}γ1ptq}dt “

ż 1

0
} ´ a` b} “ }b´ a}, (22.43)

qui est bien la distance entre a et b. 4

Exemple 22.13(Circonférence du cercle)
Nous savons que l’image de

γ : r0, 2πr Ñ R2

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘ (22.44)

est le cercle de centre p0, 0q et de rayon R ą 0. Et de plus cet arc est de classe C1 (et même C8)
par la proposition 19.16. La longueur sera, d’après la formule (22.10)

lγ “
ż 2π

0
}γ1ptq}dt “ 2πR (22.45)

grâce à la formule sin2` cos2 “ 1 du lemme 19.18.
Mais tout cela n’est pas satisfaisant parce que nous n’avons pas encore de valeur numérique de

π.
Il y a une autre façon de faire en considérant le quart de cercle dont la longueur en fonction de

π est vite calculée par

lγ “
ż pi{2

0
}γ1ptq}dt “ πR

2 . (22.46)

Cette même longueur est calculée en termes de fonctions plus courantes avec le chemin

σ : s0, 1r Ñ R2

t ÞÑ
ˆ

t?
R2 ´ t2

˙ (22.47)

La longueur s’exprime avec

lσ “
ż 1

0

c
R2

R2 ` t2dt. (22.48)

Notons que le changement de variables t “ R sinpuq permet de retrouver l’expression lσ “ πR{2.
Pour avoir une approximation de π, il est loisible de calculer une approximation numérique de

l’intégrale (22.48) (avec R “ 1) et de l’égaler à π{2. 4

Exemple 22.14
Considérons l’arc de cercle de rayon R interceptée par l’angle θ présenté sur la figure 22.3.
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θ

R

θ0

θ1

Figure 22.3 – Quelle est la longueur de la partie bleue de ce cercle de rayon R ?

Par définition, cette longueur sera
ż θ1
θ0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptqdt “ Rpθ1 ´ θ0q. (22.49)

Le radian comme unité de mesure d’angle est donc l’unité parfaite : elle est la longueur d’arc
interceptée (si le rayon est R “ 1). 4

Une conséquence à peine indirecte de ce que nous venons de voir à propos de longueur d’arc
de cercle est la proposition suivante 1.

Proposition 22.15.
Pour tout x, y P R, nous avons

|eix ´ eiy| ď |x´ y|. (22.50)

Démonstration. Évacuons tout de suite la différence entre R2 et C : ils sont isométriques. Si vous
n’êtes pas convaincu que tout se passe bien, vous pouvez récrire toute la démonstration en écrivant
systématiquement

`
cospxq, sinpxq˘ au lieu de eix. Cela serait au passage un bon exercice pour voir

que les formules de dérivation fonctionnent bien.
Nous considérons les points eix et eiy dans C et deux chemins différents les joignant. Le premier

est le segment de droite
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ teix ` p1´ tqeiy. (22.51)

Le second est l’arc de cercle
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ ei
`
tx`p1´tqy

˘
.

(22.52)

Nous avons σ11ptq “ eix ´ eiy qui ne dépend pas de t, et donc la longueur est facile à calculer à
partir de la formule intégrale du théorème 22.10 :

lpσ1q “
ż 1

0
|σ11ptq| “ |eix ´ eiy|. (22.53)

En ce qui concerne le second chemin,

σ12ptq “ px´ yqei
`
tx`p1´tqy

˘
. (22.54)

Nous avons 2 |σ12ptq| “ |x´ y| qui ne dépend pas non plus de t. Donc

lpσ2q “ |x´ y|. (22.55)

1. À mon avis il y a moyen de prouver ça avec un développement limité, mais je ne sais pas trop comment majorer
l’erreur sans accepter que x soit arbitrairement proche de y. Si vous savez comment faire, écrivez moi.

2. Si vous voulez citer des résultats, lemme 19.25 et proposition 1.131.
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Étant donné la proposition 22.5 qui dit que le chemin le plus court est le segment de droite,

lpσ1q ă lpσ2q (22.56)

et donc le résultat annoncé.

22.16.
Si on veut savoir la longueur d’une courbe donnée sous la forme d’une fonction y “ ypxq, un chemin
qui trace la courbe est évidemment donné par

γptq “ pt, yptqq, (22.57)

et le vecteur tangent au chemin est γ1ptq “ p1, y1ptqq. Donc

}γ1ptq} “a
1` y1ptq2, (22.58)

et
L “

ż b

a

a
1` y1ptq2. (22.59)

Exemple 22.17
La longueur de l’hélice

σptq “
¨
˝

cosp2tq
sinp2tq?

5t

˛
‚ (22.60)

pour t P r0, 2πs est donnée par

lpσq “
ż 4π

0

b
4 sin2p2tq ` 4 cos2p2tq ` 5dt “

ż 4π

0

?
9 “ 12π. (22.61)

4

Définition 22.18.
Soit σ1 : ra, bs Ñ R3, un chemin et σ2 : rc, ds Ñ R3, un autre chemin. On dit que ces chemins
sont équivalents s’il existe une fonction ϕ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante telle que σ1ptq “
σ2
`
ϕptq˘.
Deux chemins équivalents parcourent la même courbe dans le même sens. Ils ne le parcourent

toutefois pas à la même vitesse. On dit que les chemins sont opposée si la fonction ϕ de la définition
est strictement décroissante. Dans ce cas, ils ont la même image, mais parcourue dans le sens
opposés. Nous disons que deux chemins équivalents sont un changement de paramétrisation
pour la même courbe.

Dans le cas d’une paramétrisation équivalente, nous avons ϕpaq “ c et ϕpbq “ d. Les points de
départ et d’arrivée des deux paramètres coïncident. Dans le cas d’un paramètre qui va dans le sens
opposé par contre nous avons automatiquement ϕpaq “ d et ϕpbq “ c.

Proposition 22.19.
La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramètre (équivalent ou opposé) choisi.

Démonstration. Soient σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 tels que

σ1ptq “ σ2
`
ϕptq˘ (22.62)

où ϕ : ra, bs Ñ ra, ds est une bijection strictement monotone. Par définition on a

lpσ1q “
ż b

a
}σ11ptq}dt. (22.63)
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Nous pouvons exprimer la dérivée de σ1 en termes de celle de σ2 en dérivant la relation (22.62) :

σ11ptq “ ϕ1ptqσ12
`
ϕptq˘. (22.64)

En ce qui concerne la norme,
}σ11ptq} “ |ϕ1ptq|}σ12ptq}. (22.65)

Notez dans cette relation que ϕ1ptq est un nombre (et non un vecteur). Étant donné que nous avons
supposé que ϕ était monotone, soit elle est monotone croissante et }ϕ1ptq} “ ϕ1ptq pour tout t, soit
elle est monotone décroissante et }ϕ1ptq} “1 ϕptq pour tout t.

Considérons d’abord le premier cas, c’est-à-dire }ϕ1ptq} “ ϕ1ptq. Nous posons s “ ϕptq, ds “
ϕ1ptqdt. En remplaçant cela dans la formule de la longueur est

lpσ1q “
ż b

a
ϕ1ptq}σ2

`
ϕptq˘}dt

“
ż ϕpbq

ϕpaq
}σ12psq}ds

“
ż d

c
}σ12psq}ds

“ lpσ2q.

(22.66)

Si nous considérons maintenant une paramétrisation strictement décroissante. Dans ce cas,
ϕ1ptq ď 0 et }ϕ1ptq} “ ´ϕ1ptq. Nous posons encore une fois s “ ϕptq, ds “ ϕ1ptqds. Ici il ne faut pas
oublier que ϕpaq “ d et ϕpbq “ c. Le calcul est à part cela le même en faisant attention au singe :

lpσ1q “
ż b

a
ϕ1ptq}σ2

`
ϕptq˘}dt

“ ´
ż ϕpbq

ϕpaq
}σ12psq}ds

“ ´
ż c

d
}σ12psq}ds

“
ż d

c
}σ12psq}ds

“ lpσ2q.

(22.67)

Nous avons changé le signe en changeant l’ordre des bornes.

22.4 Suite du chapitre

Le grand avantage des arcs paramétrés par rapports aux graphes de fonctions est le le graphe
peut « faire des retours en arrière », ou bien des auto intersections. Outre les deux exemples typiques
de la la figure 22.4, un exemple classique est la droite verticale. Les fonctions y “ ax`b permettent
de décrire toutes les droites, sauf les droites verticales. Dans le cadre des courbes paramétrées, les
droites verticales et horizontales sont sur pied d’égalité. Quelques exemples classiques :
Droite horizontale Une droite horizontale à la hauteur a est donnée par la courbe paramétrée

γptq “ pt, aq, avec t P I “ R.
Droite verticale Une droite verticale à la distance b de l’origine est donnée par la courbe para-

métrée γptq “ pb, tq, avec t P I “ R.
Graphe d’une fonction Le graphe d’une fonction f : RÑ R est donné par l’arc γptq “ `

t, fptq˘.
Un cercle Le cercle de rayon R est donné par l’arc γptq “ `

R cosptq, R sinptq˘.
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´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

6

(a) γptq “ p2 sinptq, tq, avec 0 ď t ď 2π

´1 1

´1

1

(b) γptq “ psinp2tq, sinptqq avec
´π ď t ď π

Figure 22.4 – Des exemples d’arcs paramétrées. Ceux ne sont pas des graphes.

Remarque 22.20.
Afin d’alléger la notation, nous allons le plus souvent désigner l’arc pI, γq simplement par la fonc-
tion γ. Il est cependant toujours très important de savoir sur quel intervalle nous considérons le
chemin. Cela dépendra le plus souvent du contexte, et nous indiquerons l’intervalle I explicitement
lorsqu’une ambigüité est à craindre.

Par exemple, lorsque nous considérons le cercle γptq “ `
R cosptq, R sinptq˘, le plus souvent

l’intervalle de variation de t sera I “ r0, 2πs. Par contre, si nous considérons la droite γptq “ pt, 2tq,
l’intervalle de variation de t sera naturellement I “ R.

22.5 Courbes paramétrés

22.5.1 Définitions et exemples

Exemple 22.21
Soit v P R3 et x0 P R3. Le chemin

σptq “ x0 ` tv (22.68)
est une droite. Sa vitesse est σ1ptq “ v. 4

Exemple 22.22
La courbe

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
P R2 (22.69)

avec t P r0, 2πr est le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique.
Notez que si on prend t P r0, 4πr, nous avons un autre chemin ; c’est le même cercle unité, mais

parcouru deux fois. Même si le « dessin » (le graphe) des deux est le même, le chemin n’est pas le
même.

Le chemin
γptq “

ˆ
cosp2π ´ tq
sinp2π ´ tq

˙
(22.70)

est le cercle unité parcouru une fois dans le sens inverse. Encore une fois le « dessin » est le même,
mais le chemin n’est pas le même. 4

Exemple 22.23
Le chemin

σptq “
ˆ
t
t2

˙
(22.71)
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est un chemin dont l’image est la parabole d’équation y “ x2. 4

L’importance de la dérivée du chemin réside en le fait qu’elle donne la tangente. En effet le
vecteur σ1ptq est tangent au graphe de σ au point σptq.
Corollaire 22.24.
La tangente à un cercle est perpendiculaire au rayon.

Démonstration. Nous savons que pour un cercle,

y1pxq “ ´x?
R2 ´ x2 . (22.72)

Un point général du cercle a pour abscisse x “ R cospθq. En remplaçant nous trouvons le coefficient
directeur suivant pour la tangente :

y1
`
R cospθq˘ “ ´ 1

tanpθq . (22.73)

Par conséquent une droite perpendiculaire à la tangente aurait comme coefficient directeur le
nombre tanpθq. Or cela est bien le coefficient directeur du rayon qui joint le point p0, 0q au point`
R cospθq, R sinpθq˘.

Exemple 22.25
Pour le cercle,

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
, (22.74)

la dérivée est donnée par

σ1ptq “
ˆ´ sinptq

cosptq.
˙

(22.75)

Le produit scalaire σptq·σ1ptq est nul. Le vecteur σ1ptq est donc bien tangent (corollaire 22.24).
4

Exemple 22.26
Le courbe donnée par le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚ (22.76)

est une hélice. Sa vitesse est

σ1ptq “
¨
˝
´ sinptq
cosptq

1

˛
‚. (22.77)

Notez que pour tout t P R, nous avons }σ1ptq} “ ?2. 4

Remarque 22.27.
Lorsqu’on parle d’une courbe dans l’espace, l’intervalle sur lequel on considère la variation du
paramètre est une donné fondamentale. Elle fait partie intégrante de la définition de la courbe.

22.6 Élément de longueur

22.6.1 Élément de longueur : cartésiennes

Étant donné que la longueur d’arc d’une courbe paramétrée pI, γq est donnée par l’intégrale
de }γ1ptq}, il est naturel d’appeler le nombre }γ1ptq} dt, l’élément de longueur de la courbe γ au
point γptq.
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En coordonnées cartésiennes dans le plan, une courbe paramétré est donnée par

γptq “ `
x1ptq, x2ptq

˘
, (22.78)

et l’élément de longueur est
}x1ptq} dt “

b
px11q2 ` px12q2 dt. (22.79)

22.6.2 Élément de longueur : polaires (1)

En coordonnées polaires, une courbe est donnée par

γptq “ `
ρptq, θptq˘, (22.80)

et le passage aux cartésiennes se fait via les formules
#
xptq “ ρptq cos

`
θptq˘ (22.81a)

yptq “ ρptq sin
`
θptq˘. (22.81b)

L’élément de longueur se trouve directement en remplaçant xptq et yptq dans la formule (22.79).
Les dérivées sont données par

x1ptq “ ρ1ptq cos θptq ´ ρptqθ1ptq sin θptq
y1ptq “ ρ1ptq sin θptq ` ρptqθ1ptq cos θptq, (22.82)

et un calcul montre que
`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ `
ρ1ptq˘2 ` `

ρptq˘2`
θ1ptq˘2

. (22.83)

Nous reviendrons plus en détail sur le concept de changement de paramétrisation (ici, les
polaires) à la section 22.7.

22.6.3 Élément de longueur : polaires (2)

Parfois on utilise θ comme paramètre. L’équation de la courbe est alors donnée en coordonnées
polaires sous la forme

ρpθq “ fpθq, (22.84)

où f est une fonction réelle et il faut comprendre que nous parlons de la courbe
`
ρpθq, θ˘ en

coordonnées polaires. En coordonnées cartésiennes, cette courbe est donnée par
"
xptq “ ρptq cosptq (22.85a)
yptq “ ρptq sinptq (22.85b)

avec t qui parcours le plus souvent l’intervalle r0, 2πs. Notez qu’il se peut que le domaine ne soit pas
toujours r0, 2πs ; cela peut dépendre des circonstances. Quoi qu’il en soit, la donnée du domaine
fait partie de la donnée d’une courbe, et il ne peut donc pas y avoir d’équivoques à ce niveau.

Nous utilisons à nouveau la formule (22.79) en y mettant les valeurs (22.85) :
"
x1ptq “ ρ1ptq cosptq ´ ρptq sinptq (22.86a)
y1ptq “ ρ1ptq sinptq ` ρptq cosptq, (22.86b)

et `
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ ρ1ptq2 ` ρptq2. (22.87)

Remarque 22.28.
N’oubliez pas, en utilisant ces formules, que ce qui rentre dans l’intégrale est la racine carré de
px1q2 ` py1q2.
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Exemple 22.29
Calculons la circonférence du cercle. En coordonnées polaires, le graphe du cercle correspond à
l’équation `

ρptq, θptq˘ “ pR, tq (22.88)

où R est constante (le rayon du cercle) et t va de 0 à 2π. En substituant dans l’équation (22.83),
l’élément de longueur à intégrer est seulement

?
R2 “ R (22.89)

parce que ρ1ptq “ 0 et θ1ptq “ 1. La longueur du cercle est alors directement donnée par

l “
ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (22.90)

Nous pouvions aussi faire le calcul en coordonnées cartésiennes. Alors la courbe est donnée par
les équations

xptq “ R cosptq
yptq “ R sinptq (22.91)

et t P r0, 2πs. La circonférence du cercle est alors

l “
ż 2π

0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptq dt “

ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (22.92)

4

Remarque 22.30.
Il faut bien comprendre que quand on parle de courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes
on pense à une courbe dont le paramètre est, par exemple, t et les équations de la courbe sont
pxptq, yptqq. Cela ne veut pas dire que x ou y soit le paramètre. La cas où x ou y est le paramètre
est un cas particulier qui est possible seulement pour certaines courbes et notamment pour les
graphes. Le cercle de rayon 1 n’est pas un graphe, donc si on veut utiliser x ou y comme paramètre
il faut d’abord découper la courbe en deux morceaux, par exemple, la moitié inférieure (y ă 0) et
la moitié supérieure (y ą 0).

Exemple 22.31
Une cycloïde est une courbe paramétrée par

"
xptq “ apt´ sinptqq (22.93a)
yptq “ ap1´ cosptqq (22.93b)

avec a ą 0 et t P R. Comme montré sur la figure 22.5, la cycloïde donne lieu à un graphe périodique.
Il est possible de montrer (le faire) que le premier arc correspond à t P r0, 2πs. Nous voulons donc
calculer la longueur de l’arc sur cet intervalle.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1

2

Figure 22.5 – La cycloïde de paramètre a “ 1 entre 0 et 4π.
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Nous avons x1ptq “ ap1´ cosptqq et y1ptq “ a sinptq, de telle façon que

apx1q2 ` py1q2 “ a
a

2´ 2 cosptq “ a

d
4 sin2

ˆ
t

2

˙
“ 2a

ˇ̌
ˇ sin t

2

ˇ̌
ˇ. (22.94)

La longueur est donc donnée par
ż 2π

0
2a| sin t

2 |dt “ 4a
ż π

0
sinptqdt “ 8a. (22.95)

4

Exemple 22.32
La cardioïde est la courbe donnée par

ρpθq “ ap1` cospθqq. (22.96)

avec θ P r´π, πs. Le nom de cette courbe provient de son graphe illustré à la figure 22.6.

Figure 22.6 – Une cardioïde, ρ “ 1` cospθq.
L’équation (22.96) est donnée sous la forme (22.84), c’est-à-dire que θptq “ t et θ1ptq “ 1, et

par conséquent l’élément de longueur est donné par

pρ1q2 ` pρq2 “ `´ a sinpθq˘2 ` a2`1` cospθq˘2

“ a2 sin2pθq ` a2`1` 2 cospθq ` cos2pθq˘

“ a2`1` 1` 2 cospθq˘

“ 2a2`1` cospθq˘

“ 4a2 cos2 θ

2 .

(22.97)

La longueur d’arc est donc donnée par

l “
ż π

´π
2a cos θ2dθ “ 2a

ż π{2

´π{2
cosptq2dt “ 8a. (22.98)

4

22.6.4 Approximation de la longueur par des cordes

Définition 22.33.
Soit un arc paramétré pI, γq. Un point t P I est dit régulier si γ1ptq ‰ 0, et il est dit critique
si γ1ptq “ 0. Le point t P I est dit birégulier si les vecteurs γ1ptq et γ2ptq sont linéairement
indépendants et non nuls.

Par extension, nous dirons également que le point γptq lui-même est régulier, critique ou biré-
gulier. Un arc est dit régulier lorsque tous ses points sont réguliers.

http://c.caignaert.free.fr/chapitre15/node1.html
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Note : dans le lemme 22.68 et ses dépendances, nous utilisons effectivement que l’arc γ est de
classe C2.

Nous savons que la longueur d’une courbe est donné par le supremum sur toutes les subdivisions
de la longueur des cordes correspondantes. De plus l’inégalité triangulaire nous enseigne que plus
la subdivision est fine, plus la longueur sera grande. Il est donc naturel de penser que sur un
petit intervalle, la longueur de la courbe ne doit pas être très différente de la longueur de la corde
correspondante.

La proposition suivante est un énoncé précis et quantitatif de ce fait.

Proposition 22.34.
Soit pI, γq un arc de classe C1 et t0 P I un point régulier (c’est-à-dire γ1pt0q ‰ 0). Alors pour tout
ε ą 0, il y a un δ ą 0 tel que on trouve t, t1 P I X pt0, δq tels que

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t
}γ1puq}du´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 2ε|t´ t1|. (22.99)

Intuitivement, cette proposition signifie qu’au voisinage de t0, la longueur d’arc est équivalente
à celle de la corde.

Démonstration. Par la continuité de γ1 (parce que γ est C1), pour tout ε, il existe un δ tel que

|t´ t0| ă δ ñ ››γ1ptq ´ γ1pt0q
›› ď ε. (22.100)

Nous considérons la fonction

u ÞÑ γpuq ´ γpt0q ´ pu´ t0qγ1pt0q, (22.101)

dont la dérivée (par rapport à u) est
γ1puq ´ γ1pt0q. (22.102)

Nous y appliquons la formule des accroissements finis entre t et t1 choisis dans I X st0 ´ δ, t0 ` δr.
Il existe un u entre t et t1 tel que

››γptq ´ γpt0q ´ pt´ t0qγ1pt0q ´ γpt1q ` γpt0q ` pt1 ´ t0qγ1pt0q
››

“ |t´ t1|}γ1puq ´ γ1pt0q}
ď ε|t´ t1|.

(22.103)

En simplifiant ce qui peut être simplifié dans le membre de gauche, nous trouvons
››γptq ´ γpt1q ´ pt´ t1qγ1pt0q

›› ď ε|t´ t1|. (22.104)

Le membre de gauche peut être minoré en utilisant la proposition 7.107 :
ˇ̌
ˇ}γptq ´ γpt1q} ´ }pt´ t1qγ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (22.105)

D’autre part, les inégalités (7.71) montrent que

´ }γ1puq ´ γ1pt0q} ď }γ1puq} ´ }γ1pt0q} ď }γ1puq ´ γ1pt0q}. (22.106)

Si de plus u est compris entre t et t1, ces inégalités sont encore coincées entre ´ε et ε. En intégrant
(22.106) par rapport à u entre t et t1, nous obtenons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t

››γ1puq››´ pt´ t1q››γ1pt0q
››
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (22.107)

Afin d’alléger les notations pour la ligne suivante, nous notons A le nombre positif
şt1
t }γ1puq}du.

Nous avons
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q} ` |t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ

ď
ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ|t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ.

(22.108)
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L’équation (22.105) montre que le second terme est plus petit ou égal à ε|t´ t1|. En ce qui concerne
le premier terme, étant donné que A est positif,

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇA´ pt´ t1q }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (22.109)

Au final, l’inéquation (22.108) donne
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ ď 2ε |t´ t1|, (22.110)

ce qu’il fallait démontrer.

22.7 Arc géométrique
Définition 22.35.
Soient pI, γq et pJ, gq deux arcs paramétrés de classe Ck. On dit qu’il sont équivalents s’il existe
une bijection θ : I Ñ J de classe Ck, d’inverse de classe Ck telle que g “ γ ˝ θ. Nous notons γ „ g
lorsque γ et g sont équivalents (les ensembles I et J sont sous-entendus).

Le passage d’une paramétrisation pI, γq à une autre pJ, gq se fait selon le diagramme suivant :

I
γ // Rn

J

g

>>

θ

OO (22.111)

Proposition 22.36.
La relation donnée dans la définition 22.35 est une relation d’équivalence.

Démonstration. Les trois points d’une relation d’équivalence se vérifient en utilisant le fait que θ
est inversible, et que l’inverse θ´1 jouit des mêmes propriétés de continuité (Ck) que θ.
Réflexivité Nous avons γ „ γ avec θ “ Id.
Symétrie Si γ „ g, alors nous avons une application θ telle que g “ γ ˝ θ, et donc γ “ g ˝ θ´1, ce

qui montre que g „ γ.
Transitivité Si γ „ g et g „ h avec g “ γ ˝ θ et h “ g ˝ ω, alors h “ γ ˝ pθ ˝ ωq, ce qui montre

que γ „ h.

Si les arcs pI, γq et pJ, gq sont équivalents, les images dans Rn sont identiques, et décrivent
donc « le même dessin ». Nous allons préciser cette notion plus loin.

Définition 22.37.
Pour cette raison les classes d’équivalences sont appelées des arcs géométriques (de classe Ck).

Si Γ est une arc géométrique, ses représentants sont dits des paramétrages admissibles
ou, plus simplement paramétrisation. On dit que l’application θ : J Ñ I est un changement de
variable. Nous disons que un arc géométrique est compact quand ses représentants sont compacts.

Lemme 22.38.
Dans le cas d’un arc C1, les changements de variables sont strictement monotones (croissants ou
décroissants).

Démonstration. Nous considérons pI, γq et pJ, gq, deux paramétrisations différentes du même arc
géométrique, et θ P C1pJ, Iq le changement de variable. Nous allons noter t la variable sur I et s la
variable sur J . Par définition, θ

`
θ´1ptq˘ “ t, et par conséquent,

θ1
`
θ´1ptq˘pθ´1q1ptq “ 1. (22.112)
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En particulier θ1
`
θ´1ptq˘ ne s’annule pas pour aucune valeur de t. Mais θ´1ptq peut prendre n’im-

porte quelle valeur dans J , donc nous avons θ1psq ‰ 0 pour tout s P J . Cela signifie bien que θ est
strictement monotone. En effet, θ1 étant continue, elle ne peut pas changer de signe sans passer
par zéro (théorème 13.50 des valeurs intermédiaires).

Théorème 22.39.
La longueur d’un arc est indépendante de sa paramétrisation, c’est-à-dire que les représentants
d’un arc géométrique compact de classe C1 ont même longueur.

Démonstration. Nous utilisons les mêmes notations que celles du lemme 22.38. Nous savons déjà
que le changement de variable θ : J Ñ I est strictement monotone. Supposons que θ soit croissante.
En effectuant un changement de variable dans l’intégrale qui donne la longueur 3 nous avons

lpγq “
ż

I
}γ1ptq}dt

“
ż

J
}γ1`θpsq˘}θ1psqds

“
ż

J
}γ1`θpsq˘θ1psq}ds

“
ż

J
} d
ds
pγ ˝ θqpsq}ds

“
ż

J
}g1psq}ds

“ lpJ, gq.

(22.113)

Définition 22.40.
Nous nommons longueur d’un arc géométrique la longueur commune de tous ses représentants.
On dit que l’arc géométrique est rectifiable si sa longueur est ă 8.

22.7.1 Abscisse curviligne et paramétrisation normale

Définition 22.41.
Soit pI, γq un arc paramétré continu rectifiable. Nous appelons abscisse curviligne de γ toute
application φ : I Ñ R telle que pour tout t, t1 P I avec t ă t1, nous ayons

l
`rt, t1s, γ˘ “ ˇ̌

φpt1q ´ φptqˇ̌. (22.114)

Si il existe un t0 P I tel que φpt0q “ 0, alors nous disons que t0 est l’origine de l’abscisse φ.

Définition 22.42.
Un arc paramétré pI, γN q continu rectifiable est dit normal si l’identité est une abscisse curviligne.

Lemme 22.43.
Si γ est de classe C1 et est une paramétrisation normale, alors
(1) pour tout choix de t et t1 dans I avec t ă t1, nous avons

l
`rt, t1s, γN

˘ “ t1 ´ t. (22.115)

(2) }γ1ptq} “ 1 pour tout t.

Démonstration. Pour tout x1, x2 dans le domaine nous avons

l
`rx1, x2s, γ

˘ “
ż x2

x1

}γ1ptq}dt “ x2 ´ x1. (22.116)

Cela implique }γ1ptq} “ 1 pour tout t.
3. Théorème 22.10.
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Exemple 22.44
Le cercle unitaire est donné par l’arc

γptq “ `
cosptq, sinptq˘ (22.117)

et t P r0, 2πs. Pour tout choix de t et t1 dans r0, 2πs, nous avons

l
`rt, t1s, γ˘ “

ż t1

t

b
sin2puq ` cos2puqdu “ t1 ´ t. (22.118)

Les angles exprimés en radians forment donc une paramétrisation normale du cercle de rayon 1.
4

Lemme 22.45.
Pour un arc paramétré compact, la longueur d’arc est une abscisse curviligne.

Démonstration. Par définition de la longueur d’arc ϕ, nous avons

ϕpt1q ´ ϕptq “ l
`ra, t1s, γ˘´ l`ra, ts, γ˘ “ ♦. (22.119)

Supposons pour fixer les idées que t1 ą t. En utilisant la proposition 22.7, nous avons

l
`ra, t1s, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, t1s, γ˘, (22.120)

et donc après simplification de deux termes,

♦ “ l
`rt, t1s, γ˘, (22.121)

ce qui est précisément la propriété demandée pour être une abscisse curviligne.

Proposition 22.46.
Pour tout arc paramétré C1 sans points critiques, il existe un changement de coordonnées qui rend
l’arc normal.

Démonstration. Soit pI, γq un arc de classe C1. Nous devons montrer qu’il existe un intervalle J
et une application θ : J Ñ I de classe C1 et d’inverse C1 tel que l’arc pJ, γN q soit C1 où γN “ γ ˝ θ.

Si I “ ra, bs, nous considérons la fonction

φ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (22.122)

Étant définie par l’intégrale d’une fonction C0, la fonction φ est C1, et nous avons φ1ptq “ }γ1ptq} ą 0
pour tout t P I. Vue comme application φ : ra, bs Ñ r0, lpγqs, l’application φ est bijective et d’inverse
C1. Voyons cela point par point.
(1) La fonction φ est injective parce que strictement croissante.
(2) Elle est surjective parce que φpaq “ 0 et φpbq “ lpγq.
(3) La continuité de l’inverse est plus délicate. Soit l P r0, lpγqs et ε ą 0. Pour prouver la

continuité de φ´1 en s, nous devons trouver un δ tel que

|s´ s1| ă δ ñ ˇ̌
φ´1psq ´ φ´1ps1qˇ̌ ă ε. (22.123)

Étant donné que s et s1 sont dans l’image de φ, nous considérons les uniques t et t1 tels que
s “ φptq et s1 “ φpt1q. La quantité φptq ´ φpt1q devient

ż t

a

››γ1puq››du´
ż t1

a

››γ1puq››du “
ż t1

t

››γ1puq››du. (22.124)
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D’autre part, φ´1psq “ t et φ´1ps1q “ t1, donc la condition (22.124) devient

|
ż t

t1

››γ1puq››du| ď δ ñ |t´ t1| ă ε. (22.125)

Cela revient à la continuité des fonctions définies par une intégrale.
(4) La dérivée de son inverse est donnée par 4

pφ´1q1psq “ 1
φ1
`
φ´1psq˘ . (22.126)

Nous avons vu que φ´1 et φ1 étaient continues. La fonction pφ´1q1 étant exprimée en termes
de ces deux fonctions elle est également continue.

Nous considérons l’arc paramétré pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ φ´1qpsq. (22.127)

Nous montrons maintenant que cette nouvelle paramétrisation est normale. Soient 0 ď s ď s1 ď
lpγq,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s

››γ1N puq
››du

“
ż φ´1ps1q

φ´1psq

››pγ1N ˝ φqptq
››φ1ptqdt

“
ż φ´1ps1q

φ´1psq

››pγN ˝ φq1ptq
››dt

“
ż φ´1ps1q

φ´1psq

››γ1ptq››dt

“
ż φ´1ps1q

0

››γ1ptq›› dt´
ż φ´1psq

0

››γ1ptq›› dt
“ φ

`
φ´1ps1q˘´ φ`φ´1psq˘

“ s1 ´ s,

(22.128)

ce qui prouve que la paramétrisation pJ, γN q est normale.

Nous retenons que la paramétrisation normale de γ est donnée par pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ φ´1qpsq (22.129)

où
φ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (22.130)

Notons aussi que φ est une fonction croissante, étant l’intégrale d’une fonction positive.

Exemple 22.47
Trouvons les coordonnées normales pour la cycloïde donnée par

"
xptq “ apt´ sinptqq, (22.131a)
yptq “ ap1´ cosptqq (22.131b)

et t P s0, 2πr. Relire l’exemple 22.31.

4. Pour obtenir cette formule, dérivez les deux membres de l’équation φ
`
φ´1

psq
˘
“ s.
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D’abord nous trouvons φ avec la formule (22.130) avec a “ 0. En utilisant le bout de calcul
(22.94), nous avons

φptq “ 2a
ż t

0
sin u2du “ 4a

ˆ
1´ cos t2

˙
. (22.132)

Pour trouver φ´1psq, nous résolvons l’équation
s “ φ

`
φ´1psq˘ (22.133)

par rapport à φ´1psq. Dans un premier temps, nous trouvons

1´ s

4a “ cos φ
´1psq

2 , (22.134)

donc φ´1psq
2 “ arccosp4a´s

4a q, et finalement

φ´1psq “ 2 arccos
ˆ

4a´ s
4a

˙
. (22.135)

Il nous reste à injecter cela dans les expressions de xptq et yptq pour trouver pγN qxpsq et pγN qypsq.
D’abord,

pγN qxpsq “ a
“
φ´1psq ´ sin

`
φ´1psq˘‰. (22.136)

Nous utilisons maintenant la formule trigonométrique sinpxq “ 2 sin x
2 cos x2 afin de simplifier les

expressions :

pγN qx “ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 2 sin

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘
cos

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘ı

“ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 4a´ s

2a

d
1´

ˆ
4a´ s

4a

˙2ı

“ 2a arccos
ˆ

4a´ s
4a

˙
´
a

8as´ s2 4a´ s
8a

(22.137)

où nous avons utilisé la formule sin
`

arccospxq˘ “ ?
1´ x2. Ensuite, pour obtenir pγN qy nous

devons calculer
pγN qypsq “ a

“
1´ cos

`
φ´1psq˘‰. (22.138)

Encore une fois, il est intéressant d’exprimer le cosinus en termes des angles divisés par deux :
cospxq “ cos2 x

2 ´ sin2 x
2 .

pγN qy “ a
”
1´ cos2 φ

´1psq
2 ` sin2 φ

´1psq
2

ı

“ a
”
2´ 2 cos2 φ

´1psq
2

ı

“ 2a
”
1´

ˆ
4a´ s

4a

˙2 ı
.

(22.139)

Dans cette paramétrisation, s P s0, 8ar. 4

Exemple 22.48
La cardioïde ρpθq “ a

`
1` cospθq˘ avec θ entre ´π et π. Avant d’utiliser la formule (22.130), nous

devons trouver l’élément de longueur de la cardioïde. Étant donné la façon dont l’équation de la
cardioïde nous est donnée, l’élément de longueur est donné par 5 (22.87) :

}γ1puq}2 “ a2 sin2puq ` a2p1` cospuqq2
“ 2a2`1` cospuq˘, (22.140)

5. Nous vous déconseillons d’étudier cette formule par cœur. Sachez cependant la retrouver assez vite.
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et par conséquent 6

φptq “
ż t

0

b
2a2

`
1` cospuq˘du

“
ż t

0

c
2a2

´
1` cos2 u

2 ´ sin2 u

2

¯
du

“ 2a
ż t

0
cos u2du

“ 4a sin t

2 .

(22.141)

Pour trouver l’inverse, nous résolvons φ
`
φ´1psq˘ “ s par rapport à φ´1psq :

4a sin
ˆ
φ´1psq

2

˙
“ s,

φ´1psq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
.

(22.142)

Avant d’écrire trop brutalement γN psq “ pγ ˝φ´1qpsq, il faut comprendre comment est γ. Nous
avons reçu la courbe sous forme polaire, c’est-à-dire

γptq “ `
γrptq, γθptq

˘ “
´
a
`
1` cosptq˘, t

¯
. (22.143)

C’est comme cela qu’il faut comprendre la donnée ρpθq “ a
`
1 ` cospθq˘. Maintenant la formule

γN psq “ pγ ˝ φ´1qpsq devient
#
pγN qrpsq “ γr

`
φ´1psq˘ (22.144a)

pγN qθpsq “ γθ
`
φ´1psq˘. (22.144b)

Étant donné que γθptq “ t, la seconde est facile :

pγN qθpsq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
. (22.145)

Pour la première,

pγN qrpsq “ a
“
1` cos

`
2 arcsin s

4a
˘‰ “ 16a2 ´ s2

8a . (22.146)

Nous écrivons donc le nouveau paramétrage en coordonnées polaires sous la forme
ˆ

16a2 ´ s2

8a , 2 arcsin s

4a

˙
. (22.147)

La question qui arrive maintenant est de savoir quel intervalle parcours la nouvelle variable s.
D’après le résultat de l’exemple 22.96, la longueur de la cardioïde est de 8a et nous avons donc
s P r0, 8as. Cependant, la condition d’existence de arcsin nous interdit d’avoir s plus grand que 4a
en valeur absolue. Où est le problème ?

Le problème est que nous avons changé l’origine de notre paramètre en donnant φptq comme
une intégrale à partir de 0 au lieu de ´π. Cela se voit en regardant de quel point nous partons : en
s “ 0 nous sommes sur le point p2a, 0q tandis qu’avec le paramètre original, c’est-à-dire θ P r´π, πs,
nous avons pour θ “ ´π le point p0,´πq.

Il se passe donc que si nous commençons à parcourir la cardioïde avec s “ 0, nous partons du
milieu, et nous ne parcourons donc pas tout. Étant donné que le « premier » point de la cardioïde
est le point p0,´πq, le paramètre s commence en s “ ´4a, et nous avons comme intervalle :

s P r´4a, 4as, (22.148)

ce qui est en accord avec la conditions d’existence. 4

Quel enseignement tirer de cet exemple ? Lorsqu’on calcule φptq pour trouver les coordonnées
normales, il y a deux solutions.

6. L’utilisation stricte de la formule (22.130) demanderait d’intégrer à partir de ´π. Pour plus de simplicité, nous
intégrons à partir de zéro, et nous verrons plus tard comment adapter l’intervalle du nouveau paramètre.
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(1) Utiliser strictement la formule φptq “ şt
a }γ1puq}du, en prenant bien comme borne de départ

le point de départ de la paramétrisation de γ. À ce moment la coordonnée normale construite
aura r0, lpγqs comme intervalle de variation.

(2) Faire commencer l’intervalle d’intégration en zéro (ou ailleurs). Un bon choix peut simplifier
quelques calculs, mais alors il faudra bien choisir la valeur de départ de la nouvelle coor-
données pour que le « premier » point de la courbe soit correct. Dans ce cas, la longueur de
l’intervalle sera quand même lpγq. Il n’y a donc pas de problèmes pour trouver la valeur du
bout de l’intervalle de variation du paramètre normal.

Dans tous les cas, il faut bien préciser l’intervalle de variation du paramètre lorsqu’on donne une
courbe paramétrée.

22.7.2 Tangente à une courbe paramétrée

Définition 22.49.
Soit pI, γq un arc paramétré de classe Ck avec k ě 1. Nous disons que la courbe admet une tangente
en γpt0q P Rn lorsque les deux conditions suivantes sont remplies
(1) γptq ‰ γpt0q pour tout t dans un voisinage de t0 ;
(2) la direction de la droite qui passe par γptq et γpt0q admet une limite lorsque tÑ t0.

Dans ce cas, la tangente sera la droite passant par le point γpt0q et dont la direction est donnée
par la limite.

Dans cette définition, par direction d’une droite, nous entendons le vecteur de norme 1 pa-
rallèle à celle-ci sans tenir compte du signe. La tangente sera donc la droite passant par γpt0q et
parallèle au vecteur

lim
tÑt0

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} . (22.149)

Évidemment si nous avions écrit γpt0q´γptq, ça n’aurait pas changé la droite. Par abus de langage,
nous parlerons souvent de « la direction u » même lorsque u n’est pas de norme 1.

Formellement, une direction est une classe d’équivalence de vecteurs pour la relation u „ v s’il
existe λ ‰ 0 tel que u “ λv, mais nous n’aurons pas besoin de cette précision ici.

Sans surprises, la tangente est à peu près toujours donnée par la dérivée lorsqu’elle existe. Plus
précisément nous avons le

Théorème 22.50.
Soit pI, γq, un arc paramétré de classe Ck (k ě 1) et t0 P I tel que

γ1pt0q “ γ2pt0q “ . . . “ γpq´1qpt0q “ 0 (22.150)

et
γpqqpt0q ‰ 0 (22.151)

pour un entier 1 ď q ď k. Alors γ admet une tangente en γpt0q de direction γpqqpt0q.
Démonstration. Le développement de γpt0q en série de Taylor autour de t jusqu’à l’ordre q est

γptq “ γpt0q ` γ1pt0q|t´ t0| ` γ1tpt0q
2 |t´ t0|2 ` ¨ ¨ ¨ ` γpqqpt0q

q! |t´ t0|q

` εptq|t´ t0|q
(22.152)

où ε est une application ε : R Ñ Rn telle que limtÑt0 εptq “ 0. En utilisant les hypothèses, nous
éliminons la majorité des termes dans le développement (22.152) :

γptq ´ γpt0q “ 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q. (22.153)
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La direction de la droite qui joint γptq à γpt0q est donc donnée par

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “

1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q
} 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q} (22.154)

et la limite lorsque tÑ t0 donne γpqqpt0q comme direction de la tangente.

Lorsque le théorème s’applique, le vecteur

τ “ γpqqpt0q
}γpqqpt0q} (22.155)

est appelé le vecteur unitaire tangent en γpt0q à l’arc paramétré γ.

Corollaire 22.51.
Si pI, γq est un arc paramétré de classe C1 régulier (c’est-à-dire γ1ptq ‰ 0 pour tout t) alors l’arc
admet une tangente en tout point et le vecteur unitaire de la tangente est donné par

τptq “ γ1ptq
}γ1ptq} , (22.156)

pour tout t dans I.

Corollaire 22.52.
Si γ “ pJ, γN q est un arc paramétré de classe C1, normal, alors le vecteur unitaire de la tangente
au point γN psq est donné par τpsq “ γ1N psq.
Démonstration. Nous devons démontrer que dans le cas d’une paramétrisation normale nous avons
}γ1N psq} “ 1 pour tout s. Par définition,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s
}γ1N puq}du “ s1 ´ s. (22.157)

Par conséquent,

lim
hÑ0

1
h

ż s`h

s
}γ1N puq}du “ lim

yÑ0

s` h´ s
h

“ 1. (22.158)

Cela implique que }γ1N psq} “ 1, et donc en particulier que pJ, γN q est un arc régulier. Le corollaire
précédent montre alors que τpsq “ γ1N psq{}γ1N psq} “ γ1N psq.

Exemple 22.53
Considérons la courbe γptq “ pt2, t3q, et cherchons la tangente en t0 “ 0. En dérivant nous avons
successivement

γptq “ pt2, t3q
γ1ptq “ p2t, 3t2q
γ2ptq “ p2, 6tq.

(22.159)

En posant t “ 0, nous trouvons que γ1p0q “ 0 mais γ2p0q “ p2, 0q ‰ 0. Le théorème nous dit donc
que la direction de la tangente est horizontale. Nous pouvons faire le calcul directement :

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “

pt2, t3q?
t4 ` t6 “

pt2, t3q
t2
?

1` t2 “
p1, tq?
1` t2 , (22.160)

dont la limite tÑ 0 est bien le vecteur horizontal p1, 0q.
La figure 22.7 montre quelques tangentes, c’est-à-dire quelques vecteurs dans la direction γ1ptq

(pour les t ‰ 0, il ne faut pas aller à la dérivée seconde). Nous remarquons que de part et d’autres
du sommet, les vecteurs ne sont pas dirigés dans le même sens. En tant que vecteurs de norme 1,
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Figure 22.7 – Quelques tangentes de la courbe γptq “ pt2, t3q.

ces vecteurs n’ont pas de limites quand tÑ 0. Ce sont bien les directions qui ont une limite, parce
que la direction ne tient pas compte du sens.

4

22.8 Repère de Frenet
Dans cette section, nous ne considérons que des courbes dans R3.

Proposition 22.54.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2. Alors pour toute valeur de s dans J , nous
avons

τpsq· τ 1psq “ 0 (22.161)

où τpsq “ γ1N psq. C’est-à-dire que la dérivée seconde est perpendiculaire à la dérivée première.

Démonstration. La paramétrisation étant normale, nous avons

}γ1N psq}2 “
nÿ

i“1
x1ipsq2 “ 1; (22.162)

ce qui implique, en dérivant les deux membres, que

0 “ 2
nÿ

i“1
x1ipsqx2i psq, (22.163)

c’est-à-dire exactement γ1N psq· γ2N psq “ 0 ; d’où la thèse.

Remarque 22.55.
Si nous n’utilisons pas des coordonnées normales, la proposition 22.54 n’est pas spécialement vraie.
Prenons par exemple la courbe qui donne la parabole :

γptq “ pt, t2q (22.164a)
γ1ptq “ p1, 2tq (22.164b)
γ2ptq “ p0, 2q (22.164c)
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Nous avons γ1ptq· γ2ptq “ 4t. Par conséquent, la dérivée seconde n’est la normale à la courbe que
en t “ 0. Cela est une propriété très intéressante des coordonnées normales : la dérivée seconde
d’une coordonnées normale donne un vecteur normal à la courbe, c’est-à-dire perpendiculaire à la
tangente.

Définition 22.56.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2.
(1) Le vecteur unitaire tangent est donné par le corollaire 22.51 : τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}.
(2) La normale principale est le vecteur τ 1psq. Le vecteur unitaire normal est le vecteur

νpsq “ τ 1psq
}τ 1psq} “

γ2N psq
}γ2N psq}

. (22.165)

Nous déduirons une formule plus pratique en dehors des coordonnées normales en (22.193).
(3) La courbure au point γN psq est le réel

cpsq “ }τ 1psq} “ }γ2N psq}. (22.166)
Note : il y a une notion de courbure signée qui sera donnée dans la définition 22.70.

(4) Le rayon de courbure est le réel

Rpsq “ 1
cpsq “

1
}γ2N psq}

. (22.167)

Par la proposition 22.54, nous avons νpsq· τpsq “ 0. En combinant toutes les formules, nous
avons les différentes expressions suivantes pour le vecteur normal unitaire :

νpsq “ γ2N psq
cpsq “ τ 1psq

}τ 1psq} “
τ 1psq
cpsq “ Rpsqτ 1psq “ Rpsqγ2N psq. (22.168)

Proposition 22.57.
La fonction courbure s’écrit c “ }γ1N ˆ γ2N}.
Démonstration. Par la proposition 11.36 nous avons :

xγ1N , γ2Ny2 ` }γ1N ˆ γ2N}2 “ }γ1N}2}γ2N}2 “ }γ2N}2 (22.169)
parce que, la paramétrisation étant normale, }γ1N} “ 1. Mais xγ1N , γ2Ny “ 0, donc il reste }γ1N ˆ
γ2N}2 “ }γ2N}2, d’où

cpsq “ }γ2N psq} “ }γ1N psq ˆ γ2N psq} (22.170)
pour chaque s dans J .

Définition 22.58.
Soit s un point birégulier (c’est-à-dire γ1N psq ‰ 0 et γ2N psq ‰ 0) de l’arc normal γ “ pJ, γN q. Le
vecteur unitaire de la binormale est le vecteur

βpsq “ τpsq ˆ νpsq (22.171)
Par leurs définitions, τ et ν sont unitaires, tandis que la proposition 22.54 montre qu’ils sont

également orthogonaux. Les propriétés du produit vectoriel font que β est également unitaire, et
simultanément orthogonal à τ et à ν.

Définition 22.59.
Le repère orthonormal tγN psq, τpsq, βpsqu est le repère de Frenet au point γN psq.
Lemme 22.60.
Le vecteur unitaire normal est donné par νpsq “ βpsq ˆ τpsq.
Démonstration. Ceci est une application de la formule d’expulsion (11.71) et de l’orthonormalité
de la base de Frenet :

β ˆ τ “ pτ ˆ νq ˆ τ “ ´pν· τqτ ` pτ · τqν “ ν. (22.172)
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22.8.1 Torsion

Décomposons le vecteur β1psq dans la base de Frenet. Pour cela nous allons utiliser la proposi-
tion 11.290 et montrer que β1psq· τpsq “ β1psq·βpsq “ 0, ce qui voudra dire que, dans la base de
Frenet, les composantes de β1 le long de τ et β sont nulles. Le vecteur β1 sera donc colinéaire à ν.

D’abord, étant donné que la norme de βpsq est constante par rapport à s, nous avons

0 “ d

ds
}βpsq}2 “ 2β1psq·βpsq. (22.173)

Ensuite, nous dérivons la définition βpsq “ τpsqˆνpsq en utilisant la formule de Leibnitz (13.265) :

β1psq “ τ 1psq ˆ νpsq ` τpsq ˆ ν 1psq. (22.174)

Mais τ 1psq “ γ2N psq tandis que νpsq “ γ2N psq}γ2N psq} , de telle sorte que τ 1psq ˆ νpsq “ 0. Nous restons
donc avec β1psq “ τpsq ˆ ν 1psq, ce qui prouve que β1psq est perpendiculaire à τpsq et donc que
β1psq· τpsq “ 0.

Le vecteur β1psq est donc un multiple de νpsq. Nous notons tpsq le facteur de proportionnalité :

β1psq “ tpsqνpsq. (22.175)

Définition 22.61.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C3. La torsion de γ au point γN psq est le réel

tpsq “ }β1psq} “ }τpsq ˆ ν 1psq}. (22.176)

Lorsque tpsq ‰ 0, le réel T psq “ 1
tpsq est le rayon de torsion de γ en γN psq.

Étant donné que pour chaque s, l’ensemble tτpsq, νpsq, βpsqu est une base, il est naturel de
vouloir décomposer leurs dérivées dans cette base. D’abord, par définition de c et de t, nous avons

τ 1psq “ cpsqνpsq
β1psq “ tpsqνpsq. (22.177)

Il reste à décomposer ν 1psq. Définissons ατ , αν et αβ (qui peuvent dépendre de s) par

ν 1psq “ αττpsq ` αννpsq ` αββpsq. (22.178)

En vertu de la proposition 11.290, nous avons

ατ “ xν 1psq, τpsqy “ ´xνpsq, τ 1psqy “ ´xνpsq, cpsqνpsqy “ ´cpsq,
αν “ xν 1psq, νpsqy “ 0,
αβ “ xν 1psq, βpsqy “ ´xνpsq, β1psqy “ ´tpsq,

(22.179)

où nous avons utilisé le fait que xνpsq, νpsqy “ }νpsq}2 “ 1. Si nous mettons ces résultats sous
forme matricielle, nous avons les formules de Frenet :

¨
˝
τ 1psq
ν 1psq
β1psq

˛
‚“

¨
˝

0 cpsq 0
´cpsq 0 ´tpsq

0 tpsq 0

˛
‚
¨
˝
τpsq
νpsq
βpsq

˛
‚. (22.180)

Proposition 22.62.
Si s est un point birégulier, alors la torsion est donnée par

tpsq “ ´ pγ
1
N ˆ γ2N q ˆ γ3N

}γ1N psq ˆ γ2N psq}2
. (22.181)
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Démonstration. Par l’équation (22.168), nous avons γ2N psq “ c1psqνpsq, et par conséquent
γ3N psq “ c1psqνpsq ` cpsqν 1psq “ c1psqνpsq ` cpsq“´ cpsqτpsq ´ tpsqβpsq‰, (22.182)

où nous avons utilisé la formule de Frenet pour ν 1psq. Par ailleurs, sachant le corollaire 22.52 et la
formule de Frenet pour τ 1, nous avons

γ1N ˆ γ2N “ τpsq ˆ τ 1psq “ τpsq ˆ cpsqνpsq “ cpsqβpsq. (22.183)

En combinant les deux dernières équations, et en se souvenant que la base de Frenet et orthonor-
male,

pγ1N ˆ γ2N q· γ3N psq “ ´cpsq2tpsq, (22.184)

et donc, en remplaçant cpsq par la formule (22.170),

tpsq “ ´pγ
1
N ˆ γ2N q· γ3N
}γ1N ˆ γ2N}2

. (22.185)

22.9 Hors des coordonnées normales

Remarque 22.63.
Notons que la définition de τ est donnée pour tout arc C1 régulier pI, γq par τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}. La
propriété τ “ γ1N n’est valable que lorsque la paramétrisation est normale. Les autres définitions
ont toutes été données dans le cas d’une paramétrisation normale.

La remarque 22.63 nous incite à exprimer toute la base de Frenet en terme de γ lorsque la
paramétrisation n’est pas normale. Étant donné que nous pouvons toujours faire le changement de
variable γptq “ γN

`
φptq˘ (proposition 22.46), il est possible d’exprimer les vecteurs τ , ν et β ainsi

que les réels c et t en fonction de γ et de ses dérivées.
Nous allons maintenant travailler à écrire les formules.
Pour plus de facilité, nous collectons les définitions. Afin d’alléger la notation, nous n’exprimons

pas explicitement les dépendances en s :
Vecteur unitaire tangent Par le corollaire 22.52, τ est donné par τ “ γ1N .
Vecteur unitaire normal Par la définition 22.56, ν est donné par ν “ τ 1

}τ 1} .
Vecteur unitaire de la binormale Par la définition 22.56, β est donné par β “ τ ˆ ν.
Courbure Par la définition 22.56, c est donné par c “ }τ 1}.
Torsion Par la définition 22.61, t est donné par t “ }β1}.

Le schéma du changement de variable est

t P I f //

φ
��

R3

s P J
g

<< (22.186)

La difficulté ne sera pas d’éliminer γN de toutes les formules, mais bien de se débarrasser des
fonctions φ qui arrivent quand nous exprimons γN en termes de γ, et en particulier lorsque nous
voulons exprimer les dérivées de γN en termes de γ et de ses dérivées.

Regardons d’abord comment les dérivées de γN s’expriment en termes de γ. En utilisant le fait
que γN psq “ pγ ˝ φ´1qpsq et que }γ1N psq} “ 1, nous avons

γ1N psq “
γ1N psq
}γ1N psq}

“ pγ ˝ φ´1q1psq
}pγ ˝ φ´1q1psq} “

γ1
`
φ´1psq˘pφ´1q1psq

}γ1`φ´1psq˘}|pφ´1q1psq| “
γ1ptq
}γ1ptq} (22.187)



22.9. HORS DES COORDONNÉES NORMALES 1477

où nous avons utilisé le fait que φ´1 étant croissante (parce que l’inverse d’une fonction croissante
est croissante), pφ´1q1psq “ |pφ´1q1psq|. Pourquoi écrivons nous |φ´1psq| et non }φ´1psq} ?

Pour la dérivée seconde, nous dérivons la relation (22.187) :

γ2N psq “
γ2
`
φ´1psq˘pφ´1q1psq
}γ1`φ´1psq˘} ` γ1`φ´1psq˘ d

ds

”
}γ1`φ´1psq˘}

ı
. (22.188)

Le petit calcul suivant va nous permettre de simplifier cette expression :

pφ´1q1psq “ pφ´1q1`φptq˘ “ 1
φ1ptq “

1
}γ1ptq} . (22.189)

Donc
γ2N psq “

γ2ptq
}γ1ptq}2 ` γ

1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı
(22.190)

où il est entendu que t “ φ´1psq. Avec cette expression, nous ne nous sommes pas encore débarrassés
de la fonction φ, mais nous allons voir que cela nous sera suffisant.

Pour le vecteur unitaire tangent τpsq, nous avons donc immédiatement

τpsq “ γ1N psq “
γ1ptq
}γ1ptq} . (22.191)

Ici encore il est sous-entendu que le t dans le membre de droite est lié au s du membre de gauche
par t “ φ´1psq. Il est donc naturel de nous demander si nous avons gagné quelque chose, étant
donné que la formule (22.191) contient encore la fonction φ.

Géométriquement, le vecteur τpsq est le vecteur normal unitaire de la courbe au point γN psq.
En utilisant les relations du diagramme (22.186), nous avons en réalité γN psq “ γN

`
φptq˘ “ γptq.

Le vecteur γ1ptq
}γ1ptq} représente donc le vecteur normal tangent au point γptq.

Pour calculer la courbure, nous devons d’abord calculer le produit vectoriel

γ1N psq ˆ γ2N psq “
γ1ptq
}γ1ptq} ˆ

ˆ
γ2ptq
}γ1ptq}2 ` γ

1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı˙

“ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3

(22.192)

parce que le deuxième terme dans la parenthèse est un multiple de γ1ptq, de telle sorte à ce que
son produit vectoriel avec γ1ptq{}γ1ptq} soit nul. En prenant la norme,

cpsq “ }γ
1ptq ˆ γ2ptq}
}γ1ptq}3 . (22.193)

Encore une fois, cette équation nous enseigne que la courbure au point γptq P R3 est donnée par
le membre de droite, qui ne dépend que de t.

Le vecteur unitaire binormal est donné par βpsq “ τpsqˆνpsq. En utilisant (22.191) et (22.168),

βpsq “ τpsq ˆ νpsq “ γ1N psq ˆ
γ2N psq
cpsq . (22.194)

Les formules (22.192) pour le produit vectoriel et (22.193) pour la courbure donnent ensuite

βpsq “ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3 · 1

cpsq “
γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (22.195)

Cela donne le vecteur unitaire binormal au point γptq en terme de γ1ptq et γ2ptq.
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La torsion demande d’utiliser la dérivée troisième de γN . Nous avons

γ3N psq “ pγ ˝ φ´1q3psq
“

´
γ1
`
φ´1psq˘pφ´1q1psq

¯2

“
´
γ2
`
φ´1psq˘pφ´1q1psq2 ` γ1`φ´1psq˘pφ´1q2psq

¯1

“ γ3
`
φ´1psq˘pφ´1q1psq3 ` v

“ γ3
`
φ´1psq˘
}γ1ptq}3 ` v par (22.189)

(22.196)

où v est un élément de xγ2`φ´1psq˘, γ1`φ´1psq˘y. Le vecteur v est donc perpendiculaire à γ1ˆγ2 et
donc à γ1N ˆ γ2N à cause de la relation (22.192) qui montre que γ1ˆ γ2 est parallèle à γ1N ˆ γ2N . De
ce fait, lorsque nous calculons pγ1N ˆ γ2N q· γ3N , la partie v de γ3N n’entre pas en ligne de compte.

Nous avons donc le calcul suivant, en remplaçant les diverses occurrences de γ1N ˆ γ2N par sa
valeur (22.192) en termes de γ,

tpsq “ ´pγ
1
N ˆ γ2N q· γ3N
}γ1N ˆ γ2N}2

“ ´ pγ
1
N ˆ γ2N q· γ3ptq

}γ1N ˆ γ2N}2 }γ1ptq}2

“ ´pγ
1 ˆ γ2q· γ3

}γ1 ˆ γ2}2 .

(22.197)

Dans cette expression, il est sous-entendu que tous les γN sont fonctions de s et tous les γ sont
fonction de t où s et t sont liés par s “ φptq.

Ce que nous avons prouvé est le

Théorème 22.64.
Pour tout représentant pI, γq, les éléments métriques pτ, ν, β, c, tq au point γptq s’expriment en
fonction de γptq, γ1ptq, γ2ptq et γ3ptq.
Lemme 22.65.
Si γ est le graphe de la fonction y alors la courbure de γ est donnée par la formule

c
`
γptq˘ “ |y2ptq|

`
1` y1ptq2˘3{2 (22.198)

Démonstration. Nous avons :

γptq “ `
t, yptq˘ (22.199a)

γ1ptq “ `
1, y1ptq˘ (22.199b)

γ2ptq “ `
0, y2ptq˘. (22.199c)

Il s’agit maintenant seulement d’utiliser la formule (22.193) en se souvenant comment on calcule
un produit vectoriel 7 :

γ1 ˆ γ2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 y1 0
0 y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ y2. (22.200)

7. Définition 11.28.
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22.10 Tracer des courbes paramétriques dans R2

Nous allons maintenant voir comment les concepts introduits nous aident à effectivement tracer
des courbes dans le plan. Les courbes que nous regardons sont de la forme γptq “ `

xptq, yptq˘, et
nous supposons que ces fonctions soient suffisamment régulières (disons trois fois continument déri-
vables). Nous ne supposons pas que la courbe soit donnée en coordonnées normales, en particulier,
γ2ptq n’est pas le vecteur normal en γptq.

La notion clef qui va jouer est le cercle osculateur de la courbe γ au point γptq. Sans rentrer
dans les détails, disons que c’est le cercle qui « colle » le mieux possible la courbe. Le rayon de ce
cercle est le rayon de courbure :

Rptq “ }γptq}3
}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (22.201)

En pratique, le produit vectoriel se calcule comme ceci :

γ1ptq ˆ γ2ptq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1ptq y1ptq 0
x2ptq y2ptq 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ px1y2 ´ x2y1qez. (22.202)

Le centre du cercle osculateur va se trouver quelque part sur la normale. Le vecteur normal est
donné par

nptq “ J
γ1ptq
}γ1ptq} (22.203)

où J est la rotation d’angle π
2 :

J

ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“

ˆ
0 1
´1 0

˙ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“

ˆ
y1ptq
´x1ptq

˙
. (22.204)

Cela nous laisse deux possibilités pour le centre du cercle osculateur : γptq ` Rptqnptq ou bien
γptq ´ Rptqnptq. Il faut savoir de quel côté de la courbe est situé le centre du cercle osculateur. Il
faut choisir le côté de la concavité, c’est-à-dire le côté de la dérivée seconde.

γ1ptqγ2ptq

nptq
´nptq

‚
P

Figure 22.8 – De quel côté de γ1ptq se trouvent nptq et ´nptq ?

La difficulté maintenant est de savoir qui de nptq ou ´nptq est du côté de γ2ptq. Il faut savoir si
nptq est du même côté de la droite tangente que γ2ptq ou non. Par construction, si nous regardons
la figure 22.8, le vecteur nptq sera toujours à gauche de γ1ptq. Le fait que γ2ptq soit à gauche ou à
droite de γ1ptq est donné par le signe du produit vectoriel γ1ptq ˆ γ2ptq. Si ce produit vectoriel est
positif, il faut choisir ´nptq et s’il est négatif, il faut choisir n1ptq.

Le truc pour obtenir le signe de x1y2 ´ x2y1 est de faire

pγ1 ˆ γ2q· ez
}γ1 ˆ γ2} . (22.205)

Le centre de courbure sera donc situé à la position

Ωptq “ γptq ´ nptq }γptq}3
}γ1ptq ˆ γ2ptq}2 pγ

1 ˆ γ2q· ez (22.206)
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Nous pouvons écrire cela plus explicitement en nous souvenant que γ1 ˆ γ2 “ px1y2 ´ x2y1qez, par
conséquent pγ

1ˆγ2q· ez
}γ1ˆγ2}2 “ 1

x1y2´x2y1 . Nous avons

Ωxptq “ xptq ´ y1ptq x12 ` y12
x1y2 ´ x2y1 (22.207a)

Ωyptq “ yptq ` x1ptq x12 ` y12
x1y2 ´ x2y1 . (22.207b)

Quelques exemples de cercles osculateurs sont sur la figure 22.9.

‚‚ ‚‚

‚‚

Figure 22.9 – Exemple de cercles osculateurs.

22.11 Courbes planes
Définition 22.66.
Une courbe γ : ra, bs Ñ Rn est fermée si γpaq “ γpbq. Elle est simple si γptq ‰ γpt1q dès que
t, t1 P sa, br et t ‰ t1.

Définition 22.67.
Nous disons qu’une courbe fermée est continue, de classe C1, de classe C2 ou autre condition de
régularité si son extension périodique comme application γ : RÑ R2 a cette régularité.

22.11.1 Angle

Lemme 22.68 ([317]).
Soient des courbes régulières γ et σ de classe C2 de l’intervalle ouvert I vers R2. Soit θ0 P R tel
que

γ1pt0q·σ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ cospθ0q (22.208a)

γ1pt0q· Jσ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ cospθ0q. (22.208b)

Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R

γ1ptq·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ cos

`
θptq˘ (22.209a)

γ1ptq· Jσ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ sin

`
θptq˘. (22.209b)

Démonstration. Il suffit de prendre

fptq “ γ1ptq·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} (22.210)
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et
gptq “ γ1ptq· Jσ1ptq

}γ1ptq}}σ1ptq} (22.211)

dans la proposition 19.40. Ces courbes sont de classe C1 parce que γ et σ sont de classe C2.

22.11.2 Courbure signée

Nous avons déjà défini la courbure d’une courbe en la définition 22.56. Nous introduisons
maintenant la courbure signée qui est propre à la dimension deux.

Définition 22.69.
La structure complexe sur R2 est l’application

J : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ p´y, xq. (22.212)

Définition 22.70.
La courbure signée de la courbe γ : I Ñ R2 (I est un intervalle dans R) est la fonction

κptq “ γ2ptq· Jγ1ptq
}γ1ptq}3 (22.213)

où J est la structure complexe de la définition 22.69.

Cette définition est motivée par le fait qu’en identifiant R2 à C, l’application J revient à
l’application z ÞÑ iz.

Si v, w P R2 nous avons formellement

v ˆ w “ ´pv· Jwqe3. (22.214)

En particulier pour tout v P R2 nous avons

v· Jv “ 0. (22.215)

Lemme 22.71.
Soir une courbe régulière γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : rc, ds Ñ ra, bs. Si nous posons
σ “ γ ˝ h alors

κσpuq “ sgn
`
h1puq˘κγ

`
hpuq˘. (22.216)

Démonstration. Nous utilisons la définition (22.213) de la courbure signée. La règle de dérivation
en chaîne donne :

σ1puq “ γ1
`
hpuq˘h1puq (22.217a)

σ2puq “ γ2
`
hpuq˘h1puq2 ` γ1`hpuq˘h2puq. (22.217b)

La numérateur de κσpuq est :
pγ2 ˝ hqh12 · Jpγ1 ˝ hqh1 ` h2pγ1 ˝ hq· Jpγ1·hqh1 (22.218)

dont le second terme est nul parce que v· Jv “ 0. Il nous reste donc

κσpuq “ ph
1q3

|h1|3
pγ2 ˝ hq· Jpγ1 ˝ hq

}γ1 ˝ h}3 “ sgnph1qκγ
`
hpuq˘. (22.219)

Lemme 22.72 ([317]).
Si γN est un arc paramétré normal, alors

γ2N psq “ κpsqJγ1N psq. (22.220)
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Démonstration. Vu que la paramétrisation est normale, γ1N · γ1N “ 1, et en dérivant, γ2N · γ1N “ 0.
Donc γ2N est un multiple de Jγ1. En tenant compte du fait que la paramétrisation est normale, la
courbure est

κpsq “ γ2N psq· Jγ1psq. (22.221)

En y injectant γ2psq “ λpsqJγ1psq nous trouvons

κpsq “ λpsqJγ1psq· Jγ1psq “ λpsq. (22.222)

Donc le facteur de proportionnalité est κpsq.
Théorème 22.73.
Soit une courbe γ : I Ñ R2 de classe C2.
(1) γ est une partie de droite si et seulement si κptq “ 0 pour tout t.
(2) γ est une partie d’un cercle de rayon r ą 0 si et seulement si |κpsq| “ 1

r .

Démonstration. Si γ est une droite, la dérivée seconde est nulle et la courbure est nulle. Supposons
pour la réciproque que κptq “ 0 pour tout t. Nous utilisant une paramétrisation normale de γ, ce
qui ne change pas que la courbure reste nulle. Nous avons par le lemme 22.72 que γ2psq “ 0 et
donc l’existence de a, b P R2 tels que γptq “ at` b.

Passons au cas du cercle. Si γ est un cercle, la paramétrisation normale est

γptq “ R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
(22.223a)

γ1ptq “
ˆ´ sinp tRq

cosp tRq
˙

(22.223b)

γ2ptq “ ´ 1
R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
. (22.223c)

Avec tout cela nous avons κpsq “ γ2psq· Jγ1psq “ 1
R .

Nous supposons enfin que κptq “ 1{R et que le paramétrage soit normal (encore une fois, un
reparamétrage ne change pas la courbure lorsqu’elle est constante). Nous définissons la courbe

β : rb, cs Ñ R2

t ÞÑ γptq ` rJγ1ptq. (22.224)

Nous avons β1ptq “ γ1ptq ` rJγ2ptq. Mais par le lemme 22.72 nous avons γ2 “ kJγ1 “ 1
rJγ

1. Donc

β1ptq “ γ1ptq ´ γ1ptq “ 0. (22.225)

Du coup β est constante : βptq “ a. Alors a “ γptq ` rJγ1ptq et en particulier

}γptq ´ a} “ }rJγ1ptq} “ r. (22.226)

Donc effectivement γ reste sur un cercle de rayon r et de centre a.

Définition 22.74 ([317]).
La courbure totale de la courbe γ : ra, bs Ñ R2 est le nombre

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt. (22.227)

Lemme 22.75.
La courbure signée ne change pas sous reparamétrisation positive, et change de signe sous repara-
métrisation négative.
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Démonstration. Soit la courbe γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : ra, bs Ñ rc, ds. Il s’agit
d’intégrer la relation (22.216) en effectuant le changement de variables t “ hpuq :

Kγ “
ż b

a
κγptq}γ1ptq}dt (22.228a)

“
ż d

c
κγ

`
hpuq˘loooomoooon

κσpuq

}γ1`hpuq˘}h1puqdu. (22.228b)

En utilisant le fait que σ1puq “ γ1
`
hpuq˘h1puq nous avons alors

Kγ “
ż d

c
κσpuq

››››
σ1puq
h1puq

››››h1puqdu (22.229a)

“
ż d

c
κσpuq}σ1puq} h

1puq
|h1puq|du (22.229b)

“ sgnph1qKσ. (22.229c)

Lemme-définition 22.76 ([317]).
Soit une courbe régulière γ : I Ñ R2 de classe C2 et t0 dans l’intérieur de I. Soit θ0 P R tel que

γ1pt0q
}γ1pt0q} “

`
cospθ0q, sinpθ0q

˘
. (22.230)

Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et

γ1ptq
}γ1ptq} “

ˆ
cos

`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(22.231)

pour tout t P I.
Cette fonction est l’angle de γ déterminé par θ0.

Démonstration. Soit βptq “ pt, 0q ; alors β1ptq “ p1, 0q et nous avons

γ1·β1 “ γ1x (22.232a)
γ1· Jβ1 “ γ1y. (22.232b)

Par la proposition 22.68 il existe une unique fonction θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et
$
’’&
’’%

cos
`
θptq˘ “ γ1·β1

}γ1}}β1} “
γ1x
}γ1} (22.233a)

sin
`
θptq˘ “ γ1· Jβ1

}γ1}}β1} “
γ1y
}γ1} . (22.233b)

Une telle fonction est bien celle que l’on demande ici.

Lemme 22.77.
Si γ est une courbe régulière de classe C2, alors sa courbure et son angle vérifient la relation

θ1ptq “ }γ1ptq}κptq. (22.234)

Démonstration. Par définition de l’angle (lemme 22.76) nous avons

γ1ptq
}γ1ptq} “

`
cos θptq, sin θptq˘. (22.235)



1484 CHAPITRE 22. ARCS PARAMÉTRÉS

Dérivant cela,

γ2ptq
}γ1ptq} ` γ

1ptq d
dt

ˆ
1

}γ1ptq}
˙
“ θ1ptq

ˆ´ sin
`
θptq˘

cos
`
θptq˘

˙
(22.236a)

“ θ1ptqJ
ˆ

cos
`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(22.236b)

“ θ1ptq Jγ
1ptq

}γ1ptq} . (22.236c)

Nous prenons le produit scalaire de cette égalité avec Jγ1 en tenant compte du fait que γ1· Jγ1 “ 0 :

γ2· Jγ1

}γ1} “ θ1

}γ1}Jγ
1· Jγ1. (22.237)

En remarquant que Jv· Jv “ }v}2 nous trouvons θ1}γ1} “ }γ1}2κγ et donc

θ1ptq “ }γ1ptq}κγptq, (22.238)

ce qu’il fallait prouver.

Ce lemme nous fournit la formule attendue pour la courbure totale.

Lemme 22.78 ([317]).
Soit une courbe régulière de classe C2 γ : ra, bs Ñ R2. Sa courbure totale est donnée par

K “ θpbq ´ θpaq. (22.239)

Démonstration. Il suffit de remplacer dans la définition (22.227) de la courbure totale l’intégrante
par son expression du lemme 22.77 :

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt “

ż b

a
θ1ptqdt “ θpbq ´ θpaq (22.240)

par le théorème 15.233.

22.11.3 Degré, indice et homotopie

Définition 22.79 ([317]).
Le nombre de tours d’une courbe fermée de classe C1 γ : ra, bs Ñ R2 est le nombre

Turnpγq “ 1
2π

ż b

a
κptq}γ1ptq}dt (22.241)

où κ est la courbure signée définie en 22.70.

Lemme-définition 22.80.
Soit une application continue φ : S1 Ñ S1. Un relèvement de σ est une application ϕ : R Ñ R

une application continue telle que

φ
`

cosptq, sinptq˘ “
ˆ

cos
`
ϕptq˘

sin
`
ϕptq˘

˙
. (22.242)

Le degré est l’entier degpφq tel que

ϕp2πq ´ ϕp0q “ 2 degpφqπ. (22.243)

Ce nombre ne dépend pas du choix du relèvement ϕ.
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Démonstration. Soient ϕ1 et ϕ2, deux applications qui satisfont les contraintes. Nous avons une
fonction continue n : S1 Ñ R telle que

ϕ1ptq ´ ϕ2ptq “ 2πnptq. (22.244)

La fonction n ne pouvant prendre que des valeurs entières et étant continue, elle est constante. Par
conséquent

ϕ1p2πq ´ ϕ1p0q “ ϕ2p2πq ´ ϕ2p0q, (22.245)

ce que nous voulions.

Définition 22.81.
Soit une courbe fermée γ : r0, Ls Ñ R2 de classe C1. Nous posons

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} (22.246)

où γ̃puq “ γ
`
L
2πu

˘
. L’indice de rotation de γ est le degré de Φγ, c’est-à-dire

Indpγq “ degpΦγq. (22.247)

Notons que dans cette définition, Φγ n’est rien d’autre que le vecteur unitaire tangent à γ,
ramené à r0, 2πs.
Proposition 22.82.
Pour une courbe fermée de classe 8 C2, l’indice de rotation est égal au nombre de tours.

Démonstration. Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe vérifiant les hypothèses. Par définition, Indpγq “
degpΦγq où

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “

ˆ
cos θ̃ptq
sin θ̃ptq

˙
(22.248)

où nous avons noté θ̃ l’angle tournant 9 de γ̃ et θ celui de γ. Vu que θ̃ vérifie les hypothèses de la
définition 22.80 nous pouvons calculer le degré de Φγ par

degpΦγq “ 1
2π

`
θ̃p2πq ´ θ̃p0q˘ “ 1

2π

ż 2π

0
θ̃1psqds. (22.249)

Il faut trouver le lien entre θ et θ̃. Pour cela nous notons que

γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “

γ1
`
L
2π t

˘

}γ1 ` L2π
˘ } . (22.250)

En comparant avec (22.248) il vient
θ̃ptq “ θ

` L
2π t

˘
(22.251)

et
θ̃1psq “ L

2πθ
1
ˆ
L

2πs
˙
. (22.252)

Le changement de variables t “ L
2πs est donc tout vu dans l’intégrale (22.249) :

degpΦγq “ 1
2π

ż 2π

0

L

2πθ
1` L

2πs
˘
ds “ 1

2π

ż L

0
θ1ptqdt “ 1

2π

ż L

0
κγptq}γ1ptq}dt “ Turnpγq (22.253)

où nous avons aussi utilisé le lemme 22.77 qui donne le lien entre θ1 et κ.
8. La dérivée seconde arrive dans la définition de la courbure ; il faudrait donc supposer au moins C2 pour avoir

la continuité de la courbure.
9. Définition 22.76.



1486 CHAPITRE 22. ARCS PARAMÉTRÉS

Définition 22.83 (homotopie de chemins fermés).
Les courbes fermées γ0, γ1 : r0, Ls Ñ Y (Y est un espace topologique) sont homotopes s’il existe
une application continue

F : r0, 1s ˆ r0, Ls Ñ Y (22.254)

telle que
(1) F p0, tq “ γ0ptq pour tout t,
(2) F p1, tq “ γ1ptq pour tout t,
(3) F pu, Lq “ F pu, 0q pour tout u.

L’application F est l’homotopie entre γ0 et γ1.

Proposition 22.84 (Homotopie, degré et indice[317]).
Il y a deux résultats à ne pas confondre.
(1) Si φi : S1 Ñ S1 sont homotopes, alors degpφ1q “ degpφ2q.
(2) Si γi : r0, Ls Ñ R2 sont homotopes, alors Indpφ1q “ Indpφ2q.

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en deux parties.
Le degré pour les applications S1 Ñ S1 Soient deux applications homotopes γi : S1 Ñ S1. Si

F est l’homotopie 10 entre γ0 et γ1, nous posons γuptq “ F pu, tq qui est encore une courbe
fermée γu : S1 Ñ S2. Nous pouvons donc considérer le degré de γu. C’est un entier nu qui
vérifie

γ̃up2πq ´ γ̃up0q “ 2πnu. (22.255)

Le membre de gauche est une fonction continue de u ; dans le membre de droite nu ne pouvant
prendre que des valeurs entières, elle est alors constante.

Indice de rotation pour des courbes dans R2 Soient maintenant γ0 et γ1 deux courbes ho-
motopes de r0, Ls dans R2. Par définition, Indpγiq “ degpΦγiq. Prouvons alors que Φγ0 et
homotope à Φγ1 . De cette façon, la première partie de la preuve conclura à

Indpγ0q “ degpΦγ0q “ degpΦγ1q “ Indpγ1q. (22.256)

Nous savons que

Φγ “ γ1
`
L
2π t

˘

}γ1 ` L2π t
˘ } , (22.257)

donc en posant

ΦF pu, tq “ γ1u
`
L
2π t

˘

}γ1u
`
L
2π t

˘} (22.258)

nous avons une homotopie entre Φγ0 et Φγ1 .

Théorème 22.85 ([317]).
Le nombre de tours d’une courbe simple fermée de classe C2 dans R2 est ˘1.

Démonstration. Soit une telle courbe γ et son image Γ.
Choix d’un point et d’une tangente Si ` est une droite dans le plan, soit p le point de Γ le

plus proche de `. Il n’est peut-être pas unique, mais la parallèle à ` passant par p est une
tangente à Γ telle que tout Γ se trouve d’un seul côté de `p. Pour voir cela, il suffit de choisir
un système d’axes pour lequel ` est l’axe y “ 0. La distance entre ` et les points de Γ est
donnée par γy, et donc les extrema sont atteints là où γ1y “ 0, c’est-à-dire pour les points sur
lesquels la tangente est parallèle à `.
Étant donné qu’il y a (au moins) un maximum et un minimum distincts, pour pouvons choisir
le point p de telle sorte que pour tout point q P Γ, l’angle du vecteur q ´ p soit entre α0 et

10. Définition 22.83.
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α0 ` π et non entre α0 ´ pi et α0. Ce choix revient à choisir p de telle sorte que Γ soit d’un
côté ou de l’autre de `p.
Pour simplifier les notations plus tard nous choisissons `p horizontale, de telle sorte que
α0 “ 0, et que Γ est au dessus de `p. Les angles des vecteurs q´ p pour q P Γ sont donc tous
entre 0 et π.

Définition de Σ Soit L la longueur 11 de γ et β, une paramétrisation de γ telle que βp0q “ p.
Nous considérons le triangle

T “ tpt1, t2q P R2 tel que 0 ď t1 ď t2 ď Lu (22.259)

et l’application sécante Σ: T Ñ S1 définie par

Σpt1, t2q “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

β1ptq
}β1ptq} si t1 “ t2 “ t

´ β1p0q
}β1p0q} si t1 “ 0 et t2 “ L

βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} sinon.

(22.260)

Continuité de Σ Nous devons prouver les limites 12 suivantes :

lim
pt1,t2qÑpt,tq

0ďt1ďtďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “

β1ptq
}β1ptq} (22.261a)

lim
pt1,t2qÑp0,Lq
0ďt1ďtďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “ ´

β1p0q
}β1p0q} (22.261b)

Nous commençons par (22.261a) en multipliant et divisant par t2 ´ t1 :

βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} “

βpt2q ´ βpt1q
t2 ´ t1

t2 ´ t1
}βpt2q ´ βpt1q} . (22.262)

Si chacune des limites des deux facteurs existent dans R, la limite du produit sera le produit
des limites. Pour le premier facteur nous développons βpt2q autour de t “ t1 via la formulation
(13.950) :

βpt2q “ βpt1q ` pt2 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q (22.263)

où α est une fonction ayant la propriété limtÑ0
αptq
t “ 0. Nous avons à calculer la limite de

pt1 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q
t2 ´ t1 “ β1pt1q ` αpt2 ´ t1q

t2 ´ t1 . (22.264)

Prendre la limite pt1, t2q Ñ pt, tq donne bien β1ptq parce que β est de classe C1. En ce qui
concerne la limite de la deuxième partie, nous allons la faire plus en détail pour la limite
(22.261b).
La limite (22.261b). Nous prenons la prolongation périodique de β. Alors si t2 “ L´ ε nous
pouvons écrire βp´εq au lieu de βpt2q. Nous développons βpt1q autour de t “ ´ε (parce que
t1 est petit) :

βpt1q “ βp´εq ` pt1 ` εqβ1p´εq ` αpt1 ` εq. (22.265)

Après multiplication et division par t1 ` ε, la première limite à calculer est celle de

βp´εq ´ βpt1q
t1 ` ε “ ´β1p´εq ` αpt1 ` εq

t1 ` ε , (22.266)

11. Définition 22.4.
12. Limite au sens de la définition 7.62, en sachant qu’elle est unique par la proposition 7.65.
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pour pε, t1q Ñ p0, 0q. Cela donne bien ´β1p0q. La seconde limite à calculer est celle de

t1 ` ε
}βp´εq ´ βpt1q} “

t1 ` ε
} ´ pt1 ` εqβ1p´εq ´ αpt1 ` εq} “

t1 ` ε
}pt1 ` εqβ1p´εq ` αpt1 ` εq} . (22.267)

Nous calculons la limite de l’inverse (qui, si elle est non nulle donnera la réponse en inversant
à nouveau) en nous souvenant de la formule

ˇ̌
a´ |b|ˇ̌ ď |a` b| ď ˇ̌

a` |b|ˇ̌. (22.268)

Nous avons l’encadrement
ˇ̌pt1 ` εqβ1p´εq ´ |αpt1 ` εq|

ˇ̌

t1 ` ε ď }pt1 ` εqβ
1p´εq ` αpt1 ` εq}
t1 ` ε (22.269a)

ď
ˇ̌pt1 ` εqβ1p´εq ` |αpt1 ` εq|

ˇ̌

t1 ` ε v (22.269b)

Les limites des deux extrêmes existent et valent β1p0q ; la règle de l’étau 13.157 conclu.
Deux chemins homotopes Nous considérons dans T les points A “ p0, 0q, B “ p0, Lq et C “

pL,Lq. Nous allons considérer les chemins direct de A à C et celui passant via B. Et comme
ces chemins doivent être paramétrés de 0 à 2π, il faut faire un peu attention. Nous définissons
les chemins

σi : S1 Ñ S1 (22.270)

par

σ1ptq “ Σ
ˆ
L

2π t,
L

2π t
˙
“ β1ptL{2πq
}β1ptL{2πq} “

β̃1ptq
}β̃1ptq} “ Φβ (22.271a)

σ2ptq “
#

Σp0, Lπ tq si 0 ď t ď π

Σ
`
L
π pt´ πq, L

˘
si π ď t ď 2π

(22.271b)

où nous avons repris les notations de la définition 22.81. Notons que pour σ2, en t “ π les
deux expressions donnent

σ2pπq “ Σp0, Lq “ ´ β1p0q
}β1p0q} . (22.272)

Ce sont des chemins fermés parce que

σ1p2πq “ ΣpL,Lq “ β1pLq
}β1pLq} “

β1p0q
}β1p0q} “ Σp0, 0q “ σ1p0q. (22.273)

Notons que dans toutes ces définitions et calculs, nous avons utilisé de façon assez cruciale
la définition 22.67 pour définir la dérivée de β en t “ 0.
Les chemins σ1 et σ2 sont homotopes par construction.

Indices et degrés La proposition 22.84(1) nous donne degpσ1q “ degpσ2q. Nous avons alors la
chaîne d’égalités

degpσ2q “ degpσ1q “ degpΦβq “ Indpβq “ Indpγq “ Turnpγq (22.274)

où les justifications sont :
(1) degpσ2q “ degpσ1q par homotopie : proposition 22.84.
(2) degpσ1q “ degpΦβq parce que σ1 “ Φβ.
(3) degpΦβ “ Indpβq par définition 22.81 de l’indice.
(4) Indpβq “ Indpγq par invariance de l’indice sous reparamétrisation.
(5) Indpγq “ Turnpγq par la proposition 22.82.
Il nous reste à montrer que degpσ2q “ ˘1.
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La géométrie de σ2 Notons que par définition les valeurs de σ2ptq sont les vecteurs (unitaires)
joignant p aux points de Γ lorsque 0 ď t ď π, et les vecteurs inverses pour π ď t ď 2π. Plus
précisément nous avons, si 0 ă a ă π :

σ2paq “ Σp0, L
π
aq “ βpLπ aq ´ βpLq

}βpLπ aq ´ βpLq}
(22.275)

et
σ2pπ ` aq “ ΣpL

π
a, Lq “ βpLq ´ βpLπ aq

}βpLq ´ βpLπ aq}
. (22.276)

En sachant que βp0q “ βpLq nous avons alors
σ2pπ ` aq “ ´σ2paq. (22.277)

Notons aussi que le fait que γ soit une courbe simple assure que le numérateur et le dénomi-
nateur de σ2 ne s’annulent pas autrement que pour t “ L ou t “ 0.

Un relèvement pour σ2 Ces propriétés motivent cette idée pour le relèvement de σ2 :

θ : r0, 2πr Ñ r0, 2πr
t ÞÑ l’angle du vecteur σ2ptq, (22.278)

avec θp2πq définit par continuité. Nous allons cependant voir, en étant plus prudent, que
cette définition n’assure pas la continuité (surtout en t “ π).
Soyons donc plus prudent et construisons θ petit à petit.
Étant donné que `p est tangente à Γ au point p, la droite `p est parallèle à β1p0q, et l’angle
entre `p et β1p0q est soit 0 soit π. Donc θp0q devrait valoir soit 0 soit π.
Nous commençons par définir ceci :

θ : r0, πr Ñ r0, πs
t ÞÑ angle de σ2ptq “ arccos

`
σ2ptqx

˘
.

(22.279)

C’est le choix d’avoir `p horizontale et Γ au dessus de `p qui nous assure que pour tout
t P r0, πs, l’angle de σ2ptq peut être choisi entre 0 et π. De plus cette fonction est continue
en tant que partie de la fonction arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs qui est elle-même continue par la
proposition 7.77.
Le fait que θ soit continue est assuré par le fait que σ2 est C8.

Si θp0q “ 0 Cela correspond à la situation des vecteurs rouges sur la figure 22.10.
Vu que σ2pπq “ ´σ2p0q, l’angle de σ2 en t “ π est le supplémentaire de celui en t “ 0.
Mais pour 0 ď t ă π, θptq prend ses valeurs entre 0 et π, le seul supplémentaire de 0
à être disponible est θpπq “ π (et non θpπq “ ´π par exemple). Nous définissons donc
θpπq “ π pour la continuité.
En ce qui concerne les π ă t ă 2π nous savons que σ2pπ` aq “ ´σ2paq. Les angles sont
donc les supplémentaires de ceux pour 0 ď t ď π. Pour assurer la continuité en t “ pi
nous sélectionnons la place sπ, 2πs ; et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ sπ, 2πs
t ÞÑ angle de σ2ptq. (22.280)

Le nombre θp2πq est défini par continuité. Il doit valoir θp2πq “ 2π.
La fonction θ ainsi définie est un relèvement pour σ2, et le degré peut être calculé :

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ 1. (22.281)
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Figure 22.10 – Les vecteurs représenant σ2 dans le cas où β1p0q est dans le sens de `p ou dans le
sens inverse. Pour le sport nous avons dessiné la situation avec une droite ` quelconque plutôt que
horizontale.

Si θp0q “ π Cela correspond à la situation des vecteurs bleus sur la figure 22.10.
Alors θpπq “ 0 est obligatoire parce qu’il doit être supplémentaire à θp0q. Les angles
atteints par σ2ptq pour t P sπ, 2πr sont encore les complémentaires, mais cette fois la
continuité en t “ π nous impose de les chercher dans s´π, 0s et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ s´π, 0s
t ÞÑ angle de σ2ptq. (22.282)

Par continuité nous devons avoir θp2πq “ θpπq ´ π et donc θp2πq “ ´π.
Le degré de σ2 est alors

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ ´1. (22.283)

Conclusion Nous avons montré que le degré de σ2 est 1 ou ´1, et en remontant les égalités
(22.274) nous déduisons que Turnpγq “ ˘1.

22.12 Courbes fermées planes

22.12.1 Cercle circonscrit

La proposition suivante est dans le même esprit que l’ellipse de John-Loewer 13.

Proposition-définition 22.86 (Cercle circonscrit[368, 1]).
Soit une courbe fermée simple et continue γ : r0, 1s Ñ R2. Soit Γ son image. Il existe un unique
cercle de rayon minimum contenant Γ. Ce cercle est le cercle circonscrit à γ.

Il a les propriétés suivantes :
(1) Le cercle circonscrit à γ coupe Γ en au moins deux points distincts.
(2) Tout arc du cercle circonscrit plus grand que le demi-cercle intersection Γ.

Démonstration. Division de la preuve.
Existence L’application γ étant continue, l’ensemble Γ est compact (théorème 7.86). Nous consi-

dérons l’ensemble Q des formes quadratiques de la forme

qa,rpxq “ }a´ x}2 ´ r2 (22.284)

avec a P R2 et r P R. Nous mettons sur cet ensemble la topologie de R2 ˆ R “ R3. Le
nombre qa,rpxq est continu en a, r et x. Soit A l’ensemble des formes quadratiques de cette
forme et vérifiant

q
`
γptq˘ ď 0 (22.285)

13. Proposition 18.117.
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pour tout t P r0, 1s.
Cet ensemble A est non vide parce que Γ est compact et donc borné ; il existe donc une boule
qui contient Γ en son intérieur.
Montrons que A est fermé dans Q. Si qa,r R A alors il existe t0 tel que qa,r

`
γpt0q

˘ ą 0. Par
continuité, il existe un voisinage de pa, rq dans R3 et donc de qa,r dans Q tel que qa1,r1

`
γpt0q

˘

reste strictement positif pour tout pa1, r1q dans ce voisinage.
En particulier l’ensemble

tr P R` tel que D pa, rq tel que qa,r P Au (22.286)

est fermé et borné vers le base. De plus r “ 0 n’est pas dans cet ensemble. Il possède donc
un minimum strictement positif. Le cercle correspondant donne l’existence.

Unicité En ce qui concerne l’unicité, si Γ est contenu dans les boules Bpa,Rq et Bpb, Rq alors
Γ Ă Bpa,Rq XBpb, Rq. (22.287)

‚
A

‚
B

‚
O

‚I

‚Q

Nous choisissons les axes comme indiqué sur le dessin et nous montrons que l’intersection
est dans le cercle de centre O et de rayon }OI} ă R. Soit Q un point de l’intersection ; par
symétrie il est suffisant de supposer Qx ă 0 et Qy ą 0. Vu que Q est dans le cercle de centre
B et de rayon R, il doit satisfaire

pBx ´Qxq2 `Q2
y ă R. (22.288)

D’autre part le point I est d’abscisse Ix “ 0 et d’ordonnée donnée par I2
y “ R2 ´B2

x.
Nous devons prouver que Q2

x `Q2
y ď I2

y . Il s’agit simplement de calculer

Q2
x `Q2

y ď Q2
x `R2 ´B2

x ` 2BxQx ´Q2
x “ R2 ´B2

x ` 2BxQx ď R2 ´B2
x “ I2

y (22.289)

parce que Bx ą 0 et Qx ă 0.
Nous concluons que Γ est inclus dans un cercle de rayon plus petit que R et donc que R n’est
pas minimum. D’où l’unicité.

Au moins deux intersections Nous nommons C le cercle circonscrit à γ, et nous écrivons, pour
p P Γ

rppq “ dpp, Cq (22.290)
la distance entre p et C. Cela est une fonction continue sur le compact Γ. Elle atteint donc
ses bornes sur Γ.
Si C X Γ “ H alors rppq ą 0 pour tout p et le minimum est également strictement positif.
Soit r0 ce minimum. Alors le cercle C2 même centre que C mais de rayon r0{2 n’intersecte
pas non plus Γ parce que

dpp, Cq ď dpp, C2q ` dpC2, Cq (22.291)
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où dpp, Cq “ rppq et dpC2, Cq “ r0{2.
dpp, C2q ě rppq ´ r0

2 ě r0
2 ą 0. (22.292)

Si C X Γ “ tqu alors un choix d’axe place le centre de C en p0, 0q, le point q en p1, 0q et fixe
le rayon de C à 1. Pour p P Γ nous notons rppq la distance entre p et le point de C situé sur
sa gauche, c’est-à-dire, si p “ ppx, pyq,

rppq “
b

1´ p2
y ` px. (22.293)

Cela est encore une fonction continue sur Γ qui atteint son minimum valant r0. Alors le cercle
de centre p r02 , 0q et de même rayon contient encore Γ mais n’a plus de points d’intersection
avec Γ.
Enfin, tout nombre de points d’intersection entre C et Γ est possible à partir de 2. Pour en
avoir deux, prendre une ellipse, et pour en avoir plus, prendre des polynômes dont les angles
sont un peu modifiés de façon à rester C1.

Intersection avec les demi-arcs Supposons, en fixant encore les axes, que le cercle circonscrit
soir encore centré en p0, 0q et que Γ n’intersecte pas le demi-cercle x ă 0. Alors pour tout
p P Γ la distance entre p et ce demi-cercle est strictement positive. Il y a un minimum r0. En
décalant le centre du cercle de r0{2 vers la droite, nous obtenons un nouveau cercle contenant
Γ mais ne l’intersectant pas.

22.12.2 Description locale

Définition 22.87.
Une courbe plane différentiable est convexe si son graphe est en tout point d’un seul côté de sa
tangente.

Lemme 22.88 ([1]).
Soit une courbe simple, convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C1. Nous notons
Γ l’image de γ. Alors Γ est localement le graphe d’une fonction convexe (définition 18.76).

Démonstration. Soit p P Γ et lp la tangente à Γ en p. Nous considérons un système d’axe centré en
p de telle sorte que lp soit l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées soit dirigé de tel manière que Γ
se trouve dans la partie y ą 0. De plus nous paramétrons γ de telle sorte à avoir γp0q “ p “ p0, 0q.

Vu que lp ” y “ 0 est la tangente à Γ nous avons γ1y “ 0 et γ1xp0q ą 0. Nous en déduisons que
γ1xptq ą 0 pour tout t P Bp0, δq pour δ suffisamment petit. Nous posons alors

gpxq “ γy
`
γ´1
x pxq

˘
(22.294)

qui est bien définie parce que γx est une bijection entre Bp0, δq et son image. La fonction g est
continue par la proposition 7.78 et même dérivable par la proposition 13.120. De plus, vu la
formule (13.274), la fonction g´1 est de classe C1 parce que pg´1q1 est une composée d’applications
continues.
Si g est C2 Dans ce cas, g2 ne peut pas changer de signe, sinon la tangente coupe le graphe. Par

positivité de g (et le fait que gp0q “ g1p0q “ 0), il n’est pas possible d’avoir g2 ă 0 partout.
Donc g2 ě 0 partout. Cela prouve que g est convexe par la caractérisation 18.82.

Si g est seulement de classe C1 Le graphe de g correspond au graphe de Γ. Nous montrons
que g est convexe en utilisant la caractérisation de la proposition 18.87.
La tangente au graphe de g en x “ x0, que nous notons l0, est la tangente à Γ en t “ γ´1

x px0q.
Le graphe de g, qui est une partie de Γ se trouve donc d’un seule côté de l0.
Nous nous restreignons g à un compact I et nous considérons la fonction

dapxq “ gpxq ´ lapxq (22.295)
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qui donne la distance entre le graphe de g et la tangente à g en x “ a. Cela est une fonction
continue en x et en a. Le graphe de g est au dessus de la tangente en x “ 0 (par construction
des axes). Supposons que le graphe de g soit en dessous de la tangente en x “ x2. Alors nous
avons, pour tout x :

"
d0pxq ě 0 (22.296a)
dx1pxq ď 0. (22.296b)

Nous posons
spaq “ sup

xPI
dapxq, (22.297)

qui est une fonction continue par la proposition 13.31. Vu le définitions, sp0q ě 0 et spx2q ď 0.
Il existe donc m P r0,m2s tel que spmq “ 0. À ce moment nous avons gpxq “ lmpxq pour tout
x P I et donc g est une droite, et en réalité toutes les inégalités sont des égalités. La fonction
g est alors bien convexe (mais pas strictement).

22.12.3 Enveloppe convexe

Proposition 22.89 ([369, 1]).
Soit une courbe simple, fermée et convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C2.
Nous notons Γ l’image de γ. Alors il existe un convexe D tel que BD “ Γ.

Démonstration. Pour p P Γ nous notons lp la tangente à Γ en p et Hp le demi-plan (fermé)
contenant Γ. Nous posons

D “
č

pPΓ
Hp. (22.298)

Cet ensemble est convexe comme intersection de convexes et fermé comme intersection de fermés.
Nous prouvons que Γ “ BD.

L’inclusion Γ Ă BD est la plus facile. Si p P Γ alors p est dans chacun des Hq et donc dans D.
De plus tout voisinage de p contient des points en dehors de Hp, donc p n’est pas dans l’intérieur
de D. Ce dernier étant fermé, un point hors de l’intérieur est sur le bord. Ergo p P BD.

Pour l’inclusion inverse, soit p P BD.
Il existe q tel que p P lq Vu que D est fermé, le point p est dans D, et donc dans tous les Hq.

Supposons qu’il soit dans l’intérieur de tous les Hq. Alors nous considérons la fonction

rpqq “ dpp,Hqq
2 (22.299)

définie sur Γ. C’est une fonction continue 14 strictement positive définie sur le compact Γ qui
possède donc un minimum strictement positif. Si r0 est ce minimum, alors Bpp, r0q est inclue
à tous les Hq, ce qui ferait que p est à l’intérieur de D. Nous concluons à l’existence de q P Γ
tel que p P lq.

Le point où ça décolle Nous supposons que p R Γ, sinon ce serait trop facile. Nous paramétrons
γ de telle sorte à avoir q “ γp0q et nous posons

T “ tt P R` tel que lγptq “ lqu. (22.300)

Cela est un fermé dans R parce que γ est de classe C1. Nous posons t0 “ infpT cq et pour
tout ε suffisamment petit,

"
lγpt0`εq ‰ lq, (22.301a)
lγpt0´εq “ lq. (22.301b)

La seconde est parce que si lγpt0´εq ‰ lq nous aurions t0 ´ ε P T c. Soit r “ γpt0q ; nous
avons lr “ lq parce que si lr ‰ lq alors par continuité de γ1 nous aurions lr1 ‰ lq pour tout
r1 P γ`Bpt0, δq

˘
.

14. L’équation de la droite lq a des coefficients continus parce que γ est de classe C1.
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Graphe d’une fonction strictement convexe En suivant le lemme 22.88, l’ensemble Γ est lo-
calement (autour de r) le graphe d’une fonction convexe au-dessus de lr. Soit g : Bp0, δq Ñ R2

cette fonction convexe.
Soit ε ą 0. Si g2pxq “ 0 sur s0, εs alors g1 y est constante. Mais g1p0q “, ce qui signifierait
que sur r0, εs nous ayons g1pxq “ 0 et donc gpxq “ 0. Cela ferait que lr1 ” y “ 0 pour tout r1
de la forme px, 0q avec x P r0, εs (qui sont des points de Γ). Cela est en contradiction avec la
définition de r. Donc il existe un point x P r0, εr tel que g2pxq ą 0.
Rappelons que p P lq, ce qui fait que p a pour coordonnées ppx, 0q. Nous restreignons δ et ε
de telle sorte que px soit plus grand à la fois que ε et δ.
Il existe donc un intervalle ra, bs avec a, b ě 0 et a, b ă px sur lequel g est strictement convexe.

La tangente qui tue En particulier gpbq ą 0 et le théorème des accroissements finis 13.129(1)
nous donne l’existence de m P r0, bs tel que la tangente à g en x “ m est parallèle au segment
joignant p0, 0q à pb, fpbqq. Cette tangente, que nous nommons lm, est en dessous de la corde,
par strict convexité. En particulier, son point d’intersection avec y “ 0 est strictement entre
0 et m.
L’ensemble D est d’un seul côté de lm. Ce côté est forcément celui de q “ p0, 0q (parce que
q P Γ Ă D), et donc le points de coordonnées px, 0q avec x ą m ne sont pas dans D. Pas de
chance, p est un point de ce type.

La contradiction Nous avons prouvé que si p P BDzΓ alors p n’est pas dans D, ce qui est
impossible parce que, l’ensemble D étant fermé, nous avons BD Ă D.

Remarque 22.90.
Bien que cela puisse paraitre évident dès le début, nous ne démontrerons que dans la proposi-
tion 22.92 que D est l’enveloppe convexe de Γ.

Corollaire 22.91.
Si p P IntpDq alors toute droite passant par p intersecte Γ en exactement 2 points.

Démonstration. Vu que la partie D est bornée, toute droite passant par son intérieur coupe BD en
au moins deux points (un dans chaque sens, et en utilisant le lemme de passage de douane 8.56).

Soit ` une droite passant par p et supposons qu’elle coupe Γ en trois points distincts. Alors au
moins deux d’entre eux sont du même côté de p. Soient q1 et q2 ces points. Nous avons donc dans
l’ordre p P IntpDq, q1 P BD et q2 P BD.

Vu que tout Γ est d’un seul côté de ses tangentes, lesdites tangentes ne passent pas par l’intérieur
de D. Ni p ni q2 ne sont sur `q1 , parce que si q2 P `q1 alors `q1 “ `, ce qui est impossible parce que
` passe par p P IntpDq.

Or p et q2 sont de part et d’autres de `q1 , ce qui est impossible parce que Γ est d’un seul côté
de cette droite.

Proposition 22.92.
Soit D l’ensemble définit en (22.298).
(1) D “ ConvpΓq (ConvpΓq désigne l’enveloppe convexe de Γ)
(2) B ConvpΓq “ Γ.

Pour la définition d’enveloppe convexe, voir la définition 10.35.

Démonstration. L’ensemble D est un convexe contenant Γ. Donc ConvpΓq Ă D. L’inclusion inverse
est à prouver.

Soit x P D. Si x P BD alors x P Γ (proposition 22.89) et donc x P ConvpΓq. Nous ne devons
donc traiter que le cas x P IntpDq.

Le corollaire 22.91 nous dit que toute droite passant par x coupe Γ en exactement deux points.
Soient p et q ces points. Alors p, q P Γ Ă ConvpΓq. Vu que ConvpΓq est convexe, tout le segment
rp, qs est dans ConvpΓq, et en particulier p P ConvpΓq.
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Nous passons à la seconde affirmation. Nous savons que D “ ConvpΓq. En prenant le bord des
deux côtés, BD “ B ConvpΓq, donc Γ “ B ConvpΓq.
Lemme 22.93 (Des tangentes parallèles[370]).
Une courbe fermée γ de classe C1 est convexe si et seulement si elle ne possède pas 3 tangentes
parallèles distinctes.

Démonstration. Si le graphe Γ possédait trois tangentes parallèles distinctes, une serait entre les
deux autres et le graphe Γ serait de part et d’autres de cette tangente. Dans ce cas, γ n’est pas
convexe.

Nous montrons maintenant que si γ n’est pas convexe, alors elle possède trois tangentes paral-
lèles distinctes. Pour p P Γ tel que Γ soit des deux côtés de lp.

Soient Γ1 et Γ2 les parties de Γ délimitées par lp. Nous notons qi le point de Γi le plus éloigné
de la droite lp, il existe parce que G est compact et que la fonction distance à lp est continue sur
Γ. Les points p, q1 et q2 sont distincts (sinon lp ne couperait pas Γ en deux parties).

Montrons que lqi ‖ lp. Pour cela nous choisissons un système d’axe dans lequel lp ” y “ 0.
Dans ce système, la distance entre γptq et lp est γyptq et les extrema de cette fonction ont lieu aux
points t tels que γ1yptq “ 0, c’est-à-dire aux points sur lesquels la tangente est parallèle à lp.

À quel moment avons nous utilisé le fait que la courbe soit fermée ? Au moment de dire que
le point le plus éloigné devait vérifier γ1yptq “ 0. En effet un extrema peut ne pas vérifier cette
condition s’il n’est pas à l’intérieur du domaine. Dans notre cas, nous avons γ : r0, 1s Ñ R2 qui est
fermée : γp0q “ γp1q. Donc en réalité nous pouvons considérer γ : R Ñ R2 et tous les points du
domaine sont intérieurs au domaine. L’extremum doit donc vérifier la condition d’annulation de la
dérivée.

Exemple 22.94
Si la courbe n’est pas fermée, alors le lemme 22.93 ne tient pas comme le montre le contre-exemple
du graphe de fpxq “ x3 ´ x. Il est non convexe et pourtant ne présente que 2 tangentes parallèles
(dans chaque directions). 4

Lemme 22.95.
Soit γ une courbe convexe et ` une droite qui intersecte Γ mais qui n’est pas tangente. Alors
l’intersection entre ` et Γ comprend au maximum 2 points.

Démonstration. Supposons que ` coupe Γ en trois points p, q, r (dans cet ordre). Vu que ` n’est
pas tangente à Γ, la tangente `q est distincte de ` (et intersecte ` en l’unique point q). Les points
p et r sont dans Γ et sont pourtant de deux côtés différents de `q. Contradiction avec la convexité
de γ.

La proposition suivante nous dit que si deux points de Γ ont la même tangente, alors entre ces
deux points, Γ est le segment de droite les joignant.

Proposition 22.96 ([1]).
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe fermée simple et convexe de classe C1. Si la tangente en p “ γpspq
et la tangente en q “ γpsqq sont identiques (pas seulement parallèles), alors soit

γ
`rsp, sqs

˘ “ rp, qs (22.302)

soit
γ
`rsq, Ls

˘ “ rp, qs (22.303)

Démonstration. Nous considérons un système d’axe dans lequel p “ p0, 0q, `p “ `q ” y “ 0 et tel
que γyptq ě 0 pour tout t. Nous choisissons enfin une paramétrisation de γ telle que p “ γp0q.

Si γy
`r0, sqs

˘ “ t0u alors par le théorème des valeurs intermédiaires 13.50, tous les points du
type pt, 0q avec 0 ď t ď qx sont atteints par γptq avec 0 ď t ď sq. De plus aucun autre point ne
peut être atteint parce que γ étant simple, elle ne peut pas faire de retour en arrière.
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Nous supposons donc que γy n’est pas identiquement nulle sur r0, sqs ; il existe donc un sM
avec 0 ă sM ă qq qui maximise γy sur r0, sqs. La tangente à Γ en γpsM q est horizontale. Les
droites y “ 0 et y “ γypsM q sont donc deux tangentes parallèles à Γ. Par le lemme des tangentes
parallèles 22.93, il n’y a pas d’autres tangentes horizontales. Donc pour tout n P N la droite y “ 1

n
n’est tangente nulle part 15 à Γ.

Par le lemme 22.95, la droite y “ 1
n ne peut intersecter Γ qu’en seulement deux points. Or le

théorème des valeurs intermédiaires appliqué à γy sachant que γyp0q “ γypsqq “ 0 et γypsM q ą 0
nous donne an, bn tels que

0 ă an ă sM (22.304a)
sM ă bn ă sq (22.304b)

et γypanq “ γypbnq “ 1
n . Donc la droite y “ 1

n intersecte γ deux fois dans r0, sqs. En conséquence
de quoi γyptq ă 1

n pour tout t P rqq, Ls. Cela étant valable pour tout n nous avons γy
`rsq, Ls

˘ “ t0u
et nous sommes ramenés essentiellement au premier cas.

Proposition 22.97.
Soit une courbe fermée simple γ de classe C1 et une droite `. Alors il existe au moins deux points
distincts q1, q2 tels que `q1 ‖ `q2 ‖ ` avec `p ‰ `q.

Démonstration. Pour p P Γ nous considérons le nombre rppq “ dpp, `q. En tant que fonction
continue sur un compact, elle possède un minimum et un maximum. Dans un système d’axe pour
lequel ` ” y “ 0, la fonction r s’écrit rppq “ py et les extrema arrivent en γpsq avec γ1ypsq “ 0, ce
qui signifie que les tangentes aux extrema sont parallèles à `. Vu que le maximum et le minimum
ne peuvent pas être égaux (sinon la courbe serait horizontale et pas simple), les tangentes en ces
points sont distinctes.

Corollaire 22.98.
Soit une courbe convexe fermée simple γ de classe C2. L’ensemble ConvpΓq est compact.

Démonstration. Nous savons que ConvpΓq n’est autre que D par la proposition 22.92. Nous sa-
vons déjà que D est fermé. Il nous suffit donc de prouver qu’il est borné (théorème de Borel-
Lebesgue 8.9). Nous considérons deux droites perpendiculaires et les 4 tangentes correspondantes
par la proposition 22.97. Vu que Γ est d’un seul côté de chacune de ces tangentes, elle est contenue
dans le rectangle délimité par ces 4 droites.

22.12.4 Courbure et convexité

Lemme 22.99.
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe simple, fermée en paramétrisation normale. Alors l’application

σ : r0, Ls Ñ S1

s ÞÑ γpsq (22.305)

est surjective.

Démonstration. Le théorème 22.85 nous dit que si θp0q “ a alors θp2πq “ a ` 2π ou a ´ 2π. Le
théorème des valeurs intermédiaires nous dit alors que θ prend toutes les valeurs entre a et a` 2π
ou a´ 2π.

Proposition 22.100 ([370]).
Une courbe fermée simple de classe C2 est convexe si et seulement si sa courbure est soit toujours
positive, soit toujours négative.

15. À part n “ 0 et si par manque de chance, γypsM q est un nombre de la forme 1{n.
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Démonstration. Nous considérons la courbe γ munie d’un paramétrage de vitesse 1, c’est-à-dire
avec }γ1ptq} “ 1 pour tout t. Si θ est sa fonction d’angle, alors nous avons θ1 “ κ par le lemme 22.77.
Donc la fonction θ est monotone si et seulement si la courbure ne change pas de signe. Nous allons
montrer que θ est monotone si et seulement si γ est convexe.
ñ Nous supposons que θ est monotone et γ non convexe. Soient p P Γ tel que Γ soit des deux

côtés de `p, et soient les points q1, q2 donnés par le lemme des tangentes parallèles 22.93
tels que `p ‖ `q1 ‖ `q2 . Parmi les vecteurs tangents en p, q1 et q2, deux au moins ont la
même direction ; supposons que ce sont q1 et q2. C’est-à-dire que si p “ γps0q, q1 “ γps1q et
q2 “ γps2q alors nous avons γ1ps1q “ γ1ps2q et donc aussi

θps1q “ θps2q ` 2nπ (22.306)

pour un certain n. Mais θ est monotone et la différence entre sa première et sa dernière valeur
doit valoir 2π ou ´2π par le théorème 22.85. Donc n ne peut valoir que ´1, 0 et 1.
Si n “ 0 alors θ est constante sur rs1, s2s. Si n “ 1 alors θps1q “ σps2q ` 2π alors que sur
toute la courbe, θ ne peut faire que 2π. Donc θ est constant sur r0, s1s et sur rs2, Ls (où L
est le bord de la paramétrisation). Si n “ ´1, même conclusion.
Dans tous les cas, Γ contient une ligne droite, soit de q1 à q2, soit de q2 à q1. Et dans ces cas
nous avons `q1 “ `q2 , ce qui est contraire à la construction de qi.
Nous concluons que γ est convexe.

ð Nous supposons que γ est convexe, mais que θ n’est pas monotone. Il existe donc s1 ă s0 ă s2
tels que

θps1q “ θps2q ‰ θps0q. (22.307)

Et vu le lemme 22.99, il existe s3 tel que γ1ps3q “ ´γ1ps1q.
Donc en s1, s2 et s3 nous avons trois tangentes parallèles. La proposition 22.93 est alors
formelle, γ étant convexe, deux de ces tangentes doivent être identiques.
La proposition 22.96 dit qu’entre deux points dont les tangentes sont identiques, la courbe
doit être un segment de droite. Or sur un segment de droite, κ “ 0 et θ est constante.

— La partie γ
`rs1, s2s

˘
ne peut pas être droite parce que nous avions supposé l’existence

d’un s0 P ss1, s2r tel que θps1q “ θps2q ‰ θps0q.
— La partie γ

`rs1, s3s
˘
ne peut pas être droite parce que θps3q ‰ θps1q.

— La partie γ
`rs2, s3s

˘
ne peut pas être droite parce que θps2q ‰ θps1q.

Nous sommes donc devant une contradiction.
Nous en concluons que θ doit être monotone.

22.12.5 Théorème des quatre sommets

Lemme 22.101.
Soit une droite ` du plan. Il existe a, c P R2 avec c ‰ 0 tels que z P ` si et seulement si pz´aq· c “
0.

Démonstration. Une droite est paramétrée par γptq “ p ` tq. En posant a “ p et c “ Jq nous
avons la réponse. En effet nous allons montrer qu’avec ces valeurs de a et c, nous avons z P Γ si et
seulement si pz ´ aq· c “ 0.

D’abord un point de γ est de la forme z “ γptq “ p` tq. Nous avons :
`
γptq ´ a˘· c “ `

γptq ´ p˘· Jq “ tq· Jq “ 0. (22.308)

Et dans l’autre sens, si pz´aq· c “ 0 nous devons prouver que z P Γ. Nous avons : pz´pq· Jq “
0, ce qui fait que z ´ p est un multiple de q. Autrement dit : z ´ p “ λq ou encore z “ αq ` p, qui
est sur la droite Γ.



1498 CHAPITRE 22. ARCS PARAMÉTRÉS

Définition 22.102.
Un sommet d’une courbe est un point d’extremum local de la courbure.

Théorème 22.103 (Théorème des quatre sommets[43, 317]).
Soit un arc paramétrique γ : RÑ R2 fermé, simple et convexe 16 de classe C3 et T -périodique.

Alors γ possède au moins 4 points critiques sur chaque période.

Démonstration. Nous supposons que la paramétrisation de γ soit normale.
Si la courbure κ est constante sur une partie ouverte de la (paramétrisation de la) courbe,

alors tous les points de cette partie sont des sommets et le théorème est fait. Nous supposons que
κ n’est pas constante et en particulier que Γ ne contient ni bouts de droites ni bouts de cercles
(théorème 22.73).

La fonction κ étant de classe C1 sur le compact Γ, elle admet au moins un maximum et un
minimum distincts. Vu que ces points sont intérieurs, ils correspondent au changement de signe de
κ1. Soient p et q ces points. Pour la simplicité nous supposons que γ est paramétré de telle sorte
que γp0q “ p, et q “ γpsqq avec 0 ă sq ă T .

Nous supposons que p et q sont les seuls points de changement de signe de κ1.
Soit ` la droite passant par p et q. Tous les points du segment rp, qs (qui sont dans ConvpΓq)

ne peuvent pas être sur Γ (sinon nous aurions un morceau de droite). Donc certains points sont
dans l’intérieur de ConvpΓq. Donc la droite ` passe par l’intérieur de ConvpΓq et le corollaire 22.91
nous dit que la droite ` ne coupe Γ en seulement deux points.

Par conséquent, les ensembles γ
`r0, sqs

˘
et γ

`rsq, T s
˘
sont de part et d’autre de Γ. Vu qu’en

ces points, κ1 change de signe et qu’il ne change de signe en aucun autre points, la fonction κ1 est
positive d’un côté de ` et négative de l’autre.

D’autre part par le lemme 22.101, il existe a P R2 et c ‰ 0 tels que z P ` si et seulement si
pz´ aq· c “ 0. La fonction z ÞÑ pz´ aq· c est donc positive d’un côté de ` et négative de l’autre.

En résumé les fonctions

s ÞÑ κ1psq (22.309a)
s ÞÑ `

γpsq ´ a˘· c (22.309b)

changent de signe en même temps et le produit a donc un signe constant. Ce produit n’est de plus
pas nul parce que κ1 n’est nul sur aucun intervalle (sinon κ y serait constant et Γ un segment de
droite) et

`
γpsq ´ a˘· c ne s’annule pour aucun s sauf ceux qui correspondent à p et q.

Nous avons donc

0 ‰
ż T

0
κ1psq`γpsq ´ a˘· c ds (22.310a)

“
”`
γpsq ´ a˘· cκpsq

ıT
0looooooooooooomooooooooooooon

A“0

´
ż T

0
κpsqγ1psq· c ds (22.310b)

“ ´
ż T

0
κpsq`γ1psq· c

˘
ds (22.310c)

“
ż T

0
Jγ2psq· c ds (22.310d)

“ J

ż T

0
γ2psq· c ds (22.310e)

“ J
“
γ1psq· c

‰T
0 (22.310f)

“ 0. (22.310g)

Justifications :
16. Par la proposition 22.100 nous pouvons aussi bien demander à la courbure d’être toujours strictement positive,

comme le fait [43].
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— L’expression A est nulle parce que les valeurs en 0 et en T sont identiques.
— Nous utilisons le lemme 22.72 pour faire ´κpsqγ1psq “ Jγ2psq.

Le tout est une contradiction de la forme 0 ‰ a “ 0.
Nous avons donc au moins un troisième point de changement de signe de κ1. Vu que la courbe

est périodique, il en faut un nombre pair et donc un quatrième.

L’exemple de l’ellipse montre qu’il n’y a pas lieu de chercher d’autres extrema de κ à part les
4 déjà trouvés.

Exemple 22.104
Nous trouvons les sommets de l’ellipse.

γptq “ `
a cosptq, b sinptq˘ (22.311a)

γ1ptq “ `´ a sinptq, b cosptq˘ (22.311b)
γ2ptq “ ´`a cosptq, b sinptq˘ (22.311c)

(22.311d)

La courbure est

κptq “ γ2· Jγ1

}γ1}3 (22.312a)

“ ´1
ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2

ˆ
a cosptq
b sinptq

˙
·

ˆ´b cosptq
´a sinptq

˙
(22.312b)

“ ab

ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2 . (22.312c)

Vu que ab ą 0, les extrema de cela sont ceux du dénominateur et il suffit donc d’étudier les extrema
de

fptq “ a2 sin2ptq ` b2 cos2ptq. (22.313)

Nous avons
f 1ptq “ 2pa2 ´ b2q cosptq sinptq, (22.314)

fonction qui s’annule effectivement 4 fois sur une période. Deux maxima et deux minima. 4

22.12.6 Le théorème de Jordan

Définition 22.105 ([371]).
Une courbe de Jordan est une courbe simple fermée dans le plan.

Le théorème suivant a un énoncé relativement simple, mais la démonstration est en réalité très
longue.

Théorème 22.106 (Théorème de Jordan[371]).
Le complémentaire d’une courbe de Jordan Γ dans un plan affine réel est formé de exactement
deux composantes connexes distinctes, dont l’une est bornée et l’autre non. Toutes deux ont pour
frontière la courbe Γ.



1500 CHAPITRE 22. ARCS PARAMÉTRÉS



Chapitre 23

Géométrie hyperbolique

23.1 Inversion

Lemme-définition 23.1.
Soit un cercle C et un point A du plan R2. Soit une droite passant par A et coupant C en deux
points P et P 1 (pas spécialement distincts). Alors le nombre

}AP }}AP 1} (23.1)

ne dépend pas du choix de la droite et est nommé la puissance du point A par rapport au cercle
C.

23.1.1 Cercles perpendiculaires

Définition 23.2.
Deux cercles sont perpendiculaires lorsque leurs tangentes aux points d’intersection sont perpen-
diculaires.

Lemme 23.3 ([1]).
Soient deux cercles perpendiculaires C1 et C2. Alors
(1) le centre de C1 est hors de C2.
(2) Si ` est une droite passant par ce le centre de C1 (nommé O) et si ` coupe C2 en les deux

points P et P 1, alors P et P 1 sont situés du même côté de O.

Démonstration. Nous nommons O1 le centre de C1 ainsi que Q et Q1 les points d’intersection de
C1 avec C2. Si `Q et `Q1 sont les tangentes à C1 en Q et Q1, alors ce sont des rayons de C2 (parce
que les cercles sont perpendiculaires). Par conséquent le centre O2 de C2 est le point d’intersection
Q1 “ `Q X `Q1 .

Le triangle O1O2Q est rectangle en Q et donc }O1O2} ą }QO2}. Or le nombre }QO2} est le
rayon de C2, donc O1 est en dehors de C2.

Ceci achève de prouver le point (1) ; nous démontrons le point (2). Les points P et P 1 sont sur
le cercle C2, donc tous les points du segment rPP 1s sont dans le cercle. Or le centre de C1 doit
être en dehors de C2 ; il ne peut donc pas être dans le segment rPP 1s, ce qui prouve que P et P 1
ne sont pas de part et d’autre de O sur la droite pOPP 1q.

Proposition 23.4 ([1]).
Soit un cercle C1 de centre O et de rayon R.
(1) Un cercle C2 est perpendiculaire à C1 si et seulement s’il existe une droite ` passant par

O telle que les points d’intersection tP, P 1u “ ` X C2 soient situés du même côté de O et
vérifient

}OP }}OP 1} “ R2. (23.2)

1501
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(2) Dans ce cas, toutes les droites passant par O et coupant C2 en deux points P, P 1 vérifient le
fait que P et P 1 soient du même côté de O et }OP }}OP 1} “ R2.

Démonstration. Nous commençons par prouver le point (2). Le fait que les points P et P 1 soient
du même côté de O est le lemme 23.3(2). Pour la relation sur les distances, soit Q P C1 X C2. Vu
que C1 et C2 sont perpendiculaires, la droite pOQq ne coupe C2 qu’en ce point, et la puissance de
O par rapport au cercle C2 est }OQ}2 “ R2.

La même puissance peut être calculée via la droite ` :

}OP }}OP 1}. (23.3)

Donc }OP }}OP 1} “ R2.
Soit un cercle C2 passant par P et P 1. Notons que P et P 1 ne sont pas sur C1 parce qu’ils ne

pourraient pas être alignés avec O. De plus l’un est à l’intérieur de C1 et l’autre à l’extérieur de
C1. Les cercles C1 et C2 possèdent donc deux points distincts d’intersections. La puissance de O
par rapport à C2 est :

}OP }}OP 1} “ R2 (23.4)
parce que pOP q est une droite coupant C2 en les points P et P 1.

Soit Q un point d’intersection de C1 et C2, et Q1 l’autre point d’intersection de C2 avec la
droite pOQq. La puissance de O par rapport à C2 peut également être calculée à partir de cette
droite (lemme 23.1) et nous avons

}OQ}}OQ1} “ R2, (23.5)
mais Q P C1, donc }OQ} “ R et partant }OQ1} “ R. Nous en déduisons que Q1 P C1 également.
Or Q1 ne peut pas être l’autre point d’intersection de C1 avec C2 (sinon O,Q,Q1 ne seraient pas
alignés). Donc Q “ Q1 et nous déduisons que la droite pOQq est tangente à C2.

Le rayon de C1 est tangent à C2. Cela signifie que C1 est perpendiculaire à C2.

23.1.2 Inversion

Proposition-définition 23.5 ([313]).
Soit un cercle C de centre O dans R2. Il existe une unique application

iC : R2zO Ñ R2zO (23.6)

telle que
(1) iCpxq “ x pour tout x P C
(2) iC échange l’intérieur et l’extérieur de C.
(3) iC laisse invariants les droites et les cercles orthogonales à C.

Cette application est l’inversion de cercle C.

Démonstration. Soit P à l’intérieur de C, mais différent de O. Nous notons ` la droite pOP q et nous
considérons un cercle C2 passant par P et perpendiculaire à C (existence par la proposition 23.4).
Nous avons ` K C (parce que ` est un rayon) et C2 K C. Donc iCp`q “ ` et iCpC2q “ C2 par
l’exigence (3). Mais comme P P `X C2 nous avons aussi

iCpP q P `X C2. (23.7)

Mais ` et C2 se coupent en exactement deux points. Vu que iCpP q doit être hors de C (exigence (2)),
avoir iCpP q “ P est impossible. Nous en concluons que iCpP q doit être l’autre intersection.

Nous avons prouvé que les conditions (2) et (3) fixent l’image d’un point situé dans l’intérieur
de C.

Si P est extérieur au cercle C, la même procédure fonctionne : nous considérons la droite
` “ pOP q et un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P . Encore une fois, ces deux objets
sont fixés par iC , et vu que iCpP q doit être à l’intérieur de C, il est fixé.

L’unicité est montrée.
En ce qui concerne l’existence, si P ‰ O, la procédure suivante donne P 1 :
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— Soit la droite ` “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ` qui n’est pas P .

Il est aisé de vérifier que poser iCpP q “ P 1 donne une application qui vérifie toutes les propriétés.

23.6.
Nous recopions la construction de l’inversion d’un point par rapport à un cercle. Si C1 est un cercle
de centre O et P est un point différent de O, alors la procédure suivante construit P 1 “ iC1pP q :
— Soit la droite ` “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C1 et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ` qui n’est pas P .

Que se passe-t-il si ` et C2 n’ont qu’une seule intersection ? Alors la droite ` “ pOP q est tangente
à C2. Or de O il n’existent que deux droites tangentes à C2, et ce sont les rayons passant par
les intersections parce que les cercles sont perpendiculaires. En d’autres mots, cette situation se
présente lorsque P est sur le cercle C1. Dans ce cas, iC1pP q “ P .

Remarque 23.7.
Lorsque nous disons qu’une inversion « conserve les droites passant par O », il y a pour sous-
entendu que nous considérons la droites privée du point O, parce que de toutes façons, l’inversion
n’est pas définie sur O.

Nous allons résoudre cet intéressant problème en 24.6.1, en ajoutant le point 8 à toutes les
droites.

Corollaire 23.8.
L’inversion iC est une involution (i2C “ Id).

Démonstration. Soit un cercle C de centre O et un point P . Si C2 est un cercle perpendiculaire à
C passant par P , alors nous avons vu en 23.6 que P 1 “ iCpP q est l’autre intersection entre C2 et
la droite pOP q.

Pour construire l’image de P 1, il faut un cercle perpendiculaire à C passant par P 1. Le cercle
C2 déjà utilisé fait l’affaire. Ensuite, la droite pOP 1q est la même que la droite pOP q. Donc l’image
de P 1 est P .

Soit C1 le cercle dans C de centre 0 et de rayon 1. Nous notons α : C Ñ C la dilatation de
rapport R.

Proposition 23.9 ([1]).
Soit C le cercle de rayon R centré en 0 (C “ αpC1q). Alors

iαpC1q ˝ α “ α ˝ iC1 . (23.8)

Démonstration. Soit z “ reiθ ; nous devons prouver que

iC
`
αpzq˘ “ α

`
iC1pzq

˘
. (23.9)

Nous avons :

iC
`
αpzq˘ “ iCpRreiθq “ R2 1

Rr
eiθ “ R

1
r
eiθ “ α

`1
r
eiθ

˘ “ α
`
iC1pzq

˘
. (23.10)

La définition 24.67 pour l’inversion sur Ĉ “ CY t8u sera basée sur la proposition suivante.
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Proposition 23.10 ([1]).
Soit le cercle de rayon R et de centre a P C. Alors

iCpzq “ R2

z̄ ´ ā ` a. (23.11)

De plus si ta est la translation de vecteur a, nous avons la décomposition

itapCRq “ ta ˝ iCR ˝ t´a (23.12)

où CR est le cercle de rayon R centré en 0.

Démonstration. Si z P C et z1 est son image par iC , alors non seulement

}a´ z1}}a´ z} “ R2, (23.13)

mais en plus a ´ z1 “ λpa ´ zq pour un certain λ ą 0. Cela est l’expression du fait que z1 est sur
la demi-droite qui joint a à z. Nous avons donc

λ}a´ z}2 “ R2 (23.14)

et alors
λ “ R2

pa´ zqpā´ z̄q . (23.15)

En récrivant a´ z1 “ αpa´ zq avec cette valeur de λ nous trouvons

a´ z1 “ R2

a´ z , (23.16)

ce qu’il fallait démontrer.
La décomposition demandée est une simple vérification en utilisant iCRpzq “ R2

z̄ qui découle
de la proposition 23.9.

Avant d’aller plus loin, donnons l’équation d’un cercle dans C. Si C est un cercle de entre ω et
de rayon r, alors z P C si et seulement si dpz, ωq “ r. En développant, et en passant au carré sans
perte d’information (les deux membres sont positifs), z P C si et seulement si

pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2. (23.17)

Proposition 23.11 ([313, 372]).
Soit un cercle C de centre O. L’inversion

iC : R2zt0u Ñ R2zt0u (23.18)

transforme
(1) les droites passant par O sur elles-mêmes ;
(2) les cercles passant par O en des droites ne passant pas par O ;
(3) les droites ne passant pas par O en des cercles passant par O ;
(4) les cercles ne passant pas par O en des cercles ne passant pas par O.

Démonstration. Point par point.
(1) Une droite passant par O est une droite perpendiculaire à C. Par le point (3) de la défini-

tion 23.5, elle est invariante.
(2) Nous construisons successivement :

— Un cercle C1 de centre O1 et passant par O. Le but est de déterminer l’image de ce
cercle.

— Le point P de C1 tel que rOP s en soit un diamètre.
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— Le point P 1 “ iCpP q.
— La droite ` perpendiculaire à pOP q et passant par P 1.

Nous montrons maintenant que iCpC1ztOuq “ `. Soit Q P C1ztP,Ou. Nous posons

Q1 “ pQOq X `. (23.19)

Vu que rOP s est un diamètre de C1 et que Q P C1, le triangle OPQ est rectangle en Q. Et
étant donné que Q1 est sur ` nous savons que OP 1Q1 est rectangle en P 1.
De plus les angles en O de ces deux triangles sont identiques (parce que c’est l’angle formé
par les droites pOQq et pOP q) ; les triangles OPQ et QP 1Q1 sont donc semblables et nous
pouvons utiliser le théorème de Thalès 1 :

OP

OQ
“ OQ1

OP 1 . (23.20)

Donc
}OP }}OP 1} “ }OQ}}OQ1}, (23.21)

mais P 1 est l’image de P par l’inversion du cercle C, c’est-à-dire }OP }}OP 1} “ R2. Nous en
déduisons que

}OQ}}OQ1} “ R2, (23.22)

c’est-à-dire que Q1 est l’image de Q par iC , et donc que

iC
`
C1ztOu

˘ Ă `. (23.23)

Pour avoir l’inclusion inverse, il faut remarquer que ` est parallèle à la tangente à C1 en
O. Donc si Q P `, la droite pOQq intersecte le cercle C1 en un point Q1. En refaisant le
cheminement du résultat (23.23) à l’envers, il est loisible de prouver que iCpQ1q “ Q et donc
que ` est bien inclue à l’image de C1 par iC .

(3) Nous commençons par prouver que toutes les droites ne passant pas par O sont des images
de cercles passant par O.
Nous considérons :
— une droite ` ne passant pas par O.
— la droite d, perpendiculaire à ` passant par O
— le point P 1 “ `X d,
— le point P “ iCpP 1q,
— le cercle C1 dont rOP s est un diamètre.

Par tout ce que nous avons fait jusqu’à présent, la droite ` est l’image du cercle C1. Or si
}OP } “ r alors

}OP 1} “ R2

r
. (23.24)

Donc quelle que soit la valeur de }OP 1} dans s0,8r, il existera un point P tel que le cercle
passant par O et P ait pour image la droite perpendiculaire à pOP q passant par iCpP q.
Étant donné que iC est une involution surjective des cercles passant par O vers les droites
ne passant pas par O, elle transforme également toutes les droites ne passant pas par O en
un cercle passant par O.

(4) Pour cette partie, nous allons utiliser un peu de géométrie analytique dans C 2.

1. Faites bien le dessin : ce n’est pas une situation de Thalès ultra-standard de collège.
2. Principalement parce que je ne comprends pas le raisonnement fait dans [313].
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Le cas centré Nous supposons que C est centré en 0 et de rayon, 1, ce telle sorte que
iCpzq “ 1

z̄ . Soit C1 un cercle de centre ω et de rayon r, ne passant pas par 0, en
particulier tel que |ω| ‰ r.
Si z P ipC1q alors ipzq P C1 et nous avons

`
ipzq ´ ω˘`ipzq ´ ω˘ “ r2. (23.25)

En développant et en multipliant par zz̄ nous trouvons

ω̄z ` ωz̄ ` zz̄pr2 ´ ωω̄q “ 1. (23.26)

Nous pouvons diviser par pr2 ´ |ω|2q parce que C1 ne passe pas par 0. En remettant en
ordre, et en notant s “ r2 ´ ωω̄ pour plus de clarté,

`
z ´ ω

s

˘pz̄ ´ ω̄

s
q ´ ωω̄

s2 “ 1
s2 , (23.27)

ou encore `
z ´ ω

s

˘pz̄ ´ ω̄

s
q “ 1

s
` ωω̄

s
. (23.28)

Pour que cela soit l’équation du cercle de centre ω
s et de rayon

b
1
s ` ωω̄

s2 , il faut vérifier
que

1
s
` ωω̄

s2 ě 0. (23.29)

En multipliant par s2, il s’agit de vérifier que s` ωω̄ ě 0, ce qui est correct parce que
s` ωω̄ “ r.
En résumé, si z P ipC1q alors z est dans le cercle C2 de centre ω

s et de rayon r
s . Étant

donné que r ‰ ω nous savons que ce dernier cercle ne passe pas par 0.
Nous avons prouvé que ipC1q Ă C2. Pour prouver l’inclusion inverse, vu que i est une
involution, il faut prouver ipC2q Ă C1. Pour cela nous écrivons l’équation qui donne
ipzq P C2 et en développant nous devons conclure que z P C1. Nous ne le faisons pas ici.

Le cas de rayon non unité Si C est un cercle quelconque, nous écrivons l’inversion du
cercle C via la formule (23.11). Si z P iCpC1q alors ipzq P C1 et nous pouvons écrire

`
ipzq ´ a˘`ipzq ´ ā˘ “ R2. (23.30)

De là il faut déduire que z est sur un cercle ne passant pas par 0. Bons calculs. . .



Chapitre 24

Espaces projectifs

Sur les espaces projectifs : [373].

Définition 24.1.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps commutatif K. Nous définissons sur
Ezt0u la relation d’équivalence u „ v si et seulement si u “ λv pour un certain λ P K. Cette
relation est la relation de colinéarité. L’ensemble des classes d’équivalence de „ est l’espace
projectif de E et sera noté P pEq.
Définition 24.2.
Si dimE “ 2, l’ensemble P pEq est la droite projective, et si dimE “ 3 nous parlons du plan
projectif.

Étant donné que tous les K-espaces vectoriels de dimensions n ` 1 sont isomorphes à Kn`1,
nous noterons PnpKq ou Pn l’espace projectif P pKn`1q.
Exemple 24.3
Si n “ 1 et K “ R, l’espace projectif est l’ensemble des droites vectorielles dans le plan usuel. Il
y en a une pour chaque point du type px, 1q avec x P R et ensuite une horizontale, passant par le
point p1, 0q. Nous avons donc

P1pRq “ tp1, 0qu Y tpx, 1q tel que x P Ru. (24.1)

Le point p1, 0q est dit « point à l’infini ». 4

24.1 Sous espaces projectifs

Un sous-espace projectif de P pEq est une partie de la forme P pF q où F est un sous-espace
vectoriel de E.

Proposition 24.4.
Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors

P pF q X P pGq “ P pF XGq (24.2)

et nous avons
dimP pF q ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq. (24.3)

Démonstration. Nous avons
P pF q “ trvs tel que v P F u (24.4)

où les crochets signifient la classe par rapport à la relation de colinéarité. Nous avons alors

P pF q X P pGq “ trvs tel que v P F XGu “ P pF XGq. (24.5)

1507
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Cela prouve le premier point.
En ce qui concerne l’équation (24.3), en considérant dimP pEq “ dimE´1 nous devons prouver

l’égalité
dimF ` dimG “ dimpF `Gq ` dimpF XGq (24.6)

concernant les dimensions des espaces vectoriels usuelles. Si nous considérons une base de E telle
que B1 “ te1, . . . , ek1u est une base de F XG, B2 “ tek1`1, . . . , ek2u complète B1 en une base de
F et B3 “ tek2`1, . . . , enu complète B1 YB2 en une base de G.

Nous avons alors

dimF ` dimG “ 2 CardpB1q ` CardpB2q ` Cardpb3q (24.7a)
dimpF `Gq “ CardpB1q ` Cardpb2q ` CardpB3q (24.7b)
dimpF XGq “ CardpB1q. (24.7c)

De là la relation (24.3) se déduit immédiatement.

Théorème 24.5 (incidence).
Soient F et F deux sous-espaces vectoriels de E tels que

dimP pF q ` dimP pGq ě dimP pEq. (24.8)

Alors P pF q X P pGq ‰ H.

Démonstration. En utilisant les hypothèses et la proposition 24.4 nous avons

dimP pEq ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq ě dimP pEq. (24.9)

En passant aux espaces vectoriels correspondants,

dimpF `Gq ` dimpF XGq ě dimpEq ` 1. (24.10)

Mais nous avons aussi dimpF ` Gq ď dimpEq et par conséquent dimpF X Gq ě 1. Au final,
dimP pF XGq ě 0. Cela prouve que P pF XGq contient au moins un élément (nous rappelons que
lorsqu’un espace projectif contient un seul élément, sa dimension est zéro).

Exemple 24.6
Soient les plans Π1 ” x “ 0 et Π2 ” y “ 0. Nous avons

P pΠ1q “ tr0, y, 1su Y tr0, 1, 0su (24.11a)
P pΠ2q “ trx, 0, 1su Y tr1, 0, 0su (24.11b)

où le crochet signifie la classe pour la colinéarité. Ces deux droites projectives ont comme point
d’intersection le point r0, 0, 1s. 4

Définition 24.7.
Un hyperplan projectif est un sous-espace projectif de P pEq de la forme P pV q où V est un
hyperplan de E.

Définition 24.8.
Soit E un espace vectoriel de dimension au moins 3. Nous disons que d Ă P pEq est une droite
projective de P pEq si d “ P pDq pour une plan vectoriel D Ă E.

Nous disons que trois points de P pEq sont alignés lorsqu’il existe une droite projective les
contenant.

24.9.
Dans la définition 24.8 nous voyons P pDq comme inclus dans P pEq dès que D est un sous-espace
vectoriel de E. Cela est possible parce que si la direction de v P D, c’est-à-dire la classe rvs est
également une direction dans E.



24.2. ESPACE PROJECTIFS COMME « COMPLÉTÉS » D’ESPACES AFFINES 1509

Le lemme suivant peut paraitre idiot, mais ce qui serait surement idiot est de l’utiliser sans
s’en rendre compte.

Lemme 24.10.
Deux points dans P pEq sont toujours alignés.
Démonstration. Soient deux points A,B P P pEq. Si A “ πpaq et B “ πpbq alors le plan D passant
par a, b et 0 est vectoriel et P pDq contient A et B.

Note : si a, b et 0 sont trois points alignés, alors A “ B. Il suffit de prendre les points a,
c et 0 où c P E est un point quelconque non aligné avec 0 et a. Nous avons de toutes façons
A “ B “ πpaq.
Lemme 24.11.
Trois points distincts A, B, C dans P pEq sont alignés si et seulement si il existe trois points non
alignés a, b, c P E tels que
(1) le plan passant par a, b et c est vectoriel (c’est-à-dire passe par 0),
(2) A “ πpaq, B “ πpbq, et C “ πpcq.

Démonstration. Deux implications à montrer.
Sens direct Soient A, B, C distincts et alignés dans P pEq. Alors il existe un plan vectoriel D tel

que A,B,D P P pDq.
La condition A P P pDq implique qu’il existe a P D tel que A “ πpAq. Idem pour B et C.
Les points a, b et c ainsi construits sont distincts parce que A, B et C sont distincts. Si
par malheur ces trois points étaient alignés, ce n’est pas grave : il suffit de remplacer a par
λa avec λ ‰ 0 pour qu’ils ne le soient plus (cette manipulation ne change pas le fait que le
nouveau choix de point a reste dans D parce que D est vectoriel). Nous avons donc trois
points non alignés a, b et c tous contenus dans D. Le plan D répond à la question.

Sens réciproque Soient a, b et c non alignés dans E tels que A “ πpaq, B “ πpbq et C “ πpcq.
Le plan D les contenant tous trois est vectoriel par hypothèse. Nous avons A,B,C P P pDq
et donc A,B et C sont alignés dans P pEq.

Proposition 24.12.
Soit H “ P pV q un hyperplan projectif de P pEq et soit m hors de H. Alors toute droite projective
passant par m coupe H en un et un seul point.

Démonstration. Si dimE “ n nous avons dimV “ n ´ 1. Soit d “ P pDq une droite projective
passant par m, c’est-à-dire que D est de dimension 2 dans E. Si D Ă V alors m P P pDq Ă P pV q ;
or nous avons demandé que m soit hors de P pV q. Par conséquent D n’est pas inclus dans V et en
particulier dimpD ` V q “ dimpEq.

Nous recopions la formule (24.3) pour notre cas :

dim dloomoon
“1

` dimHloomoon
“n´2

“ dimP pD ` V qloooooooomoooooooon
“n´1

` dimP pD X V q. (24.12)

Nous avons donc dimP pDXV q “ 0, ce qui signifie que l’ensemble P pDXV q “ P pDqXP pV q “ dXH
contient un et un seul point.

24.2 Espace projectifs comme « complétés » d’espaces affines
Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et P pEq la droite projective correspondante, et soit

te1, e2u une base de E. Nous considérons la droite affine d ” y “ 1. Nous avons la bijection

φ : dY t8u Ñ P pEq
px, 1q ÞÑ la droite vectorielle passant par px, 1q
8 ÞÑ la droite vectorielle passant par p1, 0q.

(24.13)
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Lemme 24.13.
Si nous munissons l’ensemble d Y t8u de la topologie compactifiée d’Alexandrov 1, la bijection
(24.13) est un homéomorphisme.

Soient maintenant les plans affines dans l’espace vectoriel E de dimension 3

Π1 ” z “ 0 (24.14a)
Π2 ” z “ 1. (24.14b)

Une droite (vectorielle) de E coupe Π2 en un et un seul point, sauf si elle est contenue dans Π1.
Nous avons donc une bijection

φ : P pEq Ñ Π2 Y P pΠ1q

d ÞÑ
#

Π2 X d si cette intersection est non vide
d sinon.

(24.15)

La droite projective P pΠ1q est la droite à l’infini du plan projectif P pEq. Nous voyons que le plan
projectif P pEq peut être vu comme un plan affine pΠ2q « complété » par une droite affine P pΠ1q.
Cette dernière droite est elle-même une droite affine complétée par un point à l’infini.

Nous pouvons généraliser cette démarche en considérant un espace affine E de direction E sur
le corps K. Nous construisons F “ E ˆ K et nous considérons un repère affine sur F tel que
E ” xn`1 “ 0. Nous pouvons donc identifier E à l’hyperplan affine d’équation xn`1 “ 1 dans F .

Une droite vectorielle de F non contenue dans E coupe E en un unique point ; nous avons donc
une bijection

E Y P pEq Ñ P pF q. (24.16)

Dans ce cadre, P pEq est l’hyperplan à l’infini et nous disons que P pEq est la complétion pro-
jective de E .

Exemple 24.14
Nous considérons les plans affines

Π1 ” z “ 0 (24.17a)
Π2 ” z “ 1 (24.17b)

et nous avons la bijection
P pEq “ Π2 Y P pΠ1q. (24.18)

Un plan affine D a deux possibilités : soit il coupe Π2 en une droite, soit il est égal à Π1. Si
D XΠ2 “ d (d est une droite affine), alors nous avons

P pDq “ dY t8Du, (24.19)

ce qui justifie la terminologie comme quoi P pDq est une droite dans P pEq. 4

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et le plan projectif P pEq. Nous avons deux types de
droites projectives :
(1) D’abord nous avons la droite à l’infini, donnée 2 par P pz “ 0q.
(2) Ensuite nous avons toutes les droites affines du plan z “ 1. Chacune de ces droites est

complétée par un point à l’infini.

Exemple 24.15
Étudions un peu le second type de droites. D’abord si deux droites sont parallèles, leurs points à

1. Définition 7.61.
2. Dans notre représentation usuelle du plan projectif z “ 1.
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l’infini sont identiques. Prenons par exemple les droites d “ tz “ 1, x “ 1u et d1 “ tz “ 1, x “ 2u.
Elles décrivent les directions des vecteurs

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et

¨
˝

2
y
1

˛
‚. (24.20)

En normalisant, ce sont les vecteurs

1a
2` y2

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et 1a

5` y2

¨
˝

2
y
1

˛
‚, (24.21)

et toutes deux tendent vers le vecteur p0, 1, 0q pour y Ñ8. 4

Lemme 24.16.
Deux droites d’un plan projectif ont toujours une intersection.

Démonstration. Si les deux droites sont des droites affines non parallèles, le résultat est évident.
Si elles sont parallèles, alors l’intersection est donnée par le point à l’infini comme indiqué dans
l’exemple 24.15.

Supposons que d est la droite à l’infini tandis que d1 est une droite affine. Dans notre repré-
sentation usuelle du plan affine, la droite à l’infini d a contient les vecteurs p1, y, 0q et le point à
l’infini p0, 1, 0q. La droite affine d1 a pour équation paramétriques

$
’&
’%

x “ at` c (24.22a)
y “ bt` d (24.22b)
z “ 1. (24.22c)

Les directions données par la droite d1 sont donc

1
a2t2 ` b2t2 ` c2 ` d2

¨
˝
at` c
bt` d

1

˛
‚ (24.23)

Son point à l’infini est la direction du vecteur pa, b, 0q, qui est bien un point de la droite à l’infini
(éventuellement son point à l’infini 3).

La plupart du temps nous considérons le plan projectif comme étant le plan affine z “ 1 de
l’espace affine de dimension 3 complété par la droite affine x “ 1, z “ 0, elle-même complétée par le
point p0, 1, 0q. Ce n’est évidemment pas la seule manière. Tout plan peut être considéré comme le
plan à l’infini et pour une droite projective, tout point peut être considéré comme point à l’infini.

Sur la figure 24.1(a), le point à l’infini est la direction p1, 0q tandis que la direction p1, 1q n’a rien
de spécial. À l’inverse sur la figure 24.1(b), la direction à l’infini est p1, 1q tandis que la direction
p1, 0q est une direction usuelle.

Remarque 24.17.
Du point de vue de la topologie, si nous mettons celle de la compactification d’Alexandrov, tous
les points de la droite projective sont équivalents.

Du point de vue de la géométrie différentielle, c’est la même chose. En effet nous pouvons
mettre sur la droite projective un système de deux cartes en pensant aux angles. La première sur
s´a, ar avec par exemple a ă π{4. La seconde carte serait sa{2, πr. Dans ce cas la direction θ “ 0
semble jouer un rôle spécial, mais il n’en est rien.

Nous pouvons également considérer les cartes sπ{4´ a, π{4` ar et sπ{4` a{2, 5π{4r. Dans ces
cartes, c’est plutôt le point θ “ π{4 qui semble différent (encore qu’il soit bien centré dans une
carte).

3. D’accord, aller chercher le point à l’infini de la droite à l’infini, c’est chercher loin, mais n’empêche que ça
existe.
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‚´3 ´2 ´1 1 2 3

1

(a) Ici le point à l’infini est la direction p1, 0q.

‚

´2 ´1 1 2

1

2

(b) Ici le point à l’infini est la direction p1, 1q.

Figure 24.1 – Deux façons de voir la droite projective. Étant donné que les points de la droite
projective doivent être interprétés comme des directions (des classes d’équivallence), en réalité les
deux dessins représentent les mêmes ensembles.

24.3 Théorème de Pappus
Théorème 24.18.
Soient deux droites d et d1 dans un plan affine. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1 tels que
AB1 ‖ BA1 et BC 1 ‖ B1C. Alors AC 1 ‖ A1C.

Démonstration. Si d et d1 ne sont pas parallèles nous considérons o, le point d’intersection. Les
relations de parallélisme des hypothèses impliquent qu’il existe λ1 et λ2 tels que

"
A “ λ1B (24.24a)
B1 “ λ1A

1 (24.24b)

et
"
B1 “ λ2C

1 (24.25a)
C “ λ2B. (24.25b)

En substituant nous trouvons
$
’’&
’’%

C “ λ2
λ1
A (24.26a)

A1 “ λ2
λ1
C 1, (24.26b)

ce qui implique que A1C ‖ AC 1.
Si les droites d et d1 sont parallèles, alors nous avons les translations

"
B “ A` x (24.27a)
A1 “ B1 ` x (24.27b)

et
"
B “ C ` y (24.28a)
C 1 “ B1 ` y, (24.28b)

ce qui montre que
"
C “ A` x´ y (24.29a)
A1 “ C 1 ` x´ y, (24.29b)

et donc que A1C ‖ AC 1.

Le théorème suivant est une version projective.

Théorème 24.19.
Soient d et d1 deux droites projectives d’un plan projectif. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1.
Alors les points B1C X C 1B, C 1AXA1C et A1B XB1A sont alignés.
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Démonstration. Soient E “ BC 1 X C 1B et E1 “ C 1A X A1C. Ces deux points existent parce que
deux droites projectives distinctes ont toujours un unique point d’intersection. Nous allons prendre
EE1 comme droite à l’infini et prouver que le point A1B X B1A est dessus. Étant donné que le
point d’intersection de B1C et C 1B est à l’infini nous avons B1C ‖ C 1B (cela est un exemple de
la flexibilité de la notion de parallélisme en géométrie projective). De la même façon nous avons
C 1A ‖ A1C.

Par le théorème de Pappus affine nous avons alors A1B ‖ B1A et par conséquent le point
d’intersection est sur la droite à l’infini, c’est-à-dire sur la droite EE1.

24.4 Homographies

24.4.1 Homographies

Définition 24.20.
Soient E et F deux espaces vectoriels avec leurs projections naturelles

πE : Ezt0u Ñ P pEq (24.30a)
πF : F zt0u Ñ P pF q. (24.30b)

Une application g : P pEq Ñ P pF q est une homographie s’il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels ḡ : E Ñ F tel que le diagramme

Ezt0u ḡ //

πE
��

F zt0u
πF
��

P pEq g
// P pF q

(24.31)

commute, c’est-à-dire s’il existe ḡ : E Ñ F telle que

πF
`
ḡpvq˘ “ g

`
πEpvq

˘
(24.32)

pour tout v P E.
Lemme 24.21.
Si ḡ : E Ñ F est linéaire et si ker ḡ “ t0u alors l’application g définie par

g
`
πEpvq

˘ “ πF
`
ḡpvq˘ (24.33)

est une homographie.

Démonstration. Nous devons simplement vérifier que l’équation (24.33) définit bien une applica-
tion. Soient v, w P E tels que πEv “ πEw ; nous devons montrer que

πF ḡv “ πF ḡw. (24.34)

L’équation (24.34) sera vérifiée si et seulement s’il existe λ P R tel que ḡv “ λḡw, c’est-à-dire si
et seulement si ḡpv ´ λwq “ 0. Étant donné que nous supposons que le noyau de ḡ est réduit à
t0u, l’équation (24.34) sera vérifiée si et seulement si v “ λw, ce qui signifie exactement πEpvq “
πEpwq.

La proposition suivante donne les premières propriétés des homographies.

Proposition 24.22.
Quelques propriétés des homographies.
(1) Une homographie est bijective.
(2) Si deux espaces projectifs sont homographes, alors ils ont même dimension.
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(3) L’ensemble des homographies P pEq Ñ P pF q est un groupe (pour la composition).
(4) Une homographie conserve l’alignement des points.

Démonstration. Nous considérons une homographie g : P pEq Ñ P pF q, et ḡ l’isomorphisme d’es-
paces vectoriels correspondant.
(1) Pour l’injectivité, si g

`rvs˘ “ g
`rws˘ alors en utilisant la définition d’une homographie,

πF ḡv “ πF ḡw, ce qui implique que ḡv “ λḡw, et donc v “ λw, ce qui signifie rvs “ rws.
Pour la surjectivité, un élément général de P pF q prend la forme πF ḡv pour un certain v P E.
Nous avons g

`
πEv

˘ “ πF ḡv. Par conséquent l’élément πF ḡv est bien dans l’image de g.
(2) Une homographie P pEq Ñ P pF q n’existe que s’il existe un isomorphisme E Ñ F . Les

dimensions sont donc automatiquement égales.
(3) Il suffit de vérifier que l’application

ϕ : P pEq Ñ P pEq
πF ḡv ÞÑ πEv

(24.35)

est bien définie et donne l’inverse de g.
(4) Soient les points A,B,C alignés dans P pEq ; ils correspondent à des directions de E qui sont

données par des vecteurs situés sur la même droite affine. Autrement dit, il existe trois points
a, b, c P E situés sur la même droite affine tels que A,B,C “ πEpa, b, cq. Les images par g
sont données par πF ḡa, πF ḡb, et πF ḡc.
Étant donné qu’un isomorphisme d’espaces vectoriels conserve l’alignement affin, les points
ḡa, ḡb et ḡc sont alignés dans F . Cela implique que les projections par πF sont alignés dans
P pF q.

24.4.2 Le groupe projectif

Définition 24.23.
Le groupe des homographies de l’espace P pEq est le groupe projectif, noté PGLpEq.

Nous avons une surjection naturelle

GLpEq Ñ PGLpEq
ḡ ÞÑ g

(24.36)

qui s’avère être un morphisme de groupes.

Proposition 24.24.
Nous avons l’isomorphisme de groupes

GLpEq
thomothétiesu » PGLpEq. (24.37)

Démonstration. Nous devons prouver que le noyau de l’application (24.36) est constitué des homo-
théties. Considérons un automorphisme d’espace vectoriel f : E Ñ E dont l’homographie associée
est l’identité, et prouvons que f est une homothétie. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

Ezt0u f //

πE
��

Ezt0u
πE
��

P pEq
Id
// P pEq.

(24.38)

Pour tout vecteur v P E nous avons πEpvq “ πE
`
fpvq˘. Cela implique qu’il existe λ P R tel que

fpvq “ λv. Tous les vecteurs de E sont donc des vecteurs propres de f . Cela n’est possible que si
toutes les valeurs propres sont identiques, c’est-à-dire que f est une homothétie.
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24.4.3 Repères projectifs

Si nous avons une base teiu de Rn nous associons à M P P pEq les coordonnées pX : Y : T q.
Mais si on prend la base t2e1, e2, . . . , enu, les coordonnées du même point deviennent pX{2 : Y : T q
alors que du point de vue de l’espace projectif, rien n’a été changé : la classe de e1 est la même
que celle de 2e1. Les coordonnées homogènes ne sont donc pas intrinsèques.

Définition 24.25 ([374]).
Des éléments tPiuiPI sont projectivement independents si en choisissant vi P π´1pPiq nous
obtenons des vecteurs tviuiPI linéairement indépendants.

Définition 24.26.
Soit E un espace vectoriel de dimension n ` 1. Un repère projectif de P pEq est la donnée de
n` 2 points m0, . . . ,mn`1 tels que
(1) les vecteurs mi, i ‰ 0, sont les images d’une base teiu de E
(2) m0 “ πEpe1 ` e2 ` . . .` en`1q.
Note que si mk “ πEpvkq (k “ 0, . . . , n` 1), alors tout choix de n` 1 vecteurs parmi les vk est

une base de E.

Exemple 24.27
Un repère projectif de l’espace P pR3q est par exemple les éléments tmiui“1,...,3 donnés par

m1 “ πpe1q (24.39a)
m2 “ πpe2q (24.39b)
m3 “ πpe3q (24.39c)

m0 “ πpe1 ` e2 ` e3q. (24.39d)

4

Exemple 24.28
Pour P pC2q, un repère projectif possible est m1 “ r1, 0s, m2 “ r0, 1s, m0 “ r1, 1s. 4

24.29.
Pourquoi voulons nous des repères projectifs ? Pourquoi demander un quatrième élément alors que
trois devraient suffire ? Le fait est que si E est de dimension 3, nous voudrions pouvoir identifier
E et P pR3q.

Plus précisément, si E est de dimension n ` 1 et possède une base tfiui“1,...,n`1, il existe un
unique isomorphisme d’espaces vectoriels E Ñ Rn`1 qui envoie cette base sur la base canonique
de Rn`1. La base de E étant fixée, nous pouvons donner à un point de E les coordonnées de son
image dans Rn`1 par cet isomorphisme qui est unique.

Dans le cas des espaces projectifs, nous voudrions avoir une unique homographie φ : P pEq Ñ
P pRn`1q qui permet de donner à un point A P E les coordonnées de π´1`φpAq˘. Bien entendu ce
dernier n’est pas un élément bien défini de Rn`1 parce qu’il y a toute une droite d’éléments de Rn

qui se projettent sur φpAq.
L’idée d’imposer un point de plus est la bonne. Si nous imposons un point de plus, nous pouvons

dire que les coordonnées de A P P pEq sont celles dans Rn`1 de l’élément de π´1`φpAq˘ dont la
dernière coordonnée est par exemple 1.

Nous allons maintenant mettre ça en musique.

D’abord nous donnons un exemple de non unicité.

Exemple 24.30
Soit un espace vectoriel E de dimension 2 et une base tb1, b2u de E. Nous considérons également
l’espace R2 muni de sa base canonique te1, e2u.
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Soit une homographie φ : P pEq Ñ P pR2q telle que

φ
`
πpbiq

˘ “ πpeiq (24.40)

pour i “ 1, 2. Nous allons facilement construire une autre homographie qui vérifie les mêmes
conditions.

L’idée est la suivante. L’espace P pEq peut être vu comme la droite complétée tpx, 1quxPR Y
tp1, 0qu et l’espace P pR2q également. Une homographie respectant (24.40) doit envoyer le p1, 0q de
E vers le p1, 0q de R2 et le p1, 1q de E vers le p1, 1q de R2. Mais en ce qui concerne le reste de la
droite, l’homographie peut la parcourir à la vitesse qu’elle veut.

Il faut envoyer

‚
πpb1q

‚
πpb2q

sur
‚

πpe1q

‚
πpe2q

Soit donc une homographie φ : P pEq Ñ P pR2q, et nous définissons
φ1 : P pEq Ñ P pR2q

πpxb1 ` yb2qφ
`
πpxb1 ` λyb2q

˘ (24.41)

pour un certain λ ‰ 1. En ce qui concerne le relèvement, l’application φ̄1 : E Ñ R2 donnée par

φ̄1pxb1 ` yb2q “ φ̄pxb1 ` λyb2q (24.42)

est bien définie et vérifie
πR2 ˝ φ̄ “ φ ˝ πE . (24.43)

Donc φ1 est une homographie. De plus

φ1
`
πpb1q

˘ “ φ
`
πpb1q

˘
(24.44a)

φ1
`
πpb2q

˘ “ φ
`
πpλb2q

˘ “ φ
`
πpb2q

˘
(24.44b)

parce que πpλb2q “ πpb2q.
Nous n’avons donc pas l’unicité. 4

C’est pour rétablir cette unicité que nous demandons d’avoir un point de plus pour avoir un
repère projectif. De cette façon nous aurons une unique homographie φ : P pEq Ñ P pRn`1q vérifiant
φ
`
πEpbiq

˘ “ πRn`1peiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1.

Lemme 24.31.
Soit un espace vectoriel E de dimension n ` 1 muni de deux bases teiui“1,...,n`1 et tfiui“1,...,n`1.
Soit un repère projectif tm0,miui“1,...,n`1 de P pEq.

Si πpeiq “ πpfiq “ mi pour tout i “ 1, . . . , n` 1 et si

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q (24.45)

alors les deux bases sont proportionnelles : il existe λ tel que fi “ λei pour i “ 1, . . . , n` 1.

Démonstration. Nous avons πpeiq “ πpfiq pour tout i “ 1, . . . , n ` 1. Donc pour chaque i “
1, . . . , n`1 il existe λi P K tel que ei “ λfi. Nous devons voir que les λi sont en réalité tous égaux.

Pour cela nous avons aussi l’égalité pour i “ 0 :

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q, (24.46)

ce qui donne un µ P K tel que e1 ` . . .` en`1 “ µpf1 ` . . .` fn`1q, c’est-à-dire
λ1f1 ` . . .` λn`1fn`1 “ µf1 ` . . .` µfn`1. (24.47)

Du fait que les fi forment une base, cette égalité impose à tous les λi d’être égal à µ.
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Théorème 24.32 ([375]).
Soient P pEq et P pF q deux espaces projectifs de dimensions n.
(1) Une homographie P pEq Ñ P pF q envoie un repère projectif sur un repère projectif.
(2) Si pm0, . . . ,mn`1q est un repère projectif de P pEq, si pm10, . . . ,m1n`1q est un repère projectif

de P pF q alors il existe une unique homographie g : P pEq Ñ P pF q telle que gpmiq “ m1i pour
tout i “ 0, 1, . . . , n` 1

Démonstration. Un point à la fois.
(1) Soit une homographie φ : P pEq Ñ P pF q et un repère projectif tm0,m1, . . . ,mn`1u de P pEq.

Nous posons m1i “ φpmiq pour tout i “ 0, . . . , n`1. Nous devons prouver que ces m1i forment
un repère projectif de P pF q.
D’abord pour i “ 1, . . . , n`1 nous avons m1i “ φ

`
πEpeiq

˘ “ πF
`
φ̄peiq

˘
, mais tφ̄peiqui“1,...,n`1

est une base de F parce que φ̄ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc oui : les m1i
(i “ 1, . . . , n` 1) sont les projetés d’une base de F .
Nous posons au passage fi “ φ̄peiq. En ce qui concerne m0 nous savons que m0 “ πEpe1 `
. . .` en`1q et

m10 “ φ
`
πEpe1 ` . . .` en`1q

˘ “ πF
`
φ̄pe1 ` . . .` en`1q

˘ “ πF pf1 ` . . .` fn`1q, (24.48)

ce qui termine de montrer que tm1iui“0,...,n`1 est un repère projectif de P pF q.
(2) Soient un repère projectif pm0, . . . ,mn`1q de P pEq et un repère projectif pm10, . . . ,m1n`1q de

P pF q. Nous choisissons des bases teiu de E et tfiu de F telles que

mi “ πEpeiq (24.49a)
m1i “ πF pfiq (24.49b)

pour i “ 1, . . . , n` 1 et

m0 “ πEpe1 ` . . .` en`1q (24.50a)
m10 “ πF pf1 ` . . .` fn`1q. (24.50b)

Nous considérons un isomorphisme d’espace vectoriel φ̄ : E Ñ F tel que φ̄peiq “ fi pour tout
i, et nous voulons définir φ : P pEq Ñ P pF q par

φ
`
πEpvq

˘ “ πF
`
φ̄pvq˘. (24.51)

Cela est bien définit parce que si πEpvq “ πEpwq alors w “ λv et

πF
`
φ̄pλvq˘ “ πF

`
λφ̄pvq˘ “ πF

`
φ̄pvq˘. (24.52)

L’application définie par (24.51) est une homographie qui envoie mi sur m1i pour tout i “
0, . . . , n` 1. Ceci prouve la partie « existence » du point (2).
Pour l’unicité, soient des homographies

φ1 : P pEq Ñ P pF q (24.53a)
φ2 : P pEq Ñ P pF q (24.53b)

telles que φ1pmiq “ φ2pmiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1. Soit aussi une base teiui“1,...,n`1 de E
adaptée au repère projectif, c’est-à-dire mi “ πEpeiq pour i “ 1, . . . , n ` 1 et πEpe1 ` . . . `
en`1q “ m0. Nous considérons aussi les isomorphismes d’espaces vectoriels φ̄1 et φ̄2. Avec
tout ce beau monde nous avons

φ1pmiq “ πE
`
φ̄1peiq

˘
(24.54a)

φ2pmiq “ πE
`
φ̄2peiq

˘
. (24.54b)
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Mais nous savons que φ1pmiq “ φ2pmiq, donc nous savons que πE
`
φ̄1peiq

˘ “ πE
`
φ̄2peiq

˘
, ce

qui nous fait conclure que
φ̄1peiq “ λiφ̄2peiq (24.55)

pour certaines constantes λi P K. Le même raisonnement appliqué àm0 nous donne un µ P K
tel que

φ̄1pe1q ` . . .` φ̄1pen`1q “ µ
`
φ̄2pe1q ` . . .` φ̄2pen`1q

˘
. (24.56)

En mettant l’un dans l’autre :

λ1φ̄2pe1q ` . . .` λn`1φ̄2pen`1q “ µ
`
φ̄2pe1q ` . . .` φ̄2pen`1q

˘
. (24.57)

Sachant que tφ̄2peiqui“1,...,n`1 est une base de F et nous souvenant de l’unicité de la décom-
position d’un élément dans une base 4, nous en déduisons que tous les λi doivent être égaux
à µ. Donc pour tout v P E nous avons φ̄1pvq “ λφ̄2pvq.
Cela a pour conséquence que φ1 “ φ2.

24.33.
Si nous avons une droite projective, trois points sont nécessaires pour créer un repère et donc pour
construire une homographie de la droite sur elle-même. Soit E un espace vectoriel de dimension
2 et P pEq la droite projective qui lui est associée. Soit une homographie f : P pEq Ñ P pEq et
f̄ : E Ñ E, l’isomorphisme d’espaces vectoriels associé (par f ˝ πE “ πE ˝ f̄). Si te1, e2u est une
base de E alors l’application f̄ a une matrice

A “
ˆ
a11 a12
a21 a22

˙
PMp2,Kq (24.58)

avec detA ‰ 0 parce que f̄ est un isomorphisme.
La plupart des points de P pEq sont représentés par des points de la forme pz, 1q. Nous voudrions

savoir quelle est la direction représentée par le point f̄pz, 1q ; c’est-à-dire que nous voudrions savoir
fprz, 1sq sous la forme rz1, 1s (si possible). Nous avons

f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, a21z ` a22q. (24.59)

Nous posons λ “ a21z ` a22 et nous avons

f̄pz, 1q “ λ

ˆ
a11z ` a12

λ
, 1
˙
. (24.60)

Il y a plusieurs possibilités suivant les valeurs de λ et de z.
(1) Si λ “ 0 c’est que nous avons f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, 0q. L’application f envoie donc le point

pz : 1q sur le point à l’infini.
(2) Si λ ‰, alors f envoie le point pz : 1q vers un autre point « normal ».
(3) Si le point de départ est le point à l’infini alors f̄p1, 0q “ pa11, a21q. Cela peut être le point à

l’infini ou non selon les valeurs des aij .
Dans tous les cas si nous posons

$
’&
’%

ϕf pzq “ a11z ` a12
a21z ` a22

(24.61a)

ϕf p8q “ a11
a21

(24.61b)

alors nous avons
f̄pz, 1q “ `

ϕf pzq, 1
˘
. (24.62)

Si nous prenons la convention que 1
0 “ 8 et que p8, 0q est le point à l’infini, alors cette application

ϕf donne bien toutes les valeurs de f , y compris les cas à l’infini.
4. Proposition 4.6.
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Lemme 24.34 ([376]).
Trois points distincts d’une droite projective forment un repère projectif.

Démonstration. Soit une droite projective d “ P pEq où E est un espace vectoriel de dimension
2 sur le corps K. Soient trois points distincts A, B et C de d. Nous avons a, b, c P E tels que
A “ πpaq, B “ πpbq et C “ πpcq. Vu que A ‰ B, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels et
la partie ta, bu est libre dans E. Autrement dit, c’est une base 5.

Il existe donc α, β P K tels que c “ αa` βb. De plus α et β ne sont pas nuls parce que C ‰ A
et C ‰ B. En prenant a1 “ αa, b1 “ βb et c1 “ c nous avons : A “ πpa1q, B “ πpb1q, C “ πpc1q en
même temps que ta1, b1u est une base de E et c1 “ a1 ` b1. Donc A,B,C est un repère projectif de
d “ P pEq.

Corollaire 24.35 ([377]).
Soient E et F des espaces vectoriels de dimension 2. Soient Ai (i “ 1, 2, 3) des points distincts sur
P pEq et Bi distincts sur P pF q. Alors il existe une unique homographie P pEq Ñ P pF q portant Ai
sur Bi pour tout i “ 1, 2, 3.

Démonstration. Il s’agit de mettre en conjonction le lemme 24.34 qui dit que les Ai forment un
repère projectif de P pEq (idem : les Bi forment un repère projectif de P pF q) et le théorème 24.32(2)
qui dit que l’une va sur l’autre par une unique homographie.

24.4.4 Identifications P pK2q vers KY t8u

Pour rappel, une droite projective est l’espace projectif modelé sur un espace vectoriel de
dimension deux (définition 24.8).

24.36.
Nous allons faire un usage assez intense de bijections entre P pK2q et K̂ “ KY t8u. Une possible
est

ϕ0 : P pK2q Ñ KY t8u

rk1, k2s ÞÑ
#
k1
k2

si k2 ‰ 0
8 si k2 “ 0.

(24.63)

Notons que nous utilisons ici le fait que K soit commutatif, sinon il aurait fallu choisir k1k
´1
2 ou

k´1
2 k1 au lieu d’écrire gentiment k1{k2.

Corollaire 24.37.
Soit une bijection ϕ : P pK2q Ñ K̂. Les points tϕ´1p8q, ϕ´1p0q, ϕ´1p1qu forment un repère projectif
de P pK2q.
Démonstration. Il s’agit seulement d’une application du lemme 24.34.

Juste pour l’amusement, nous allons le prouver explicitement pour la bijection ϕ “ ϕ0 donnée
en (24.63). Un repère projectif est la définition 24.26. Nous avons

ϕ´1
0 p8q “ r1, 0s “ πK2

`p1, 0q˘ (24.64a)
ϕ´1

0 p0q “ r0, 1s “ πK2
`p0, 1q˘ (24.64b)

ϕ´1
0 p1q “ r1, 1s “ πK2

`p1, 1q˘ (24.64c)

Les points p1, 0q et p0, 1q forment un base de K2 et nous avons bien p1, 1q “ p1, 0q ` p0, 1q. Donc le
tout vérifie bien la définition d’un repère projectif.

D’autre part, comme il est plus agréable de travailler avec K̂ qu’avec P pK2q nous avons envie de
voir K̂ comme un espace projectif (qu’il n’est pas). Il y a cependant nombre d’autres identifications

5. Il convient de citer ici la proposition 4.16.
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possibles. En voici un autre :
ϕ1 : P pK2q Ñ K̂

rk1, k2s ÞÑ
#
k2
k1

si k1 ‰ 0
8 si k1 “ 0.

(24.65)

Vous en voulez une plus compliquée ? En voici une pour K “ R, basée sur le dessin suivant :

‚

o

La bijection associée est :

ϕd : P pR2q Ñ R̂

rk1, k2s ÞÑ

$
’&
’%

k1
k2

si k1k2 ď 0
2k1
k2

si k1k2 ă 0
8 si k2 “ 0.

(24.66)

Pour mettre un peu d’ordre dans toutes ces identifications possibles, nous introduisons une
classe.

Définition 24.38.
Pour une bijection ϕ : P pK2q Ñ K̂ nous définissons

Apϕq “  
ϕa : P pK2q Ñ K̂ tel que ϕ´1

a ˝ ϕ soit une homographie
(

(24.67)

Les classes sont assez larges parce que pour toute homographie φ : P pK2q Ñ P pK2q, nous avons
ϕ ˝ φ´1 P Apϕq. Mieux, nous avons le lemme suivant.

Lemme 24.39.
L’application

ψ : Apϕq Ñ PGLpK2q
ϕa ÞÑ ϕ´1

a ˝ ϕ (24.68)

est une bijection.

Démonstration. Pour rappel, PGLpEq est le groupe des homographies de E, voir la définition 24.23.
Surjectif Si φ P PGLpK2q nous avons φ “ ψpϕ ˝ φ´1q.
Injectif Si ψpϕaq “ ψpϕbq alors

ϕ´1
a ˝ ϕ “ ϕ´1

b ˝ ϕ, (24.69)

d’où nous déduisons ϕ´1
a “ ϕ´1

b parce que ϕ est une bijection.

24.4.5 Birapport

Proposition-définition 24.40.
Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts A, B et C sur cette droite. Soit une
bijection ϕ : P pK2q Ñ K̂. Si X est un point de d alors nous nommons le birapport de X par
rapport à A, B et C l’élément de K̂ donné par

rA,B,C,Xsϕ “ pϕ ˝ φqpXq (24.70)
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où φ : dÑ P pK2q est l’unique homographie telle que
φpAq “ ϕ´1p8q (24.71a)
φpBq “ ϕ´1p0q (24.71b)
φpCq “ ϕ´1p1q. (24.71c)

Démonstration. Nous devons prouver qu’il existe effectivement une unique homographie vérifiant
les conditions (24.71).
A,B,C est un repère projectif de P pEq Voir le lemme 24.34.
ϕ´1p8q, ϕ´1p0q, ϕ´1p1q est un repère projectif de P pK2q Lemme 24.34 ou corollaire 24.37 au

choix.
Conclusion Le théorème 24.32(2) nous donne existence et unicité d’une homographie P pEq Ñ

P pK2q envoyant le premier repère sur le second.

Remarque 24.41.
La majorité des sources ne parlent pas de la dependence du birapport en le choix de ϕ parce que
tout le monde ne semble ne considérer que ϕ “ ϕ0 définie en (24.63). Il est cependant naturel de
se demander si la définition dépend effectivement du choix de ϕ. La réponse est oui : ça dépend
du choix.

Exemple 24.42(Une autre identification qui ne va pas bien)
Nous montrons que l’identification ϕd : P pK2q Ñ K̂ donnée en (24.66) ne donne pas lieu au même
birapport que celui de ϕ0.

Nous travaillons le birapport sur la droite projective la plus simple : P pK2q avec K “ R.
Prenons pour la simplicité A “ r1, 0s, B “ r0, 1s et C “ r1, 1s. Alors l’homographie demandée dans
la définition de r., ., ., .sϕ0 est ϕ0 “ Id. Par conséquent,

“
A,B,C, rk1, k2s

‰
ϕ0
“ pϕ0 ˝ φ0qrk1, k2s “ ϕ0rk1, k2s “ k1

k2
. (24.72)

En ce qui concerne le birapport définit par ϕd nous avons
ϕ´1
d p8q “ r1, 0s (24.73a)
ϕ´1
d p0q “ r0, 1s (24.73b)

ϕ´1
d p1q “ r1, 2s, (24.73c)

de telle sorte que nous cherchons une homographie φd : P pK2q Ñ P pK2q telle que
φdr1, 0s “ r1, 0s (24.74a)
φdr0, 1s “ r0, 1s (24.74b)
φdr1, 1s “ r1, 2s (24.74c)

L’homographie φdrk1, k2s “ rk1, 2k2s convient et nous avons
“
A,B,C,D, rk1, k2s

‰
ϕd
“ pϕd ˝ φdqrk1, k2s “ ϕdrk1, 2k2s “ k1

2k2
(24.75)

dès que k1k2 ă 0. Nous avons donc bien trouvé
rA,B,C,Xsϕ0 ‰ rA,B,C,Xsϕd . (24.76)

4

Le birapport n’est pas un objet tout à fait canonique parce qu’il dépend effectivement du choix
de l’identification entre P pK2q et K̂.

Proposition 24.43.
Soit une bijection ϕ : P pK2q Ñ K̂. Si ϕa P Apϕq 6 alors les birapports construits sur ϕ et ϕa

6. Apϕq définie en 24.38.
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coïncident.

Démonstration. Soient trois points distincts A,B,C P P pEq, et X P P pEq. Nous avons
rA,B,C,Xsϕ “ pϕ ˝ φqpXq (24.77)

où φ : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

φpAq “ ϕ´1p8q (24.78a)
φpBq “ ϕ´1p0q (24.78b)
φpCq “ ϕ´1p1q. (24.78c)

Et
rA,B,C,Xsϕa “ pϕa ˝ φaqpXq (24.79)

où φa : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

φapAq “ ϕ´1
a p8q (24.80a)

φapBq “ ϕ´1
a p0q (24.80b)

φapCq “ ϕ´1
a p1q. (24.80c)

Il est facile de voir que φa “ ϕ´1
a ˝ϕφ. En effet, cela est une homographie parce que ϕa P Apϕq, et

parce que la composée d’homographies est une homographie. De plus,

pϕ´1
a ˝ ϕ ˝ φqpAq “ pϕ´1

a ˝ ϕqφ´1p8q “ ϕap8q (24.81a)
pϕ´1

a ˝ ϕ ˝ φqpBq “ pϕ´1
a ˝ ϕqφ´1p0q “ ϕap0q (24.81b)

pϕ´1
a ˝ ϕ ˝ φqpCq “ pϕ´1

a ˝ ϕqφ´1p1q “ ϕap1q. (24.81c)

Au final nous avons :

rA,B,C,Xsϕa “ pϕa ˝ ϕ´1
a ˝ ϕ ˝ φqpXq “ pϕ ˝ φqpXq “ rA,B,C,Xsϕ. (24.82)

Remarque 24.44.
Tout le monde semble ne considérer que l’identification usuelle ϕ0 : P pK2q Ñ K̂ donnée par
ϕ0rk1, k2s “ k1{k2. Toute la discussion concernant la dépendance du birapport en le choix de
l’identification (y compris la définition des classes Apϕq) peut être sautée en disant qu’on ne consi-
déra que ϕ0.

Et c’est ce que nous allons faire : sauf avis contraire, nous utiliserons le birapport associé à
l’identification ϕ0.

Lemme 24.45 ([375]).
Nous avons

rA,B,C,Xsϕ “

$
’&
’%

8 si et seulement si X “ A

0 si et seulement si X “ B

1 si et seulement si X “ C.

(24.83)

Démonstration. Par définition rA,B,C,Xsϕ “ ϕ ˝ φpXq. Nous avons donc équivalence entre les
affirmations suivantes :
— rA,B,C,Xsϕ “ 8
— pϕ ˝ φqpXq “ 8
— φpXq “ ϕ´1p8q
— φpXq “ φpAq
— A “ X
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parce que φ et ϕ sont des bijections.
Le même raisonnement tient pour les deux autres.

Proposition 24.46.
Autres petites propriétés faciles . . . Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts
A,B,C P d.
(1) Les points A, B, C et X sont distincts si et seulement si rA,B,C,Xs P Kzt0, 1u.
(2) Pour tout k P K̂, il existe un unique X P d tel que rA,B,C,Xs “ k.

Démonstration. Notons pour le point (1) que l’énoncé demande déjà que A, B et C soient distincts.
Sinon le birapport n’est pas définit.
(2) Les points A, B et C sont distincts par hypothèse. Vu le lemme 24.45, pour queX soit distincts

de A, B et C il faut et il suffit que le birapport ne soit ni 8 ni 1 ni 0. Donc Kzt0, 1u.
(2) Nous avons rA,B,C,Xs “ φpXq où φ : P pEq Ñ P pK2q est une homographie et donc une

bijection par la proposition 24.22(1). Donc oui, pour tout éléments de P pK2q il existe un
unique élément de P pEq dont le birapport par rapport à A, B et C soit cet élément.

Notons encore une fois que nous avons identifié P pK2q à K̂ par la bijection (24.63).

Proposition 24.47 ([375]).
Nous considérons deux droites projectives d et d1 ainsi que 4 points sur chacune. Nous les nommons
A1, A2, A3, A4 P d et A11, A12, A13, A14 P d1. Nous supposons que A1, A2, A3 sont distincts et que
A11, A12, A13 également. Alors il y a équivalence entre
(1) Il existe une homographie φ : dÑ d1 telle que φpAiq “ A1i pour i “ 1, 2, 3, 4,
(2) égalité des birapports :

rA1, A2, A3, A4s “ rA11, A12, A13, A14s. (24.84)

Dans ce cas, l’homographie est unique.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois parties évidentes.
(1) implique (2) Nous avons une homographie µ1 : d1 Ñ K̂ telle que µ1pA11q “ 8, µ1pA12q “ 0 et

µ1pA13q “ 1. En composant 7 avec l’homographie φ : d Ñ d1 de l’hypothèse nous avons une
homographie µ1 ˝ φ : dÑ K̂ qui vérifie

pµ1 ˝ φqpA1q “ µ1pA11q “ 8 (24.85a)
pµ1 ˝ φqpA2q “ µ1pA12q “ 0 (24.85b)
pµ1 ˝ φqpA3q “ µ1pA13q “ 1, (24.85c)

ce qui signifie que µ1 ˝ φ est l’homographie qui définie le birapport sur d. Par conséquent

rA1, A2, A3, A4s “ pµ1 ˝ φqpA4q “ µ1pA14q “ rA11, A12, A13, A14s. (24.86)

(2) implique (1) La partie tA1, A2, A3u est un repère projectif de d par le lemme 24.34. Idem
pour tA11, A12, A13u. Nous considérons les homographies µ : d Ñ K̂ et µ1 : d1 Ñ K̂ définissant
les birapports par rapport à ces repères. Ces homographies vérifient, en utilisant l’hypothèse :

µpA4q “ rA1, A2, A3, A4s “ rA11, A12, A13, A14s “ µ1pA14q. (24.87)

Et de plus

µpA1q “ rA1, A2, A3, A1s “ 8 “ µ1pA11q (24.88a)
µpA2q “ rA1, A2, A3, A2s “ 0 “ µ1pA12q (24.88b)
µpA3q “ rA1, A2, A3, A3s “ 1 “ µ1pA13q. (24.88c)

7. Proposition 24.22(3), la composition est encore une homographie.
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Autrement dit : µpAiq “ µ1pA1iq pour tout i “ 1, 2, 3, 4. Nous nous inspirons de ce diagramme :

d
φ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(24.89)

La composée φ “ µ1´1 ˝ µ vérifie

pµ1´1 ˝ µqpAiq “ A1i (24.90)

pour tout i, et est une homographie.
Unicité Le fait qu’une homographie vérifiant φpAiq “ A1i pour i “ 1, 2, 3 soit unique découle du

fait qu’il existe une unique homographie portant un repère projectif sur un autre. A fortiori
la condition φpA4q “ A14 ne retire rien à l’unicité.

Théorème 24.48 ([375]).
Une bijection entre deux droites projectives est une homographie si et seulement si elle conserve le
birapport.

Démonstration. Chacun des deux sens séparément.
ñ Soit une homographie φ : dÑ d1 entre deux droites projectives. Nous devons prouver que pour

tout choix 4 points A, B, C, X dans d (dont A, B et C sont distincts) nous avons

rA,B,C,Xs “ rφpAq, φpBq, φpCq, φpXqs. (24.91)

Nous nommons µ : dÑ K̂ l’homographie qui donne le birapport sur d par rapport à A, B et
C, et µ1 : d1 Ñ K̂ celle qui donne le birapport sur d1 par rapport à φpAq, φpBq, φpCq. Voici
un diagramme de la situation :

d
φ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(24.92)

Nous prouvons maintenant que µ1 “ µ ˝ φ´1. En effet :

pµ ˝ φ´1q`φpAq˘ “ µpAq “ 8 (24.93a)
pµ ˝ φ´1q`φpBq˘ “ µpBq “ 0 (24.93b)
pµ ˝ φ´1q`φpCq˘ “ µpCq “ 1. (24.93c)

Par conséquent le birapport à droite dans (24.91) peut se calculer à l’aide de µ ˝ φ´1 :

rφpAq, φpBq, φpCq, φpXqs “ µ1
`
φpXq˘ “ pµ ˝ φ´1q`φpXq˘ “ µpXq “ rA,B,C,Xs. (24.94)

La première implication est prouvée.
ð Soit une bijection f : dÑ d1 conservant le birapport, ainsi que trois points distincts A, B et C

dans d. Vu que f est une bijection les points fpAq, fpBq et fpCq sont distincts dans d1. Par
le lemme 24.34 et le théorème 24.32(2), il existe une unique homographie φ : dÑ d1 telle que
φpAq “ fpaq, φpBq “ fpBq et φpCq “ fpCq. Pour tout X P d nous avons

rfpAq, fpBq, fpCq, fpXqs “ rA,B,C,Xs (24.95a)
“ rφpAq, φpBq, φpCq, φpXqs (24.95b)
“ rfpAq, fpBq, fpCq, φpXqs. (24.95c)

Justifications :
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— (24.95a) parce que f conserve le birapport par hypothèse.
— (24.95b) parce que φ conserve le birapport étant une homographie (c’est le premier sens

du présent théorème)
Nous nommons µ1 : d1 Ñ K̂ l’homographie donnant le birapport par rapport aux points fpAq,
fpBq, fpCq. Alors le résultat (24.95) se lit

µ1
`
fpXq˘ “ µ1

`
φpXq˘. (24.96)

Mais comme µ1 est une bijection (proposition 24.22(1)) cela implique fpXq “ φpXq. Vu que
nous avons fait ce raisonnement pour un X quelconque dans d nous avons f “ φ, ce qui
prouve que f est une homographie.

Lemme 24.49.
Soient a, b, c distincts sur la droite projective D “ P pEq. Soient x, y P E tels que πEpxq “ a,
πEpyq “ b, πEpx` yq “ c. Alors

d “ πEpλx` µyq (24.97)

si et seulement si
ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq. (24.98)

Démonstration. Étant donné que a et b sont distincts, les vecteurs x et y forment une base de
E. Soit f : E Ñ K2 un isomorphisme qui envoie px, yq sur e1, e2 où ei sont les vecteurs de base
de K2. Ensuite nous considérons g : P pEq Ñ P pK2q, l’homographie associée à f . Par définition
f
`
πEz

˘ “ πK2
`
fpzq˘. Par f nous avons

a ÞÑ
ˆ

1
0

˙
b ÞÑ

ˆ
0
1

˙
. (24.99)

Donc par g nous avons
a ÞÑ 8 b ÞÑ 0. (24.100)

Nous avons aussi fpλx` µyq “ pλ, µq et

gpcq “ g
`
πEpx` yq

˘
(24.101a)

“ πF fpx` yq (24.101b)
“ πF pfpxq ` fpyqq (24.101c)

“ πF

ˆ
1
1

˙
(24.101d)

“ 1. (24.101e)

La dernière inégalité est le fait que la direction p1, 1q dans R2 est représentée par le point x “ 1
sur la droite y “ 1 qui est notre « représentation » de la droite affine. L’application g a donc
toutes les propriétés qu’il faut pour être l’application qui définit le birapport. Nous avons donc
bien gpdq “ ra, b, c, ds.

D’une part si d “ πEpλx` µyq alors

gpdq “ πK2fpλx` µyq “ πK2pλ, µq. (24.102)

Dans l’autre sens si ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq alors supposons que gpdq “ πK2pλ, µq avec d “ πEpvq
alors

gπEv “ πK2fpvq, (24.103)

ce qui implique fpvq “ αpλ, µq pour un certain α P K. Par conséquent v “ αpλx ` µyq et
d “ πEpλx` µyq.
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24.5 Coordonnées homogènes
Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1 et une base te0, . . . , enu de E. Soit M P P pEq et

u P E un élément engendrantM . Au pointM nous voudrions associer les coordonnées px0, . . . , xnq
de u dans E. Notons que toutes les coordonnées de u ne sont jamais nulles en même temps parce que
u doit indiquer une direction. Nous savons par ailleurs que les coordonnées px0, . . . , xnq indiquent
le même point de P pEq que les coordonnées px10, . . . , x1nq si et seulement si xi “ λxi.

Définition 24.50.
La classe d’équivalence de px0, . . . , xnq est la coordonnées homogène de M . Nous la notons
px0 : . . . : xnq.

24.5.1 Dualité

Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1. Une forme linéaire non nulle est un élément de
E˚, mais aussi un représentant d’un élément de P pE˚q.

Le noyau d’une forme linéaire ω est un hyperplan. Le noyau de la forme linéaire λω étant le
même hyperplan, l’hyperplan est donné par toute la classe de ω dans P pE˚q. Nous avons donc une
bijection

P pE˚q Ø thyperplans vectoriels de Eu. (24.104)

Soit un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une base te1, e2, e3u à partir de laquelle nous
construisons la base duale te1̊ , e2̊ , e3̊u de l’espace dual E˚. À un élément m P P pE˚q nous associons
la droite

HmtpX : Y : T q tel que mpX,Y, T q “ 0u (24.105)

dans P pEq. Si les coordonnées homogènes de m étaient pu : v : wq alors l’équation de la droite Hm

est
uX ` vY ` wT “ 0. (24.106)

En effet si ω P E˚ est un représentant de m alors ω “ λpue1̊ ` ve2̊ ` we3̊q et l’équation (24.106)
est indépendante de λ ainsi que du choix du représentant dans E du point pX : Y : T q dans P pEq.

Si les points m1 et m2 sont distincts dans P pE˚q, ils donnent deux droites m1pX,Y, T q “ 0 et
m2pX,Y, T q “ 0. Les points de la droite qui joint m1 à m2 dans P pE˚q sont de la forme λm1`µm2
et ils sont associés à l’équation

λm1pX,Y, T q ` µm2pX,Y, T q “ 0 (24.107)

qui sont encore des droites dans P pEq. Toutes ces droites passent par le point d’intersection des
droits associées à m1 et m2. Nous avons donc

č

λ,µ

Hλm1`µm2 “ Hm1 XHm2 . (24.108)

Lemme 24.51.
L’application

P pE˚q Ñ tdroites dans P pEqu
m ÞÑ Hm

(24.109)

est une bijection.

Démonstration. Une droite dans P pEq est donnée en coordonnées homogènes par une équation
aX ` bY ` cT “ 0. Cette droite est décrite par le point pa : b : cq dans P pE˚q. Ce dernier
correspond à la direction de la forme ae1̊ ` be2̊ ` ce3̊ . Cela prouve que l’application est surjective.

Pour l’injectivité, si m1 ‰ m2 dans P pE˚q, les formes ω1 et ω2 associées dans E˚ ne sont pas
multiples l’une de l’autre. Donc les équations

a1X ` b1Y ` z1T “ 0 (24.110)
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et
a2X ` b2Y ` z2T “ 0 (24.111)

n’ont pas de solutions communes et décrivent donc des droites distinctes.

Lemme 24.52.
Trois points distincts m1, m2 et m3 dans P pE˚q sont alignés si et seulement si les droites Hm1,
Hm2 et Hm3 sont distinctes et concourantes.

Démonstration. Supposons avoir trois points alignés, c’est-à-dire

m3 “ m1 ` µpm2 ´m1q. (24.112)

Soit X : Y : T le point d’intersection de Hm1 avec Hm2 . Alors m1pX,Y, T q “ m2pX,Y, T q “ 0. En
tenant compte de (24.112) nous avons alors évidemment m3pX,Y, T q “ 0.

Supposons maintenant que les trois droites Hmi soient concourantes. Nous avons donc un point
pX : Y : T q dans P pEq tel que mipX,Y, T q “ 0. Si mi est la classe de aie1̊ ` bie2̊ ` cie3̊ alors nous
avons le système

$
’&
’%

a1X ` b1Y ` c1T “ 0 (24.113a)
a2X ` b2Y ` c2T “ 0 (24.113b)
a3X ` b3Y ` c3T “ 0. (24.113c)

Afin que cela ait une solution non triviale nous devons avoir

det

¨
˝
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

˛
‚‰ 0, (24.114)

c’est-à-dire que les points pai, bi, ciq soient alignés.
En tenant compte de ce qui a été dit, une droite dans P pE˚q est constituée de points qui

fournissent des droites concourantes dans P pEq. Donc une droite de P pE˚q se caractérise par un
point de P pEq (l’intersection) de la façon suivante. Un point Md P P pEq donne lieu à un faisceau
de droites passant par Md. Chacune de ces droites donne lieu à un point de P pE˚q et tous ces
points sont alignés. Nous avons ainsi construit la droite d dans P pE˚q correspondante au pointMd

de P pEq.

24.5.2 Polynômes

Soit l’espace projectif de dimension n avec ses coordonnées homogènes pX0 : . . . : Xnq. Nous
considérons l’espace affine H ” Xn “ 1 dans l’espace vectoriel E de dimension n` 1. Nous consi-
dérons pour H un repère affine ayant pour origine le point p0, . . . , 0, 1q. Considérons un polynôme
homogène P sur le corps K. L’équation

P pX0, . . . , Xnq “ 0 (24.115)

sur l’espace vectoriel E descend immédiatement à l’espace projectif : étant donné que P est ho-
mogène nous avons P puq “ 0 si et seulement si P pλuq “ 0.

Nous essayons de décrire l’ensemble A des points de P pEq satisfaisant P pX0, . . . , Xnq “ 0.
Nous savons que les éléments de P pEq ont chacun un représentant soit dans H soit sur la droite à
l’infini. Ceux de A ayant un représentant dans H sont d’équation

Qpx0, . . . , xn´1q “ 0 (24.116)

où Q est le polynôme donné par QpX0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 1q. Les points de A ayant un
représentant sur la droite à l’infini s’obtiennent par l’équation

Rpx0, . . . , xn´1q “ 0 (24.117)
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où R est le polynôme donné par Rpx0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 0q.
Exemple 24.53
Nous considérons la conique projective

X2 ´XT ´ Y 2 ´ T 2 “ 0. (24.118)

Elle est décomposée en deux parties : une dans l’espace affine « normale » et une à l’infini. La
première s’obtient en posant T “ 1 dans (24.118) :

x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0. (24.119)

L’autre est obtenue en posant T “ 0 :
x2 ´ y2 “ 0. (24.120)

La partie à l’infini est donc composée de deux points : p1 : 1 : 0q et p1 : ´1 : 0q.
Le graphique de l’équation (24.119) est donné à la figure 24.2. Nous y voyons que les asymptotes

sont effectivement données par les directions p1, 1q et p1,´1q dans le plan.

´5´4´3´2´1 1 2 3 4 5 6

´6
´5
´4
´3
´2
´1

1
2
3
4
5
6

Figure 24.2 – Le graphique de x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0.

4

Nous pouvons tenter de faire l’exercice inverse : considérer une conique dans R2, la voir comme
une partie d’une conique dans l’espace projectif et trouver les points à l’infini qui la complètent.

Exemple 24.54
La droite projective usuelle est donnée par la droite affine y ´ 1 “ 0. L’homogénéisation donne
y ´ z “ 0 et par conséquent la partie à l’infini est donnée par y “ 0, c’est-à-dire la direction p1, 0q
comme il se doit. 4

Exemple 24.55
Prenons la conique

x2 ` xy ` y3 ´ 2 “ 0. (24.121)

D’abord nous homogénéisons cette équation pour la voir dans R3 :

x2z ` xyz ` y3 ´ 2z3 “ 0. (24.122)

Les points à l’infini sont ceux qui correspondent à z “ 0, c’est-à-dire la droite donnée en coordon-
nées homogènes par p1 : 0 : 0q. 4
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24.6 La sphère de Riemann P1pCq

Définition 24.56.
La sphère de Riemann est l’espace projectif modelé sur C2 : en vertu des notations données à
la page 1507, c’est

P1pCq “ P pC2q. (24.123)

L’ensemble P1pCq est le quotient C2ztp0, 0qu{ „ où „ est la relation d’équivalence de C-
colinéarité dans C2.

Lemme 24.57.
L’application

ϕ0 : P1pCq Ñ CY t8u

rz1, z2s ÞÑ
#
z1
z2

si z2 ‰ 0
8 si z2 “ 0

(24.124)

est une bijection qui respecte la conjugaisons complexe : ϕ0
`rz1, z2s˚

˘ “ ϕ0
`rz1, z2s

˘˚.

Démonstration. Notons d’abord que la définition a un sens parce que si un représentant que rz1, z2s
est de la forme pz, 0q alors ils sont tous de cette forme. L’affirmation « z1 ‰ 0 dans rz1, z2s » a donc
un sens.

Injectif Supposons ϕ0
`rz1, z2s

˘ “ ϕ0
`rt1, t2s

˘
.

Si les deux membres sont égaux à 8 alors nous avons z2 “ t2 “ 0, et alors avec λ “ z1{t1
nous avons pz1, z2q “ λpt1, t2q, ce qui prouve que rz1, z2s “ rt1, t2s.
Si les deux membres sont égaux à zéro alors z1 “ t1 “ 0 et le même raisonnement tient.
Sinon nous avons z1{z2 “ t1{t2 où tous les nombres sont non nuls. Cela donne

z2 “ t2
t1
z1, (24.125)

et donc
t1
z1
pz1, z2q “ pt1, t2q, (24.126)

qui montre qu’au niveau des classes, rz1, z2s “ rt1, t2s.
Surjectif Nous avons

8 “ ϕ0
`r1, 0s˘ (24.127)

et si z ‰ 8 nous avons z “ ϕ0
`rz, 1s˘.

24.6.1 Éléments de géométrie dans P1pCq

Étant donné que nous sommes partis pour faire de la géométrie dans C et même dans Ĉ “
CY t8u, autant nous armer des équations de cercles et de droites dans C, ainsi que de quelques
notions adjacentes.

Remarque 24.58.
La définition 24.2 parle de plan et de droites projectives. Ici nous ne sommes pas dans ce cadre
parce que nous travaillons sur P1pCq où C n’est certainement pas un espace de dimension 3. Les
droites dont nous allons parler ne sont pas des droites projectives avec leur point à l’infini.
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24.6.1.1 Équation complexe d’une droite

L’équation d’une droite dans R2 est d ” ax` by “ c avec a, b, c P R et a, b non nuls en même
temps. En posant z “ x ` iy nous voulons exprimer l’équation en termes de z au lieu de x et y.
Nous avons[378]

x “ z ` z̄
2 , y “ z ´ z̄

2i , (24.128)

et nous pouvons écrire d ” apz ` z̄q ´ ibpz ´ z̄q “ 2c, ou encore d ” pa´ biqz ` pa` ibqz̄ “ 2c. En
posant ω “ a` bi P C˚ et k “ 2c P R nous avons l’équation

ω̄z ` ωz “ k. (24.129)

Définition 24.59.
Une droite est une partie de Ĉ de la forme

dpω, kq “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (24.130)

avec ω P C˚ et k P R.
Dans Ĉ, toutes les droites contiennent le point 8.

Problèmes et choses à faire
La proposition 23.11 montre que toute inversion transforme un cercle-droite en un cercle-droite, nonobstant d’accepter de prolonger toute droite
par 8.

Est-ce que l’on peut dire que toutes les droites contiennent le point 8 ?
En donnant 8 à toutes les droites et à aucun cercle, la proposition 23.11 fonctionne partout en posant iCpOq “ 8 et iCp8q “ O.

De plus en pensant à la projection stéréographique, ce serait logique : quelle que soit la direction dans laquelle un point s’éloigne de z “ 0,

son image par l’inverse de la projection stéréographique s’approche du pôle nord.

24.6.1.2 Équation complexe d’un cercle

Un cercle de centre ω P C et de rayon r a pour équation |z ´ ω| “ r, et nous avons les
équivalences suivantes :

|z ´ ω| “ r ô |z ´ ω|2 “ r2 ô pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2 ô zr̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (24.131)

Donc un cercle de centre ω P C et de rayon r P R a pour équation

zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (24.132)

Définition 24.60.
Un cercle dans Ĉ est une partie de la forme

Cpω, rq “ tz P C tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2u (24.133)

avec ω P C et r P R.
Dans la sphère de Riemann, aucun cercle ne contient le point 8.

Exemple 24.61
Trouvons le centre et le rayon du cercle d’équation

ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄ (24.134)

avec k ‰ 0. En divisant par k et en posant σ “ ω{k nous avons :

zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄ “ 0. (24.135)

Cela est un cercle de centre σ et de rayon |σ|. En effet si z P C vérifie cette équation,

|z ´ σ|2 “ pz ´ σqpz̄ ´ σ̄q “ zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄looooooomooooooon
“0

`|σ|2 “ |σ|2, (24.136)

c’est-à-dire que tous les points de C qui vérifient l’équation donnée sont à la distance |σ| de σ. En
particulier z “ 0 est sur le cercle. 4
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24.6.1.3 Cercle-droite

Une chose de bien avec les équations complexes, c’est que nous pouvons écrire les droites et les
cercles avec le même type d’équations.

Lemme-définition 24.62 ([378]).
Un cercle-droite est l’ensemble des points z P C tels que

azz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ k (24.137)

avec a, k P R et ω P C.
(1) Si a “ 0, cela est une droite ;
(2) si a ‰ 0, cela est un cercle.
(3) Un cercle-droite peut être l’ensemble vide.

Démonstration. Si a “ 0 alors nous tombons tout de suite sur l’équation (24.129). Si a ‰ 0 alors
nous pouvons diviser par a, poser σ “ ω{a et l “ k{a pour obtenir

zz̄ ´ σ̄ ´ σz̄ “ l, (24.138)

qui est l’équation (24.132) d’un cercle . . . ou pas tout à fait. En effet, (24.138) serait l’équation du
cercle de centre σ et de rayon r donné par l “ r2 ´ |σ|2, c’est ) dire

r2 “ l ` |σ|2, (24.139)

alors que rien n’assure que le nombre l ` |σ|2 soit positif. Dans le cas où c’est positif, nous avons
bien un cercle. Sinon c’est l’ensemble vide.

Remarque 24.63.
Lorsque nous parlons de cercle-droite, nous parlons de partie de C et non de Ĉ parce que l’équation
(24.137) a du mal à traiter le cas z “ 8. À cause du fait que nous avons décider de donner le point
8 à toutes les droites, la fusion des notions de droites et de cercles n’est pas totale ; en tout cas
pas en une seule équation.

Exemple 24.64([378])
Soit le cercle de centre ω “ ir et de rayon r. Quelle que soit la valeur de r ą 0, ce cercle passe par
le point 0 et l’axe réel lui est tangent. L’équation de ce cercle est :

zr̄ ` irz ´ irz̄ “ 0. (24.140)

Vu que ir ‰ 0 nous pouvons diviser et obtenir
zz̄

ir
` z ´ z̄ “ 0. (24.141)

En faisant tendre r vers 8 nous obtenons z ´ z̄ “ 0, c’est-à-dire l’équation de la droite réelle.
Cela explique pourquoi il est souvent dit qu’une droite est un cercle dont le rayon est à l’infini.

4

24.65.
Notons que l’exemple 24.64 est générique : prenez une droite `, un point P sur `, et considérez un
cercle dont le centre est situé sur la perpendiculaire à ` passant par P , et dont le rayon est tel que
le cercle passe par P . En prenant |ω ´ P | Ñ 8, l’équation du cercle devient celle de la droite `.

Cela est particulièrement pratique lorsque nous travaillons dans Ĉ parce nous y avons une
notion précise du point à l’infini. Notons que (peut-être contre-intuitivement), il existe un seul
point à l’infini dans Ĉ. Et ce point est le centre de tous les cercles que l’on veut transformer en
droites. Cela pose évidemment la question de savoir comment on définit précisément un cercle dont
le centre est réellement 8.
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‚
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24.6.1.4 Rotation-homothétie

Définition 24.66.
Une rotation-homothétie est une application ĈÑ Ĉ de la forme z ÞÑ λz avec λ P C.

Le nom provient du fait que si λ est réel, alors z ÞÑ λz est une vraie homothétie, et si λ “ eiθ

alors z ÞÑ eiθz est une vraie rotation. Pour une valeur λ P C générique, l’application z ÞÑ λz est
une composée des deux.

24.6.1.5 Application linéaire

Nous nous en voudrions de ne pas parler d’applications linéaires lorsque nous parlons de géo-
métrie sur Ĉ. Soit α P C˚ et β P C. Lorsque nous parlons de l’application linéaire

f : ĈÑ Ĉ

z ÞÑ αz ` β, (24.142)

nous entendons implicitement que fp8q “ 8.

24.6.1.6 Inversion

L’inversion d’un cercle de R2 est définie par la proposition 23.5. De nombreuses propriétés y
sont décrites, y compris son écriture complexe dans la proposition 23.10. Tout cela était du temps
de R2 ou de C, mais maintenant nous sommes dans Ĉ et nous voulons plus.

Définition 24.67 ([378]).
Soient ω P C et R P R˚. L’inversion de centre ω et de puissance R2 est l’application

i : ĈÑ Ĉ

z ÞÑ

$
’’’&
’’’%

R2

z̄ ´ ω̄ ` ω si z P Cztωu
8 si z “ ω

ω si z “ 8.

(24.143)

Notons que grâce aux conventions type 1{0 “ 8 et 1{8 “ 0, nous pouvons nous contenter de
la première formule pour tout z P Ĉ, et nous n’avons en réalité pas besoin de décrire ip8q et ipωq
séparément.

Exemple 24.68
L’inversion de cercle de centre 0 et de rayon 1 est l’application z ÞÑ 1

z̄ , que l’on prolonge avec
0 ÞÑ 8 et 8 ÞÑ 0. 4
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24.6.2 Homographies

La notion d’homographie est la définition 24.20. Pour une homographie φ : P1pCq Ñ P1pCq nous
avons un isomorphisme d’espace vectoriel φ̄ : C2 Ñ C2. Vue la bijection (24.124), nous voulons
plutôt travailler avec Ĉ “ C Y t8u qui est un ensemble avec lequel nous sommes plus familier.
Nous allons donc travailler avec

φ̃ : ĈÑ Ĉ

φ̃ “ ϕ0 ˝ φ ˝ ϕ´1
0 .

(24.144)

Proposition 24.69.
L’application φ “ ϕ´1

0 ˝ φ̃ ˝ ϕ0 est une homographie de P pC2q si et seulement si l’application
φ̃ : ĈÑ Ĉ est de la forme

φ̃pzq “ az ` b
cz ` d (24.145)

avec a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0.
Par convention nous posons z{0 “ 8 dès que z ‰ 0 ; en particulier φ̃p8q “ a{c et φ̃p´d{cq “ 8.

Démonstration. Nous séparons la condition suffisante de la condition nécessaire.
ñ La condition π ˝ φ̄ “ φ ˝ π (de (24.32)) nous dit que

“
φ̄pz1, z2q

‰ “ φ
`rz1, z2s

˘
, (24.146)

et comme φ̄ est un isomorphisme d’espace vectoriel nous avons a, b, c, d P C vérifiant ad´cb ‰
0 pour lesquels

φ̄pz1, z2q “
ˆ
az1 ` bz2
cz1 ` dz2

˙
. (24.147)

Soit z P C. Alors nous avons

φ̃pzq “ pϕ0 ˝ φqrz, 1s “ ϕ0
´“
φ̄pz, 1q‰

¯
“ ϕ0

`raz ` b, cz ` ds˘ “ az ` b
cz ` d. (24.148)

Il est important de comprendre que cette formule fonctionne pour tout z P C. En effet nous
pourrions avoir un doute sur z “ ´d{c. D’abord si c “ 0 alors d ‰ 0 et ce problème n’existe
pas : le dénominateur est toujours non nul. Nous avons donc seulement un doute lorsque
c ‰ 0. Dans ce cas,

φ̃p´d{cq “ ´
ad
c ` b
0 . (24.149)

Mais c ‰ 0, donc le numérateur est non nul. Or lorsque z ‰ 0 nous avons posé z{0 “ 8,
donc dans notre cas,

φ̃p´d{cq “ 8 (24.150)

automatiquement, et cela est encodé dans la formule (24.148).
Il nous reste à déterminer φ̃p8q. Nous avons :

φ̃p8q “ pϕ0 ˝ φq
`r1, 0s˘ “ ϕ0

“
φ̄p1, 1q‰ “ ϕ0

`ra, cs˘ “
#
a{c si c ‰ 0
8 si c “ 0

(24.151)

où la distinction entre les deux cas n’est pas fondamentale parce que si c “ 0 alors a ‰ 0 et
a{c “ 8.

ð En notant Z “ rz1, z2s (pour z1, z2 P C) nous avons

φ
`rz1, z2s

˘ “ ϕ´1
ˆ
aϕ0pZq ` b
cϕ0pZq ` d

˙
“ “

aϕ0pZq ` b, cϕ0pZq ` d
‰
. (24.152)

Nous définissons φ̄ par son action sur les vecteurs de base : φ̄p1, 0q “ pa, cq et φ̄p0, 1q “ pb, dq.
Nous avons bien l’isomorphisme d’espace vectoriel φ̄ : C2 Ñ C2 dont nous avons besoin pour
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la définition 24.20. D’abord le fait que ad ´ cb soit non nul assure que le φ̄ ainsi défini est
bien bijectif 8. Et de plus ce φ̄ vérifie la condition

π
`
φ̄pz1, z2q

˘ “ π
`paz1, cz1q ` pbz2, dz2q

˘
(24.153a)

“ raz1 ` bz2, cz1 ` dz2s (24.153b)
“ “

aϕ0pZq ` b, cϕ0pZq ` d
‰

(24.153c)
“ φ

`
πpz1, z2q

˘
. (24.153d)

Nous avons utilisé la notion de classe pour diviser par z2 et faire apparaitre ϕ0pZq.

Remarque 24.70.
En prenant les conventions relativement claires 8 ˆ a “ 8 (pour a ‰ 0) et 8 ˘ a “ 8 (avec
a ‰ 8), alors tout est dans la formule

φ̄pzq “ az ` b
cz ` d (24.154)

avec ad´ cb ‰ 0. Il n’y a pas besoin de traiter séparément le cas z “ 8 ou z “ ´d{c.
Définition 24.71.
Nous aimons tellement l’identification ϕ0 : P pC2q Ñ Ĉ que nous allons parler d’homographie
sur Ĉ pour les applications φ̃ de la forme

φ̃pzq “ az ` b
cz ` d (24.155)

avec ad´ cb ‰ 0.

24.72.
La proposition 24.69 nous indique que les homographies de Ĉ sont de la forme φ “ ϕ´1

0 ˝ φ̃ ˝ ϕ0
pour une homographie φ : P pC2q Ñ P pC2q.
Proposition 24.73 ([378]).
L’application h : ĈÑ Ĉ associée à une homographie est soit linéaire, soit de la forme h “ l1 ˝ ι˝ l2
où li sont linéaires et ι est l’application z ÞÑ 1{z.
Démonstration. Commençons par une remarque : lorsque nous parlons d’une application linéaire,
c’est au sens de la note 24.6.1.5 qui explique qu’une application linéaire sur C est automatiquement
prolongée à Ĉ par fp8q “ 8.

Soit donc l’application
hpzq “ az ` b

cz ` d. (24.156)

Si c “ 0, alors c’est une application linéaire et la preuve est terminée. Nous supposons que c ‰ 0.
Nous posons

l2pzq “ cz ` d, (24.157)

et ensuite l1pzq “ αz ` β avec α et β à déterminer. Un peu de calcul :

pl1 ˝ ι ˝ l2qpzq “ l1

ˆ
1

cz ` d
˙
“ α` βcz ` βd

cz ` d , (24.158)

et en imposant que cela soit égal à az`b
cz`d nous trouvons β “ a{c et α “ b´ ad{c. Il est vite vérifier

que ces choix donnent le bon résultat.
8. Si vous n’en êtes pas convaincu, écrivez la matrice de l’application qui envoie p1, 0q sur pa, cq et p0, 1q sur pb, dq,

et demandez-vous sous quelle condition elle est inversible.
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24.74.
Vu que les applications linéaires sont des composées d’une translation et d’une rotation-homothétie,
et que l’application i est une composée d’une inversion z ÞÑ 1{z̄ et d’une réflexion z ÞÑ z̄, toutes
les homographies sont des composées des éléments suivants :
— inversion 9 z ÞÑ 1{z̄, prolongée par ip8q “ 0 et ip0q “ 8 ;
— réflexion z ÞÑ z̄ ;
— translation z ÞÑ z ` α avec α P C ;
— rotation-homothétie z ÞÑ λz avec λ P C.
Toutes ces opérations sont prolongées à Ĉ par 1{8 “ 0, λ·8 “ ω (si λ ‰ 0) et 8` λ “ 8.

Nous ne définissons pas 0 ·8 et 8´8.

Certes nous pouvons construire des homographies à partir d’ingrédients dont la conjugaison
complexe. Il ne faudrait cependant pas déduire que cette conjugaison est une homographie.

Lemme 24.75.
La conjugaison complexe n’est pas une homographie.

Démonstration. Si elle l’était nous aurions des nombres a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0 et

az ` b
cz ` d “ z̄ (24.159)

pour tout z P C.
En posant z “ 0 nous avons déjà b{d “ 0, c’est-à-dire b “ 0. Avec z “ 1 nous trouvons alors

a{pc` dq “ 1, c’est-à-dire
a “ c` d. (24.160)

Si ci` d ‰ 0 Dans ce cas nous pouvons évaluer (24.159) en z “ i et avoir a “ ´ci ` d. Mais
comme nous avions déjà a “ c` d nous déduisons c “ 0. Nous restons donc avec

a

d
z “ z̄ (24.161)

pour tout z. En prenant z “ 1 puis z “ i, il est vite remarqué que cela n’est pas possible.
Si ci` d “ 0 Nous rappelons que ad ‰ 0. Nous écrivons l’équation avec z “ ´i pour trouver

´ai
´ci` d “ i, (24.162)

qui donne immédiatement a “ ci´ d. Nous avons donc les trois équations
$
’&
’%

c “ id (24.163a)
a “ ci´ d (24.163b)
a “ c` d. (24.163c)

Une tentative de résolution tombe rapidement sur une impossibilité (en substituant la pre-
mière dans les deux autres et en comparant les deux valeurs de a par exemple).

La proposition suivante ressemble à s’y méprendre à la proposition 23.11, mais elle diffère en
deux points. D’abord elle ne traite que de l’inversion par rapport à l’origine, mais surtout, elle
traite le point z “ 8. C’est un avantage de travailler sur Ĉ plutôt que sur R2.

Proposition 24.76 (Inversion de cercles et de droites).
L’inversion dans Ĉ envoie

9. Oui, c’est l’inversion de la géométrie hyperbolique, voir 24.6.1.6.
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(1) une droite passant par 0 sur elle-même
(2) une droite ne passant pas par 0 sur un cercle passant par 0.
(3) un cercle ne passant pas par 0 en un cercle ne passant pas par 0.
(4) un cercle passant par 0 en une droite ne passant pas par 0.

Démonstration. Décomposition en tous les cas possibles.
Droite passant par 0 La façon la plus simple de traiter la droite passant par 0 est de l’écrire

sous forme paramétrique :
zptq “ teiθ (24.164)

pour θ fixé et t P RY t8u. En appliquant l’inversion :

ι
`
zptq˘ “ 1

pteiθq˚ “
1
t
eiθ. (24.165)

Notons que les cas particuliers fonctionnent : pour t “ 0 nous avons le point 8 et pour t “ 8
nous avons 0.

Droite ne passant pas par 0 Une droite ne passant par par z “ 0 est un ensemble de la forme

dpω, kq “ tz P C˚ tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (24.166)

avec k ‰ 0. Étant donné que ι est une bijection et même une involution nous avons z P
ι
`
dpω, kq˘ si et seulement si τpzq P dpω, kq. L’équation est donc, pour z ‰ 0 :

ω̄

z
` ω

z̄
“ k. (24.167)

Et comme z ‰ 0 nous pouvons multiplier par zz̄ pour trouver z̄ω̄ ` zω “ kzz̄. Donc

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C˚ tel que z̄ω̄ ` zω “ kzz̄u Y t0u. (24.168)

Dans l’ensemble, nous pouvons renommer z et z̄ pour avoir une forme plus symétrique. De
plus il se fait que z “ 0 vérifie l’équation donnée ; nous pouvons donc lever la condition
z P C˚ et ne plus ajouter t0u à côté :

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄u. (24.169)

Cela est l’équation d’un cercle passant par l’origine (définition 24.60).
Cercle ne passant pas par 0 Nous considérons le cercle Cpω, rq avec r2 ‰ |ω|2. Il ne contient

ni 8 ni 0 et nous avons alors

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C˚ tel que 1

zz̄
´ ω̄1

z̄
´ ω1

z
“ r2 ´ |ω|2u. (24.170)

Vu que z n’est jamais nul nous pouvons multiplier l’équation par zz̄ :

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C tel que

`|ω|2 ´ r2˘zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ ´1u. (24.171)

Le coefficient |ω|2 ´ r2 est non nul par hypothèse et cet ensemble est un cercle par le
lemme 24.62. Il ne passe manifestement pas par z “ 0.

Cercle passant par 0 Le cercle passe par 0, et donc son image par 8. Nous écrivons alors

ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ ι

`
Cpω, |ω|qzt0u˘Y t8u. (24.172)

Nous avons
Cpω, |ω|qzt0u “ tz P C˚ tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (24.173)

et un calcul usuel donne

ι
`
Cpω, |ω|qzt0u˘ “ tz P C˚ tel que 1´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (24.174)

et donc
ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ dpω, 1q, (24.175)

en nous souvenant que le point 8 est contenu dans dpω, 1q.
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Proposition 24.77.
Une homographie conserve l’ensemble des droites et cercles de Ĉ.

Attention : cela ne veut pas dire qu’une homographie transforme une droite en une droite et
un cercle en un cercle. Ça veut dire qu’une homographie transforme une droite en une droite ou
un cercle et un cercle en une droite ou un cercle.

Démonstration. Nous savons par la proposition 23.11 et 24.74 que les homographies se décomposent
en inversion, réflexion, translation et rotation-homothétie.

À part pour l’inversion, tout est clair comment ça fonctionne hein. En ce qui concerne l’inver-
sion, nous avons la proposition 24.76 qui donne déjà toutes les réponses.

24.78.
Les homographies préservent les angles, c’est l’objet du théorème suivant. Il ne faudrait cependant
pas croire que si A, B et C sont trois points distincts, l’angle entre AC et BC est le même que
celui entre fpAqfpCq et fpBqfpCq dès que f est une homographie. Cela serait préserver les angles
globalement, c’est-à-dire préserver les angles lorsque les points sont déplacés par f .

Nous allons regarder les angles locaux, c’est-à-dire lorsque les points sont déplacés par df .

Définition 24.79.
Nous disons qu’une application f : R2 Ñ R2 préserve localement les angles non orientés lorsque

cos
`
dfapuq, dfapvq

˘ “ cospu, vq (24.176)

pour tout a P R2 et u, v P R2. Ici il est mieux de penser à u, v P TaR2 pour qui sait les espaces
tangents en géométrie différentielle.

Voir la définition de l’angle 19.53.

Théorème 24.80.
Les homographies de P pC2q préservent localement les angles non orientés.

Démonstration. En ce qui concerne les translations, dilatations et rotations, les choses sont claires.
Vérifions pour l’inversion, qu’il faut interpréter dans R2. Pour z “ x` iy nous avons

ιpzq “ 1
z
“ x

x2 ` y2 ´ i
y

x2 ` y2 . (24.177)

Nous devons donc étudier la fonction

F : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ
´ x
r2 ,´

y

r2

¯ (24.178)

où nous avons posé r2 “ x2 ` y2 pour simplifier les notations.
Soient deux vecteurs u, v P R2 et un point a P R2. Nous devons prouver que

u· v

}u}}v} “
dfapuq· dfapvq
}dfapuq}}dfapvq} . (24.179)

Pour cela, nous pourrions calculer dFa et passer en coordonnées polaires[375] mais nous préférons
faire les calculs à la dure parce que nous avons Sage avec nous.

Nous notons A la matrice de dF en a “ px, yq et nous avons
Au·Av “ AtAu· v (24.180)

ainsi que }u} “ ?u·u “ ?AtAu·u, de telle sorte qu’il devienne urgent de calculer AtA. Voici
le calcul :
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1 var( ’y ’)
2

3 # les fonctions coordonnées
4 F1(x,y)=x/(x**2+y**2)
5 F2(x,y)=-y/(x**2+y**2)
6

7 # La matrice différentielle :
8 A=matrix( [ [F1.diff(x).simplify_full (),F1.diff(y).simplify_fullÐâ

()],[F2.diff(x).simplify_full (),F2.diff(y).simplify_full ()] Ðâ

] )
9

10 # Quelqu ’ un peut expliquer pourquoi ceci ne fonctionne pas ?
11 # A = matrix ( [ [ F1 . diff ( x ) , F1 . diff ( y ) ] ,[ F2 . diff ( x ) , F2 . diff ( y ) ] ]Ðâ

) . simplify_full ()
12

13 # A ^ tA
14 S=A.transpose ()*A
15 S=S.simplify_full () # Mais ça , ça marche !!
16 print (S)

tex/sage/sageSnip009.sage

Le résultat est que

AtA “
ˆ 1
r4 0
0 1

r4

˙
“ 1
r4 Id . (24.181)

La vérification de (24.179) est alors immédiate.

24.6.3 Birapport

Nous introduisons maintenant quelque chose qui s’appelle le « birapport » et qui n’est a priori
pas du tout lié au birapport définit en 24.40.

Définition 24.81 (Birapport dans Ĉ[313]).
Soient a, b, c, x P Ĉ où a, b et c sont distincts. Le birapport de ces quatre nombres est l’élément
de Ĉ donné par, si a, b, c ‰ 8 :

ra, b, c, xs “ pa´ cqpb´ xqpb´ cqpa´ xq , (24.182)

et

r8, b, c, xs “ b´ x
a´ x (24.183a)

ra,8, c, xs “ a´ c
a´ x (24.183b)

ra, b,8, xs “ b´ x
a´ x (24.183c)

24.82.
Notons la « logique » des cas particuliers. Pour le premier, si aÑ 8 tandis que les autres restent
dans C alors a ´ c et a ´ x deviennent du même ordre de grandeur et se simplifient. Il reste les
deux autres parties de la fraction.

C’est cette même logique qui, partant de ra, b,8, xs “ b´x
a´x donne

ra, b,8,8s “ 1 (24.184)

comme il se doit si nous avons l’intention de ressembler au lemme 24.45.
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L’objet « birapport » introduit ici est évidemment lié au birapport sur P pC2q définit plus haut.
Le lien est la proposition suivante.

Proposition 24.83.
Soit l’application ϕ0 : P pC2q Ñ Ĉ définie en 24.36. Si A,B,C,X P P pC2q alors

rA,B,C,Xsϕ0 “ rϕ0pAq, ϕ0pBq, ϕ0pCq, ϕ0pXqs. (24.185)

Cela est une égalité dans Ĉ.

Démonstration. Nous écrivons A “ ra1, a2s, B “ rb1, b2s, C “ rc1, c2s avec a1, a2, b2, b2, c1, c2 P C.
Par définition rA,B,C,Xsϕ0 “ pϕ0 ˝ φqpXq où φ : P pC2q Ñ P pC2q est l’unique homographie telle
que

φra1, a2s “ r1, 0s (24.186a)
φrb1, b2s “ r0, 1s (24.186b)
φrc1, c2s “ r1, 1s (24.186c)

Une des difficultés de cette preuve va être de calculer ce φ. D’abord nous pouvons introduire
φ̃ “ ϕ0 ˝ φ ˝ ϕ´1 qui est obligatoirement (proposition 24.69) de la forme

φ̃pzq “ αz ` β
γa` δ . (24.187)

Nous allons imposer les relations (24.186) pour déterminer les coefficients α, β, γ et δ.
D’abord

pϕ´1
0 ˝ φ̃ ˝ ϕ0q

`ra1, a2s
˘ “ pϕ´1

0 ˝ φ̃qpa1{a2q (24.188a)

“ ϕ´1
0

˜
αa1
a2
` β

γ a1
a2
` δ

¸
(24.188b)

“ “
α
a2
a2
` β, γ a1

a2
` δ‰. (24.188c)

Égaler cela à r1, 0s donne
$
’&
’%

α
a1
a2
` β ‰ 0 (24.189a)

γ
a1
a2
` δ “ 0. (24.189b)

Donc nous avons déjà
φ̃pzq “ αz ` β

γpz ´ a1
a2
q “

αz ` β
γ
`
z ´ ϕ0pAq

˘ . (24.190)

En y imposant la contrainte pϕ´1 ˝ φ̃ ˝ ϕ0qprb1, b2sq “ r0, 1s nous trouvons les contraintes
"
γ
`
ϕ0pBq ´ ϕ0pAq

˘ ‰ 0 (24.191a)
β “ ´αϕ0pBq. (24.191b)

Nous avons décidé d’écrire ϕ0pAq au lieu de a1{a2 à la fois pour un soucis de simplification d’écriture
et dans le but de ressembler à (24.185). En substituant :

φ̃pzq “ α
`
z ´ ϕ0pBq

˘

γ
`
z ´ ϕ0pAq

˘ . (24.192)

La condition pour rc1, c2s donne
“
α
`
ϕ0pCq ´ ϕ0pBq

˘
, γ
`
ϕ0pCq ´ ϕ0pAq

˘‰ “ r1, 1s, (24.193)
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ce qui donne
α
`
ϕ0pCq ´ ϕ0pBq

˘ “ γ
`
ϕ0pCq ´ ϕ0pAq

˘
. (24.194)

Nous avons alors
γ “ α

ϕ0pCq ´ ϕ0pBq
ϕ0pCq ´ ϕ0pAq , (24.195)

et les α se simplifient dans la formule pour φ̃ :

φ̃pzq “
`
z ´ ϕ0pBq

˘`
ϕ0pCq ´ ϕ0pAq

˘
`
z ´ ϕ0pAq

˘`
ϕ0pCq ´ ϕ0pBq

˘ . (24.196)

Par la proposition 24.69, l’application ϕ´1
0 ˝ φ̃ ˝ ϕ0 est une homographie. Nous pouvons donc

calmement calculer le birapport rA,B,C,Xsϕ0 de la façon suivante :

rA,B,C,Xsϕ0 “ pϕ0 ˝ φqpXq (24.197a)
“ pϕ0 ˝ ϕ´1

0 ˝ φ̃ ˝ ϕ0qpXq (24.197b)
“ φ̃

`
ϕ0pXq

˘
(24.197c)

“
`
ϕ0pXq ´ ϕ0pBq

˘`
ϕ0pCq ´ ϕ0pAq

˘
`
ϕ0pXq ´ ϕ0pAq

˘`
ϕ0pCq ´ ϕ0pBq

˘ (24.197d)

“ rϕ0pAq, ϕ0pBq, ϕ0pCq, ϕXpAqs. (24.197e)

Proposition 24.84.
Les homographies de Ĉ conservent le birapport.

Démonstration. Ici le mot « homographie » réfère à la définition 24.71 et le birapport à 24.81.
Soient a, b, c, x P Ĉ et une homographie φ̃ : ĈÑ Ĉ. Il existe une homographie φ : P pC2q Ñ P pC2q
telle que φ̃ “ ϕ0 ˝ φϕ´1

0 . Alors
“
φ̃paq, φ̃pbq, φ̃pcq, φ̃pxq‰ “ “pφ ˝ ϕ´1

0 qpaq, pφ ˝ ϕ´1
0 qpbq, pφ ˝ ϕ´1

0 qpcq, pφ ˝ ϕ´1
0 qpxq, ‰

ϕ0
(24.198a)

“ “
ϕ´1

0 paq, ϕ´1
0 pbq, ϕ´1

0 pcq, ϕ´1
0 pxq, ‰

ϕ0
(24.198b)

“ ra, b, c, xs. (24.198c)

Justifications :
— Identification des birapports sur P pC2q et sur Ĉ, proposition 24.83.
— Invariance du birapport sour les homographies (dans P pC2q), proposition 24.47.

Proposition 24.85.
Soient des points a, b, c, x dans Ĉ avec a, b, c distincts. Ils sont alignés ou cocycliques si et seulement
si ra, b, c, xs P R̂.
Démonstration. Nous allons faire plusieurs cas. Mais dans tous les cas vous pouvez relire la défi-
nition des angles orientés 19.146 et la partie sur les angles dans les nombres complexes 19.10.11.
Tous les points sont distincts et dans C D’une part, nous savons que le nombre complexe

reiθ est réel si et seulement si θ P r0sπ, et d’autre part l’argument du birapport (24.182) est

rÝÑca,ÝÑcbs ` rÝÑxb,ÝÑxas. (24.199)

Le birapport est réel si et seulement si

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ. (24.200)
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À gauche nous avons une classe modulo 2π et à droite une classe modulo π. L’égalité signifie
qu’il y a un représentant du membre de gauche qui appartient au membre de droite. Si vous
aimez faire très attention à ce que signifient les notations, voici trois manières d’écrire la
condition, par ordre croissant de précision :

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs “ r0sπ, (24.201a)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ, (24.201b)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs Ă r0sπ. (24.201c)

Nous avons donc que le birapport est réelle si et seulement si la condition (24.201c) est
vérifiée. D’après le théorème 19.154, cette dernière condition est équivalente à dire que les
points a, b, c et x sont alignés.

Pas quatre points distincts, dans C Nous supposons encore que a, b, c et x sont dans C. Mais
nous supposons que x est un de a, b ou c. Vu que par hypothèse a, b et c sont distincts, c’est
le seul cas à considérer dans la catégorie des 4 points non distincts.
Trois points sont toujours alignés ou cocycliques 10. Donc nous devons seulement montrer
que dans ce cas le birapport est toujours dans R̂. Par définition,
— Si x “ a alors ra, b, c, xs “ 8,
— Si x “ b alors ra, b, c, xs “ 0,
— Si a “ c alors ra, b, c, xs “ 1.

Dans tous les cas de figure le birapport est dans R̂.
À ce niveau de la preuve nous devons encore vérifier les cas où a, b, c ou x valent 8. Si l’un

de a, b ou c est 8 et si x l’est aussi, alors, comme 8 est aligné avec tout, nous avons seulement
une droite passant par deux points. Il nous faut donc seulement regarder les cas où un seul des 4
points est 8.
Si a “ 8 Le birapport est alors

r8, b, c, xs “ b´ x
a´ x, (24.202)

qui est un nombre a priori complexe dont le dénominateur est supposé non nul parce que le
cas a “ x est déjà traité. L’argument de ce nombre est dans la classe de l’angle orienté

arg
ˆ
b´ x
a´ x

˙
P rÝÑxa,ÝÑxbs. (24.203)

Le birapport est réel si et seulement si le membre de gauche est dans r0sπ. Et cela est
justement le cas où le membre de droite donne des points alignés.

Les cas b “ 8, c “ 8 et x “ 8 se traitent de la même manière.

24.6.4 Division harmonique

Définition 24.86.
Nous disons que les éléments a, b, c et x de Ĉ sont en division harmonique lorsque ra, b, c, xs “
´1.

24.87.
Une chose qui sera utile par la suite est de remarquer que ra, b, c,8s “ ´1 lorsque c “ a`b

2 .

Nous allons maintenant voir comment, pour a, b, c P C donnés nous pouvons construire x tels
que a, b, c, x soient en division harmonique. Vu que trois points sont soit cocycliques soit alignés
nous divisons la construction en deux parties.

Notons que si nous trouvons une construction qui donne une point x vérifiant ra, b, c, xs “ ´1
alors nous prouvons au passage que la construction ne dépend pas des choix intermédiaires parce
que il n’existe qu’un unique x tel que ra, b, c, xs “ ´1 lorsque a, b, c sont donnés.
10. Si ils ne sont pas alignés, prendre la médiatrice du segment ra, bs et celle de rb, cs, et l’intersection vous donnera

le centre d’un cercle passant par a, b et c.
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Lemme 24.88 ([379, 380]).
Soient a, b, c cocycliques dans C. Nous nommons C le cercle contenant a, b et c ainsi que Ta et Tb
les tangentes à C en a et b. Soit m “ Ta X Tb et la droite L “ pmcq. Alors le point

x “ pmcq X C (24.204)

vérifie ra, b, c, xs “ ´1.
Si m “ 8 (arrive lorsque Ta ‖ Tb) alors en guise de L nous prenons la parallèle à Ta passant

par c.

Démonstration. Nous séparons les cas suivant que m “ 8 ou non.
m “ 8 Les tangentes à C en a et en b sont parallèles, c’est-à-dire que ces points sont diamétra-

lement opposés sur C. Les homographies préservent le birapport (proposition 24.84), et les
rotations, dilatations et translations sont des homographies (voir 24.74).
Nous pouvons donc nous ramener au cas où C est centré en 0 et de rayon 1 avec a “ i et
b “ ´i. Dans ce cas, c “ eiθ. Vu que x est donné par l’intersection entre le cercle et la droite
horizontale passant par c nous avons x “ eipπ´θq. Le birapport se calcule explicitement :

ra, b, c, xs “ pi´ e
iθqp´i´ eipπ´θqq

p´i´ eiθqpi´ eipπ´θqq “ ´1. (24.205)

m ‰ 8 Nous sommes dans la situation suivante où à une translation près nous supposons x “ 0 :

‚a

‚
b

‚ m

‚x

‚c

C

Nous allons prouver que dans ce cas, ra, b, c, xs “ ´1. Pour cela nous considérons l’inversion
de centre x (qui est x “ 0 par translation). Soit φ̃ cette homographie. Elle conserve le
birapport, il nous allons voir que calculer rφ̃paq, φ̃pbq, φ̃pcq, φ̃pxqs se révèle être plus facile 11.
Nous nommons A “ pamq, B “ pbmq, C “ pcmq et C, le cercle. Nous allons maintenant faire
intensément usage de la proposition 24.76. Nous avons :
— φ̃pAq est un cercle passant par 0.
— φ̃pBq est un cercle passant par 0.
— φ̃pCq est la droite C.
— φ̃pCq est une droite ne passant pas par 0.

Les droites A et B se coupent en m et en 8 (qui sont des points distincts). Donc les cercles
φ̃pAq et φ̃pBq se coupent en 0 et φ̃pmq, aucun de ces deux points n’est sur la droite φ̃pCq.
Par tangence, la droite A et le cercle C se coupent en un seul point (a). Donc φ̃pAq coupe
φ̃pCq en un seul point, φ̃paq. Idem pour le cercle φ̃pBq.
Nous avons donc que les cercles φ̃pAq et φ̃pBq sont tangents à la droite φ̃pCq et se coupent
en exactement deux points distincts (qui sont donc du même côté de la droite).
Nous nous intéressons à la droite φ̃pCq. C’est une droite parce que c’est l’image d’une droite
passant par 0. Elle passe par 0, par φ̃pcq et φ̃pmq. Le fait qu’elle passe par 0 et φ̃pmq fait
que c’est la droite passant par les deux intersections des cercles. Vu que c P C X C, le point
d’intersection φ̃pCq X φ̃pCq est φ̃pcq.

11. Si vous n’avez peur d’aucun calculs, il suffit de poser a “ eiθ, b “ e´iθ et c “ eiσ et vous êtes théoriquement
capable de calculer les coordonnées de tous les points, y compris de x en termes de θ et σ. Ensuite le calcul du
birapport est explicite.
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Quelle est la puissance du point φ̃pcq par rapport au cercle φ̃pAq ? En la calculant avec la
droite φ̃pCq, qui intersecte les deux cercles aux points déjà étudiés, la puissance est :

k “ d
`
φ̃pcq, 0˘ˆ d`φ̃pcq, φ̃pmq˘. (24.206)

Vu que ces points sont également sur le cercle φ̃pBq, la puissance de φ̃pcq par rapport à ce
second point est la même.
Tout cela justifie le dessin suivant 12 :

‚
φ̃paq

‚
φ̃pcq

‚
φ̃pbq

‚ φ̃pmq
φ̃pAq

φ̃pBq

‚ 0

φ̃pCq

Mais la droite passant par φ̃paq et φ̃pcq (qui est tangente au cercle) permet également de
calculer cette puissance :

k “ d
`
φ̃paq, φ̃pcq˘. (24.207)

Idem pour la puissance par rapport à l’autre cercle :

k “ d
`
φ̃paq, φ̃pbq˘. (24.208)

Nous en déduisons que φ̃pcq est le milieu entre φ̃paq et φ̃pbq.
Du coup “

φ̃paq, φ̃pbq, φ̃pcq, φ̃pxq‰ “ “
φ̃paq, φ̃pbq, φ̃pcq,8‰ “ ´1 (24.209)

en vertu de ce que nous avons raconté en 24.87.

Lemme 24.89 ([381]).
Soit a, b, c P C colinéaires. Soit m un point hors de cette droite. Nous considérons une droite issue
de c coupant rmas en p et rmbs en q.

Nous construisons n “ paqq X ppbq et finalement x “ pmnq X pabq.
À la fin nous avons

ra, b, c, xs “ ´1. (24.210)

Démonstration. Commençons par un dessin de la situation :

‚
a

‚
b

‚
c‚

x

‚p

‚ q

‚m

‚n

12. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire à la preuve, est-ce que vous savez si les deux cercles ont le même
rayon ? Et si par hasard la droite

`
φ̃pmqφ̃pcq

˘
n’arrive pas perpendiculairement à φ̃pCq ?
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Les points a, b etm ne sont pas alignés, et nous pouvons les utiliser comme repère barycentrique
(voir 10.47 pour savoir en deux mots ce que c’est). Nous nommons pα, β, γq les coordonnées de n
dans ce système, c’est-à-dire que

αÝÑna` βÝÑnb` γÝÑnm “ 0. (24.211)

Dans notre contexte, nous pouvons voir le vecteur ÝÑst comme une façon d’écrire le nombre t ´ s.
Par la proposition 10.52 nous savons les coordonnées barycentriques de p, x et q en regardant le
triangle acb. Voici les coordonnées et les relations qu’elles signifient :

n “ pα, β, γq, αÝÑna` βÝÑnb` γÝÑnm “ 0 (24.212a)
p “ pα, 0, γq, αÝÑpa` γÝÑpm “ 0 (24.212b)
q “ p0, β, γq, β

ÝÑ
qb ` γÝÑqm “ 0 (24.212c)

x “ pα, β, 0q. αÝÑxa` βÝÑxb “ 0. (24.212d)

Nous voudrions maintenant voir les coordonnées de c. Nous posons c “ pλ, µ, σq :
λÝÑca ` µÝÑcb ` σÝÑcm “ 0. (24.213)

Mais a, b et c sont alignés, donc ÝÑca et ÝÑcb sont colinéaires, alors que ÝÑcm n’est pas aligné avec les
deux autres. L’annulation (24.213) demande donc l’annulation séparément

"
σÝÑcm “ 0 (24.214a)
λÝÑca ` µÝÑcb “ 0. (24.214b)

Nous en déduisons que σ “ 0 et aussi que λ et µ ne sont pas nuls. Nous posons arbitrairement
λ “ 1 parce que les coordonnées barycentriques sont définies à coefficient multiplicatif près.

Nous imposons à présent le fait que p, q et c sont alignés. Pour cela nous devons faire apparaitre
les vecteurs ÝÑpq, ÝÑpc, ÝÑpc. Vu le dessin et les relations disponibles (24.212) le mieux est d’utiliser les
relations de Chasles (proposition 10.3) pour faire ÝÑca “ ÝÑcp`ÝÑpq et ÝÑcb “ ÝÑcq`ÝÑqb. La relation (24.214b)
devient : ÝÑcp `ÝÑpa` µpÝÑcq `ÝÑqbq “ 0. (24.215)

Les vecteurs ÝÑcp et ÝÑcq sont alignés, donc nous les écrivons ensemble. Les vecteurs ÝÑpa et ÝÑqb se
transforment en utilisant les relations (24.212) :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm´ µγ

β
ÝÑqm. (24.216)

Enfin nous voulons faire la somme du terme ÝÑpm avec le terme ÝÑqm. D’abord on change le signe :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm` µγ

β
ÝÑmq (24.217)

ensuite nous écrivons
µγ

β
“ µγ

β
` γ

α
´ γ

α
, (24.218)

et
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
pÝÑpm`ÝÑmqq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (24.219)

Tout cela pour
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (24.220)

Le dernier terme n’est pas colinéaire aux deux premiers et s’annule donc séparément :
µγ

β
` γ

α
“ 0. (24.221)

Cela donne µ “ ´β{α.



24.6. LA SPHÈRE DE RIEMANN P1pCq 1545

Au finale nous avons
ÝÑca ´ β

α

ÝÑ
cb “ 0 (24.222)

et donc
αÝÑca ´ βÝÑcb “ 0, (24.223)

ce qui donne les coordonnées pα,´β, 0q pour le point c.
Vu que nous somme dans l’espace vectoriel C, ce que nous notons ÝÝÑAB n’est rien d’autre que

la différence B ´A dans C 13. La relation (24.223) signifie donc

αpa´ cq “ βpb´ cq. (24.224)

Nous avons alors :
a´ c
b´ c “

β

α
. (24.225)

Par ailleurs, la relation (24.212d) à propos des coordonnées de x donne

a´ x
b´ x “ ´

β

α
. (24.226)

En égalisant les deux valeurs de β{α nous trouvons :

a´ c
b´ c “

x´ a
b´ x , (24.227)

ce qui donne (via un petit jeu de signes)

pc´ aqpx´ bq
pc´ bqpx´ aq “ ´1. (24.228)

C’est cela que nous voulions.

24.6.5 Groupe circulaire

Nous avons vu que les homographies présent l’ensemble des cercles et droites. Nous pouvons
nous demander quel est le groupe maximum préservant l’ensemble des cercles et droites.

Définition 24.90.
Le groupe circulaire de C est le groupe de transformations de Ĉ engendré par les homographies 14
et la conjugaison complexe. Le groupe circulaire de l’espace projectif est l’ensemble des applications
de la forme ϕ´1

0 ˝ f ˝ ϕ0 où f est un élément du groupe circulaire de eC.

Plusieurs remarques à propos de cette définition.
(1) Vu le lemme 24.75, la conjugaison complexe n’est pas une homographie. Donc cette défi-

nition n’est pas stupide : le groupe circulaire est strictement plus grand que le groupe des
homographies.

(2) Vous vous souvenez de la définition d’un sous-groupe engendré ? C’est la définition 2.6.

Lemme 24.91.
Soit une application α : C Ñ C fixant 1 et 0 et préservant les divisions harmoniques (c’est-à-dire
tel que son prolongement à Ĉ donné par αp8q “ 8 préserve les divisions harmoniques). Alors α
est un automorphisme de corps 15.

13. Les mauvaise langues diront que tout le chapitre sur les espaces affines, et surtout la partie sur les barycentres
ne sont rien d’autres que le snobisme d’écrire ÝÑxy au lieu de y ´ x. C’est aussi une facilité d’écriture.
14. Homographie de Ĉ : définition 24.71.
15. Définition 1.42.
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Démonstration. Nous savons que si a, b, c P C nous avons c “ pa ` bq{2 si et seulement si
ra, b, c,8s “ ´1. Vu que α préserve les divisions harmoniques nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :

c “ a` b
2 (24.229a)

ra, b, c, ωs “ ´1 (24.229b)
rαpaq, αpbq, αpcq, αp8qs “ ´1 (24.229c)

αpaq ` αpbq
2 “ αpcq. (24.229d)

Donc α préserve les milieux : pour tout a, b P C nous avons

α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpaq ` αpbq

2 . (24.230)

En particulier, cette relation avec b “ 0 donne (parce que αp0q “ 0) : αpa{2q “ αpaq{2. Nous avons
au final, en utilisant cela en conjonction avec (24.230) :

αpaq ` αpbq
2 “ α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpa` bq

2 . (24.231)

Cela démontre déjà que
αpa` bq “ αpaq ` αpbq. (24.232)

En particulier αp´aq “ αp0´ aq “ αp0q ´ αpaq “ ´αpaq.
Nous passons maintenant à la démonstration du fait que αpabq “ αpaqαpbq. Pour tout a différent

de 0 et ˘1 nous avons
ra,´a, a2, 1s “ pa´ a

2qp´a´ 1q
p´a´ a2qpa´ 1q “ ´1. (24.233)

Et en prenant αpaq en guise de a nous avons aussi

rαpaq,´αpaq, αpaq2, αp1qs “ ´1. (24.234)

Vu que α préserve les divisions harmoniques, l’équation (24.233) donne aussi
“
αpaq, αp´aq, αpa2q, αp1q‰ “ ´1, (24.235)

c’est-à-dire “
αpaq,´αpaq, αpa2q, 1‰ “ ´1. (24.236)

Comparant (24.234) avec (24.236) et en tenant compte de l’unicité du birapport 16 nous avons

αpa2q “ αpaq2. (24.237)

Avec cela nous pouvons y aller en remarquant que

ab “
ˆ
a` b

2

˙2
´
ˆ
a´ b

2

˙2
. (24.238)

Nous appliquons α à cette dernière équations en tenant compte de ce que nous savons déjà

αpabq “
ˆ
αpaq ` αpbq

2

˙2
´
ˆ
αpaq ´ αpbq

2

˙2
“ αpaqαpbq. (24.239)

16. C’est-à-dire que si trois éléments du birapport sont donnés, le quatrième est fixé. C’est une variation sur la
thème de la proposition 24.46(2).
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Théorème 24.92 ([381, 382]).
Le groupe circulaire de C est le groupe des bijections Ĉ Ñ Ĉ préservant l’ensemble des cercles-
droites.

Démonstration. L’inclusion dans un sens est facile : les homographies conservent l’ensemble des
cercles et droites par la proposition 24.77. Et la conjugaison complexe aussi.

Soit une bijection f : Ĉ Ñ Ĉ préservant les cercles-droites. Nous supposons dans un premier
temps que fp0q “ 0, fp1q “ 1 et fp8q “ 8.

Pour f vérifiant fp0, 1,8q “ 0, 1,8 Si C est un cercle alors fpCq est un cercle ou une droite, mais
vu que C ne contient pas 8, l’ensemble fpCq ne le contient pas non plus. Donc f transforme
un cercle en un cercle et une droite en une droite.

f préserve les divisions harmoniques Soient a, b, c, x dans Ĉ tels que ra, b, c, xs “ ´1.
Nous allons prouver que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “ ´1.
Si a, b et c sont colinéaires, nous suivons la construction du lemme 24.89. Soit m hors
de la droite pabq et une droite D passant par c et coupant rmas en p et rmbs en q. Nous
posons n “ ppbq X pqaq. Alors x “ pmnq X pacq.
Vues les propriétés de f (en particulier c’est une bijection qui respecte les intersectons,
tangences, cercles et droites). Le point fpmq est hors de la droite

`
fpaqfpbq˘. La droite

fpDq passe par fpcq et coupe les segments rfpmqfpaqs en fppq et rfpmqfpbqs en fpqq.
Alors nous avons

fpnq “ `
pppqfpbq˘X `

fpqqfpaq˘ (24.240)

et aussi
fpxq “ `

ppmqfpnq˘X `
fpaqfpcq˘ (24.241)

Donc fpxq se construit à partir de fpaq, fpbq et fpcq en suivant la même construction
que x à partir de a, b et c. Nous en concluons que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “ ´1.
Si a, b et c sont cocycliques, le même raisonnement, en suivant le lemme 24.88 nous
donne le même résultat.

f est un automorphisme du corps C C’est le lemme 24.91.
Et enfin . . . Notre application f est un automorphisme du corps C qui fixe R parce qu’elle

laisse invariante les droites dans C. Donc la proposition 6.6 nous dit que f est soit
l’identité soit la conjugaison complexe. Dans les deux cas, f est dans le groupe circulaire.

Pour f plus générale Nous ne supposons plus que f fixe 0, 1 et 8. En tout cas les nombres
f´1p1q, f´1p0q et f´1p8q sont distincts parce que f est une bijection. Nous pouvons considé-
rer une homographie 17 φ : ĈÑ Ĉ telle que φp1q “ f´1p1q, φp0q “ f´1p0q et φp8q “ f´1p8q.
Dans ce cas l’application

g “ f ˝ φ (24.242)

vérifie gp1q “ 1, gp0q “ 1 et gp8q “ 8 tout en continuant à transformer un cercle-droite en un
cercle-droite. Donc f ˝φ est soit l’identité soit la conjugaison complexe. Avec ça, l’application

f “ g ˝ φ´1 (24.243)

est la composée d’une homographie avec soit l’identité soit la conjugaison complexe. Elle est
donc dans le groupe circulaire.

17. Attention : ici nous parlons d’homographies de Ĉ, pas de P pC2
q. L’existence d’une telle application demande

de composer le corollaire 24.35 avec l’application ϕ0 et la définition 24.71 et 24.72.
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24.6.6 Action du groupe modulaire

Le demi-plan de Poincaré est l’ensemble

P “ tz P C tel que =pzq ą 0u. (24.244)

Le groupe modulaire est le quotient de groupes

PSLp2,Zq “ SLp2,Zq
Z2

. (24.245)

Ce sont donc les matrices au signe près de la forme
ˆ
a b
c d

˙
(24.246)

où a, b, c et d sont entiers tels que ad´ cb “ 1.

Théorème 24.93 ([383]).
Le groupe modulaire agit fidèlement (définition 2.46) sur le demi-plan de Poincaré par

ˆ
a b
c d

˙
˚ z “ az ` b

cz ` d. (24.247)

L’ensemble D “ D1 YD2 avec

D1 “ tz P P tel que |z| ą 1, ´1
2 ď <pzq ă 1

2u (24.248a)

D2 “ tz P P tel que |z| “ 1, ´1
2 ď <pzq ď 0u (24.248b)

est un domaine fondamental (définition 2.53) de cette action.
De plus si nous notons

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
, T “

ˆ
1 1
0 1

˙
, (24.249)

alors pour tout z P P , il existe A P grpS, T q telle que A ˚ z P D.

Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes.

Bien définie D’abord il faut remarquer que l’action (24.247) est bien définie par rapport au
quotient : A ˚ z “ p´Aq ˚ z. La vérification est immédiate.

Interne Montrons que si A P PSLp2,Zq et z P P alors A ˚ z P P . Nous avons

A ˚ z “ az ` b
cz ` d “

paz ` bqpcz̄ ` dq
|cz ` d|2 “ a|z|c` azd` bcz̄ ` bd

|cz ` d|2 , (24.250)

et donc en décomposant z “ <pzq ` i=pzq,

=pA ˚ zq “ =
ˆ
azd` bcz̄
|cz ` d|2

˙
“ ad´ bc
|cz ` d|2 =pzq “ =pzq

|cz ` d|2 (24.251)

où nous avons tenu compte de ad ´ bc “ 1. Donc l’action respecte la (stricte) positivité de
la partie imaginaire.
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Action Nous vérifions maintenant que la formule donne bien une action : A ˚ pB ˚ zq “ pABq ˚ z.
Cela est un bon calcul :

A ˚ pB ˚ zq “ A ˚
ˆ
a1z ` b
c1z ` d1

˙
(24.252a)

“
a
´
a1z`b
c1z`d1

¯
` b

c
´
a1z`b
c1z`d1

¯
` d

(24.252b)

“ apa1z ` b1q ` bpc1z ` d1q
cpa1z ` b1q ` dpc1z ` d1q (24.252c)

“ paa
1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q

pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q (24.252d)

“
ˆ
aa1 ` bc1 ab1 ` bd1
a1c` dc1 cb1 ` dd1

˙
˚ z (24.252e)

“ pABq ˚ z. (24.252f)

Fidèle Soit A P PSLp2,Zq tel que pour tout z P P nous ayons

az ` b
cz ` d “ z. (24.253)

Alors nous avons
cz2 ` pd´ aqz ` b “ 0. (24.254)

Cela est donc un polynôme en z qui s’annule sur un ouvert 18 (le demi-plan de Poincaré). Il
doit donc être identiquement nul, donc c “ b “ a ´ d “ 0. Si vous n’y croyez pas, écrivez
pour z “ εi (avec ε ą 0) :

´ cε2 ` εpd´ aqi` b “ 0 (24.255)

pour tout ε. Le fait d’avoir cε2 “ b pour tout ε implique que c “ b “ 0. Donc A est de la
forme

A “
ˆ
a 0
0 d

˙
, (24.256)

avec la contrainte supplémentaire que ad “ 1, les nombres a et b étant entiers. Nous avons
donc soit a “ d “ 1 soit a “ d “ ´1. Étant donné le quotient par Z2, ces deux possibilités
donnent le même élément de PSLp2,Zq.

Les orbites intersectent D Soit z P P . Nous devons trouver A P PSLp2,Zq tel que A ˚ z P D.
Nous savons déjà que

=pA ˚ zq “ =pzq
|cz ` d|2 . (24.257)

Nous notons Oz l’orbite de z sous le groupe modulaire et nous posons

Iz “ t=puq tel que u P Ozu “ t=pA ˚ zq tel que A P PSLp2,Zqu, (24.258)

l’ensemble des parties imaginaires des éléments de l’orbite de z. Nous allons montrer que cet
ensemble est borné vers le haut en montrant que la quantité |cz ` d| ne peut, ) z donné,
prendre qu’un nombre fini de valeurs plus grandes que =pzq 19. Nous cherchons donc les
couples pc, dq P Z2 tels que |cz ` d| ă 1.

18. On ne peut pas dire que b “ 0 simplement en justifiant qu’on l’obtient en posant z “ 0 parce que z “ 0 n’est
pas dans le demi-plan de Poincaré.
19. Bien que cela ne soit pas indispensable pour la preuve, remarquons que Iz ne comprend qu’une quantité au

plus dénombrable de valeurs. Le fait que, à z donné, la quantité |cz ` d|2 puisse être rendue aussi grande que l’on
veut est évident. Donc Iz est borné vers le bas par zéro (qui n’est pas atteint, mais qui est une valeur d’adhérence).
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Nous avons =pcz ` dq “ c=pzq, donc |cz ` d| ě |c=pzq|, mais il n’y a qu’un nombre fini de
c P Z tels que |c=pzq| ă 1. De la même façon, pour la partie réelle nous avons

<pcz ` dq “ c<pzq ` d, (24.259)

et pour chaque c, il n’y a qu’un nombre fini de d P Z qui laissent cette quantité plus petite
que 1 (en valeur absolue).
Donc Iz possède un maximum. Soit A1 P PSLp2,Zq tel que =pA1 ˚ zq “ max Iz. Nous notons
z1 “ A1 ˚ z, et que nous n’avons a priori pas l’unicité. Nous allons maintenant agir sur z1
avec l’élément

T “
ˆ

1 1
0 1

˙
(24.260)

pour ramener z1 dans le domaine D. Si u P P nous avons T ˚ u “ u` 1 et donc

Tn ˚ u “ u` n. (24.261)

Vu que D est de largeur 1, il existe un n (éventuellement négatif) tel que

<pTn ˚ z1q P r´1
2 ,

1
2 r. (24.262)

Notons qu’ici le fait d’être ouvert d’un côté et fermé de l’autre joue de façon essentielle (pour
l’unicité aussi). Nous notons z2 “ Tn ˚ z1.
Supposons un instant que |z2| ă 1. Nous considérons l’élément

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
(24.263)

qui fait
=pS ˚ zq “ =z

|z|2 . (24.264)

Donc si |z2| ă 1 alors =pS ˚ z2q ą =pz2q, ce qui contredit la maximalité de =pz2q dans Iz.
Nous en déduisons que |z2| ě 1. Nous en déduisons que |z2| ě 1.
Si |z2| ą 1, alors z2 P D1 et c’est bon. Si |z2| “ 1, alors il faut encore un peu travailler. Si
z2 ˘ 1 est à l’intérieur du disque, alors en agissant avec T ou T´1 nous retrouvons la même
contradiction que précédemment. En écrivant z2 “ eiθ, nous devons donc avoir 2 cospθq ď 1
ou encore |<pz2q| ď 1

2 . Donc si <pz2q ď 0 alors z2 P D2.
Le dernier cas à traiter est <pz2q P s0, 1

2 s, c’est-à-dire θ P rπ3 , π2 r. Dans ce cas l’action avec S
ramène l’angle dans la bonne zone parce que S ˚ z “ ´1

z et donc S ˚ pρe´iθq “ ´1
ρe
´iθ.

Unicité Nous voulons à présent montrer que si z P D, alors A ˚ z n’est plus dans D (sauf si
A “ ˘1). Nous supposons que z P D et A P PSLp2,Zq soient tels que A ˚ z P D, et nous
prouvons qu’alors soit nous arrivons à une contradiction soit nous arrivons à A “ 1. Pour
cela nous allons décomposer en de nombreux cas.

(1) Nous commençons par =pA ˚ zq ě =pzq. Dans ce cas nous avons |cz ` d| ď 1 et en
particulier |c||=pzq| ď 1. Étant donné que le point de D qui a la partie imaginaire la
plus petite est ´1

2 ` 2?
3 i, nous trouvons |c| ď 2{?3. Vu que c doit être entier, nous

avons trois cas : c “ ´1, 0, 1.

(1a) Soit c “ 0. Alors A “
ˆ
a b
0 d

˙
et la condition de déterminant est ad “ 1, ce qui

signifie a “ d “ 1 (la possibilité a “ b “ ´1 est « éliminée » le quotient par Z2
définissant PSLp2,Zq). La matrice A doit alors être de la forme

A “
ˆ

1 b
0 1

˙
(24.265)

et A ˚ z “ z ` b. Si z P D, alors le seul z ` b à être (peut-être) encore dans D est
b “ 0, mais alors A est l’identité.
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(1b) Soit c “ 1. Alors la condition |cz ` d| ď 1 nous donne trois possibilités 20 : d “
´1, 0, 1.

i. Si d “ ´1, alors nous devons avoir |z´1| ď 1. Il est instructif de faire un dessin,
mais le point d’intersection entre les cercles |z| “ 1 et |z ´ 1| “ 1 est le point
1
2 `

?
3

2 i, qui n’est pas dans D. Bref, il n’y a pas de points dans D vérifiant
|z ´ 1| ď 1.

ii. Si d “ 1, alors (et c’est maintenant que la dissymétrie de D intervient) nous
avons le point

z “ ´1
2 `

?
3

2 i (24.266)

qui est dans D et qui vérifie |z ` 1| ď 1. Voyons à quoi ressemble la matrice A
dans ce cas. Son déterminant est a´ b “ 1. Nous écrivons donc

A “
ˆ
b` 1 b

1 1

˙
, (24.267)

et en tenant compte du fait que zz̄ “ |z ` 1| “ 1, nous calculons

A ˚ z “ pb` 1qz ` b
z ` 1 (24.268a)

“ pbz ` z ` bqpz̄ ` 1q
|z ` 1|2 (24.268b)

“ z ` b` 1. (24.268c)

La seule façon de ne pas quitter D est d’avoir b “ ´1, mais alors nous avons

A “
ˆ

0 ´1
1 1

˙
(24.269)

et A ˚ z “ z. Donc au final z est quand même le seul de son orbite à être dans
D.
Notons au passage cette très intéressante propriété du point

z0 “ ´1
2 `

?
3

2 i. (24.270)

C’est un point de qui vérifie z0 “ A ˚ z0 pour un élément non trivial A de
PSLp2,Zq. L’existence d’un tel élément est ce qui va nous coûter un peu de
sueur pour prouver que PSLp2,Zq est engendré par S et T .

iii. Le cas d “ 0 nous fait écrire 1 “ detA “ ´b, donc b “ ´1 et

A “
ˆ
a ´1
1 0

˙
. (24.271)

Nous avons alors A ˚ z “ a ´ 1
z . De plus la condition |z| ď 1 revient à |z “ 1|.

Pour les nombres complexes de module 1, l’opération z Ñ ´1{z est la symétrie
autour de l’axe des imaginaires purs. Le seul à ne pas sortir de D est le fameux
z “ ´1

2 `
?

3
2 i, qui revient sur lui-même avec a “ ´1.

Nous passons à la possibilité c “ ´1. Dans ce cas la matrice est de la forme

A “
ˆ
a b
´1 d

˙
, (24.272)

et nous revenons au cas c “ 1 en prenant ´A au lieu de A.

20. Je ne rigolais pas quand je disais qu’on allait avoir de nombreux cas.
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(2) Nous passons au cas =pA ˚ zq ă =pzq. Nous récrivons cette condition avec

=pA ˚ zq ă =
`
A´1 ˚ pA ˚ zq˘. (24.273)

Si nous supposons que z et A sont tels que z et A ˚ z soient tous deux dans D, alors
z1 “ A ˚ z est un élément de D tel que

=pz1q ă =pA´1 ˚ z1q. (24.274)

Or nous avons vu qu’aucun élément de D vérifiant cette condition n’existait sans être
trivial (celui qui ne bouge pas). Pour cela il suffit d’appliquer tout ce que nous venons
de dire avec A´1 au lieu de A.

Quelques conclusions Après avoir passé tous les cas en revue, le fameux point z0 “ ´1
2`

?
3

2 i est
l’unique point de D à accepter une matrice non triviale A P PSLp2,Zq telle que z0 “ A ˚ z0.
Nous remarquons aussi que tous les points de P sont ramenés dansD par une matrice obtenue
comme produit de T , S, T´1 et S´1.

Corollaire 24.94 ([384]).
Les matrices S et T génèrent le groupe modulaire au sens où toute matrice de PSLp2,Zq s’écrit
comme

Tm1Sp1 . . . TmkSpk (24.275)

pour un certain k et des nombres mi, pi P Z. Autrement dit, PSLp2,Zq “ grpS, T q.
Démonstration. Soit z, un point de D autre que z0. Alors si A P PSLp2,Zq est non trivial nous
avons A ˚ z hors de D. Du coup, comme vu dans la démonstration du théorème 24.93, il existe
B P grpS, T q tel que B ˚ pA ˚ zq P D. Vu que D ne contient qu’un seul point de chaque orbite, nous
avons

B ˚A ˚ z “ z, (24.276)

et donc BA “ ˘1, ce qui prouve que 21 A “ B´1, c’est-à-dire que A P grpS, T q.

21. Dans PSLp2,Zq, nous n’avons pas besoin de mettre ˘ parce qu’il est compris dans la définition.



Chapitre 25

Analyse vectorielle

25.1 Le théorème de Green

Soit un champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝
F1px, y, zq
F2px, y, zq
F2px, y, zq

˛
‚ (25.1)

et un chemin σ : ra, bs Ñ R3 donné par

σptq “
¨
˝
xptq
yptq
zptq

˛
‚. (25.2)

Nous avons défini la circulation de F le long de σ par
ż

σ
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt

“
ż b

a

”
F1

`
σptq˘x1ptq ` F2

`
σptq˘y1pyq ` F3

`
σptq˘z1ptq

ı
dt

“
ż

σ
F1dx` F2dy ` F3dz.

(25.3)

La dernière ligne est juste une notation compacte 1. Elle sert à se souvenir qu’on va mettre x1 à
côté de F1, y1 à côté de F2 et z1 à côté de F3. L’avantage de cette notation est qu’on peut écrire
d’autres combinaisons.

Si f et g sont deux fonctions sur R3, nous pouvons écrire
ż

σ
fdy ` gdz. (25.4)

Cela signifie ż b

a

”
f
`
σptq˘y1ptq ` g`σptq˘z1ptq

ı
dt. (25.5)

Soit D une région du plan et σ, son contour que nous prenons, par convention 2, dans l’orienta-
tion trigonométrique, comme indiqué sur la figure 25.1. Nous supposons également que le domaine
D n’a pas de trous intérieurs.

Nous notons par σ “ BD le bord de D, c’est-à-dire le contour dont nous venons de parler.

1. Il y aurai beaucoup de choses à dire là-dessus, mais la vie est trop courte pour parler de formes différentielles,
et c’est dommage.

2. Il y aurait beaucoup de choses à dire sur ça aussi, mais. . .

1553
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Figure 25.1 – Un contour avec son ortientation.

Théorème 25.1 (Théorème de Green).
Soient P,Q : D Ñ R deux fonctions de classe C1. Alors

ż

BD
Pdx`Qdy “

ż

D

ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dxdy. (25.6)

Pour rappel, l’intégrale du membre de gauche signifie
ż b

a

”
P
`
σptq˘σ1xptq `Q

`
σptq˘σ1yptq

ı
dt. (25.7)

Ce n’est d’ailleurs rien d’autre que l’intégrale du champ de vecteurs
ˆ
P
Q

˙
.

Corollaire 25.2.
L’aire du domaine D est donnée par

A “ 1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq. (25.8)

Démonstration. L’intégrale
ş
BDpxdy´ydxq se traite avec le théorème de Green où l’on pose P “ ´y

et Q “ x. Nous avons donc
ż

BD
´ydx` xdy “

ż

D

ˆBx
Bx ´

Bp´yq
By

˙
dxdy

“
ż

D
2 dxdy.

(25.9)

La dernière ligne est bien le double de la surface.

Exemple 25.3
Calculons (encore une fois) l’aire du disque de rayon R. Il s’agit de calculer l’intégrale

I “ 1
2

ż

σ
pxdt´ ydxq (25.10)

où σ est le cercle donné par

σptq “
ˆ
xptq
yptq

˙
“

ˆ
R cosptq
R sinptq

˙
(25.11)

Le calcul est
I “ 1

2

ż 2π

0
R cospθqlooomooon

x

R cospθqlooomooon
y1

´R sinpθqlooomooon
y

p´R sinpθqqlooooomooooon
x1

dθ

“ R2

2

ż π

0
dθ

“ πR2.

(25.12)

4



25.1. LE THÉORÈME DE GREEN 1555

Exemple 25.4
Calculons l’aire de l’ellipse

x2

a2 `
y2

b2
ď 1 (25.13)

dont le bord est donné par
"
xptq “ a cosptq (25.14a)
yptq “ b sinptq. (25.14b)

Le terme xdy devient a cosptqb cosptq “ ab cos2ptq et le terme ydx devient b sinptqp´a sinptqq “
´ab sin2ptq. L’intégrale qui donne la surface est donc

1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq “ 1

2

ż 2π

0
ab “ πab. (25.15)

4

Le théorème de Green peut être mis sous une autre forme.

Théorème 25.5 (Théorème de Green, forme vectorielle).
Si G est un champ de vecteurs sur D, nous avons

ż

BD
G· dσ “

ż

D
p∇ˆGq· dS (25.16)

où le second membre est le flux de ∇ˆG sur la surface D.

Démonstration. Analysons le membre de droite. Nous savons que D est une surface dans le plan
R2. Le vecteur normal à la surface est donc simplement le vecteur (constant) ez. Le produit
scalaire p∇ˆF q· dS est donc p∇ˆF q· ez et se réduit à la troisième composante du rotationnel,
c’est-à-dire BF2

Bx ´ BF1
By . (25.17)

Cela est bien le membre de droite de l’équation (25.6). Le membre de gauche de cette dernière est
bien le membre de gauche de (25.16).

Exemple 25.6
Soit le champ de vecteurs F px, yq “

ˆ
xy2

y ` x
˙
, et soit à calculer

ż

D
∇ˆ F · dS (25.18)

où D est la région comprise entre les courbes y “ x2 et y “ x pour x ě 0 (voir la figure 25.2).

1

1

Figure 25.2 – Le contour d’intégration pour l’exemple 25.6.
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Nous pouvons calculer cette intégrale directement en calculant le rotationnel de F :

∇ˆ F “
¨
˝

0
0

1´ 2xy

˛
‚. (25.19)

Par conséquent l’intégrale à effectuer est

I “
ż 1

0
dx

ż x

x2
p1´ 2xyqdy “ 1

12 . (25.20)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=1-2*x*y
sage: f.integrate(y,x**2,x).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 1/12

L’autre façon de calculer l’intégrale est d’utiliser le théorème de Green et de calculer la circu-
lation de F le long de BD :

I “
ż

BD
F ·σ. (25.21)

Le chemin σ “ BD est composé de la parabole y “ x2 et du segment de droite x “ y. Attention :
il faut respecter l’orientation. Nous avons

σ1ptq “ pt, t2q (25.22)

et
σ2ptq “ p1´ t, 1´ tq. (25.23)

Notez bien que le second chemin est p1´ t, 1´ tq et non pt, tq parce qu’il faut le parcourir dans le
bon sens (voir le dessin).

Commençons par le premier chemin :

σ1ptq “ pt, t2q
σ11ptq “ p1, 2tq

F
`
σ1ptq

˘ “
ˆ

t5

t` t2
˙
,

(25.24)

et par conséquent
F
`
σ1ptq

˘
·σ11ptq “ t5 ` 2t2 ` 2t3, (25.25)

et le premier morceau de la circulation vaut
ż

σ1

F · dσ1 “
ż 1

0
t5 ` 2t2 ` 2t3 “ 4

3 . (25.26)

Pour le second chemin :
σ2ptq “ p1´ t, 1´ tq

σ12ptq “ p´1,´1q
F
`
σ2ptq

˘ “
ˆp1´ tq3

2p1´ tq
˙
.

(25.27)

Par conséquent
F
`
σ2ptq

˘
·σ2ptq “ ´p1´ tq2 ´ 2p1´ tq. (25.28)
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Le second morceau de la circulation est par conséquent
ż 1

0
´p1´ tq2 ´ 2p1´ tqdt “ ´5

4 . (25.29)

La circulation de F le long de σ est donc égale à

4
3 ´

5
4 “

1
12 . (25.30)

Comme prévu, nous obtenons le même résultat. 4

25.2 Théorème de la divergence dans le plan

25.2.1 La convention de sens de parcours

Soient D, un domaine dans le plan et une paramétrisation

σ : ra, bs Ñ R2

t ÞÑ
ˆ
xptq
yptq

˙
,

(25.31)

une paramétrisation du bord BD de D. La normale à σ est perpendiculaire à la tangente, donc la
normale extérieure de norme 1 vaut

n “
`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
ou n´ “

`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (25.32)

Comment faire le choix ?
Nous prenons comme convention que le sens du chemin doit être tel que le vecteur normal

extérieur soit
n “

`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (25.33)

Donc si le chemin σ donne lieu à un vecteur n pointant vers l’intérieur, il faut utiliser le chemin
qui va dans le sens contraire : σ̃ptq “ σp1´ tq.

Les vecteurs tangents et normaux d’un contour sont dessinés sur la figure 25.3.

Figure 25.3 – Le champ de vecteurs tangents est dessiné en rouge tandis qu’en vert nous avons
le champ de vecteurs normaux extérieurs.
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25.2.2 Théorème de la divergence

Théorème 25.7 (Théorème de la divergence).
Soit F un champ de vecteurs sur R2. Le flux de F à travers le bord de D est égal à l’intégrale de
la divergence de F sur D. En formule :

ż

BD
F ·ndσ “

ż

D
∇ ·F dxdy. (25.34)

Démonstration. Tant F ·n que ∇ˆF sont des fonctions. Le membre de gauche est donc l’intégrale
d’une fonction sur un chemin et le membre de droite est l’intégrale d’une fonction sur une surface.
Notre convention de sens de parcours du chemin permet d’écrire le produit scalaire F ·n sous la
forme suivante :

F ·n “ 1
}σ1}

ˆ
Fx
Fy

˙
·

ˆ
y1
´x1

˙

“ 1
}σ1}pFxy

1 ´ Fyx1q

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·

ˆ
x1
y1
˙

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1.

(25.35)

Par conséquent, la fonction
F ·n (25.36)

est la même que la fonction
1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1. (25.37)

L’intégrale de cette dernière fonction sur le chemin σ est

I “
ż

σ
F ·n

“
ż

σ

1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1

“
ż b

a

1
}σ1ptq}

ˆ´Fy
`
σptq˘

Fx
`
σptq˘

˙
·σ1ptq}σ1ptq}dt

“
ż b

a

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1ptqdt.

(25.38)

Cette dernière intégrale est la circulation du champ de vecteurs
ˆ´Fy
Fx

˙
sur le chemin σ. Le

théorème de Green 25.5 nous enseigne que la circulation le long d’un chemin est égale au flux du
rotationnel à travers la surface. Par conséquent,

I “
ż

D

ˆ
∇ˆ

ˆ´Fy
Fx

˙˙
· dS “

ż

D
∇ ·F dxdy (25.39)

25.3 Théorème de Stokes

Nous nous mettons maintenant dans R3, et nous y considérons une surface paramétrée S donc
le bord est BS.
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Théorème 25.8 (Théorème de Stokes).
Alors le flux du rotationnel de F à travers S est égal à la circulation de F le long du bord. En
formule : ż

S
∇ˆ F · dS “

ż

BS
F · dσ. (25.40)

Nous pouvons nous donner une idée du pourquoi ce théorème est vrai. D’abord, si la surface
est plate, cela est exactement le théorème de Green 25.5. Supposons maintenant que le bord reste
plat, mais que la surface se déforme un petit peu. Le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚ (25.41)

est tout autant le bord du disque plat de rayon 1 que celui de la demi-sphère

φpx, yq “
¨
˝

x
ya

1´ x2 ´ y2

˛
‚. (25.42)

Le champ de vecteur que nous considérons est G “ ∇ˆ F . Il a un certain flux à travers le disque
plat, et ce plus est égal à la circulation de F sur σ. Quel est le flux de G à travers la demi-sphère ?
Étant donné que ∇ ·G “ ∇ · p∇ ˆ F q “ 0, le champ de vecteurs G est incompressible, de telle
façon que tout ce qui rentre dans la demi-sphère doit en sortir. Le flux de G à travers la demi-sphère
doit par conséquent être égal à celui à travers le disque plat.

Exemple 25.9

Soit C l’intersection entre le cylindre x2`y2 “ 1 et le plan x`y`z “ 1. Calculer la circulation
de

F px, y, zq “
¨
˝
´y3

x3

´z3

˛
‚ (25.43)

le long de C.
Au lieu de calculer directement ż

C
F · dσ, (25.44)

nous allons calculer ż

S
∇ˆ F · dS (25.45)

où S est une surface dont C est le bord. Cette intégrale est à calculer avec la formule (21.278).
La première chose à faire est de trouver une surface dont le bord est C et en trouver une

paramétrisation φ. Le plus simple est de prendre le graphe du plan sur le cercle x2 ` y2 ` 1. Une
paramétrisation de cette surface est simplement

φ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

1´ x´ y

˛
‚ (25.46)

où D est le disque de rayon 1. Étant donné que cela paramètre le plan x` y` z´ 1 “ 0, le vecteur
normal est n “ ex ` ey ` zz. Nous pouvons cependant calculer ce vecteur normal en suivant la
recette usuelle. D’abord les vecteurs tangents sont

Bφ
Bx “

¨
˝

1
0
´1

˛
‚, Bφ

By “
¨
˝

0
1
´1

˛
‚. (25.47)
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Et le vecteur normal est donné par le produit vectoriel :

n “ BφBx ˆ
Bφ
By

“
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ´1
0 1 ´1

∣∣∣∣∣∣∣
“ ex ` ey ` zz.

(25.48)

Ensuite, le rotationnel de F est donné par

∇ˆ F “ 3px2 ` y2qez. (25.49)

Par conséquent,
∇ˆ F ·

ˆBφ
Bx ˆ

Bφ
By

˙
“ 3px2 ` y2q. (25.50)

L’intégrale à calculer est donc
ż

S
∇ˆ F · dS “

ż

D
p∇ˆ F q`φpx, yq˘·

ˆBφ
Bx ˆ

Bφ
By

˙
dxdy

“ 3
ż

D
px2 ` y2qdxdy.

(25.51)

Cette dernière intégrale est l’intégrale d’une fonction sur le disque de rayon 1. Elle s’effectue en
passant aux coordonnées polaires :

3
ż

D
px2 ` y2qdxdy “

ż 2π

0
dθ

ż 1

0
pr2qr dr “ 3π

2 . (25.52)

4

25.4 Théorème de Gauss
Soit V une partie de R3 délimitée par une surface S sur laquelle nous considérons la normale

extérieure. Soit F un champ de vecteurs sur R3.

Théorème 25.10 (Théorème de la divergence ou de Gauss).
Le flux d’un champ de vecteur F à travers une surface fermée est égale à l’intégrale de la divergence
sur le volume correspondant :

ż

BV
F · dS “

ż

V
∇ ·F dxdydz. (25.53)

Ce théorème signifie que la quantité de fluide qui s’accumule dans le volume (le flux est ce qui
rentre moins ce qui sort) est égal à l’intégrale de ∇ ·F sur le volume, alors que nous savons que,
localement, la quantité ∇ ·F px, y, zq est la quantité de fluide qui s’accumule au point px, y, zq.
Remarque 25.11.
Ce théorème ne fonctionne qu’avec des surfaces fermées. Essayer de l’appliquer au calcul de flux
à travers des surfaces ouvertes n’a pas de sens parce qu’une surface ouverte ne délimite pas un
volume.

25.12.
La formule de la divergence peut être utilisée comme intégration par partie. Si u est une fonction
et F un champ de vecteurs, ∇puF q “ ∇puq·F ` u∇ ·F et alors

ż

BV
uF ·n “

ż
V∇puF q “

ż

V
u∇ ·F `

ż

V
F · ∇u (25.54)
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où n est le champ de vecteurs normal extérieur à V . En remettant les termes dans un ordre qui
ressemble plus à l’intégration par partie :

ż

V
F · ∇u “

ż

BV
uF ·n´

ż

V
u∇F. (25.55)

Exemple 25.13
Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝

2x
y2

z2

˛
‚ (25.56)

à travers la sphère de rayon 1 centrée à l’origine. Nous utilisons le théorème de la divergence
ż

S
F ·ndS “

ż

B
∇ ·F dxdydz (25.57)

où S est la sphère et B est la boule (la sphère pleine). La divergence de F se calcule :

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz “ 2` 2x` 2y. (25.58)

L’intégrale est donc en trois termes :
ż

B
2 “ 2Volume(B) “ 8π

3ż

B
y dxdydz “ 0

ż

B
z dxdydz “ 0.

(25.59)

4

Dans certains cas le théorème de Gauss permet de simplifier le calcul de l’intégrale d’une
fonction sur une surface.

Exemple 25.14
Soit à calculer l’intégrale

I “
ż

BB
px2 ` y ` zqdS, (25.60)

c’est-à-dire l’intégrale de la fonction x2 ` y ` z sur la sphère. Le vecteur normal à la sphère est

n “ xex ` yey ` zez. (25.61)

Étant donné que nous sommes sur la sphère de rayon 1, ce vecteur est même normé. La fonction
que nous regardons n’est rien d’autre que F ·n avec

F “
¨
˝
x
1
1

˛
‚. (25.62)

Nous pouvons donc simplement intégrer ∇ ·F sur toute la boule :

I “
ż

B
∇ ·F dxdydz “

ż

B
1 dxdudz “ 4π

3 . (25.63)

4



1562 CHAPITRE 25. ANALYSE VECTORIELLE

25.5 Coordonnées curvilignes

25.5.1 Base locale

Nous connaissons déjà les coordonnées sphériques et cylindriques sur R3. Ce sont des systèmes
« un peu courbes ». Il en existe bien entendu de nombreux autres (sinon ce ne serait pas drôle),
et nous allons faire une étude un peu général de ces systèmes de coordonnées curvilignes. Des
coordonnées curvilignes sur R3 est n’importe quel 3 système qui permet de repérer un point de R3

à partir de trois nombres.
Il s’agit donc d’un ensemble de trois applications

xi : R3 Ñ R. (25.64)

Les coordonnées cylindriques sont
$
’&
’%

x1pr, θ, zq “ r cos θ (25.65a)
x2pr, θ, zq “ r sin θ (25.65b)
x3pr, θ, zq “ z (25.65c)

Soit donc un système général q “ pq1, q2, q3q et

Mpqq “
¨
˝
x1pqq
x2pqq
x3pqq

˛
‚. (25.66)

Si nous fixons q2 et q3 et que nous laissons varier q1, nous obtenons une courbe 4 dont nous pouvons
considérer le vecteur vitesse, c’est-à-dire le vecteur tangent. En chaque point nous avons ainsi trois
vecteurs BM

Bqi pqq. (25.67)

Nous disons que le système de coordonnées curviligne est orthogonal si ces trois vecteurs sont
orthogonaux. Dans la suite nous supposerons que c’est toujours le cas.

Nous posons
hi “

››››
BM
Bqi

›››› (25.68)

et nous considérons les trois vecteurs normés

ei “ h´1
i

BM
Bqi . (25.69)

Les trois vecteurs te1, e2, e3u forment une base orthonormée dite base locale. Ce sont des vecteurs
liés 5 au point M .

25.5.2 Importance de l’orthogonalité

Nous avons dit que nous nous restreignons au cas où les vecteurs ei sont orthogonaux. En
termes de produits scalaires, cela signifie

ei · ej “ δij . (25.70)

Nous en étudions maintenant quelques conséquences. L’équation (25.69) peut s’écrire plus explici-
tement sous la forme

ei “
ÿ

k

h´1
i

Bxk
Bqi 1k. (25.71)

3. Nous n’entrons pas dans les détails de régularité.
4. Dans le cas des sphériques, c’est une demi-droite horizontale d’angle q2 et de hauteur q3.
5. En géométrie différentielle on dira que ce sont des élément de l’espace tangent, mais c’est une toute autre

histoire.
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Notez que pour chaque k et i, la quantité h´1
i
BxkBqi est un simple nombre. Nous allons les mettre

dans une matrice :
Aki “ h´1

i

Bxk
Bqi . (25.72)

Cela nous donne le changement de base

ei “
ÿ

k

Aki1k. (25.73)

Le produit ei · ej s’écrit alors
ei · ej “

ÿ

kl

AkiAlj 1k · 1lloomoon
“δkl

“
ÿ

kl

AkiAljδkl

“
ÿ

k

AkiAkj

“
ÿ

k

pAT qikAkj .

(25.74)

Or cela doit valoir δij . Par conséquent
AT “ A´1. (25.75)

Le fait que les coordonnées curvilignes considérées soient orthogonales s’exprime donc par la fait
que la matrice de changement de base est une matrice orthogonale.

Cette circonstance nous permet d’inverser le changement de base (25.73) en multipliant cette
équation par pA´1qil des deux côtés et en faisant la somme sur i :

ÿ

i

pA´1qilei “
ÿ

kl

AkipA´1qillooooomooooon
“δkl

1k, (25.76)

par conséquent ÿ

i

pAT qilei “ 1l, (25.77)

et
1l “

ÿ

i

Aliei “
ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei. (25.78)

Armés de cette importante formule, nous pouvons exprimer les quantités que nous connaissons
dans la base canonique en termes de la base locale.

Une autre conséquence du fait que e1, e2 et e3 est une base orthonormée est que, éventuellement
en réordonnant les vecteurs, on a

e1 ˆ e2 “ e3

e2 ˆ e3 “ e1

e3 ˆ e1 “ e2

(25.79)

Ces trois relations s’écrivent en une seule avec

ei ˆ ej “
ÿ

k

εijkek (25.80)

où

εijk “

$
’&
’%

0 si i, j, k ne sont pas tous différents
1 si ijk se ramène à 123 par un nombre pair de permutations
´1 si ijk se ramène à 123 par un nombre impair de permutations

(25.81)

est le symbole de Levi-Civita. La formule du produit vectoriel peut également être utilisée à
l’envers sous la forme

ek “ 1
2
ÿ

ij

εijk ei ˆ ej . (25.82)
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Le symbole de Levi-Civita possède de nombreuses formules. En voici certaines, facilement
démontrables en considérant tous les cas :

εijkεijl “ δkl|εijk|. (25.83)

Grâce au symboles de Levi-Civita, le produit mixte des vecteurs de base a une belle forme :

el · pei ˆ ejq “
ÿ

k

εijkel ˆ ek “
ÿ

k

εijkδlk “ εijl. (25.84)

25.5.3 Coordonnées polaires

Les coordonnées curvilignes polaires sont données par

Mpr, θq “
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
, (25.85)

et par conséquent
BM
Br “

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
,
BM
Bθ “

ˆ´r sinpθq
r cospθq

˙
. (25.86)

Nous avons les normes hr “ 1 et hθ “ r, et donc les vecteurs de la base locale en pr, θq sont

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (25.87)

ainsi que

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙
“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (25.88)

Ces vecteurs sont représentés à la figure 25.4. Notez qu’il y en a une paire différente en chaque
point.

er
eθ

(a) Base locale.

er eθ

(b) Base locale.

Figure 25.4 – En brun, les lignes que le point suivrait si on ne variait qu’une coordonnées polaires
à la fois. Les vecteurs rouges sont les vecteurs er et eθ.

25.5.4 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont les mêmes que les coordonnées polaires à part qu’il faut
écrire

Mpr, θ, zq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

z

˛
‚, (25.89)

et nous avons le vecteur de base supplémentaire

ez “ BMBz “
¨
˝

0
0
1

˛
‚ (25.90)

parce que hz “ 1.
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25.5.5 Coordonnées sphériques

Les coordonnées curvilignes sphériques sont données par

Mpρ, θ, ϕq “
¨
˝
ρ sinpθq cospϕq
ρ sinpθq sinpϕq

ρ cospθq

˛
‚, (25.91)

dont les dérivées sont données par

BM
Br “

¨
˝

sinpθq cospϕq
sinpθq sinpϕq

cospθq

˛
‚, BM

Bθ “
¨
˝
ρ cospθq cospϕq
ρ cospθq sinpϕq
´ρ sinpθq

˛
‚,

BM
Bϕ “

¨
˝
´ρ sinpθq sinpϕq
ρ sinpθq cospϕq

0

˛
‚

(25.92)

Les normes de ces vecteurs sont hρ “ 1, hθ “ ρ et hϕ “ ρ sinpθq. Les vecteurs de la base locale en
pρ, θ, ϕq sont donc

er “
¨
˝

sinpθq cospϕq
sinpθq sinpϕq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospϕq
cospθq sinpϕq
´ sinpθq

˛
‚,

eϕ “
¨
˝
´ sinpϕq
cospϕq

0

˛
‚

(25.93)

25.5.6 Gradient en coordonnées curvilignes

Soit px, y, zq ÞÑ fpx, y, zq une fonction sur R3. Nous pouvons la composer avec les coordonnées
curvilignes q pour obtenir la fonction

f̃pq1, q2, q3q “ f
`
x1pqq, x2pxq, x3pqq

˘
. (25.94)

Nous disons que f̃ est l’expression de f dans les coordonnées q. Nous savons déjà comment calculer
le gradient de f en coordonnées cartésiennes :

F px, y, zq “ ∇fpx, y, zq “
¨
˝
Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚. (25.95)

Cela est un vecteur lié au point px, y, zq. Notre objectif de bonheur dans la vie serait d’exprimer
les coordonnées de ce vecteur dans la base te1, e2, e3u. En d’autres termes, nous voudrions trouver
les nombres F̃1, F̃2 et F̃3 tels que

F px, y, zq “ F
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “ F̃1e1 ` F̃2e2 ` F̃3e3. (25.96)

Ces nombres seront des fonctions de pq1, q2, q3q.
Par définition,

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l. (25.97)
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En remplaçant 1l par sa valeur en termes des ei par la formule (25.78),

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l

“
ÿ

l

Bf
Bxl

ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

il

1
hi

Bf
Bxl

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

i

1
hi

Bf̃
Bqi ei.

(25.98)

Plus explicitement,

∇f
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “

ÿ

i

1
hipqq

Bf̃
Bqi pqqei (25.99)

où
hipqq “

››››
BM
Bqi pqq

›››› . (25.100)

Le plus souvent nous n’allons pas noter explicitement la dépendance de hi en q.

25.5.6.1 Coordonnées sphériques

Nous pouvons exprimer le gradient d’une fonction en coordonnées sphériques en utilisant la
formule (25.99) :

∇f̃pρ, θ, ϕq “ Bf̃Bρ eρ `
1
ρ

Bf̃
Bθ eθ `

1
ρ sinpθq

Bf̃
Bϕrϕ. (25.101)

Cette expression peut paraitre peu pratique parce que les vecteurs eρ, eθ et eϕ eux-mêmes changent
en chaque point. Elle est effectivement peu adaptée au dessin, mais elle est très pratique pour des
fonctions ayant des symétries.

Exemple 25.15
Le potentiel de la gravitation est la fonction

V px, y, zq “ 1a
x2 ` y2 ` z2

. (25.102)

En coordonnées sphériques elle s’écrit

Ṽ pρ, θ, ϕq “ 1
ρ
. (25.103)

En voilà une fonction qu’elle est facile à dériver, contrairement à V ! En suivant la formule (25.101),
nous avons immédiatement

∇Ṽ “ ´ 1
ρ2 eρ. (25.104)

Nous voyons immédiatement que cela est un champ de vecteurs dont la norme diminue comme le
carré de la distance à l’origine et qui est en permanence dirigé vers l’origine. 4

25.5.7 Divergence en coordonnées curvilignes

Nous savons que

∇f̃ “
ÿ

j

1
hj

Bf̃
Bqj ej . (25.105)
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Nous pouvons en particulier considérer la fonction fpqq “ qi. De la même manière que nous avions
noté xi la fonction x ÞÑ xi, nous notons qi la fonction q ÞÑ qi. Le gradient de cette fonction est
donné par

∇qi “
ÿ

j

1
hj

Bqi
Bqj ej , (25.106)

mais BqiBqj “ δij , donc

∇qi “ ei
hi
, (25.107)

ou encore
ei “ hi∇qi. (25.108)

Cela n’est pas étonnant : la direction dans laquelle la coordonnées qi varie le plus est le vecteur ei
qui donne la tangente à la courbe obtenue lorsque seul qi varie.

Commençons par calculer la divergence de ei. En utilisant la formule (25.82),

∇ · ek “ 1
2
ÿ

ij

εijk ∇ · pei ˆ ejq. (25.109)

Nous avons, en utilisant les règles de Leibnitz de la proposition 13.407,

∇ · pei ˆ ejq “ ∇ · phi∇qi ˆ hj∇qjq
“ ∇phihjq·

`
∇qi ˆ∇qj

˘` hihj∇ ·
`
∇qi ˆ∇qj

˘

“ ∇phihjq·
`
∇qi ˆ∇qj

˘

` hihj∇qj ·
`

∇ˆ∇qilooomooon
“0

˘

` hihj∇qi ·
`

∇ˆ∇qjlooomooon
“0

˘

(25.110)

Cela nous fait
∇ · ek “

ÿ

ij

εijk
∇phihjq
hihj

· pei ˆ ejq. (25.111)

parce que ∇qi “ h´1
i ei. Nous pouvons développer le gradient qui intervient :

∇phihjq “
ÿ

l

1
hl

B
Bql phihjqel. (25.112)

Nous voyons donc arriver le produit mixte el · pei ˆ ejq. En utilisant la formule (25.84), cela
s’exprime directement sous la forme εijl.

Nous avons alors
∇ · ek “ 1

2
ÿ

ijl

1
hihjhl

B
Bql phihjqεijkεijl

“ 1
2
ÿ

ijl

δkl|εijk| BBql phihjq

“ 1
2
ÿ

ij

|εijk|
hihjhk

B
Bqk phihjq.

(25.113)

Par exemple,
∇ · e1 “ 1

h1h2h3

B
Bq1
ph2h3q. (25.114)

Nous devons maintenant chercher le gradient d’un champ général

F pqq “
ÿ

k

Fkpqqek. (25.115)
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La première chose à faire est d’utiliser la formule de Leibnitz :

∇ ·F “
ÿ

k

∇Fkpqq· ek `
ÿ

k

Fkpqq∇ · ek. (25.116)

Afin d’alléger les notations, nous allons nous concentrer sur le terme numéro k et ne pas écrire la
somme. Si i et j sont les nombres tels que εijk “ 1, alors ce que la formule (25.113) signifie, c’est
que

∇ · ek “ 1
h1h2h3

B
Bqk phihjq. (25.117)

Nous savons déjà par la formule (25.99) que

∇Fk “
ÿ

l

1
hl

BFk
Bql el, (25.118)

par conséquent
∇Fk · ek “

ÿ

l

1
hl

BFk
Bql δkl “

1
hk

BFk
Bqk . (25.119)

Pour obtenir cela nous avons utilisé le fait que el · ek “ δlk. Le terme numéro k de la somme
(25.116) est donc

1
hk

BFk
Bqk `

Fk
hkhihj

Bphihjq
Bqk “ 1

hihjhk

BpFkhihjq
Bqk (25.120)

où il est entendu que i et j représentent les nombres tels que εijk “ 1.
Au final, nous avons

∇ ·F “ 1
h1h2h3

ÿ

ijk

|εijk|BpFkhihjqBqk . (25.121)

Ici, la somme sur i et j consiste seulement à sélectionner les termes tels que i et j ne sont pas k.
En écrivant la somme explicitement,

∇ ·F “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1
pF1h2h3q ` B

Bq2
pF2h1h3q ` B

Bq3
pF3h1h2q


. (25.122)

25.5.7.1 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, nous avons déjà vu que hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1. La divergence
est donc donnée par

∇ ·F “ 1
r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq `

B
Bz prFzq


. (25.123)

Par exemple si
F pr, θ, zq “ reθ ` ez, (25.124)

nous avons
p∇ ·F qpr, θ, zq “ 1

r

„ B
Bθ prq `

B
Bz prq


“ 0. (25.125)

Cela est logique parce que reθ est à peu près le champ dont nous avons parlé dans l’exemple
(13.404), qui était à divergence nulle. En réalité, le champ dont on parlait dans cet exemple était
exactement ´eθ. Le champ ez est également à divergence nulle parce qu’il est constant.

25.5.7.2 Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, nous avons hρ “ 1, hθ “ r et hϕ “ r sin θ, donc

∇ ·F “ 1
r2 sin θ

„ B
Bρpρ

2 sin θFρq ` B
Bθ pρ sin θFθq ` B

BϕpρFϕq

. (25.126)

si F pρ, θ, ϕq “ Fρeρ ` Fθeθ ` Fϕeϕ.
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25.5.8 Laplacien en coordonnées curvilignes orthogonales

Soit une fonction f : R3 Ñ R. Le laplacien de f est donné par

∆f “ ∇ · p∇fq. (25.127)

En utilisant les formules données, nous avons

∆f “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1

ˆ
h2h3
h1

Bf
Bq1

˙
` B
Bq2

ˆ
h1h3
h2

Bf
Bq2

˙
` B
Bq3

ˆ
h1h2
h3

Bf
Bq3

˙
. (25.128)

Dans cette expression, la fonction f est donnée comme fonction de q1, q2 et q3.
En coordonnées cylindriques, cela s’écrit

∆f “ 1
r

„ B
Br

ˆ
r
Bf
Br

˙
` B
Bθ

ˆ
1
r

Bf
Bθ

˙
` B
Bz

ˆ
r
Bf
Bz

˙

“ B
2f

Br2 `
1
r

Bf
Br `

1
r2
B2f

Bθ2 `
B2f

Bz2 .

(25.129)

Dans cette expression, f est fonction de r, θ et z.
En coordonnées sphériques, cela devient

∆f “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρ

ˆ
ρ2 sin θBfBρ

˙
` B
Bθ

ˆ
sin θBfBθ

˙
` B
Bϕ

ˆ
1

sin θ
Bf
Bϕ

˙
. (25.130)

Dans cette expression, f est fonction de ρ, θ et ϕ.

25.5.9 Rotationnel en coordonnées curvilignes orthogonales

Nous voulons calculer le rotationnel de F pqq “ ř
k Fkpqqek. Pour cela nous commençons par

écrire ek “ hk∇qk et nous utilisons la formule de la proposition 13.407(3) avec Fkhk en guise de
f :

∇ˆ Fkek “ ∇ˆ pFkhk∇qkq
“ Fkhk ∇ˆ p∇qkqlooooomooooon

“0

`∇pFkhkq ˆ∇qk

“ 1
hk

∇pFkhkq ˆ ek.
(25.131)

Nous utilisons à présent la formule (25.99) du gradient et le formule ej ˆ ek “ ř
l εjklel :

∇ˆ pFkekq “
ÿ

j

1
hjhk

B
Bqj pFkhkqej ˆ ek

“
ÿ

jl

1
hjhk

εjkl
B
Bqj pFkhkqel.

(25.132)

Le rotationnel s’écrit donc
∇ˆ F “

ÿ

jkl

1
hjhk

εjkl
B
Bqj pFkhkqel. (25.133)

Devant e1 par exemple nous avons seulement les termes j “ 2, k “ 3 et j “ 3, k “ 2. Étant donné
que ε231 “ 1 et ε321 “ ´1, le coefficient de e1 sera simplement

1
h2h3

ˆ B
Bq2
pF3h3q ´ B

Bq3
pF2h2q

˙
. (25.134)

La formule complète devient

∇ˆ
ÿ

k

Fkek “ 1
h2h3

ˆ B
Bq2
pF3h3q ´ B

Bq3
pF2h2q

˙

` 1
h1h3

ˆ B
Bq3
pF1h1q ´ B

Bq1
pF3h3q

˙

` 1
h2h1

ˆ B
Bq1
pF2h2q ´ B

Bq2
pF1h1q

˙
.

(25.135)
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25.5.9.1 Coordonnées cylindriques

En utilisant hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1, nous trouvons

∇ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´

BpFθrq
Bz

˙
er

`
ˆBFr
Bz ´

BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFrBθ
˙
ez.

(25.136)

25.5.9.2 Coordonnées sphériques

En utilisant hρ “ 1, hθ “ ρ et hϕ “ ρ sin θ, nous trouvons

∇ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fϕeϕq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFϕq sin θ
Bθ ´ BFθBϕ

˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bϕ ´ BpFϕρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFrBθ

˙
eϕ.

(25.137)

Note : dans le premier terme, il y a une simplification par ρ.

25.6 Les formules

25.6.1 Coordonnées polaires

Les vecteurs de base :

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (25.138a)

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙
“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (25.138b)

Le gradient :

∇f̃pr, θq “ Bf̃Br pr, θqer `
1
r

Bf̃
Bθ pr, θqeθ. (25.139)

La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq


. (25.140)

Le rotationnel :
∇ˆ pFrer ` Fθeθq “

ˆBpFθrq
Br ´ BFrBθ

˙
ez. (25.141)

Notons que le rotationnel n’existe pas vraiment en deux dimensions. Ici nous avons vu le champ
F pr, θq comme un champs dans R3 ne dépendant pas de z et n’ayant pas de composante z. Le
résultat est un rotationnel qui est dirigé selon l’axe z.

25.6.2 Coordonnées cylindriques

Les vecteurs de base : idem qu’en coordonnées polaires, et on ajoute ez sans modifications.
Le gradient :

∇f̃pr, θ, zq “ Bf̃Br pr, θ, zqer `
1
r

Bf̃
Bθ pr, θ, zqeθ `

Bf̃
Bz pr, θ, zqez. (25.142)
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La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq `

B
Bz prFzq


. (25.143)

Le rotationnel :

∇ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´

BpFθrq
Bz

˙
er

`
ˆBFr
Bz ´

BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFrBθ
˙
ez.

(25.144)

Note : les formules concernant les coordonnées polaires se réduisent de celles-ci en enlevant
toutes les références à z.

25.6.3 Coordonnées sphériques

Les vecteurs de base :

er “
¨
˝

sinpθq cospϕq
sinpθq sinpϕq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospϕq
cospθq sinpϕq
´ sinpθq

˛
‚,

eϕ “
¨
˝
´ sinpϕq
cospϕq

0

˛
‚

(25.145)

Le gradient :

∇f̃pρ, θ, ϕq “ Bf̃Bρ eρ `
1
ρ

Bf̃
Bθ eθ `

1
ρ sinpθq

Bf̃
Bϕrϕ. (25.146)

La divergence :

∇ ·F “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρpρ

2 sin θFρq ` B
Bθ pρ sin θFθq ` B

BϕpρFϕq

. (25.147)

Le rotationnel :

∇ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fϕeϕq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFϕq sin θ
Bθ ´ BFθBϕ

˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bϕ ´ BpFϕρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFrBθ

˙
eϕ.

(25.148)
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Chapitre 26

Espaces de Hilbert

26.1 Espaces de Hilbert

Définition 26.1.
Un espace préhilbertien est
— soit un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire 1,
— soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien 2.

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet 3 pour la norme induite par son
produit (scalaire ou hermitien), c’est-à-dire tel que

}x} “axx, xy (26.1)

pour tout élément x.
Dans les deux cas nous considérons la topologie métrique dérivant du produit.

Dans les cas de dimension finie, les espaces vectoriels normés sont automatiquement complets
par la proposition 9.43.

La différence entre un espace de Hilbert et un espace de Banach est que dans le cas d’un espace
de Hilbert, nous demandons que la norme dérive d’un produit scalaire.

Proposition 26.2.
Si H est un espace de Hilbert réel, alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy. (26.2)

Si H est un espace de Hilbert complexe alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2 Rexx, yy. (26.3)

Dans les deux cas nous avons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|xx, yy| ď }x}}y}. (26.4)

Dans un espace vectoriel de dimension infinie, tous les opérateurs linéaires ne sont pas continus.

Exemple 26.3
Soit un espace vectoriel V engendré par la base tekukPN et l’application linéaire T : V Ñ V donnée
par

Tek “ kek. (26.5)

1. Définition 11.5.
2. Définition 11.8.
3. Définition 9.20.

1573
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Nous allons montrer que l’image inverse de la boule unité ouverte O n’est pas ouverte. En effet si
pεkq est une suite de réels strictement positifs tendant vers zéro, les vecteurs

ak “
ˆ

1
k
` εk

˙
ek (26.6)

sont hors de T´1O parce que
Tak “ p1` kεkqek. (26.7)

Mais la suite pakq converge vers 0 qui fait partie de T´1O. Donc le complémentaire de T´1O n’est
pas fermé, ce qui prouve que T´1O n’est pas ouvert. 4

Proposition 26.4 ([1]).
Soit un espace de Hilbert H et un espace vectoriel normé pE, }.}q tel qu’il existe une bijection
linéaire isométrique Φ: H Ñ E. Alors en posant

xα, βyE “ xΦ´1pαq,Φ´1pβqyH , (26.8)

l’espace E devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Le fait que x., .yE soit un produit scalaire (hermitien) lorsque x., .yH l’est est une
conséquence de la linéarité de Φ. Il donne la norme parce que

axα, αy “axΦ´1pαq,Φ´1pαqy “ }Φ´1pαq} “ }α} (26.9)

parce que Φ´1 est une isométrie.
Pour voir que E est complet, soit une suite pαkq de τ -Cauchy dans E. Nous devons prouver

qu’elle converge. Nous posons xk “ Φ´1pαkq.
Commençons par voir que pxkq est τ -Cauchy dans H . Soit un voisinage V de 0 dans H . Nous

posons U “ ΦpV q. Vu que pαkq est τ -Cauchy, il existe N ą 0 tel que αk´αl P U dès que k, l ą N .
Du coup, si k, l ą N nous avons aussi Φpαk ´ αlq P ΦpUq “ V .

Vu que H est complet, il existe x P H tel que xk HÝÑ x. Montrons que αk H 1ÝÑ Φpxq.
Soit ε ą 0 et N ą 0 tel que }xk ´ x} ă ε dès que k ě N . Alors nous avons aussi

}αk ´ Φpxq} “ }Φpxkq ´ Φpxq} “ }Φpxk ´ xq} “ }xk ´ x} ă ε (26.10)

où nous avons utilisé le fait que Φ était linéaire et une isométrie.

26.1.1 Sous-espace vectoriel fermé ? ? ?

Nous verrons que beaucoup de résultats demandent un sous-espace vectoriel fermé. Une ques-
tion légitime est : est-ce qu’il existe des sous-espaces vectoriels qui ne soient pas fermés ? En
dimension finie, tous les sous-espaces vectoriels sont fermés, mais cela n’est pas vrai en dimension
infinie.

Soit en effet une partie libre infinie A “ tviuiPN dans un espace de Hilbert H . L’ensemble
SpanpAq des combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous-espace vectoriel de H , mais il
n’est pas fermé.

En effet, supposons pour simplifier les notations que }vi} “ 1 pour tout i. Alors nous considérons
la combinaison

a “
8ÿ

k“1
αkvk (26.11)

où les αk sont suffisamment décroissants pour assurer les convergences 4. Le vecteur a n’est pas
dans SpanpAq, mais la suite an “ řn

k“1 αkvk est dans SpanpAq et converge vers a : an HÝÑ a. En
effet,

}an ´ a} “ }
8ÿ

k“n`1
αkvk} ď

8ÿ

k“n`1
|αk| nÑ8ÝÑ 0. (26.12)

4. Par exemple αk “ 1{k2 si les vk sont orthonormaux.
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Vous voulez des détails sur la dernière limite ? Vu que la somme
ř
k |αk| converge, la suite des

sommes de queues de suites 5 converge vers zéro :

lim
nÑ8

8ÿ

k“n`1
|αk| “ 0. (26.13)

26.2 Théorème de la projection
Théorème 26.5 (Projection sur partie fermée convexe[385, 386]).
Soit H un espace de Hilbert, x P H , et C un sous-ensemble fermé convexe de H .
(1) Les deux conditions suivantes sur y P H sont équivalentes :

(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.

(2) Il existe un unique y P H , noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.
Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.

Nous nommons d l’infimum en question de la première condition.
Existence Soit pynq une suite dans C telle que

lim
nÑ8 }x´ yn} “ inft}x´ y} tel que z P Cu “ d. (26.14)

Nous allons montrer que cette suite peut être choisie de Cauchy. Elle convergera donc dans H
parce que ce dernier est complet. Mais C étant supposé fermé dans H , la limite appartiendra
à C. Soient r, s P N. D’abord nous avons

}yr ´ ys}2 “ xyr ´ ys ` x´ x, yr ´ ys ` x´ xy (26.15a)
“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ´ 2xyr ´ x, ys ´ xy. (26.15b)

Ensuite,

4
››››
yr ` ys

2 ´ x
››››
2
“ xyr ` ys ´ 2x, yr ´ ys ´ 2xy (26.16a)

“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ` 2xyr ´ x, ys ´ xy. (26.16b)

Si nous égalisons les valeurs de 2xyr ´ x, ys ´ xy nous trouvons

}yr ´ ys}2 “ ´4
››››
yr ` ys

2 ´ x
››››
2
` 2}yr ´ x}2 ` 2}ys ´ x}2. (26.17)

La distance infimum étant d, nous pouvons choisir yn de telle façon à avoir

}yn ´ x} ď d` 1
n
. (26.18)

D’autre part étant donné que C est convexe, pyr ` ysq{2 est dans C et nous avons
››››
yr ` ys

2 ´ x
›››› ď d. (26.19)

En mettant ces majorations dans (26.17) nous trouvons

}yr ´ ys}2 ď ´4d` 2
ˆ
d` 1

r

˙
` 2

ˆ
d` 1

s

˙
“ 1
r
` 1
s
. (26.20)

5. On se comprend hein.
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La suite pynq est donc de Cauchy et la limite est un élément de C. Prouvons que cet élément
y réalise l’infimum. Pour cela nous avons les inégalités

d ď }x´ y} ď }x´ yn} ` }yn ´ y}. (26.21)

En prenant le limite nÑ8 nous trouvons

d ď }x´ y} ď d. (26.22)

Unicité Même preuve que pour le théorème en dimension finie 13.233.
(1a)ñ (1b) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 13.233.
(1b)ñ (1a) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 13.233.

Proposition 26.6.
Soit C une partie convexe et fermée de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x1, x2 P H nous
avons

} projCpx1q ´ projCpx2q} ď }x1 ´ x2}. (26.23)

En particulier la projection est une application continue.

Démonstration. Nous posons y1 “ projCpx1q et y2 “ projCpx2q. Par la partie (1b) du théo-
rème 26.5, nous avons, pour tout z, z1 P C les inégalités

Rexx1 ´ y1, z ´ y1y ď 0 (26.24a)
Rexx2 ´ y2, z

1 ´ y2y ď 0. (26.24b)

En prenant z “ y2 et z1 “ y1 et en sommant nous trouvons

Rexpx1 ´ y1q ` py2 ´ x2q, y2 ´ y1y ď 0. (26.25)

Nous pouvons maintenant calculer

}y1 ´ y2}2 “ Re }y1 ´ y2}
“ Rexy1 ´ y2, py1 ´ x1q ` x1 ´ x2 ` px2 ´ y2qy
“ Rexy1 ´ y2, x1 ´ x2y ` Rexy2 ´ y1, px1 ´ y1q ` py2 ´ x2qy
ď xy1 ´ y2, x1 ´ x2y
ď ››xy1 ´ y2, x1 ´ x2y

››
“ď }y1 ´ y2}}x1 ´ x2}.

(26.26)

En simplifiant par }y1 ´ y2} 6 nous trouvons le résultat

}y1 ´ y2} ď }x1 ´ x2}. (26.27)

Théorème 26.7 (Projection orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert et K, un sous-espace vectoriel fermé non réduit à t0u et x P H .
L’élément y “ projKpxq est l’unique élément de K tel que

x´ y P KK. (26.28)

De plus l’application x ÞÑ projKpxq est linéaire, continue et de norme 1.

L’élément y ainsi définit est la projection orthogonale de x sur K et sera noté projKpfq.
6. Si c’est nul, alors la preuve est évidente.
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Démonstration. La continuité de la projection est donné par la proposition 26.6.
Soit z un élément de K tel que xz ´ x, ay “ 0 pour tout a P K. Nous avons

}x´ a}2 “ }z ´ x}2 ` }a´ z}2 ` 2 xz ´ x, a´ zylooooooomooooooon
“0

(26.29a)

ě }z ´ x}2. (26.29b)

Le produit scalaire est nul parce que a ´ z P K. La distance }z ´ x} est donc bien la plus petite
distance entre x et les éléments de K.

Dans l’autre sens, nous supposons que y P K minimise la distance à x dans K. Par hypothèse
pour tout a et pour tout λ P R, la différence

}py ` λaq ´ x}2 ´ }y ´ x}2 (26.30)

est positive. En développant les produits scalaires nous trouvons la conditions suivante

λ2}a}2 ` 2λxa, y ´ xy ě 0 (26.31)

qui doit être vraie pour tout λ P R. En tant que polynôme du second degré en λ, cela n’aura pas
deux racines réelles distinctes uniquement si xa, y ´ xy “ 0.

Nous montrons maintenant la linéarité de la projection orthogonale. Soient x1, x2 P H . L’élé-
ment y “ projK x1 ` projK x2 satisfait à la condition d’orthogonalité : pour tout z P K,

xx1 ` x2 ´ projK x1 ´ projK x2, zy “ xx1 ´ projK x1, zy ` xx2 ´ projK x2, zy “ 0. (26.32)

Étant donné que K est un sous-espace vectoriel, la condition de minimalité est automatiquement
vérifiée (seconde partie du théorème 26.5).

En ce qui concerne la norme opérateur de projK , la décomposition de x P H en composantes
dans K et KK est

x “ x` px´ projK xq. (26.33)

Étant deux parties orthogonales nous avons

} projK x}2 “ }x}2 ´ }x´ projK x}2. (26.34)

En prenant }x} “ 1 nous trouvons } projK x}2 ď 1 et par conséquent } projK } ď 1. Mais d’autre
part en prenant x P K nous avons automatiquement } projK } ě 1.

Proposition 26.8.
Soit H “ L2pΩ,A, µq, F une sous tribu de A et K l’ensemble de fonctions F-mesurables dans
L2pΩ,A, µq. Si f P L2pΩ,A, µq est positive, alors projK f est positive (presque partout).

Démonstration. L’ensemble A “ tprojK f ă 0u est dans F . En effet

A “ pprojK fq´1`s´8, 0r˘ (26.35)

alors que, par construction, projK f est F-mesurable. La fonction indicatrice 1A est alors F-
mesurable (c’est-à-dire 1A P K) et nous avons

0 ď
ż

Ω
f1A “

ż

Ω
projK f1A ď 0. (26.36)

Étant donné que nous avons supposé f ě 0 nous avons alors µpAq “ 0. D’où le fait que projK f
est presque partout positive.
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26.3 Systèmes orthogonaux et bases

Dans cette partie nous noteronsK le corps de base de l’espace H . Seuls deux cas sont envisagés :
K “ C ou K “ R.

Pour chaque x P H nous considérons l’application

Φy : H Ñ K

x ÞÑ xx, yy. (26.37)

Ce sont des applications continues.

26.3.1 Orthogonal d’une partie

Définition 26.9.
Soit une partie A de l’espace de Hilbert H . L’orthogonal de A est l’ensemble

AK “ tv P H tel que xv, xy “ 0@x P Au. (26.38)

Proposition 26.10.
Si H est une préhilbert et si A Ă H , alors l’ensemble AK est un sous-espace fermé de H .

Démonstration. L’application Φx définie en (26.37) est continue pour chaque x P H et par consé-
quent l’ensemble ker Φx “ Φ´1

x pt0uq est fermé. L’ensemble

AK “
č

xPA
ker Φx (26.39)

est donc fermé.

Proposition 26.11 (wikipédia).
Soit V un espace vectoriel normé et une décomposition en somme directe V “ F ‘ G. Alors les
trois conditions suivantes sont équivalentes.
(1) L’isomorphisme naturel F ˆGÑ v est un homéomorphisme.
(2) F et G sont fermés et la restriction à G de la projection V Ñ V {F est un homéomorphisme.
(3) F et G sont fermés et la projection de E sur F est continue.

Lorsqu’une décomposition en somme directe vérifie la proposition 26.11, nous disons que la
décomposition est topologique.

Théorème 26.12.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H . Alors
(1) Nous avons la décomposition

H “ F ‘ FK. (26.40)

(2) La projection sur F par rapport à la somme directe (26.40) est la projection projF du théo-
rème de projection.

(3) La décomposition (26.40) est topologique.

Proposition 26.13.
Si F est un sous-espace de l’espace de Hilbert H alors on a FKK “ F̄ .

Démonstration. Nous savons par la proposition 26.10 que FK est fermé, par conséquent le théo-
rème 26.12 donne la somme directe

H “ FK ‘ FKK. (26.41)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Suppl%C3%A9mentaire_topologique
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Mais F̄ étant également fermé nous avons la somme directe

H “ F̄ ‘ pF̄ qK. (26.42)

Montrons que pF̄ qK “ FK. En effet si x P FK et si y P F̄ , alors il existe une suite yn dans F qui
converge vers y. Pour chaque n nous avons xx, yny “ 0 et dons xx, yy “ 0 par continuité du produit
scalaire.

Nous avons donc
H “ FK ‘ FKK “ F̄ ‘ FK. (26.43)

Mais F̄ Ă FKK (prendre une suite). Les espaces F̄ et FKK étant tous deux des supplémentaires de
FK, nous déduisons qu’ils doivent être égaux.

Proposition 26.14.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de H . Alors F est dense si et seulement
si FK “ t0u.
Démonstration. Nous savons que

H “ FK ‘ F̄ . (26.44)

Donc nous avons H “ F̄ si et seulement si FK “ t0u.

Pour vérifier si un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert est dense, il suffit donc de
montrer que son orthogonal est réduit à zéro.

26.3.2 Dual, théorème de représentation de Riesz

Lemme 26.15.
L’application linéaire

Φ: H Ñ LpH ,Kq
y ÞÑ Φy

(26.45)

est une isométrie : nous avons }Φy} “ }y}.
De plus pour chaque y, l’application Φy est continue.

Démonstration. En utilisant la définition de la norme opérateur et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

}Φy} “ sup
}x}“1

}Φypxq} “ sup |xx, yy| ď sup }x}}y} “ }y}. (26.46)

Par conséquent }Φy} ď }y}. Mais d’autre part le fait que Φypyq “ }y}2 montre que }Φy} ě }y}.
En ce qui concerne la continuité de Φy, elle est garantie par le fait que c’est une application

linéaire bornée via la proposition 12.25.

Définition 26.16.
Le dual de l’espace de Hilbert H est l’ensemble

H 1 “ tf : H Ñ K linéaire et continueu. (26.47)

Notons que dans le contexte des espaces de Hilbert nous demandons la continuité des éléments
du dual parce qu’elle n’est pas automatique par la linéarité dans les cas de dimension infinie. En
principe nous devrions préciser dual topologique, mais nous ne le ferons pas systématiquement
lorsque le contexte parle clairement de topologie (ce qui est le cas lorsqu’on parle d’espaces de
Hilbert). De temps en temps le dual algébrique d’un espace est noté E˚ ; dans ce cas la continuité
n’est pas demandée.
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Théorème 26.17 (Théorème de représentation de Riesz, thème 33).
Soit un espace de Hilbert H sur le corps K (R ou C). L’application

Φ: H Ñ H 1

y ÞÑ Φy
(26.48)

est une bijection isométrique.

Démonstration. Nous savons du lemme 26.15 que Φ est une isométrie. Nous devons seulement
montrer que Φ est surjective. L’application nulle est dans l’image de Φ. Soit f P H 1 non nulle. Par
continuité nous savons que F “ kerpfq est fermé, donc

H “ kerpfq ‘ pker fqK (26.49)

par le théorème 26.12.

Une base adaptée Nous considérons une base de H adaptée à la décomposition 26.49, c’est-à-
dire

— pusqsPS une base de ker f ,

— pvtqtPT une base de pker fqK.
pker fqK X kerpfq “ t0u Si v P pker fqK alors pour tout w P kerpfq nous avons xv, wy “ 0. En

particulier si v lui-même est dans kerpfq alors xv, vy “ 0 et v “ 0.

Une base encore plus adaptée Si v est non nul dans P pker fqK, alors fpvq ‰ 0 (sinon il serait
dans l’intersection entre kerpfq et pker fqK). Mais fpvq ‰ 0 dans K implique que fpKvq “ K,
c’est-à-dire que tfpvqu est une base de Imagepfq (l’image de f est K).
Le théorème du rang (théorème 4.39) assure alors que

tvu Y tususPS (26.50)

est une base de H avec v P pker fqK et us P ker f . Nous choisissons v pour avoir }v} “ 1.

Existence Nous pouvons maintenant prouver l’existence de y tel que Φy “ f . Prouvons qu’en
posant y “ fpvqv nous avons Φy “ f . Pour cela, un peu de calcul :

Φypvq “ xv, yy “ fpvqxv, vy “ fpvq (26.51a)
Φypusq “ xus, yy “ 0. (26.51b)

Par conséquent Φy et f coïncident sur une base de H .

Unicité En ce qui concerne l’unicité, d’abord si Φy “ f alors nous devons avoir y P pker fqK et
par conséquent y “ λv pour un certain λ P K. Nous avons alors

Φypvq “ λ̄xv, vy “ λ̄. (26.52)

Pour que cela soit égal à fpvq, nous fixons λ “ fpvq.

Notons que nous avons réellement utilisé le théorème du rang pour l’unicité. Si nous ne de-
mandions pas l’unicité, alors nous n’avions pas besoin du fait que dimpker fqK “ 1, et nous aurons
donc pu parler de formes plus générales à valeurs dans Kn.
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26.3.3 Séparabilité

Définition 26.18.
Un espace topologique est séparable s’il possède une partie dénombrable dense.

Définition 26.19 ([387]).
Si E est un espace vectoriel normé nous disons que ∆ est une partie totale de E si Spanp∆q est
dense dans E. Attention : nous rappelons que Spanp∆q est l’ensemble des combinaisons linéaires
finies d’éléments de ∆.

Proposition 26.20.
Un espace vectoriel normé est séparable si et seulement s’il possède une partie totale dénombrable.

Démonstration. Si ∆ est une partie dénombrable de E, alors le Q-espace vectoriel SpanQ∆ est
dénombrable, et sa fermeture est la même que celle de SpanK∆.

Définition 26.21.
Une famille puiqiPI d’éléments de H indicée par un ensemble quelconque I est un système or-
thonormé si
(1) }ui} “ 1 pour tout i P I,
(2) ui K uj pour tout i ‰ j.

Notons que si punqnPN est un système orthonormé dénombrable alors en utilisant les formules
de la proposition 26.2, nous avons

››
nÿ

k“1
ξkuk

››2 “
nÿ

k“1
|ξk|2. (26.53)

Exemple 26.22
Dans l’ensemble L2pa, bq avec b´ a “ L l’ensemble des fonctions

enptq “ 1?
b´ a expp2π

L
intq (26.54)

avec n P Z forme un système orthonormé. En effet

xen, eny “ 1
b´ a

ż b

a
expp2π

L
intq expp´2π

L
intq “ 1 (26.55)

et
xen, emy “ 1

b´ a
ż b

a
e

2π
L
pn´mqtdt “ 0. (26.56)

Dans cette intégrale nous utilisons le fait que b “ a ` pb ´ aq pour simplifier les expressions en
cours de calcul.

La famille (26.54) est le système trigonométrique de L2pa, bq. On en parle aussi dans [351].
4

Proposition 26.23.
Une partie orthonormée est libre.

Démonstration. Soit puiqiPI une famille orthonormée de H et une combinaison linéaire finie nulle :
nÿ

k“1
akuk “ 0. (26.57)

Nous développons la somme en utilisant les formules de la proposition 26.2 :

0 “ }
ÿ

k

akuk}2 “
ÿ

k

|ak|2}uk}2 ` 2
ÿ

kăl
xakuk, aluly. (26.58)
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La famille étant orthonormée, les choses se simplifient en
ÿ

k

|ak|2 “ 0, (26.59)

ce qui signifie que ak “ 0 pour tout k.

Avant de continuer nous devons définir comment nous calculons des sommes sur des ensembles
quelconques. Si I est un ensemble et si pour chaque i P I nous avons un nombre réel positif ai,
alors nous définissons ÿ

iPI
ai “ sup

JĂI
J fini

ÿ

jPJ
aj . (26.60)

Cela est discuté dans la section 12.7.

Proposition 26.24 (Inégalités de Bessel).
Soit H un préhilbert. Si puiqiPI est un système orthonormé et si x P H , alors

ÿ

iPI

ˇ̌xx, uiy
ˇ̌2 ď }x}2. (26.61)

Démonstration. Les éléments de la somme étant des réels positifs, la notion de somme à utiliser
est celle de la définition 12.99.

Posons cipxq “ xx, uiy. Pour toute partie finie J Ă I nous avons

0 ď ››x´
ÿ

jPJ
cjpxquj

››2 “ }x}2 ´ 2 Re
ÿ

j

xx, cjpxqujy `
ÿ

j

|cjpxq|2. (26.62)

Mais en tenant compte du fait que

xx, cjpxqujy “ cjpxqxx, ujy “ |cjpxq|2, (26.63)

nous restons avec
}x´

ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (26.64)

Finalement, ÿ

jPJ
|cjpxq|2 ď }x}2. (26.65)

Ayant cette inégalité pour toute partie finie de I, nous l’avons encore pour le supremum.

Proposition 26.25.
Soit H un préhilbert et une famille orthonormé puiqiPI . Si

x “
ÿ

iPI
ξiui (26.66)

alors ξi “ xx, uiy.
Démonstration. Nous appliquons l’application Φuk du théorème de représentation de Riesz 7 à
l’équation (26.66).

Si I est dénombrable, alors permuter Φuk avec la somme consiste à invoquer la continuité, et
permuter la limite des sommes partielles avec Φuk (l’application Φuk est continue parce qu’isomé-
trique).

Sinon, il faut utiliser la proposition 12.108. Il faut donc montrer que la famille Φuk

`
ξiui

˘
est

sommable. Cela est fort vrai parce que cette famille ne contient en réalité qu’en seul élément non
nul, celui avec i “ k, qui vaut ξk. Au final nous avons :

xx, uky “
ÿ

iPI
Φukpξiuiq “ ξk. (26.67)

7. Théorème 26.17.
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26.3.4 Base hilbertienne

Définition 26.26.
Une base orthonormée est une famille dénombrable orthonormé et totale 8. Cela sera souvent
aussi appelé une base hilbertienne.

26.27.
Cette définition demande quelques remarques.

(1) La notion de base hilbertienne pas la même notion de base qu’en algèbre. En effet pour
avoir une base algébrique d’un espace vectoriel, nous demandons que les éléments soient des
combinaisons linéaires finies des éléments de la base, tandis qu’ici en demandant que la partie
soit totale nous demandons simplement que les combinaisons linéaires finies soient denses.

(2) Nous allons voir qu’un espace de Hilbert est généré par les sommes infinies de vecteurs d’une
base hilbertienne avec des coefficients qui forment une suite dans `2.

(3) Nous ne demandons pas que la famille soit libre ? La belle affaire. Une famille orthogonale
est toujours libre, proposition 26.23.

Lemme 26.28 ([388]).
Si E est une base hilbertienne 9 de l’espace de Hilbert H et si x P H alors l’ensemble

te P E tel que xx, ey ‰ 0u (26.68)

est au plus dénombrable.

Démonstration. Notons qu’ici, H n’est pas supposé séparable. Nous savons par l’inégalité de Bessel
(26.61) que ÿ

ePE
|xx, ey|2 ď }x}2. (26.69)

Donc si ε ą 0 est donné, l’ensemble te P E tel que |xx, ey| ą εu est fini. Or

te P E tel que xx, ey ‰ 0u “ te P E tel que |xx, ey| ą 0u “
8ď

n“1
te P E tel que |xx, ey| ą 1

n
u. (26.70)

Bref, cet ensemble est une union dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

Remarque 26.29.
Le lemme 26.28 ne signifie pas que la base E doive être dénombrable. Il signifie seulement que pour
chaque x séparément, seule une partie dénombrable de E est nécessaire.

Corollaire 26.30 ([388]).
Si un espace de Hilbert possède une base hilbertienne dénombrable, alors toutes ses bases hilber-
tiennes sont dénombrables.

Démonstration. Soient E et F des bases hilbertiennes de l’espace de Hilbert H , en supposant que
E soit dénombrable. Pour chaque f P F nous avons xf, ey ‰ 0 pour au moins un e P E , sinon en
vertu de la décomposition (26.66) de f dans la base E , nous aurions f “ 0. Nous avons donc

F Ă
ď

ePE
tf P F tel que xf, ey ‰ 0u, (26.71)

alors que le lemme 26.28 indique que chacun des ensembles de l’union est au plus dénombrable.
La partie F est donc une union dénombrable d’ensemble dénombrables. Elle est dénombrable.

8. Définition 26.19
9. Définition 26.26.
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Remarque 26.31.
En travaillant un peu plus sur la notion de cardinalité, le corollaire 26.30 indique que toutes les
bases hilbertiennes ont même cardinalité. En effet en laissant tomber l’hypothèse de dénombrabilité
sur E , l’inclusion (26.71) donne que F est une union de CardpEq ensembles dénombrables et est
alors de cardinalité CardpEq.
Définition 26.32.
Une partie orthonormale B est maximale si le seul x P H vérifiant xx, by “ 0 pour tout b P B
est x “ 0.

Lemme 26.33 ([1, 389]).
Tout espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et O, l’ensemble de parties orthonormales de H ,
ordonné 10 par l’inclusion. Cet ensemble est inductif. En effet soit une partie totalement ordonnée
tAiuiPI de O : chaque Ai est une partie orthonormale de H , et de plus pour i, j P I nous avons
soit Ai Ă Aj soit Aj Ă Ai. Nous pouvons considérer

A “
ď

iPI
Ai. (26.72)

Cela est encore une partie orthonormé de H parce que si x, y P A, alors il existe i, j P I tels
que x P Ai et y P Aj . Vu que tAiuiPI est totalement ordonné nous supposons pour fixer les idées
que Ai Ă Aj . Alors x et y sont dans Aj qui est une partie orthonormée ; nous en déduisons que
xx, yy “ 0 et donc que A est une partie orthonormée. C’est-à-dire : A P O. Par ailleurs, A est un
majorant de tAiuiPI pour l’inclusion parce que Ai Ă A pour tout i.

Nous avons prouvé que O est un ensemble inductif. Le lemme de Zorn 1.15 nous dit alors que O
possède un maximum. Ce maximum est une partie orthonormale inclue dans aucune autre partie
orthonormale. C’est-à-dire que ce maximum est une partie orthonormale maximale au sens de la
définition 26.32.

Proposition 26.34 ([389]).
Si un espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale dénombrable, alors toutes les
parties orthonormales sont dénombrables (ou finies).

Démonstration. Soit B une partie orthonormale maximale, et A une partie orthonormale. Pour
chaque b P B nous notons

Apbq “ ta P A tel que xa, by ‰ 0u Y t0u. (26.73)

Un élément de A qui ne serait dans aucun des Apbq serait perpendiculaire à tous les éléments de
B, et serait donc l’élément nul. Mais l’élément nul est dans tous les Apbq ; donc nous avons

A Ă
ď

bPB
Apbq. (26.74)

Or par l’inégalité de Bessel, l’ensemble Apbq est dénombrable. Par conséquent A est inclus dans
une union dénombrable d’ensembles dénombrables ; A est dénombrable.

Le fait que tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne est vrai. Nous allons démontrer
ce résultat d’abord pour les espaces séparables et ensuite, indépendamment, en général. Si vous
vous la sentez de maîtriser la proposition 26.36, vous pouvez sauter la 26.35.

Proposition 26.35.
Tout espace de Hilbert séparable possède une base hilbertienne.

10. Définition 1.7.
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Démonstration. Vu que nous supposons avoir un espace de Hilbert séparable, il possède une partie
totale dénombrable par la proposition 26.20. Soit pvnqnPN une telle partie. Quitte à supprimer les
vi qui sont combinaisons linéaires des précédents, nous pouvons supposer que cette partie est libre.
Nous considérons l’espace vectoriel

Fn “ Spantv1, . . . , vnu. (26.75)

Sur Fn nous pouvons appliquer un procédé de Gram-Schmidt pour construire une base orthonormée
tu1, . . . , unu de Fn au sens usuel. En considérant Fn`1 et en recommençant, les vecteurs u1, . . . , un
ne changent pas, mais nous obtenons un vecteur un`1.

Nous construisons ainsi une suite punq qui est alors orthonormée au sens des espaces de Hilbert.
Nous devons encore prouver qu’il s’agit d’un ensemble total. Cela est simplement dû au fait que tout
élément de Spantvnu est contenu dans Spantunu parce que Span ne considère que des combinaisons
linéaires finies.

Proposition 26.36 ([389]).
À propos de parties orthonormales maximales.
(1) Une partie d’un espace de Hilbert est orthonormale maximale si et seulement si elle est une

base hilbertienne.
(2) Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormale maximale B et la fermeture de son espace engendré :
F “ SpanpBq. Pour que B soit une base, nous devons démontrer que F “ H . Pour cela nous
considérons x P H et nous utilisons le théorème de projection orthogonale 26.7 pour mentionner
le fait que

x´ projF pxq K F (26.76)

Cela dit que x´ projF pxq est un vecteur orthogonal en particulier à tous les éléments de B ; par
maximalité nous avons x´ projF pxq “ 0, c’est-à-dire x “ projF pxq ou encore x P F . Cela prouve
que F “ H .

Note : pour être pointilleux, nous aurions dû travailler non avec x ´ projF pxq, mais avec le
vecteur normalisé à 1.

En ce qui concerne le second point, nous invoquons le lemme 26.33 pour dire que tout espace de
Hilbert possède une partie orthonormale maximale. Ensuite la première partie de cette proposition
nous dit que cette dernière est une base hilbertienne.

Voici un petit résumé de ce que nous avons vu en termes de dénombrabilité et séparabilité.

Théorème 26.37.
Pour un espace de Hilbert, les choses suivantes sont équivalentes.
(1) L’espace est séparable 11.
(2) L’espace possède au moins une base hilbertienne 12 dénombrable.
(3) Toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.
(4) Toute partie libre est dénombrable.

Démonstration. Plein de résultats à citer . . .
(1) implique (2) est la proposition 26.35.
(2) implique (3) est la proposition 26.30.
(3) implique (4) Le procédé de Gram-Schmidt met en bijection une partie libre avec une partie

orthonormale (qui engendre le même espace, mais c’est une autre affaire). Or lorsque l’espace
de Hilbert possède une base dénombrable, toutes les parties orthonormales sont dénombrables
par la proposition 26.34.

11. Définition 26.18.
12. Définition 26.26.
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(4) implique (1) La proposition 26.36(2) dit que tout espace de Hilbert possède des bases hilber-
tiennes. Une telle base est forcément une partie libre parce que toute famille orthonormale est
libre (proposition 26.23), et donc dénombrable par hypothèse. À ce point nous avons montré
que notre espace de Hilbert possédait une base hilbertienne dénombrable. Cela implique qu’il
est séparable par la proposition 26.20.

Remarque 26.38.
À mon avis il doit exister un théorème de complétion de base hilbertienne disant que si on a
une famille orthonormée, alors elle se prolonge en base. Utilisant cela, nous trouvons une nouvelle
démonstration de la proposition 26.24 en disant que la somme sur la « partie de base » est plus
petite que la somme sur la « base complète ».

26.39.
Vu que nous n’avons l’intention de ne travailler qu’avec des espaces de Hilbert séparables et que
toutes leurs bases sont dénombrables, nous n’allons travailler qu’avec des bases dénombrables, et
donc des systèmes orthonormés dénombrables. Nous allons conventionnellement les indicer par N.

La proposition suivante explique que la notion de projection est compatible avec la décompo-
sition d’un vecteur dans un système orthonormé.

Proposition 26.40.
Soit pukqkě1 un système orthonormé d’un préhilbert H . Soient

x “
8ÿ

k“1
ξkuk (26.77)

et
F “ Spantu1, . . . , unu. (26.78)

Alors
projF pxq “

nÿ

k“1
ξkuk. (26.79)

Démonstration. Nous allons dans un premier temps montrer que

y “ x´
nÿ

k“1
ξkuk (26.80)

est dans FK. Pour cela nous calculons

xx´
nÿ

k“1
ξkuk, uj , y “ x

8ÿ

k“n`1
ξkuk, ujy “ 0 (26.81)

où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour permuter la somme (infinie) et le
produit. Étant donné que y P FK nous avons projF y “ 0 par le point (2) du théorème 26.12.

D’autre part projF y peut être calculé selon

projF y “ projF x´
nÿ

k“1
ξk projF uk (26.82)

tandis que projF uk “ uk lorsque 1 ď k ď n. Par conséquent l’annulation de projF y donne

projF x “
nÿ

k“1
ξkuk, (26.83)

donc le résultat.
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Théorème 26.41 (Meilleur approximation).
Soit tuiuiPI une famille orthonormé de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x P H et pour tout
J fini dans I et pour toute famille de nombres complexes pajqjPJ nous avons

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
ajuj ´ x}. (26.84)

Ce théorème exprime le fait que les nombres xx, uiy sont les meilleurs coefficients à mettre
devant les ui pour approximer x.

Corollaire 26.42.
Soit tuiuiPI une famille orthonormé de H . Pour tout x P H et pour toutes parties finies J,K de
I avec J Ă K nous avons

}
ÿ

jPK
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x}. (26.85)

Ce corollaire exprime le fait que plus on prend de termes de la forme x, uiyui, mieux c’est.

Proposition 26.43.
Soit H un espace de Hilbert et punq un système orthonormé dans H . Si pξnqnPN est une suite
dans `2 alors la série 8ÿ

n“1
ξnun (26.86)

converge dans H .
Autrement dit l’application

S : H Ñ `2

x ÞÑ `xx, uny
˘
ně1

(26.87)

est surjective.

Démonstration. Nous allons montrer que la série
ř8
n“1 ξnun est de Cauchy, c’est-à-dire que la

limite

lim
nÑ8

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

›› “ 0 (26.88)

est uniforme en p. Cela est un corollaire de la formule (26.53) parce que

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

››2 “
n`pÿ

k“n
|xk|2. (26.89)

Mais si pξnq est dans `2, pour tout ε, il existe N tel que si n ą N alors le membre de droite est
inférieur à ε indépendamment de p.

26.3.5 Décomposition dans une base hilbertienne

Étant donné une base hilbertienne de H , nous notons

ckpxq “ xx, uky. (26.90)

Dans le théorème suivant (et d’ailleurs partout), les sommes sur I sont prises au sens de la défini-
tion 12.100.

Théorème 26.44 (Décomposition dans une base orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert séparable tuiuiPI une base orthonormée (I est un ensemble dénombrable
quelconque).



1588 CHAPITRE 26. ESPACES DE HILBERT

(1) Pour tout x P H nous avons
x “

ÿ

iPI
xx, uiyui (26.91)

où la somme est prise au sens de la définition 12.100. En particulier, la somme converge de
façon commutative.

(2) Si teiuiPI est une famille orthonormée qui satisfait la décomposition (26.91) pour tout x P H
alors teiu est une base hilbertienne.

(3) Nous avons l’identité de Plancherel

}x}2 “
ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (26.92)

Le point (5) nous indiquera que cette égalité est en fait suffisante pour dire que nous avons
une base.

(4) Nous avons l’identité de Parseval

xx, yy “
ÿ

iPI
xx, uiyxy, uiy. (26.93)

(5) Si teiu est une famille de vecteurs unitaires vérifiant l’identité de Plancherel, alors c’est une
base hilbertienne.

(6) Si tuiuiPI est une base hilbertienne, la suite n ÞÑ |xx, eny| appartient à `2pIq.
Démonstration. (1) Étant donné que le système tuiuiPI est total, nous pouvons considérer une

suite de combinaisons linéaires finies des ui qui converge vers x. Nous écrivons

xn “
ÿ

xPJn
an,kuj (26.94)

et xn Ñ x dans H . Les ensembles Jn sont des sous-ensembles finis de I. Nous pouvons les
choisir de telle sorte que Jn Ă Jn`1 et

Ť
nPN Jn “ I. Ce choix correspond à éventuellement

prendre an,j “ 0 pour toutes les valeurs de j « en trop ».
Soit ε ą 0 et N tel que }xn ´ x} ă ε pour tout n ě N . Nous allons montrer que pour tout J
fini tel que JN Ă J nous avons }řjPJxx, ujyuj ´ x} ă ε. Étant donné que

ÿ

jPJN
xx, ujyuj “

ÿ

jPJ
ajuj (26.95)

avec

aj “
#
xx, ujy si j P JN
0 sinon,

(26.96)

le théorème de meilleure approximation 26.41 nous enseigne que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJN
xx, ujyuj ´ x} ă ε (26.97)

par conséquent la somme
ř
iPIxx, uiyui converge vers x au sens général, et en particulier

commutativement.
Les sommes étant commutatives (en particulier x “ ř

iPIxx, uiyui), et les bases hilbertiennes
étant dénombrables, nous ne perdons aucune généralité en ne considérant que des bases
indexées par N.

(2) Nous devons montrer que l’ensemble des combinaisons linéaires finies est dense dans H . Par
hypothèse, pour tout ε, il existe un ensemble fini J tel que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ă ε. (26.98)

Cela prouve la densité dont nous avions besoin.
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(3) La norme étant une fonction continue, elle commute avec les sommes infinies, de telle sorte
que l’égalité de Plancherel donne

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2. (26.99)

Le système des ui étant orthonormé,

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2 “

ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (26.100)

(4) Au tour de Parseval. Nous commençons par prouver que la somme du membre de droite
converge. En utilisant l’inégalité |zz1| ď |z|2 ` |z1|2 (valable pour z, z1 P C) et Plancherel,
nous avons ÿ

iPI
|xx, uiyxy, uiy| ď

ÿ

iPI
|xx, uiy|2 ` |xy, uiy|2

ď }x}2 ` }y}2.
(26.101)

Nous en déduisons que la famille xx, uiyxy, uiy est (commutativement) sommable en utilisant
la proposition 12.107. Par ailleurs nous savons que

x “
ÿ

iPI
cipxqui (26.102a)

y “
ÿ

iPI
cipyqui, (26.102b)

et le produit scalaire étant une forme bilinéaire continue,

xx, yy “
ÿ

iPI

ÿ

jPI
xcipxqui, cjpyqujy (26.103a)

“
ÿ

iPI

ÿ

jPJ
cipxqcjpyqδij (26.103b)

“
ÿ

iPI
cipxqcjpyq. (26.103c)

(5) Nous utilisons l’égalité de Plancherel avec x “ uj :

}uj}2 “ }uj} `
ÿ

iPIztju
|xuj , uiy|2. (26.104)

Par conséquent xuj , uiy “ 0 dès que i ‰ j. Cela prouve que le système tuiuiPI est orthonormé.
Nous devons encore prouver que le système est total. Pour cela nous repartons de l’équation
(26.64) que nous avions déduites dans la démonstration de l’inégalité de Bessel :

}x´
ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (26.105)

Par hypothèse le membre de droite peut être rendu aussi petit que l’on veut en prenant J
grand (mais fini) dans I. Le membre de gauche indique alors que le système tuiuiPI est total.

(6) L’identité de Plancherel signifie entre autres que si x P H alors
ř
iPI |xx, uiy|2 converge. Du

coup la suite pxx, uiyqiPI est dans `2pIq.

Remarque 26.45.
Nous avons décidé d’indexer les bases hilbertiennes par N ; cela est légitime parce que les sommes
sont commutatives. Il ne faut cependant pas perdre de vue qu’en pratique l’ensemble naturel avec
lequel on indexe une base est parfois Z. Un tel cas est donné par la base trigonométrique de L2.
Indexer cette dernière par N plutôt que par Z serait une contorsion inutile.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Perceval
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Remarque 26.46.
L’égalité de Parseval est la raison pour laquelle les physiciens écrivent souvent

Id “
8ÿ

n“1
|unyxun| (26.106)

dans les livres de mécanique quantique par exemple. Dans certains[390], nous lisons même
ż `8

´8
dq|qyxq| “ Î . (26.107)

Notons que ces personnes travaillent avec un espace de Hilbert dont la base n’est pas dénombrable.
Pour dire que la physique, ça n’utilise pas des mathématiques pour rire !

Remarque 26.47.
Par définition une base orthonormée est donc une partie dénombrable dont l’espace vectoriel en-
gendré est dense. Un espace de Hilbert possédant une base orthonormée est donc séparable. C’est
ce fait qui nous pousse à ne considérer que des espaces de Hilbert séparables ; nous n’allons donc
pas étudier ce qu’il se passerait par exemple en considérant l’espace vectoriel librement engendré
par les éléments de R.

Exemple 26.48
L’identité de Parseval (26.93), dans le cas de l’espace des fonctions continues périodiques de période
2π signifie qu’en posant

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fpsqe´ins, (26.108)

nous avons
1

2π

ż 2π

0
|fpsq|2 “

8ÿ

n“´8
|cnpfq|2. (26.109)

4

Corollaire 26.49.
Soit H un espace de Hilbert et punq une base orthonormée. L’application

S : H Ñ `2

x ÞÑ `xx, uny
˘
nPN

(26.110)

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
De plus l’isomorphisme réciproque est

S´1 : `2 Ñ H

pξnq ÞÑ
8ÿ

n“1
ξnun.

(26.111)

Démonstration. Nous devons prouver que l’application est bijective et qu’elle vérifie

Spxq·Spyq “ xx, yy (26.112)

où le point dénote le produit dans `2.
Pour la surjectivité, si pξnq P `2 alors nous savons que la somme

ř
n ξnun converge par la

proposition 26.43 et par conséquent pξnq est l’image par S de ce vecteur de H .
Pour l’injectivité, si Spxq “ Spyq alors

x “
ÿ

n

xx, unyun “
ÿ

n

xy, unyun “ y (26.113)

en utilisant la décomposition (26.91).
Le fait que S soit une isométrie est contenu dans Parseval.
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Proposition 26.50 ([1]).
Soit un espace de Hilbert séparable H , un sous-espace vectoriel fermé V et une base orthonormée
tbiuiPI de H . En posant vi “ projV pbiq alors

C “ Spantbi ´ viu (26.114)

est l’orthogonal de V .

Démonstration. Juste pour rappel, lorsque nous écrivons vi “ projV pbiq, nous parlons de la pro-
jection orthogonale du théorème 26.7. Donc tous les vecteurs bi´ vi sont dans V K. En passant aux
limites, C Ă V K.

Soit x P V K que nous décomposons dans la base tbiuiPI comme x “ ř
iPI xibi. Posons ci “

bi ´ vi “ bi ´ projV pbiq. Alors d’une part

0 “ projV pxq “
ÿ

i

xi projV pbiq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq. (26.115)

Nous avons utilisé la continuité de projV pour permuter avec la somme. D’autre part,

x “
ÿ

i

xibi “
ÿ

i

xipbi ´ ci ` ciq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq
loooooomoooooon

“0

`
ÿ

i

xici P C. (26.116)

Notons que pour la dernière appartenance, il est important de prendre la fermeture pour définir
C.

Proposition 26.51 ([1, 391]).
Toute partie orthonormée d’un espace de Hilbert séparable se prolonge en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormée tuiuiPI de l’espace de Hilbert H . Nous mentionnons
que cette partie est libre et donc, par le théorème 26.37, dénombrable 13. Montrons pour commencer
que la partie V “ SpantuiuiPI est un sous-espace vectoriel fermé de H .
Vectoriel Soit v, w P V et ε ą 0. Il existe a P Spantuiu tel que }a´ v} ă ε et b P Spantuiu tel que

}b´ w} ă ε. Dans ce cas,
}v ` w ´ pa` bq} ď 2ε. (26.117)

Cela prouve que v ` w P V . Nous procédons de même pour λv.
Fermé Par construction.

L’orthogonal 14 de V est un sous-espace vectoriel de H , et nous pouvons donc en considérer
une base hilbertienne C “ tcαuαPA. Nous prétendons que C Y U est une base hilbertienne 15 de
H .
C Y U est libre Bing ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la définition d’une

base hilbertienne.
C Y U est générateur Bang ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la définition

d’une base hilbertienne.
C Y U est orthogonal Ah, voilà quelque chose à démontrer. Nous devons vérifier que les produits

sont nuls. Soient u, v P U et a, b P C. Nous avons :
— xu, vy “ 0 par hypothèse.
— xu, ay “ 0 parce que les éléments de C sont orthogonaux à V et que ui P V .
— xa, by “ 0 parce que C est une base hilbertienne de V K.

13. Avec un peu de mauvaise foi, vous pouvez quand même dire que cela n’implique pas que I lui-même soit
dénombrable, mais vous pouvez le supposer pour fixer les idées.
14. Voir la définition 26.9 et la proposition 26.50.
15. Définition 26.26.
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C Y U est dénombrable L’ensemble C est dénombrable parce que c’est une base hilbertienne.
Quant à tuiuiPI , nous avons déjà mentionné le fait qu’il doive être dénombrable. L’union
deux parties dénombrables est dénombrable.

C Y U est total Nous devons prouver que SpanpC Y Uq “ H parce qu’il y a bien la fermeture
qui intervient dans la définition 26.19. Pour cela nous utilisons la proposition 26.14. Si x P H
alors nous avons

x “ projV pxq `
`
x´ projV pxq

˘ “
ÿ

iPI
xiui `

ÿ

αPA
xαcα (26.118)

pour des coefficients xi et xα. Notons que I et A sont deux ensembles différents. Aucun des
xα n’est un des xi, ni inversement. Supposons que x P SpanpC Y UqK ; alors

0 “ xx, ujy “
ÿ

iPI
xi xui, ujyloomoon

“δij

`
ÿ

αPA
xcα, ujyloomoon
“0

“ xj . (26.119)

Donc xj “ 0. En faisant de même avec 0 “ xx, cβy “ xβ nous déduisons x “ 0.

Proposition 26.52 ([1]).
Si H est un espace de Hilbert séparable de base hilbertienne teiuiPI , alors H 1 est un espace de
Hilbert séparable dont une base hilbertienne est donnée par les formes

αi : H Ñ C

ej ÞÑ δij .
(26.120)

Démonstration. C’est la proposition 26.4 qui fait tout.

26.3.6 Digression sur les normes opérateurs

Le théorème 26.44 nous indique que si tuiuiPI est une base hilbertienne, alors pour tout x P H
nous avons

projuipxq “ xx, uiyui, (26.121)

et donc ÿ

iPI
projui x “ x. (26.122)

Nous ne pouvons cependant pas conclure que
ÿ

iPI
projui “ Id (26.123)

au sens de la norme opérateur de la définition 12.10. En effet en prenant I “ N, l’égalité (26.123)
demanderait d’avoir

lim
NÑ8

›››››
Nÿ

i“1
projui ´ Id

›››››8
“ 0, (26.124)

or pour tout N , le vecteur uN`1 réalise

Nÿ

i“1
projuipuN`1q ´ uN`1 “ ´uN`1. (26.125)

Par conséquent pour tout N nous avons

sup
}x}“1

›››››
Nÿ

i“1
projui x´ x

››››› ě 1. (26.126)
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Nous ne pouvons donc pas dire
8ÿ

n“1
projui “ Id (26.127)

au sens de la norme opérateur.
Nous avons cependant la convergence au sens faible.

Proposition 26.53.
Soit H un espace de Hilbert et tuiuiPN une base hilbertienne de H . Au sens de la topologie faible
sur l’espace des opérateurs nous avons

8ÿ

i“1
projui “ Id . (26.128)

Démonstration. Pour chaque N P N et x P H , en vertu de la décomposition (26.91) nous avons

Nÿ

i“1
projuipxq ´ x “„8i“N`1 xx, uiyui. (26.129)

Par l’orthonormalité de la base nous avons
8ÿ

i“N`1
}xx, uiyui} “

8ÿ

i“N`1
|xx, uiy|, (26.130)

dont la limite N Ñ 8 est zéro étant donné que la suite i ÞÑ |xx, uiy| est dans `2pRq par le
théorème 26.44.

26.3.7 Applications linéaires et continuité

Nous avons déjà vu dans l’exemple 12.34 que la fonction

f : H Ñ H

ek ÞÑ kek
(26.131)

n’était pas continue en zéro alors qu’elle est linéaire. Nous allons maintenant voir qu’elle est un
contre-exemple à la proposition 13.223. Calculons les dérivées partielles :

Bf
Bej pxq “

d

dt

”
fpx` tejq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tδjkqek
ı
t“0

“ jej . (26.132)

où nous avons permuté la somme et la dérivée en considérant la suite de fonctions fkptq “ kpxk `
tukqek. Donc Bf

Bej pxq existe et est continue sur un voisinage de x “ 0 (c’est même constant). Nous
savons pourtant que la fonction f n’est pas différentiable en zéro parce que non continue.

L’endroit qui coince dans la preuve de la proposition 13.223 est l’introduction des « contres-
termes » dans l’équation (13.570). En effet les contre-termes à ajouter seraient

lpxq “ d

dt

”
f
`
a` spx´ aq˘

ı
t“0

(26.133)

qui ici serait
l
`ÿ

k

xkek
˘ “ d

dt

”
f
`
s
ÿ

k

xkek
˘ı
t“0

“
ÿ

k

xkek, (26.134)

dont la convergence est plus que douteuse.
Notons que les dérivées directionnelles n’existent pas toutes, loin s’en faut : si u P H nous avons

Bf
Bu pxq “

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tukqek
ı
t“0

“
ÿ

k

kukek (26.135)
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La convergence de la dernière somme n’est pas garantie pour tout u.

Exemple 26.54
Soit un espace de Hilbert H . L’application

φ : H Ñ C

ei ÞÑ 1
(26.136)

n’est pas continue.
Nous considérons les vecteurs yn “ řn

i“1 ei et nous posons xn “ yn{}yn}. Nous avons

}yn}2 “ xyn, yny “
nÿ

i,j

xei, ejy “ n, (26.137)

donc }yn} “ ?n, et
φpxnq “ n?

n
“ ?n. (26.138)

L’application φ n’est donc pas bornée et pas continue non plus. 4

Proposition 26.55.
Soient deux espaces de Hilbert séparables 16 H1 et H2. Soit une base orthonormée teiuiPI où I est
dénombrable. Si Φ: H1 Ñ H2 est une bijection linéaire continue, alors

Φ
`ÿ

iPI
xiei

˘ “
ÿ

iPI
xiΦpeiq. (26.139)

Démonstration. Soit ε ą 0. Vu que
ř
iPI xiei est une somme convergente 17, il existe une partie

finie J de I telle que pour tout K fini contenant J ,

}
ÿ

jPK
xjej ´ x} ă ε. (26.140)

Vu que Φ est une isométrie linéaire, nous avons

}
ÿ

jPK
xjΦpejq ´ Φpxq} ă ε, (26.141)

et donc bien l’égalité ÿ

iPI
xiΦpejq “ Φpxq. (26.142)

La proposition suivante donne une formule pour l’inverse du Φ du théorème de représentation
de Riesz 26.17 lorsque nous avons une base hilbertienne.

Proposition 26.56.
Soit un espace de Hilbert séparable H . Si φ P H 1, alors

Φ´1pφq “
ÿ

iPI
φpeiqei (26.143)

dès que teiuiPI est une base hilbertienne de H .

16. Donc à base dénombrable, voir 26.37.
17. Définition 12.100.
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Démonstration. Nous considérons la base des tαiuiPI de H 1. Remarquez au passage que αi “ Φei .
Nous avons φ “ ř

iPI φiαi pour certains φi P C (qui valent φi “ φpeiq, ça a son importance pour la
suite). En utilisant la proposition 26.55 pour permuter Φ et la somme nous avons le calcul suivant :

φ “
ÿ

iPI
φiαi “

ÿ

iPI
φiΦpeiq “

ÿ

iPI
Φpφieiq “ Φ

`ÿ

iPI
φiei

˘ “ Φp
ÿ

iPI
φpeiqeiq. (26.144)

En résulté :
φ “ Φp

ÿ

iPI
φpeiqeiq, (26.145)

et donc la formule (26.143).

26.4 Théorème de Kochen-Specker

Le théorème suivant est central en mécanique quantique. La démonstration provient de [392]
et de Wikipédia. Nous allons démontrer complètement le théorème seulement pour les espaces de
Hilbert de dimension plus grande ou égale à 4.

Théorème 26.57 (Kochen-Specker[392]).
Soit H un espace de Hilbert de dimension plus grande ou égale à 3. Une fonction v sur l’ensemble
des opérateurs de H ne peut pas satisfaire aux conditions suivantes :
(1) Si A et B sont compatibles, alors vpA`Bq “ vpAq ` vpBq,
(2) Si A et B sont compatibles, alors vpABq “ vpAqvpBq.

Ici nous disons que deux opérateurs sont compatibles lorsqu’ils possèdent une base hilbertienne
commune de vecteurs propres.

Démonstration. Soit tununPN une base hilbertienne de H . Nous notons proji l’opérateur de pro-
jection sur l’espace (fermé) engendré par ui. Ce sont des opérateurs compatibles deux à deux parce
que la base tununPN est une base commune de vecteurs propres 18.

D’abord nous devons avoir vp1q “ 1. En effet pour tout opérateur A, nous avons

vpAq “ vpA1q “ vpAqvp1q. (26.146)

Pour peu que vpAq ‰ 0, cela nous fait vp1q “ 1.
En vertu du théorème 26.44, un vecteur x P H se décompose en x “ ř

nxx, unyun, et nous
avons

proji x “ xx, uiyui. (26.147)

En effet le théorème de la projection orthogonale 26.7 nous enseigne que proji x serait l’unique
vecteur de la forme λui tel que λui ´ x K ui. Il est facile de vérifier que le vecteur proposé par
(26.147) vérifie cette propriété.

Une conséquence est que ˜ 8ÿ

i“0
proji

¸
pxq “ x. (26.148)

Par conséquent, par hypothèse du théorème nous devons avoir
ÿ

i

vpprojiq “ vp1q “ 1. (26.149)

Étant donné que les projections sont idempotentes,

vpprojiq “ vpproj2
i q “ vpprojiq2 (26.150)

18. Pour les besoins de la physique, nous remarquons que ces opérateurs sont des opérateurs hermitiens qui
commutent, mais ça ne joue pas ici.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_cach%C3%A9e
http://en.wikipedia.org/wiki/Kochen-Specker_theorem
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et donc vpprojiq doit valoir zéro ou un. Mais la relation (26.149) donne une forte contrainte sur
le choix de 0 et de 1. En effet, parmi les vpprojiq, un et un seul doit valoir 1, les autres doivent
valoir 0.

Refaisant le raisonnement pour une autre base orthonormale hilbertienne, nous trouvons que
les valeurs de v sur les opérateurs de projection sur les différentes directions doivent être choisies
de telle façon que tout choix de base hilbertienne orthogonale contienne exactement un 1 et le
reste de zéros.

Nous voudrions maintenant insister sur un point. Le problème de déterminer de façon cohérente
les valeurs 0 ou 1 pour tous les vpprojiq revient à attacher 0 ou 1 à tous les rayons de H de façon
que toute base orthogonale de H contienne exactement un 1. Un rayon est une direction, c’est-à-
dire une classe d’équivalence x „ λx. Si nous décidons de nommer « blanc » les rayons attachés à
la valeur 0 et « noirs » ceux attachés à la valeur 1, le problème se réduit à colorer la boule unité
de façon compatible.

Soit tuiuiPN une base orthogonale de H numérotée de telle sorte que vpu0q “ 1 et vpukq “ 0
pour k ‰ 0. Nous allons maintenant nous particulariser au cas de dimension supérieure ou égale à
4. Si R est une rotation dans le plan Spantu0, u1, u2, u3u, alors l’ensemble

tRu0, Ru1, Ru2, Ru3, ukukě3 (26.151)

est encore une base orthogonale de H et nous avons encore vpukq “ 0 pour k ě 4. Par conséquent
un et un seul des vecteurs Ru0, Ru1, Ru2 ou Ru3 est colorié en noir ; les trois autres étant blancs. Le
problème est maintenant complètement réduit à la dimension 4. Note : pour réduire à la dimension
3, on procède de même, mais pour conclure, il faut travailler plus.

Nous allons construire 9 base orthogonales de R4 à partir de 18 vecteurs, chacun arrivant dans
exactement deux des bases. Ils sont donnés dans le tableau suivant :

0 1
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

1 1
1 1

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 1
1 ´1

0 0
0 1

0 1
0 0

0 0
1 0

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

1 1
1 1

1 1
1 ´1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 0
1 0

1 0
0 1

1 1
0 0

1 0
´1 0

1 1
0 0

1 0
0 ´1

1 0
0 1

1 0
1 0

1 ´1
0 0

1 0
´1 0

1 0
0 ´1

1 ´1
0 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

0 1
´1 0

0 1
´1 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

Chaque case de ce table représente un rayon de R4 ; il y en a 18 différents, chacun écris deux
fois. Une simple vérification montre que chaque colonne est un système orthogonal. La preuve
du théorème de Kochen-Specker revient à montrer que nous ne pouvons pas colorier ce tableau
de façon cohérente. En effet, étant donné que chaque vecteur est écrit deux fois, le tableau doit
contenir un nombre pair de cases blanches et un nombre pair de cases noires.

Par ailleurs chaque colonne étant un système orthogonal, chaque colonne contient exactement
une case noire ; il y a donc exactement neuf cases noires dans le tableau, ce qui est impossible.

26.5 Théorème de Lax-Milgram
Définition 26.58.
Une forme bilinéaire a : V ˆ V Ñ R sur un espace vectoriel normé V est coercitive s’il existe
α ą 0 tel que apu, uq ě α}u}2 pour tout u P V .

Théorème 26.59 (Lax-Milgram[393]).
Soit un espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.
(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons }L} sa norme.
(2) La forme bilinéaire continue a sur V ˆ V .
(3) La forme a est coercitive 19.
19. Définition 26.58.
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Alors
(1) Il existe M ą 0 tel que |apu, vq| ďM}u}}v} pour tout u, v P V .
(2) Le problème qui consiste à chercher u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v P V admet une

unique solution. De plus cette solution vérifie l’inégalité

}u} ď }L}
α

(26.152)

Démonstration. Évacuons deux points faciles avant de commencer les choses sérieuses. D’abord L
est continue par la proposition 12.25. Ensuite, l’existence duM est donnée par la proposition 12.43.

Maintenant nous commençons.

Reformulation en équation linéaire La forme L est continue et donc dans le dual V 1 ; le théo-
rème de Riesz 26.17 nous donne donc f P V tel que

Lpvq “ xf, vy (26.153)

pour tout v P V . De plus si w P V est fixé, l’application bw : v ÞÑ apw, vq est linéaire et bornée
parce que

}bw} “ sup
}v}“1

|bwpvq| “ sup
}v}“1

|apw, vq| ďM}w}}v} “M}w}. (26.154)

Encore une fois, bw étant continue et linéaire, elle est dans V 1 et Riesz nous fournit un élément
Apwq P V tel que

bwpvq “ xApwq, vy (26.155)

pour tout v P V .
Le problème variationnel apu, vq “ Lpvq est équivalent à xApuq, vy “ xf, vy. L’ensemble des
solutions de cette dernière est égal à l’ensemble des solutions de l’équation

Apuq “ f. (26.156)

A est linéaire Soient α, β P R et w, z P V . Nous avons pour tout v P V :

xApαw ` βzq, vy “ apαw ` βz, vq (26.157a)
“ αapw, vq ` βapz, vq (26.157b)
“ αxApwq, vy ` βxApzq, vy (26.157c)
“ xαApwq ` βApzq, vy. (26.157d)

Étant donné que nous avons égalité pour tout v P V nous en déduisons que Apαw ` βzq “
αApwq ` βApzq, ce qui signifie que A est linéaire.

Une autre propriété de A Nous déduisons une majoration de }Apvq}2 lorsque ce n’est pas nul.
Pour ce faire,

}Apvq}2a “ xApvq, Apvqy (26.158a)
“ apv,Apvqq (26.158b)
ďM}v}}Apvq}. (26.158c)

En simplifiant, }Apvq} ďM}v}. Et donc

}Apvq}2 ďM2}v}2. (26.159)

Une contraction Nous allons choisir une valeur de ρ ą 0 telle que l’application

T : w ÞÑ w ´ ρ`Apwq ´ f˘ (26.160)



1598 CHAPITRE 26. ESPACES DE HILBERT

soit une contraction 20. Nous avons T pwq ´ T pw1q “ w ´ w1 ´ ρ`Apw ´ w1q˘ et donc

}T pwq ´ T pw1q}2 “ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρxApw ´ w1q, w ´ w1y (26.161a)
“ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρapw ´ w1, w ´ w1q. (26.161b)

Vu que le dernier terme arrive avec un signe moins, pour majorer l’expression, il faut minorer
ce terme, c’est-à-dire utiliser apw ´ w1, w ´ w”q ě α}w ´ w ´ w1}. Et en même temps nous
utilisons (26.159) pour le second terme. Au final pour pouvons factoriser }w ´ w1} et

}T pwq ´ T pw1q} ď }w ´ w1}`1` ρ2M2 ´ 2ρα
˘
. (26.162)

Pout que T soit contractante, il faut 0 ă P pxq ă 1 avec P pxq “M2x2´2αx`1. Le minimum
de ce polynôme est obtenu en x “ α

M2 (la formule du xmin “ ´b{2a) et vaut 1 ´ α2

M2 ă 1.
Vu que par ailleurs limxÑ8 P pxq “ `8, et que ce polynôme passe par au moins une valeur
strictement inférieure à 1, nous savons qu’il existe un x tel que 0 ă P pxq ă 1. En donnant à
ρ cette valeur, l’application T est une contraction.

Point fixe et conclusion L’ensemble des solutions du problème (26.156) est égal à l’ensemble
des points fixes de T pvq “ v ´ ρ`Apvq ´ f˘.
L’application T : V Ñ V est contractante et V est métrique et complet. Ergo le théorème de
point fixe de Picard 18.34 s’applique et il existe un unique point fixe u P V pour l’application
T . Ce point fixe est l’unique solution de notre problème initial.

La majoration Nous savons que pour tout v P V , la relation apu, vq “ Lpvq est vérifiée. En
particulier pour v “ u nous avons

apu, uq “ Lpuq. (26.163)

D’un côté nous utilisons apu, uq ě α}u}2 et de l’autre, Lpuq ď }L}}u} :
α}u}2 ď }L}}u} (26.164)

et donc
}u} ď }L}

α
. (26.165)

Notons que Lpuq et apu, uq sont positifs.

Exemple 26.60([394])
La borne }u} ď }L}{α est optimale au sens où il existe des cas d’égalité. En effet nous pouvons
considérer

apu, vq “ sxu, vy (26.166)

et
Lpvq “ xf, vy (26.167)

pour un certain s ą 0 et f P V . L’application L n’est autre que Φf dont nous avons abondamment
parlé autour du théorème de représentation de Riesz 26.17. Le lemme 26.15 nous apprend que L
est une application borné (et donc continue) de norme }L}V 1 “ }f}V .

L’application a : V ˆ V Ñ R est continue par la proposition 12.47. Elle est coercive parce que

apu, uq “ s}u}2. (26.168)

Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 26.59 sont réunies et il existe un unique élément
u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v. Cet élément n’est autre que

u “ 1
s
f. (26.169)

20. Définition 18.33.
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Nous avons alors }u} “ 1
s}f}.

Mais s est la constante de coercivité de a et }f} est la norme de L. Cette dernière affirmation
est contenue dans le fait que Φ est une isométrique dans le lemme 26.15. En reprenant les notations
du théorème, nous avons l’égalité

}u} “ }L}
α
, (26.170)

ce qui signifie que l’inégalité du théorème est dans un certain sens optimale. 4

Proposition 26.61.
Soit un espace de Hilbert réel V et une application a : V ˆ V Ñ R coercive et continue.

L’application φ : V 1 Ñ V qui à L fait correspondre l’unique solution u de apu, vq “ Lpvq est
(1) bien définie,
(2) linéaire,
(3) continue.

Démonstration. Le fait que φ soit bien définie est le théorème de Lax-Milgram 26.59.
L’application φ dont nous parlons ici est une application entre deux espaces normés. Soient

L1, L2 P V 1 ; nous définissons u1 “ φpL1q et u2 “ φpL2q. Nous avons

apu1, vq “ L1pvq (26.171a)
apu2, vq “ L2pvq (26.171b)

pour tout v P V . Par bilinéarité de a nous avons aussi

apu1 ` u2, vq “ pL1 ` L2qpvq. (26.172)

Vu que L1 ` L2 est également bornée, u1 ` u2 “ φpL1 ` L2q. Pour le même type de raisons, si
λ P R,

apλu, vq “ pλLqpvq, (26.173)

c’est-à-dire que φpλLq “ λφpLq.
Donc φ est linéaire. Pour la continuité, il suffit de s’assurer que φ est bornée. Pour cela nous

utilisons la majoration (26.152) et la définition de la norme d’une application linéaire :

}φ} “ sup
}L}“1

}φpLq} ď sup
}L}“1

1
α
}L} “ 1

α
. (26.174)

Donc φ est bornée et par voie de conséquence continue (proposition 12.25).

Un problème est bien posé au sens de Hadamard si la solution est unique et dépend continue-
ment des données ; nous ne rentrerons pas plus dans les détails pour l’instant : nous en reparlerons
dans la définition 34.14 mais sachez qu’il existe en fin de compte autant de Hadamard qu’il y a de
contextes dans lequel le mot « problème » a un sens.

Ce que dit la proposition 26.61 est que, a étant donné, le problème qui consiste à résoudre
apu, vq “ Lpvq est bien posé au sens de Hadamard, au moins par rapport à L.

Théorème 26.62 (Lax-Milgram version symétrique[393]).
Nous considérons les mêmes hypothèses que celles du théorème de Lax-Milgram, c’est-à-dire un
espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.
(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons C sa norme.
(2) La forme bilinéaire continue a sur VˆV . Nous considéronsM ą 0 tel que |apu, vq| ďM}u}}v}

pour tout u, v P V .
(3) La forme a est coercitive.
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Nous supposons de plus que a est symétrique.
Alors un élément u P V est tel que apu,wq “ lpwq pour tout w P V si et seulement si elle

minimise la fonctionnelle d’énergie

Jpwq “ 1
2apw,wq ´ lpwq. (26.175)

Démonstration. Nous séparons les deux sens.
ñ Soit u, un élément vérifiant apu,wq “ lpwq pour tout w P V . Soit aussi un élément quelconque

w P V , et montrons que Jpu ` wq ě Jpuq (tout élément de V peut être écrit sous la forme
u` w). Nous avons :

Jpu` wq “ 1
2
`
apu, uq ` apu,wq ` apw, uq ` apw,wq˘´ lpuq ´ lpwq (26.176a)

“ Jpuq ` apu,wq ´ lpwqlooooooomooooooon
“0

`1
2apw,wq (26.176b)

“ Jpuq ` 1
2apw,wq (26.176c)

Vu que a est coercive, le second terme est positif et nous avons

Jpu` wq ě Jpuq, (26.177)

ce qu’il fallait.
ð Soit u P V , un élément minimisant la fonctionnelle J . Nous fixons w P V et considérons la

fonction g : RÑ R définie par
gpεq “ Jpu` εwq. (26.178)

En développant un peu et en regroupant les termes,

gpεq “ Jpuq ` ε`apu,wq ´ lpwq˘` ε2

2 apw,wq. (26.179)

Cela est une fonction éminemment continue et dérivable ; en réalité c’est un bête polynôme
de degré deux. Vu que u minimise J , pour tout ε ‰ 0 nous avons gpεq ě gp0q ou encore :
ε “ 0 est minimum local (et même global) de g. Le polynôme (26.179) prend son minimum
en ε “ 0 si et seulement si

apu,wq ´ lpwq “ 0. (26.180)

Vous ne me croyez pas ? Faites g1pεq “ 0 ou bien reprenez la formule du ´b{2a pour le sommet
d’une parabole, en tenant compte que apw,wq ‰ 0. Notons qu’ici encore le fait que a soit
coercive joue parce que c’est cela qui nous permet d’affirmer que la parabole a un minimum
et non un maximum.



Chapitre 27

Analyse complexe

27.1 Fonctions holomorphes

La dérivée complexe est discutée à la section 13.26.

27.1.1 Équations de Cauchy-Riemann

Notons que la formule (13.619) donne un développement limité pour les fonctions holo-
morphes. Si f est holomorphe en z0 alors si z est dans un voisinage de z0, il existe une fonction
s : RÑ C telle que limtÑ0 sptq{t “ 0 et

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|q. (27.1)

Nous introduisons les opérateurs

B
Bz “ B “

1
2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
(27.2a)

B
Bz̄ “ B̄ “

1
2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
(27.2b)

Si f est une fonction C-dérivable représentée par la fonction F “ P ` iQ, les équations de Cauchy-
Riemann signifient que ∆P “ ∆Q “ 0, c’est-à-dire que la fonction f a des composantes harmo-
niques.

Théorème 27.1.
Si f P C1pΩq alors nous avons équivalence des faits suivants :
(1) f est holomorphe sur Ω,
(2) f vérifie Bz̄f “ 0.

Proposition 27.2.
Une application f : Ω Ñ C est C-dérivable sur Ω si et seulement si elle est différentiable et

$
’’&
’’%

Bu
Bx “

Bv
By (27.3a)

Bu
By “ ´

Bv
Bx (27.3b)

où fpx` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq. Ces équations se notent de façon plus compacte

Bf
Bz̄ “ 0. (27.4)

Les équations (27.3) sont les équations de Cauchy-Riemann.

1601
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Démonstration. La différentielle de f : R2 Ñ R2 est donnée par la matrice

T “
ˆBxupaq Byupaq
Bxvpaq Byvpaq

˙
. (27.5)

Cette matrice est une similitude si et seulement si les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites.

En effet si 1 “
ˆ

1
0

˙
et i “

ˆ
0
1

˙
, la matrice T est une similitude (écrivons α` iβ son coefficient) si

"
T p1q “ α` iβ (27.6a)
T piq “ ´β ` iα, (27.6b)

c’est-à-dire
T “

ˆ
α ´β
β α

˙
. (27.7)

Identifier cette matrice à (27.5) fournit le résultat annoncé.

Proposition 27.3.
Si f : CÑ C est holomorphe, alors nous avons

dfz0 “ pBzfqpz0q (27.8)

au sens où l’opérateur linéaire dfz0 : CÑ C est l’opération de multiplication par le nombre complexe
pBzfqpz0q.
Démonstration. Soit fpx` iyq “ f1px, yq` if2px, yq une fonction holomorphe. Les fonctions réelles
f1 et f2 sont assujetties aux équations de Cauchy-Riemann de la proposition 27.2 :

" Bxf1 “ Byf2 (27.9a)
Bxf2 “ ´Byf1. (27.9b)

Nous avons, en recourant à un petit abus de notation entre fi : R2 Ñ R et fi : CÑ R :

dfz0puq “
d

dt

”
fpz0 ` tuq

ı
t“0

(27.10a)

“ d

dt

”
f1pz0 ` tuq ` if2pz0 ` tuq

ı
t“0

(27.10b)

“ Bxf1u1 ` Byf1u2 ` i
`Bxf2u1 ` Byf2u2

˘
(27.10c)

“
ˆBxf1 Byf1
Bxf2 Byf2

˙ˆ
u1
u2

˙
(27.10d)

“
ˆ Bxf1 Byf1
´Byf1 Byf2

˙ˆ
u1
u2

˙
. (27.10e)

En utilisant le lemme 13.246 nous reconnaissons la matrice de multiplication par le nombre Bxf1´
iByf1. Or justement,

Bzf “ 1
2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
f “ 1

2
`Bxf1 ` iBxf2 ´ iByf1 ` Byf2

˘
, (27.11)

qui se réduit à Bxf1 ´ iByf1 lorsque nous y appliquons les équations de Cauchy-Riemann.

27.1.2 Intégrales sur des chemins fermés

Lemme 27.4.
Si g est une fonction continue dans un ouvert Ω Ă C et si g admet une primitive complexe sur Ω
alors ż

γ
gpzqdz “ 0 (27.12)

pour tout chemin fermé γ de classe C1 contenu dans Ω.
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Démonstration. Nommons G une primitive de g. Par définition,
ż

γ
g “

ż

γ
G1 (27.13a)

“
ż 1

0
G1
`
γptq˘γ1ptqdt (27.13b)

“
ż 1

0
pG ˝ gγq1ptqdt (27.13c)

“ Gpγp1qq ´G`γp0q˘ (27.13d)
“ 0 (27.13e)

parce que le chemin est fermé : γp0q “ γp1q.
Lemme 27.5 (Goursat[395]).
Soit Ω un ouvert dans C et f une fonction continue sur Ω, holomorphe sur Ω moins éventuellement
un point (nommé z1 P Ω). Soit T , un triangle 1 fermé inclus dans Ω. Alors nous avons

ż

BT
fpzqdz “ 0. (27.14)

Démonstration. Nous notons γ “ BT . Dans la suite nous allons définir une suite de triangles T pnq
et nous noterons γn “ BT pnq avec une orientation que nous allons expliquer. Pour commencer nous
posons T p0q “ T et γ0 “ BT p0q.

Nous considérons le cas z1 R T , et nous posons

c “ lpγq´2|
ż

γ
f |. (27.15)

Notre objectif est de montrer que c “ 0. Soit A,B,C les trois sommes du triangle ; nous divisons
le triangle de la façons suivante. D’abord nous considérons les points A1, B,C 1 respectivement
milieux de BC, AC et AB. En traçant le triangle A1B1C 1, nous construisons quatre triangles que
nous nommons T p0qi . Le théorème de Thalès assure que le périmètre de chacun des quatre triangles
est la moitié du périmètre du grand triangle T .

Sur T nous choisissons l’orientation ABC. De façon à être « compatible », nous choisissons les
orientations AC 1B1, BA1C 1 et A1CB1. La somme de ces trois triangles donne T plus le triangle
A1C 1B1. Par conséquent nous choisissons sur le triangle central l’orientation (inverse) AB1C 1 de
façon à avoir ż

γ
f “

4ÿ

i“1

ż

BT p0qi

f. (27.16)

Cela implique que pour au moins un des quatre triangles (disons T p0qk pour fixer les idées) nous
ayons ż

BT p0q
k

f ě 1
4

ż

BT p0q
f (27.17)

Nous notons T p1q ce triangle. Comme noté précédemment nous avons

lpBT p1qq “ 1
2 lpBT

p0qq, (27.18)

et donc
lpγ1q´2|

ż

γ1

|f “ 4lpγ0q´2|
ż

γ1

f | ě 4lpγ0q´2 1
4 |
ż

γ0

f | “ c. (27.19)

En répétant le procédé nous construisons une suite de triangles T pnq qui satisfont toujours

lpBT pnqq “ 1
2n lpBT

p0qq. (27.20)

1. Nous considérons ici le triangle « plein ».
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Ces triangles forment une suite de fermés emboités dont le diamètre tend vers zéro. Leur intersec-
tion contient donc exactement un point (lemme 18.119) que nous nommons z0 (et qui appartient
évidemment à Ω). Étant donné que f est holomorphe nous utilisons le développement limité (27.1)
autour de z0 :

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|qpz ´ z0q (27.21)
avec limtÑ0 sptq “ 0. Nous posons gpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q et nous considérons ε ą 0. Soit
α ą 0 tel que

|fpzq ´ gpzq| ă ε|z ´ z0| (27.22)
pour tout |z´ z0| ă α. Le α à choisir pour obtenir cet effet est celui qui donne sp|z´ z0|q ă ε. Soit
N P N tel que lpγnq ă α pour tout n ą N . D’autre part, deux points dans un triangle sont toujours
à distance moindre que la longueur d’un côté, donc pour tout z P T pnq nous avons |z ´ z0| ă α et
par conséquent pour tout z dans T pnq nous avons

|fpzq ´ gpzq| ă ε|z ´ z0|. (27.23)

Notons que la fonction g est une dérivée : c’est la dérivée de la fonction

Gpzq “ zfpz0q ` 1
2f
1pz0qpz ´ z0q2. (27.24)

Par conséquent nous avons ż

γn

g “ 0 (27.25)

par le lemme 27.4. Nous avons donc

|
ż

γn

f | “ |
ż

γn

pf ´ gq| (27.26a)

ď lpγnqmaxt|fpzq ´ gpzq| tel que z P T pnqu (27.26b)
ď εlpγnq2, (27.26c)

et par conséquent
c ď lpγnq´2|

ż

γn

f | ď ε, (27.27)

ce qui signifie que c “ 0 parce que ε est arbitraire. Nous avons donc prouvé le lemme de Goursat
dans le cas où le point de non holomorphie z1 est en dehors de T .

Si z1 est sur un côté, disons sur le côté AB, alors nous considérons un vecteur v P C tel que
Tε “ T ` εv ne contienne z1 pour aucun ε. Le vecteur v “ z1 ´ C fait par exemple l’affaire. En
vertu du point précédent nous avons ż

BTε
f “ 0 (27.28)

pour tout ε ą 0. Étant donné que la fonction f est continue (y compris en z1), l’intégrale sur BT
est également nulle.

Si maintenant le point z1 est à l’intérieur de T nous décomposons T en trois triangles ayant
z1 comme sommet commun. Si nous considérons les orientations Az1C, ABz1 et BCz1, alors nous
avons ż

T
f “

ż

Az1C
f `

ż

ABz1

f `
ż

BCz1

f, (27.29)

alors que par le point précédent les trois intégrales du membre de droite sont nulles.

Proposition 27.6 ([395]).
Soient Ω un ouvert étoilé et f une fonction holomorphe sur Ω sauf éventuellement en un point z1
où f est seulement continue. Alors si γ est un chemin fermé dans Ω, nous avons

ż

γ
f “ 0. (27.30)
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Proposition 27.7.
Si fpzq “ ř

n anz
n a pour rayon de convergence R, alors f est C-dérivable et nous pouvons dériver

terme à terme dans la boule ouverte Bp0, Rq.
Démonstration. Cela est exactement la proposition 16.25.

27.1.3 Lacets, indice et homotopie

Proposition-définition 27.8.
Soit γ un chemin fermé 2 dans C. L’indice de la courbe γ est la fonction

Indγ : Czγ Ñ Z

z ÞÑ 1
2πi

ż

γ

dω

ω ´ z .
(27.31)

Un chemin continu et fermé (au sens γp1q “ γp0q) est un lacet.
(1) La fonction Indγ est continue et prend effectivement des valeurs entières.
(2) La fonction indice est constante sur chaque composante connexe de Czγ et est nulle sur la

composante non bornée.

Le second point est en partie la proposition 7.39.

Définition 27.9.
Si γ1 et γ2 sont deux lacets en x0 P X (un espace topologique), une équivalence d’homotopie
est une application f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X telle que
(1) fp0, tq “ γ1ptq pour tout t ;
(2) fp1, tq “ γ1ptq pour tout t ;
(3) pour chaque t P r0, 1s, l’application s ÞÑ fps, tq est continue ;
(4) pour chaque s P r0, 1s, l’application t ÞÑ fps, tq est un lacet basé en x0.

Exemple 27.10
Si γ est un cercle de centre z0 P C et de rayon r, alors

Indγpzq “
#

2πi si z P Bpz0, rq
0 sinon.

(27.32)

La seconde ligne provient directement de la proposition 27.8. Pour la première, le cercle γ se
paramètre par

γpθq “ z0 ` reiθ, (27.33)
et l’intégrale vaut ż

γ

dω

ω ´ z0
“

ż 2π

0

1
reiθ

ireiθdθ “ 2πi. (27.34)

L’indice de ce chemin va évidemment jouer un rôle particulier dans la suite. 4

Théorème 27.11 (Cauchy, version homotopique[396]).
Soient Ω un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur Ω. Si γ1 et γ2 sont deux lacets homotopes
de classe C1 dans Ω, alors ż

γ1

fpzqdz “
ż

γ2

fpzqdz. (27.35)

Corollaire 27.12 ([396]).
Soient a P C ainsi que deux chemins γ1 et γ2 homotopes dans Cztau. Alors Intpγ1, aq “ Indpγ2, aq.

Il y a aussi des choses sur l’indice dans [395].
2. Par abus de langage, nous désignerons par γ à la fois le chemin et son image.
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27.1.4 Théorème de Cauchy et analycité

Cette sous-section veut prouver le théorème de Cauchy. Comme d’habitude, une référence qui
ne peut pas rater est [395].

Théorème 27.13 (Formule de Cauchy).
Soient Ω ouvert dans C, z0 P Ω et f une fonction holomorphe sur Ω. Soit r ą 0 tel que Bpz0, rq Ă Ω.
Alors pour tout z P Bpz0, rq nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq
ω ´ z dω. (27.36)

Démonstration. Soit z P Bpz0, rq. Considérons la fonction

gpωq “
#
fpωq´fpzq

ω´z si ω ‰ z

f 1pzq si ω “ z.
(27.37)

Cette fonction est holomorphe sur Bpz0, rqztzu et continue en z. Elle vérifie donc la proposition 27.6
et nous avons ż

γ
g “ 0 (27.38)

où γ est le cercle de centre z0 et de rayon r. Nous avons donc

0 “
ż

γ

fpωq
ω ´ z ´

ż

γ

fpzq
ω ´ z , (27.39)

et ayant déjà calculé la seconde intégrale dans l’exemple 27.10 nous en déduisons
ż

γ

fpωq
ω ´ z dω “ 2πifpzq, (27.40)

ce qu’il fallait.

Définition 27.14.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-analytique sur Ω si pour tout z0 P Ω, il existe une suite complexe
pcnq et r ą 0 tels que

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ z0qn (27.41)

pour tout z P Bpz0, rq.
Théorème 27.15.
Soient Ω ouvert dans C et f holomorphe sur Ω. Soient encore z0 P Ω et r0 tels que Bpz0, r0q Ă Ω.
Alors :
(1) Sur Bpz0, r0q, la fonction f s’écrit

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (27.42)

(2) Nous avons

an “ f pnqpz0q
n! “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1dω (27.43)

où γ “ BBpz0, rq avec |z ´ z0| ă r ă r0.
(3) En particulier f est infiniment dérivable.
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Démonstration. Soit r ą 0 tel que |z ´ z0| ă r ă r0. La formule de Cauchy (théorème 27.13) nous
dit que

fpzq “ 1
2πi

ż

γ

fpωq
ω ´ z dω (27.44)

où γ “ BBpz0, rq. Nous pouvons paramétrer ce chemin par ω “ z0` reiθ et θ P r0, 2πs. Nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
z0 ` reiθ ´ z rie

iθdθ (27.45a)

“ 1
2π

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
1´ e´iθpz ´ z0q{rdθ. (27.45b)

Nous pouvons développer l’intégrante en puissance de pz ´ z0q en utilisant la formule 16.359. Ici
le rôle de x est tenu par

e´iθpz ´ z0q{r (27.46)

dont le module est bien plus petit que 1, par hypothèse sur r. Nous avons donc

fpzq “ 1
2π

ż 2π

0

8ÿ

n“0
fpz0 ` reiθqe´inθr´npz ´ z0qndθ. (27.47)

L’art est maintenant de permuter la somme et l’intégrale. Pour cela nous remarquons que ce qui
se trouve dans la somme est majoré en module par

M

ˇ̌
ˇ̌z ´ z0

r

ˇ̌
ˇ̌
n

(27.48)

où M est le maximum de |f | sur γ. La borne (27.48) ne dépend pas de θ ; par conséquent la
convergence de la somme est uniforme en θ par le critère de Weierstrass (théorème 13.295). Le
théorème 16.1 s’applique 3 et nous pouvons permuter la somme avec l’intégrale.

Ce que nous trouvons est que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (27.49)

où
an “ 1

2π

ż 2π

0
fpz0 ` reiθqe´inθr´ndθ “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1 . (27.50)

Cette formule est valable pour |z´z0| ă r. Sur cette boule, la fonction est donc une série entière. Le
théorème de Taylor 16.100 nous permet donc d’affirmer que f est partout infiniment continument
dérivable (parce que en chaque point on a un voisinage sur lequel c’est vrai), et d’identifier les
coefficients (qui, eux, ne sont valables que localement) sous la forme

an “ f pnqpz0q
n! . (27.51)

Corollaire 27.16.
Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω telle que pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω,
nous ayons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpξq
ξ ´ adξ. (27.52)

Alors f est holomorphe.
3. Étant donné que nous savions déjà que la somme était une fonction intégrable, nous sommes loin d’avoir utilisé

toute la puissance du théorème.
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Démonstration. Il suffit de recopier la démonstration du théorème 27.15 pour savoir que f se
développe en série de puissances et est donc en particulier dérivable.

Le fait qu’une fonction holomorphe soit C8 comme dit dans la proposition 27.15 permet de
démonter un résultat de dérivation sous l’intégrale, qui dépend de pouvoir majorer la différentielle.

Proposition 27.17.
Soit une fonction continue g : RˆCÑ C. Nous supposons que pour tout t, la fonction z ÞÑ gpt, zq
est C-dérivable (définition 13.243) et différentiable. Soit B compact dans R et la fonction

Gpzq “
ż

B
gpt, zqdt. (27.53)

que nous supposons exister pour tout z.
Alors

G1pzq “
ż

B
g1pt, zqdt (27.54)

où le prime réfère à la C-dérivée par rapport à la variable z à t fixé.

Démonstration. Nous fixons z P C et nous considérons la suite de fonctions

giptq “ gpt, z ` εiq ´ gpt, zq
εi

(27.55)

où εi est une suite de nombres complexes tendant vers zéro (εi CÝÑ 0). Si la limite existe et ne
dépend pas de la suite choisie, alors limiÑ8 giptq “ g1pt, zq. Et vu que g est supposée dérivable,
c’est le cas.

Nous avons aussi, par linéarité de l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt. (27.56)

La difficulté est de permuter la limite et l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 15.184). Afin de majorer |giptq| par une fonction intégrable en t
(uniformément en i), nous exploitons le théorème des accroissements finis, théorème 12.151. En
notant dg la différentielle de g par rapport à z à t fixé, pour chaque t et chaque i nous avons

|gpt, z ` εiq ´ gpt, zq| ď sup
ξPrz,z`εis

}dgξ}}εi}. (27.57)

Vu que z est fixé et que ξ est dans le compact rz, z ` εis et que dg est continue (parce que la
C-dérivabilité implique la continuité de la différentielle parce que nous avons l’analycité par le
théorème 27.15), nous pouvons majorer }dgξ} par une constante Mipzq qui dépend a priori de i et
de z.

Heureusement, nous pouvons prendre a fortiori le supremum sur Bpz, |εi|q (qui est tout autant
compact) et supposer que |εi| est strictement décroissante ; de toutes façons, il y a un maximum
parce que |εi| Ñ 0. Dans ce cas, il suffit de prendre le supremum de }dgξ} pour ξ P Bpz, |ε1|q et ça
contente tout le monde.

Quoi qu’il en soit nous avons une constante Mpzq telle que

|gpt, z ` εiq ´ gpt, zq| ďMpzq}εi} (27.58)

et donc |giptq| ď Mpzq. La constante (par rapport à t) Mpzq est évidemment intégrable sur le
compact B et nous pouvons permuter la limite avec l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt “

ż

B
lim
iÑ8 giptqdt “

ż

B
g1pt, zqdt. (27.59)
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Proposition 27.18.
Une fonction continue f est holomorphe si et seulement si la 1-forme différentielle fpzqdz est
localement exacte.

Démonstration. Si f est holomorphe, alors nous avons vu que f était différentiable et que dfz “
fpzqdz par la formule 13.625.

Dans le sens inverse, supposons que fpzqdz est localement exacte, et soit F telle que dF “
fpzqdz. Ce que nous allons faire est montrer que la dérivée de F existe et vaut f . En effet, la
définition de la différentielle nous dit que

lim
hÑ0

ˇ̌
ˇ̌F pz ` hq ´ F pzq ´ dFzphq

h

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (27.60)

La limite vaut évidemment encore zéro si nous enlevons les modules :

0 “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq ´ fpzqh
h

(27.61a)

“ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

´ fpzq. (27.61b)

Donc F 1 “ f . Cela montre que F est C-dérivable et donc holomorphe. En conséquence du théo-
rème 27.15, la fonction F est infiniment dérivable et f l’est alors aussi. La fonction f est donc
holomorphe 4.

27.1.5 Théorème de Brouwer en dimension 2
Pour d’autres versions du théorème de Brouwer, voir la sous-section 21.5.1.

Théorème 27.19 (Brouwer en dimension 2[43]).
Soit B la boule unité fermée de R2. Alors toute application continue de B dans elle-même admet
un point fixe.

Démonstration. Supposons que la fonction f P C0pB,Bq n’admette pas de points fixes sur B “
Bp0, 1q. Pour x P B nous notons gpxq l’intersection entre BB et la demi-droite allant de fpxq vers
x. C’est bien parce que f n’a pas de points fixes que g est bien définie.

En reprenant le même début de la preuve de la proposition 21.30 nous savons que la fonction

g : Bp0, 1q Ñ BBp0, 1q
x ÞÑ λpxq`x´ fpxq˘` fpxq (27.62)

est continue. De plus gpxq “ x sur BBp0, 1q. Nous allons montrer qu’une telle fonction 5 ne peut
pas exister.

Pour s P r0, 1s nous paramétrons le cercle BBp0, sq par
xs : r0, 1s Ñ BBp0, 1q

t ÞÑ `
s cosp2πtq, s sinp2πtq˘. (27.63)

Ensuite nous considérons les chemins
γs : r0, 1s Ñ BBp0, sq

t ÞÑ g ˝ xs. (27.64)

L’application γs est continue et γsp0q “ γsp1q. Les chemins γs sont des lacets ; nous nous intéressons
maintenant à l’indice au point 0 de γ0 et γ1. D’une part γ0ptq “ gp0q (lacet constant) et γ1ptq “ e2iπt

(parce que gpxq “ x sur le bord). Nous avons donc, en utilisant l’indice de la définition 27.8,

Indγ0p0q “
1

2πi Indγ0
dω

ω
“ 1

2πi

ż 1

0

γ10ptq
γ0ptqdt “ 0, (27.65)

4. Dire que la dérivée d’une fonction holomorphe est holomorphe est un raisonnement classique.
5. Qui est nommée rétraction de la sphère sur elle-même.
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alors que

Indγ1p0q “
1

2πi

ż 1

0

2iπe2iπt

e2iπt dt “ 1. (27.66)

Nous considérons l’homotopie

γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ Bp0, 1q
ps, tq ÞÑ γsptq “ pg ˝ xsqptq.

(27.67)

Nous avons gp0q ‰ 0 parce que g prend ses valeurs sur le bord. Vu que c’est une équivalence
d’homotopie 6 entre γ1 et γ2, les indices devraient être égaux par le corollaire 27.12.

27.1.6 Principe des zéros isolés

Théorème 27.20 (Principe des zéros isolés [395]).
Soient f une fonction holomorphe et a, une zéro non isolé de f . Alors f est nulle sur un voisinage
de a.

Démonstration. Nous écrivons f sous la forme d’une série entière 7 autour de a :

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn (27.68)

valable sur une boule Bpa, rq. Soit cm le premier coefficient non nul (si il n’existe pas c’est que f
est nulle sur tout Bpa, rq et alors le théorème est prouvé). Nous avons alors

fpzq “ cmpz ´ aqm
`
1`

8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk

˘
(27.69)

avec dk “ ck`m{cm. Le rayon de convergence de la série
ř
k dkpz ´ aqk est le même que celui de

(27.68) parce que la suite dkr
m`k

cm
reste bornée (critère d’Abel, lemme 16.10). Si nous posons

gpzq “ 1`
8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk, (27.70)

alors g est une fonction continue et gpaq “ 1. De plus

fpzq “ cmpz ´ aqmgpzq. (27.71)

Soit une suite pznq de zéros de f qui converge vers a. Étant donné que g est continue, nous
devrions avoir limkÑ8 gpzkq “ gpaq “ 1, mais si fpzkq “ 0 avec zk ‰ a, alors gpzkq “ 0. Cela est
un paradoxe qui nous permet de conclure que si la suite zn existe bien, alors f est identiquement
nulle sur un voisinage, c’est-à-dire que tous les cn sont nuls.

Corollaire 27.21.
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe Ω. Si f s’annule sur un ouvert (non vide)
de Ω, alors f s’annule sur tout Ω.

Démonstration. soit

N “ tz P Ω tel que f “ 0 sur un ouvert autour de zu. (27.72)

6. Définition 27.9
7. Possible par le théorème 27.15 parce que f est holomorphe.
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Le fait que N soit ouvert est évident à partir de sa définition. Nous allons montrer que N est
également fermé dans Ω, et donc conclure que N “ Ω. Soit pznq une suite dans N convergente vers
z P Ω. Étant donné que fpznq “ 0 et que f est continue, nous avons

fpzq “ lim
nÑ8 fpznq “ 0, (27.73)

ce qui fait de z un zéro non isolé de f . Par conséquent le principe des zéros isolés (théorème 27.20)
nous enseigne que f s’annule dans un voisinage autour de z, c’est-à-dire que z P N . L’ensemble N
est donc fermé.

Définition 27.22.
Si K est un compact de C, nous disons qu’une fonction est holomorphe sur K si il existe un
ouvert contenant K sur lequel f est holomorphe.

Et si f n’est réellement définie que sur K, elle est holomorphe sur K si il existe une extension
holomorphe de f vers un ouvert contenant K.

Lemme 27.23.
Si f est une fonction holomorphe sur le compact K, alors il existe une fonction polynôme Pf et
une fonction holomorphe hf ne s’annulant pas sur K telles que f “ hfPf .

Démonstration. Soit une fonction f vérifiant les conditions. Si f est identiquement nulle, alors il
suffit de prendre Pf “ 0 et c’est fait. Nous supposons donc que f n’est pas identiquement nulle.
Quantité finie de racines D’abord f ne peut s’annuler qu’un nombre fini de fois sur K. Sinon,

on pourrait considérer une suite des racines 8 de f dans K. Vu qu’une suite dans un compact
contient une sous-suite convergente (théorème 7.97), la fonction f aurait un point d’accumu-
lation de racines. Alors le principe des zéros isolés (théorème 27.20) nous donne un ouvert
sur lequel f est nulle et donc le corollaire 27.21 nous dit que f est identiquement nulle.

Autour d’une racine Bref, la fonction f possède un nombre fini de racines sur K. Soit z0 l’un
d’eux.
Par le théorème 27.15(1), nous avons, sur un voisinage de z0 :

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (27.74)

En particulier, 0 “ fpz0q “ a0. Donc a0 “ 0. Soit k, le plus petit naturel pour lequel ak ‰ 0.
Nous avons

fpzq “ pz ´ z0qkgpzq (27.75)
avec gpzq “ ř8

n“0 ak`npz ´ z0qn.. Vu que ak ‰ 0 nous avons gpz0q ‰ 0. Montrons à présent
que g est holomorphe sur un voisinage de z0. Vu que la série définissant g est une sous-série
d’une série convergente sur un voisinage, elle converge sur un voisinage et la proposition 27.7
nous dit que g est C-dérivable. C’est-à-dire holomorphe par définition.

Autour de toutes les racines Soient pziq les racines (en nombre fini). Pour chaque i nous avons
une boule Bpzi, riq sur laquelle f “ Pigi où Pi est un polynôme de la forme pz ´ ziqk et gi
est holomorphe sur Bpzi, riq. Nous définissons la fonction suivante :

hpzq “

$
’&
’%

fpzqś
k Pkpzq

si z ‰ zi

giś
k‰i Pkpzq

si z “ zi.
(27.76)

Cette fonction ne s’annule jamais. Mais est-elle holomorphe ?
Si z ‰ zi (sous-entendu : pour tout i), alors sur un voisinage, h “ f{śPk qui est un quotient
de fonctions holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est donc holomorphe
sur ce voisinage par le lemme 13.251.

8. Notez l’utilisation de la proposition 1.26 que je vous invite à ne pas considérer comme une trivialité absolue.
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Pour les autres notons que pour tout z P Bpzi, riq,

h “ giś
k‰i Pk

. (27.77)

Cela est encore un quotient dont le dénominateur ne s’annule pas 9.
La réponse Nous avons, pour tout z P K :

fpzq “ hpzq
ź

k

Pkpzq. (27.78)

Afin de détendre l’atmosphère, nous allons laisser tomber l’analyse quelques instants et prouver
un résultat d’algèbre.

Proposition 27.24 ([1, 397]).
L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact 10 donné de C est principal 11.

Démonstration. Nous nommons A l’ensemble des fonctions holomorphes sur le compact K, et J
un anneau de A.
A est un anneau Le point délicat de la définition 1.37 est le fait que la somme et le produit

d’éléments de A sont des éléments de A parce que les résultats type « la somme de deux
fonctions holomorphes est holomorphes » sont valides sur des ouverts alors que nous sommes
ici sur un compact. Soient f et g dans A ; nous nommons Ωf et Ωg des ouverts contenant K
tels que f est holomorphe sur Ωf et g sur Ωg.
L’ensemble Ωf X ωg est un ouvert (intersection d’ouverts) contenant K et sur lequel f et g
sont holomorphes. Donc f ` g et fg y sont holomophes.

Engendré par des polynômes Pour chaque f P J nous écrivons f “ Pfhf en vertu de la décom-
position donnée par le lemme 27.23. Vu que hf ne s’annule pas, 1{hf est encore holomorphe
sur K et nous déduisons que Pf “ f{hf est dans J . La partie

S “ tPf tel que f P Ju (27.79)

est génératrice de J parce que, par construction, tous les éléments de J sont des produits
d’éléments de S par des fonctions holomorphes sur K (donc, des éléments de A). Mais tous
les éléments de S sont dans J , donc pSq “ J .

Un polynôme pour tous les engendrer Soit M , l’idéal de CrXs engendré par S. Attention :
J est l’idéal de A engendré par S. Mais l’idéal de CrXs engendré par S est peut-être autre
chose. Vu que C est un corps, le lemme 3.163 dit que CrXs est principal. Donc M est un
idéal principal de CrXs et nous avons un polynôme p P CrXs tel que

M “ CrXsp. (27.80)

Si vous avez compris le chausse trappe, vous saurez pourquoi il faut écrire M “ CrXsp et
non utiliser l’écriture plus simple «M “ ppq ».

ACrXs “ A L’inclusion A Ă ACrXs est dûe au fait que 1 P CrXs, et l’autre inclusion est le fait
que CrXs Ă A alors que A est un anneau.

Suite des opérations Nous avons :

J “ AS Ă ACrXsp. (27.81)

9. Nous avons choisi les ri de telle sorte que les boules ne s’intersectent pas.
10. Être holomorphe sur un compact signifie qu’il existe une extension holomorphe à un ouvert contenant le

compact.
11. Définition 3.96
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Voilà une inclusion de montrée. Reste à faire l’autre.
Vu que p P J nous avons aussi Ap Ă J . Et donc

ACrXsp “ Ap Ă J. (27.82)

Avec ces deux inclusions, J “ ACrXsp “ Ap. Donc J est engendré par un seul élément et
est principal.

27.1.7 Prolongement de fonctions holomorphes

Proposition 27.25.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction holomorphe sur Ωztau (a P Ω). Nous supposons
qu’il existe r ą 0 tel que f est bornée sur Bpa, rq X Ω. Alors f se prolonge en une fonction
holomorphe sur Ω.

Le théorème de prolongement de Riemann 27.39 donnera plus d’informations.

Démonstration. Nous définissons la fonction g : Ω Ñ C par

gpzq “
#
pz ´ aqfpzq si z ‰ a

0 si z “ a.
(27.83)

Sur Ωztau, la fonction g est holomorphe (produit de fonctions holomorphes), et elle est continue
en a. Par conséquent elle est holomorphe sur Ω. Nous la développons en série entière sur une boule
Bpa, rq :

gpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn. (27.84)

Nous avons gpaq “ c0 “ 0. Nous posons

ϕpzq “
8ÿ

n“0
cn`1pz ´ aqn. (27.85)

Si z ‰ a, alors ϕpzq “ fpaq parce que ϕpzq “ gpzq{pz ´ aq. Mais ϕ est continue en a, et donc
holomorphe en a.

La fonction ϕ est par conséquent un prolongement holomorphe de f en a.

27.1.8 Théorème de Runge

Le théorème que nous allons prouver n’est en réalité qu’une partie de ce qui est usuellement
appelle le théorème de Runge.

Théorème 27.26 (Théorème de Runge).
Soit K, un compact de C tel que AK soit connexe. Si a P AK alors la fonction

ϕapzq “ 1
z ´ a (27.86)

est limite uniforme de polynômes sur K.

Démonstration. Nous considérons P pKq, l’adhérence des polynômes sur K pour la norme uniforme
(sur K). Nous devons montrer que pour tout a P AK, la fonction ϕa est dans P pKq. Pour cela nous
considérons l’ensemble

A “ ta P AK tel que ϕa P P pKqu (27.87)
et nous allons montrer qu’il est à la fois non vide, ouvert et fermé dans le connexe AK.

Je répète : nous allons prouver l’ouverture et la fermeture pour la topologie de AK. Nous n’allons
pas prouver que A est un ouvert de C. Ce qui sera par conséquent prouvé est que A “ AK.
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Non vide Soit R “ supzPK |z| et a P AK tel que |a| ą R. Nous avons

ϕapzq “ 1
a

1
z
a ´ 1 “ ´

1
a

1
1´ z

a

“ ´1
a

8ÿ

k“0

´z
a

¯k “
8ÿ

k“0

zk

ak`1 . (27.88)

Ici la convergence de la série et sa limite sont assurées par le fait que |z{a| ă 1 par choix de
R et a. La suite de polynômes

Pnpzq “
nÿ

k“0

zk

ak`1 (27.89)

converge uniformément sur Bp0, Rq et en particulier sur K. Donc Pn Ñ ϕa.
Fermé Nous allons montrer que la fermeture de A (dans AK) est inclue dans A, et donc qu’elle

est égale à A et donc que A est fermé. Par le lemme 7.12, la fermeture de A dans AK est
l’ensemble ĀX AK où Ā est la fermeture de A au sens usuel.
Bref, soit a P Ā X AK, et montrons que ϕa P P pKq. Vu que P pKq est déjà une fermeture,
nous aurons en fait ϕa P P pKq et donc a P A, ce qui signifierait que ĀXAA “ A et donc que
A est fermé.
Au travail.
Soit panq P A une suite convergente vers a. Soit aussi d “ dpa,Kq ; on a d ą 0 parce que K
est compact et a est hors de a alors le complémentaire de K est ouvert. Nous choisissons en
plus la suite an pour avoir |an´a| ă d

2 ; au pire on prend la queue de suite. Soit z P K ; nous
avons

|ϕanpzq ´ ϕapzq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
z ´ an ´

1
z ´ a

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ an ´ a
pz ´ anqpz ´ aq

ˇ̌
ˇ̌ . (27.90)

Vu que an P Bpa, d2q et que z P K et d “ dpa,Kq nous avons |an´z| ě d
2 ; et aussi |a´z| ě d

2 .
Nous pouvons donc majorer (27.90) par

|ϕanpzq ´ ϕapzq| ď 2 |an ´ a|
d2 . (27.91)

Donc nous avons
}ϕa ´ ϕan}K ď 2 |an ´ a|

d2 Ñ 0 (27.92)

où la norme }.}K est la norme supremum sur K. Donc a P P pKq “ P pKq et A est fermé.
Ouvert Vu que K est compact, il est fermé et donc AK est ouvert. Par conséquent, ainsi que

précisé dans l’exemple 7.13, les ouverts de AK sont les ouverts de C contenus dans AK. Afin
de prouver que A est ouvert, nous prenons a P A et nous cherchons une boule (au sens de
C) autour de a qui serait incluse dans A.
Soit donc h P C « petit » dans un sens que nous allons préciser plus tard. Encore une fois
nous posons d “ dpa,Kq. Nous avons

ϕa`hpzq “ 1
z ´ a´ h “

1
z ´ a

1
1´ h

z´a
“

8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 . (27.93)

Déjà ici nous demandons h ă supzPK |z ´ a|. Puisque |z ´ a| ą d, nous avons alors

|ϕa`hpzq| ď
8ÿ

k“0

hk

dk`1 ă 8. (27.94)

Cela pour dire que la somme à droite de (27.93) converge bien pourvu que h soit bien petit.
Nous pouvons donc poursuivre :

ϕa`hpzq “
8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 “
8ÿ

k“0
hkϕapzqk`1. (27.95)
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Nous montrons maintenant que la convergence de la somme (27.95) est en réalité uniforme
en z. En effet

ˇ̌
ϕa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkϕapzqk`1 ˇ̌ “ ˇ̌ 8ÿ

k“N`1
hkϕapzqk`1 ˇ̌ (27.96a)

ď
8ÿ

k“N`1
|h|k|ϕapzq|k`1. (27.96b)

Étant donné que ϕa est continue sur le compact K, elle y est majorée en module ; on peut
même être plus précis :

|ϕapzq| “ 1
|z ´ a| ď

1
d
. (27.97)

Nous pouvons donc écrire

ˇ̌
ϕa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkϕapzqk`1 ˇ̌ ď 1

d

8ÿ

k“N`1

ˇ̌
ˇ̌h
d

ˇ̌
ˇ̌
k

. (27.98)

Étant donné que la somme
ř8
k“0 |h{d|k converge, la limite N Ñ8 est nulle et nous avons

lim
NÑ8 }ϕa`h ´

Nÿ

k“0
hkϕk`1

a }K “ 0. (27.99)

Pour avoir ϕa`h P P pKq, il faut encore savoir si les fonctions ϕka sont dans P pKq pour tout
k. Dans ce cas pour chaque N la somme sera encore dans P pKq et ϕa`h sera limite uniforme
d’éléments de P pKq.
Par hypothèse, ϕa P P pKq ; soit Pn une suite de polynômes qui converge uniformément vers
ϕa. Nous allons montrer qu’alors la suite de polynômes P kn converge uniformément vers ϕka.
Soit n tel que }Pn ´ ϕa}K ď ε et utilisons le produit remarquable

ak ´ bk “ pa´ bq
k´1ÿ

i“0
aibk´1´i (27.100)

pour obtenir

|Pnpzqk ´ ϕapzqk| ď |Pnpzq ´ ϕapzq|
k´1ÿ

i“0
|Pnpzqiϕapzqk´1´i|. (27.101)

Vu que Pn et ϕa sont continues sur le compact K, on peut majorer la somme par une
constante M , et il restera

|Pnpzqk ´ ϕapzqk| ďM |Pnpzq ´ ϕapzq|, (27.102)

ou encore
}P kn ´ ϕka} ďMε. (27.103)

Cela prouve que ϕka P P pKq et donc que ϕa`h est limite uniforme (sur K) d’éléments de
P pKq et donc fait partie de P pKq lui aussi.
Ceci achève de prouver que A est ouvert dans AK.

Conclusion L’ensemble A est non vide, ouvert et fermé dans AK, donc il est égal à AK. Le
théorème est ainsi démontré.
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27.2 Intégrales de fonctions holomorphes
Nous commençons par le lemme technique.

Lemme 27.27 ([395]).
Soit f une fonction holomorphe sur Bpz0, r0q. Pour tout z P Bpz0, rq (avec r ă r0) nous avons

|f 1pzq| ď r`
r ´ |z ´ z0|

˘2 max
 
fpz0 ` reiθq

(
θPR. (27.104)

Démonstration. Par translation nous pouvons supposer que z0 “ 0. Étant donné que f est holo-
morphe, elle admet un développement en séries entières

fpzq “
8ÿ

n“0
anz

n (27.105)

et nous notons M “ maxtfpzq tel que z P Bp0, rqu. Nous avons rn|an| ďM . Par conséquent

|f 1pzq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“1
nanz

n´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (27.106a)

ď 1
r

ÿ
rn|an|n

ˆ |z|
r

˙n´1
(27.106b)

ă M

r

ÿ
n

ˆ |z|
r

˙n´1
. (27.106c)

À ce point nous devons utiliser la série de l’exemple 16.108. Nous avons alors

|f 1pzq| ď M

r

1´
1´ |z|

r

¯2 “
Mr

pr ´ |z|q2 . (27.107)

Théorème 27.28 (Holomorphie sous l’intégrale[395]).
Soit un espace mesuré pΩ, µq, un ouvert A dans C et une fonction f : A ˆ Ω Ñ C. Nous voulons
étudier la fonction

F pzq “
ż

Ω
fpz, ωqdµpωq (27.108)

pour tout z P A. Nous supposons que
(1) la fonction fp., ωq est holomorphe sur A pour chaque ω.
(2) La fonction fpz, .q est mesurable sur pΩ, µq.
(3) Pour tout compact K Ă A, il existe une fonction gK : Ω Ñ R telle que |fpz, ωq| ď gKpωq et

telle que ż

Ω
gKpωqdµpωq (27.109)

existe.
Alors la fonction F est holomorphe et

F 1pzq “
ż

Ω

Bf
Bz pz, ωqdµpωq. (27.110)

Démonstration. Soient z0 P A et r ą 0 tels que K “ Bpz0, rq Ă A. Pour chaque ω P Ω nous
considérons la fonction

fω : Bpz0, rq Ñ C

z ÞÑ fpz, ωq. (27.111)
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Étant donné que Bpz0, rq est compacte, la fonction |fω| est majorée par un nombre que nous
notons fKpωq qui est indépendant de z (pour autant que z P K). Nous désignons par Spz0, rq la
frontière de la boule Bpz0, rq. Étant donné que la majoration est valable sur Bpz0, rq, nous avons
en particulier

|fωpzq| ď fKpωq (27.112)

pour tout z P S. En utilisant la lemme 27.27 nous avons

|f 1ωpzq| ď
r

pr ´ |z ´ z0|q2 maxtfpz0 ` reiθquθPR (27.113a)

ď rfKpωq
pr ´ |z ´ z0|q2 . (27.113b)

Cette majoration est valable pour tout z P Bpz0, rq. Si nous supposons de plus que z P Bpz0, r{2q
nous avons

|f 1pzq| ď rfKpωq`
r ´ r

2
˘2 “

4
r
fKpωq. (27.114)

Étant donné que la boule Bpz0, r{2q est convexe, la fonction fω est Lipschitz et pour tout h P C
tel que |h| ă r{2 nous avons

ˇ̌
ˇ̌fωpz0 ` hq ´ fωpz0q

h

ˇ̌
ˇ̌ ď 4fKpωq

r
. (27.115)

Soit maintenant une suite phnq qui converge vers 0 dans C. Nous considérons la suite de fonctions
correspondantes

gnpωq “ fpz0 ` hn, ωq ´ fpz0, ωq
hn

. (27.116)

Cette suite de fonctions vérifie la convergence ponctuelle

gnpωq Ñ Bf
Bz pz0, ωq. (27.117)

De plus gn est une fonction (de ω) dominée par 4fK
r qui est intégrable. Par conséquent le théorème

de la convergence dominée nous indique que
ż

Ω
gnpωqdµpωq Ñ

ż

Ω

Bf
Bz pz0, ωqdµpωq, (27.118)

tandis que

F 1pzq “ lim
nÑ8

F pz0 ` hnq ´ F pz0q
hn

“ lim
nÑ8

ż

Ω
gN pωqdµpωq. (27.119)

Corollaire 27.29.
Si f est une fonction holomorphe sur l’ouvert ξ contenant la fermeture de la boule Bpz0, rq, alors
pour tout z dans Bpz0, ρq (ρ ă r) les dérivées de f s’expriment pas la formule suivante :

f pkqpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (27.120)

Démonstration. Nous faisons par récurrence.
Pour la dérivée première Nous appliquons le théorème 27.28 à la fonction

gpz, ξq “ fpξq
ξ ´ z (27.121)
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avec ξ “ BBpz0, rq et A “ Bpz0, ρq avec ρ ă r. Étant donné que f est holomorphe, elle
est continue et donc bornée sur tout compact K Ă A par une constante M (qui dépend du
compact choisi). D’autre part, nous avons toujours |ξ ´ z| ą r ´ ρ et donc

|gpz, ξq| ď M

r ´ ρ. (27.122)

La fonction constante gK “ M
r´ρ est évidemment intégrable. Le théorème conclut que f est

holomorphe (cela, nous le savions déjà 12), et

f 1pzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zq2dξ. (27.123)

Les dérivées suivantes Pour la récurrence[398] nous supposons que

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ, (27.124)

et nous tentons de calculer f pk`1qpzq. Pour cela nous paramétrons l’intégrale de façon très
usuelle :

f pkqpzq “ k!
2πi

ż 2π

0

fpreitq
preit ´ zq ire

itdt. (27.125)

Nous permettons de permuter la C-dérivation (par rapport à z) et l’intégrale en vertu de la
proposition 27.17 appliquée à la fonction

gpt, zq “ fpreitq
preit ´ zqk ` 1 ire

it. (27.126)

Cela donne

f pk`1qpzq “ k!
2iπ

ż 2π

0
fpreitqireit k ` 1

preit ´ zqk`1dt “
pk ` 1q!

2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`2dξ. (27.127)

Théorème 27.30.
Si f est une fonction holomorphe sur le disque ouvert Bpz0, Rq alors

fpzq “
8ÿ

n“0

f pnqpz0q
n! pz ´ z0qn (27.128)

et cette série converge uniformément sur tout compact.

Démonstration. Sans perte de généralité nous supposons que z0 “ 0. La formule de Cauchy (théo-
rème 27.13) fournit, pour z P Bp0, Rq,

fpzq “ 1
2πi

ż

BB
fpξq
ξ ´ z dξ “

1
2πi

ż

BB
fpξq

1´ pz{ξq
dξ

ξ
. (27.129)

En particulier notons que z P Bp0, Rq alors que ξ est sur le bord de cette boule ouverte. Donc
|ξ| ą |z| pour tous les ξ et z qui interviennent. Nous utilisons la série géométrique

1
1´ pz{ξq “

8ÿ

n“0

ˆ
z

ξ

˙n
. (27.130)

12. Et cela fournit une preuve alternative à la réciproque du théorème de Cauchy : une fonction continue qui vérifie
la formule de Cauchy est holomorphe.
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Permuter une intégrale et une somme En utilisant la mesure de comptage 13 sur N (qui est
σ-finie), nous pouvons écrire

ż

BB

8ÿ

n“0

znfpξq
ξn`1 dξ “

ż

BB

ˆż

N

gpξ, nqdmpnq
˙
dξ (27.131)

où
g : BB ˆNÑ C

pξ, nq ÞÑ znfpξq
ξn`1 .

(27.132)

Nous allons permuter les intégrales en utilisant le théorème de Fubini, selon la procédure
décrite en 15.260. Nous commençons par l’intégrale sur N :

ż

N

|gpn, ξq| “ |fpξq
ξ
|
ÿ

nPN
|z
ξ
|n “ 1

R
|fpξq| 1

1´ |z|{R. (27.133)

Ici nous avons utilisé |ξ| “ R. Notons que z est fixé depuis longtemps à l’intérieur de la boule
de rayon R de telle sorte que |z{ξ| est une constante strictement inférieure à 1.
L’intégrale sur ξ P BB n’a pas à être effectuée explicitement : nous nous contentons de prouver
qu’elle est finie. La fonction f est continue sur le compact BB. Cela parce que B est une boule
fermée dans l’ouvert Ω sur lequel f est continue. Au final l’expression à droite de (27.133)
est bornée sur le compact BB et son intégrale donne un nombre fini.
Tout ceci pour invoquer le corollaire 15.258 qui nous indique que g P L1pNˆ BBq.
Une fois g intégrable sur l’espace produit Nˆ BB, nous pouvons utiliser Fubini 15.259 pour
permuter les intégrales.

Une fois la somme et l’intégrale permutées, nous avons

fpzq “ 1
2πi

8ÿ

n“0

ż

BB
znfpξq
ξn`1 “

8ÿ

n“0

ˆ
1

2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
zn. (27.134)

Nous devons maintenant montrer que ce qui se trouve dans la grande parenthèse vaut f pnqp0q{n!.
Cela est immédiat en comparant avec la formule (27.120).

Proposition 27.31 (Morera [399]).
Soit Ω ouvert dans C et f continue. Si ż

BT
f “ 0 (27.135)

pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω, alors f est holomorphe sur Ω.

Démonstration. Il est suffisant de prouver que f est holomorphe sur toute boule ouverte Bpa, rq
inclue dans Ω. Nous posons, pour tout z P Bpa, rq,

F pzq “
ż

rp,zs
f, (27.136)

et nous considérons le chemin triangulaire aÑ z Ñ z`hÑ a où h P C est choisi assez petit pour
que z ` h P Bpa, rq. L’intégrale sur le triangle étant nulle, nous avons

0 “
ż

aÑz
f `

ż

zÑz`h
f `

ż

z`hÑa
f, (27.137)

c’est-à-dire
F pz ` hq ´ F pzq “

ż

zÑz`h
f. (27.138)

13. Définition 15.227.
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En paramétrant le chemin par z ` th avec t P r0, 1s, et en tenant compte de la remarque 21.44,

F 1pzq “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

(27.139a)

“ lim
hÑ0

1
h

ż 1

0
fpz ` thqhdt, (27.139b)

ce qui prouve que F est dérivable et F 1 “ f . Par définition (13.244), F est holomorphe, et donc
C8 par le théorème 27.15. Du coup f est également C8 et donc en particulier holomorphe.

27.2.1 Mesure de Radon

Définition 27.32.
Une mesure de Radon sur un compact K de C est une forme linéaire continue sur CpKq. Si µ
est une mesure de Radon, on définit la transformée de Cauchy de µ par

µ̂ : CzK Ñ C

z ÞÑ ´ 1
π
µ

ˆ
1

ξ ´ z
˙
.

(27.140)

Théorème 27.33.
Si µ est une mesure de Radon sur K alors µ̂ est infiniment C-dérivable sur Ω “ CzK et nous
avons

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
. (27.141)

Cette théorie permet de fournir une démonstration plus technologique du corollaire 27.29.

Lemme 27.34.
Si f est holomorphe sur Ω et si B est une boule fermée dans Ω alors pour tout z P IntpBq nous
avons

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (27.142)

Démonstration. Appliquer le théorème 27.33 à la mesure de Radon

µpφq “
ż

BB
φpξqdξ. (27.143)

Tout ce petit monde à propos de la mesure de Radon permet également de redémontrer que
ˆ

1
2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
“ f pnqp0q{n!, (27.144)

comme nous l’avons déjà fait autour de l’équation (27.134). Nous utilisons le théorème de Ra-
don 27.33 à la mesure

µpφq “
ż

BB
φpξqdξ. (27.145)

La transformée de Cauchy est

µ̂pzq “ ´ 1
π
µ

ˆ
1

ξ ´ z
˙
“ ´ 1

π

ż

BB
1

ξ ´ z dξ, (27.146)

et le théorème assure que

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
“ ´n!

π

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ. (27.147)
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En comparant la formule (27.146) avec la formule de Cauchy nous voyons que µ̂pzq “ ´2ifpzq.
Par conséquent

f pnqpzq “ ´ 1
2i µ̂

pnqpzq “ n!
2πi

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ, (27.148)

et
f pnqp0q “ n!

2πi

ż

BB
1

ξn`1dξ. (27.149)

27.3 Conditions équivalentes à l’holomorphie
Nous nous proposons de lister les conditions que nous avons vues être équivalentes à l’holomor-

phie.

Théorème 27.35.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction continue. Les conditions suivantes sont
équivalentes.
(1) f est holomorphe.
(2) Pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω,

ş
T f “ 0.

(3) f est C-dérivable.
(4) f est C8

(5) Bf
Bz̄ “ 0 ; ce sont les équations de Cauchy-Riemann.

(6) La 1-forme différentielle fpzqdz est localement exacte.
(7) Pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω nous avons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpzq
z ´ adz. (27.150)

La fonction f est holomorphe en z0 si et seulement si il existe un voisinage Bpz0, rq de z0 et
des nombres ak tels que sur la boule,

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (27.151)

Dans ce cas, f est holomorphe sur toute la boule.

Démonstration. (1) implique (2) est le lemme de Goursat 27.5. (2) implique (1) est le théorème
de Morera 27.31.

(3) est la définition de l’holomorphie, définition 13.244.
(4) implique (1) est un a fortiori sur la définition. (1) implique (4) est contenu dans le théorème

de développement en série entière 27.15.
L’équivalence entre (5) et l’holomorphie est le théorème 27.2.
L’équivalence entre (6) et (1) est la proposition 27.18.
L’équivalence entre (1) et (7) est d’une part le théorème 27.15 et d’autre part le corollaire 27.16.
En ce qui concerne la dernière affirmation, si f est holomorphe en z0, alors le théorème 27.15(1)

donne la série. Si au contraire nous avons la série, la proposition 27.7 nous donne le résultat.

27.4 Singularités, pôles et méromorphe
Définition 27.36.
Si f est holomorphe sur un ouvert Ω, alors une singularité de f est un point isolé du bord de Ω.
(1) La singularité est effaçable si la fonction f s’y prolonge en une fonction holomorphe.
(2) La singularité Z est un pôle d’ordre k de f si elle n’est pas effaçable et si la fonction z ÞÑ

pz ´ Zqkfpzq se prolonge en une fonction holomorphe en Z.
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Exemple 27.37
La fonction

z ÞÑ sinpzq
z

(27.152)

n’est pas définie en z “ 0, mais elle s’y prolonge en une fonction continue en posant fp0q “ 1. 4

Proposition 27.38.
Une singularité de f est un pôle si et seulement si

lim
zÑZ fpzq “ 8. (27.153)

Le théorème suivant compète la proposition 27.25.

Théorème 27.39 (Prolongement de Riemann).
Soient f : Ω Ñ C et Z une singularité de f . Nous avons équivalence de
(1) la singularité Z est effaçable ;
(2) f possède un prolongement continue en Z ;
(3) il existe un voisinage épointé de Z sur lequel f est bornée ;
(4) limzÑZpz ´ Zqfpzq “ 0.

Définition 27.40 (Fonction méromorphe[400]).
Soient U un ouvert de C et tpiu une suite de points dans U sans points d’accumulation (éventuel-
lement il y a un nombre fini de pi). Si la fonction f est holomorphe sur Uztpiu et si chaque pi est
un point régulier ou un pôle de f , alors nous disons que f est méromorphe sur U .

Proposition 27.41.
Soient Ω un ouvert de C et fn : Ω Ñ C une suite de fonctions telles que pour tout compact K de
Ω il existe NK ě 0 tel que
(1) fn n’a pas de pôle dans K dès que n ě NK ;
(2) la série

ř
něNK fn converge uniformément sur K.

Alors
(1) La fonction

fpzq “
8ÿ

n“0
fnpzq (27.154)

est méromorphe sur Ω et ses pôles sont l’union de ceux des fn.
(2) Nous pouvons permuter la somme et la dérivée :

f 1pzq “
8ÿ

n“0
f 1npzq. (27.155)

Théorème 27.42 (Série de Laurent).
Soient C une couronne de rayons r1 ă r2 centrée en zéro et une fonction f holomorphe dans cette
couronne. Alors nous avons la série de Laurent

fpzq “
ÿ

nPZ
anz

n. (27.156)

(1) Cette série converge uniformément sur tout compact de C.
(2) Les coefficients sont donnés par

an “ 1
2πi

ż

γ

fpzq
zn`1dz (27.157)

où γ est un cercle centré en zéro.
(3) Ce développement en série est unique.
(4) La valeur des an ne dépend pas du choix du rayon du cercle γ.
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27.5 Fonctions d’Euler
Théorème 27.43 (Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler[43]).
Nous considérons la formule

Γpzq “
ż 8

0
e´ttz´1dt. (27.158)

Alors
(1) Cette formule définit une fonction holomorphe sur

P “ tz P C tel que <pzq ą 0u. (27.159)

(2) La fonction Γ: P Ñ C admet un unique prolongement méromorphe sur C, lequel a des pôles
sur les entiers négatifs.

Démonstration. Holomorphie sous l’intégrale Pour étudier l’holomorphie de la fonction Γ sur
P nous utilisons le théorème 27.28.
Nous considérons la fonction

g : P ˆR` Ñ C

pz, tq ÞÑ e´tzz´1 (27.160)

et nous commençons par montrer que c’est holomorphe en z pour chaque t ą 0 fixé. Nous
le vérifions par le critère de Bz̄f“0

14 et en nous souvenant que ti “ elnptiq “ ei lnptq. Nous
obtenons rapidement que

Bg
Bz̄ “ 0. (27.161)

Le fait que la fonction t ÞÑ gpz, tq soit mesurable pour tout z est d’accord.
Et enfin soit K compact dans P. Il faut trouver une fonction gKptq intégrable sur r0,8r
telle que pour tout z P K et t P r0,8r nous ayons |fpz, tq ď gptq|. Pour cela nous majorons
séparément les parties t P s0, 1r et t ě 1.
Soit donc K compact dans P ; nous posons M “ maxzPK <pzq et ε “ minzPK <pzq.
Si t P s0, 1r alors nous avons

e´ttz´1 “ e´tepz´1q lnptq, (27.162)
de telle façon à que que

|e´ttz´1| ď |epx´1`iyq lnptq| (27.163a)
“ |ep<pzq´1q lnptq| (27.163b)
“ |t<pzq´1| (27.163c)
ď |tε´1| (27.163d)

“ 1
t1´ε . (27.163e)

Cette dernière fonction est intégrable sur s0, 1r.
Nous considérons maintenant t ě 1. Dans ce cas nous avons

|e´tzz´1| “ e´tt<pzq´1 ď e´ttM´1. (27.164)

Cette dernière fonction est un produit d’une exponentielle décroissante avec un polynôme.
C’est donc intégrable entre 1 et l’infini.
La fonction gK que nous considérons est donc

gKptq “

$
’&
’%

1
t1´ε si t ă 1
borné si 1 ď t ď b

e´ttM´1 si t ą b.

(27.165)

14. Théorème 27.2.



1624 CHAPITRE 27. ANALYSE COMPLEXE

Cela est une fonction intégrable sur s08, r et qui majore f uniformément en z sur le compact
K de P. Le théorème 27.28 nous permet donc de conclure que

Γpzq “
ż 8

0
fpz, tqdt (27.166)

est holomorphe en z sur P et que

Γ1pzq “
ż 8

0

Bf
Bz pz, tqdt. (27.167)

En deux morceaux Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème. Pour z P P nous
coupons l’intégrale en deux :

Γpzq “
ż 1

0
e´ttz´1dt`

ż 8

1
e´ttz´1dt (27.168)

Première partie Nous commençons par parler de la première partie :
ş1
0 e
´ttz´1dt dans laquelle

nous voulons utiliser le développement en série de l’exponentielle e´t. Nous devons donc
traiter ż 1

0

8ÿ

n“0

p´1qn
n! tn`z´1dt. (27.169)

Nous allons permuter la somme avec l’intégrale à l’aide du théorème de Fubini 15.259 en
posant la fonction

gpn, tq “ p´1qn
n! tn`z´1 (27.170)

et en considérant le produit entre la mesure de Lebesgue sur C et la mesure de comptage
sur N, c’est-à-dire que nous étudions

ż 1

0

ż

N

gpn, tqdndt. (27.171)

Pour permuter il suffit de prouver que |g| est intégrable pour la mesure produit, c’est-à-dire
que ż 1

0

ż

N

ˇ̌
ˇ̌p´1qn
n! tn`z´1

ˇ̌
ˇ̌ ă 8. (27.172)

Nous avons |tz “ t<pzq|, donc
8ÿ

n“0

ˇ̌
ˇ̌ t
n`z´1

n!

ˇ̌
ˇ̌ “ t<pzq´1

8ÿ

n“0

tn

n! “ t<pzq´1et. (27.173)

Étant donné que nous avons fixé z P P, nous avons <pzq ´ 1 ą ´1 et donc t<pzq´1 est
intégrable entre 0 et 1. La partie et se majore sur r0, 1s par une constante quelconque. Nous
avons donc payé le droit d’inverser la somme et l’intégrale :

ż 1

0
e´ttz´1dt “

8ÿ

n“0

ż 1

0

p´1qn
n! tn`z´1dt “

8ÿ

n“0

p´1qn
n! rtn`zs10 “

8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn` zq . (27.174)

Nous avons donc l’intéressante formule suivante, valable pour tout z P P :

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn´ zq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (27.175)
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Prolongation de la première partie Nous voudrions montrer maintenant que la fonction
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn´ zq (27.176)

est méromorphe sur C avec des pôles en les entiers négatifs. Pour cela nous considérons la
suite de fonctions

fnpzq “ p´1qn
n!pz ` nq (27.177)

et nous allons utiliser la proposition 27.41. Si n ě 0, la fonction fn est méromorphe sur C
avec un pôle simple en z “ ´n. Soit K compact de C et NK tel que K Ă Bp0, NKq. Pour
n ě NK ` 1, la fonction fn n’a pas de pôle dans K et de plus pour tout z P K nous avons

|z ` n| “ |z ´ p´zq| ě ˇ̌
n´ |z|ˇ̌ ě n´ |z| ě n´NK , (27.178)

et par conséquent
|fnpzq| ď 1

n!pn´Nq , (27.179)

ou pour le dire de façon plus snob :

}fn}8,K ď 1
n!pn´Nq , (27.180)

dont la série converge. Cela signifie que la série
ř
něN fn converge normalement 15 sur K,

donc la fonction
fpzq “

8ÿ

n“0
fnpzq (27.181)

est une fonction méromorphe dont les pôles sont ceux des fn, c’est-à-dire les entiers négatifs
(proposition 27.41).

La seconde partie Nous allons à présent prouver que la fonction

gpzq “
ż 8

1
e´ttz´1dt (27.182)

est holomorphe sur C. Pour cela nous considérons la fonction de deux variables fpz, tq “
e´ttz´1 et nous utilisons le théorème d’holomorphie sous l’intégrale 27.28. D’abord pour z0
fixé dans C nous avons ż 8

1
|e´ttz0´1| ď

ż 8

1
e´tt<pz0q´1dt, (27.183)

donc l’intégrale converge parce que c’est polynôme contre exponentielle. Par ailleurs pour
chaque t0 fixé sur r0,8r, la fonction z ÞÑ e´t0tz´1

0 est holomorphe sur C comme en témoigne
le calcul suivant :

1
2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
tx`iy´1
0 “ 0. (27.184)

Et enfin si K est compact dans C nous avons
|fpz, tq| “ |e´ttz´1| “ e´t|t<pzq´1| ď e´ttM´1 (27.185)

où M “ maxzPK <pzq. Nous en déduisons que la fonction

z ÞÑ
ż 8

1
e´ttz´1dt (27.186)

est une fonction holomorphe sur C.
Conclusion Au final nous avons prouvé que la fonction Γ d’Euler admet le prolongement méro-

morphe sur C donné par

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pz ` nq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (27.187)

15. Définition 12.60.
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27.5.1 Euler et factorielle

Proposition 27.44.
Nous avons la formule Γpnq “ pn´ 1q! pour tout n P N.

Démonstration. Nous partons de la formule

Γpnq “
ż 8

0
e´ttn´1dt (27.188)

que nous intégrons par partie en posant

u “ tn´1 u1 “ pn´ 1qtn´1

v “ e´t v1 “ ´e´t. (27.189)

Les termes au bord s’annulent (ici il y a un passage à la limite qui n’est pas écrit) et nous trouvons

Γpnq “
ż 8

0
pn´ 1qe´ttn´2dt “ pn´ 1qΓpn´ 1q. (27.190)

Pour conclure il suffit de remarquer que

Γp1q “
ż 8

0
“ ´re´ts80 “ 1. (27.191)

27.6 Partition d’un entier en parts fixées
Proposition 27.45 ([43]).
Soient a1, . . . , ak P N˚ des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. Pour n ě 1 nous posons

un “ Card
#
px1, . . . , xkq P N˚ tel que

kÿ

i“1
aixi “ n

+
, (27.192)

et u0 “ 1.
Alors nous avons l’équivalence de suite (pour nÑ8) :

un „ 1
a1 . . . ak

nk´1

pk ´ 1q! . (27.193)

Démonstration. Pour chacun des i P t1, . . . , ku nous considérons la série entière
8ÿ

x“0
zxai “

ÿ

k

pzaiqx. (27.194)

Étant donné que |zai | ă 1 si et seulement si |z ă 1|, cette série a un rayon de convergence égal à 1.
Nous allons calculer le produit de Cauchy de ces k séries, en nous souvenant que le théorème 16.15
nous assure que la série résultante aura un rayon de convergence au moins égal à 1 et vaudra le
produit des différentes séries.

Le coefficient de zn dans cette série vaut
ÿ

xPNkř
xiai“n

1 “ un (27.195)

parce que dans chacune des séries, le coefficient de tous les zxai est 1. Nous définissons la fonction

fpzq “
8ÿ

n“0
unz

n “
kź

i“1

˜ 8ÿ

x“0
zxai

¸
“

kź

i“1

1
1´ zai . (27.196)
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La fonction f existe sur |z| ă 1 parce que nous venons de voir qu’elle peut s’exprimer comme un
produit de Cauchy ; et la dernière égalité est simplement la somme de la série harmonique. D’autre
part la fonction f est la série génératrice de la suite punq.

Nous sommes en présence d’une fonction ayant des pôles aux racines a1,. . . , ake de l’unité.
Étant donné que 1 est une racine de l’unité de tous les ordres, le pôle en z “ 1 est de multiplicité
k. Les autres pôles sont de multiplicité strictement inférieure ; en effet soit ω P C tel que ωai “ 1
pour tout i. Alors Bezout 16 nous donne des entiers vi P Z tels que

ř
i viai “ 1. Alors nous avons

ω “ ω
ř
viai “

kź

i“1
pωaiqvi “ 1. (27.197)

Donc nous voyons que 1 est le seul à être racine de tous les ordres en même temps. Nous notons

P “ tω1, . . . , ωpu (27.198)

l’ensemble des pôles avec ω1 “ 1. Par ailleurs la fonction f est une fraction rationnelle dont nous
connaissons les racines du dénominateur (ce sont les ωi) et à peu près leurs ordres. Nous utilisons
le truc de la décomposition en fractions simples en séparant le terme de puissance k qui n’existe
que pour la racine ω1 “ 1 :

fpzq “ α

p1´ zqk `
pÿ

i“1

k´1ÿ

j“1

cij
pωi ´ zqj . (27.199)

Ce développement est valable pour tout |z| ă 1. Nous considérons maintenant ω P P et j P N et
nous étudions la fonction

gpzq “ 1
ω ´ z . (27.200)

Un rapide calcul (par exemple par récurrence) montre que

gpkqpzq “ k!
pω ´ zqk`1 , (27.201)

et étant donné que |ω| “ 1 nous pouvons écrire la série

1
ω ´ z “

8ÿ

k“0

zk

ωk`1 , (27.202)

valable pour |z| ă 1. Ce qui nous intéresse, c’est d’exprimer une série pour 1{pω ´ zqj ; et voyant
(27.201), nous voyons qu’il suffit de calculer les dérivées de la série de g. Nous dériver terme à
terme à l’intérieur du rayon de convergence. Avec quelques abus d’écriture, et en utilisant la bête

16. Théorème 3.13.
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formule (16.79) nous avons 17

1
pω ´ zqj “

gpj´1qpzq
pj ´ 1q! (27.203a)

“ 1
pj ´ 1q!

ˆ
1

ω ´ z
˙pj´1q

(27.203b)

“ 1
pj ´ 1q!

8ÿ

k“0

1
ωk`1 pzkqpj´1q (27.203c)

“
ÿ

k“j´8
1

pj ´ 1q!
1

ωk`1
k!

pk ´ j ` 1q!z
k´j`1 (27.203d)

“
8ÿ

n“0

1
ωn`j

pn` j ´ 1q!
n!pj ´ 1q! z

n (27.203e)

“
8ÿ

n“0

1
ωn`j

ˆ
n` j ´ 1

n

˙
zn. (27.203f)

Nous pouvons utiliser cela pour récrire la formule (27.199) de façon considérablement plus compli-
quée :

fpzq “ α
8ÿ

n“0

ˆ
n` j ´ 1

n

˙
zn `

pÿ

i“1

k´1ÿ

j“1

8ÿ

n“0
cij

ˆ
n` j ´ 1

n

˙
zn

ωn`ji

. (27.204)

Mais nous savons que ce f est la série génératrice de la suite punq et que nous pouvons donc utiliser
la formule (16.347) pour exprimer les nombres ul : ul est simplement le coefficient de zl divisé par
l!. C’est-à-dire

ul “ α

ˆ
l ` k ´ 1

l

˙
`

pÿ

i“1

k´1ÿ

j“1
cij

ˆ
l ` j ´ 1

l

˙
1

ωl`ji

. (27.205)

Notre boulot est d’examiner le comportement de cela lorsque l Ñ 8, c’est-à-dire regarder quels
sont les puissances de l en présence. Notons que

En ce qui concerne le premier terme, la puissance dominante dans le coefficient binomial est
lk´1. Dans les autres termes 18, c’est lj´1 qui est de degré moins grand. Donc le comportement de
ul en terme de l est

ul „ α
lk´1

pk ´ 1q! . (27.206)

Il nous reste à voir ce que vaut α. Pour cela nous repartons de l’expression 27.196 que nous écrivons
sous la forme

p1´ zqkfpzq “
kź

i“1

1´ z
1´ zai . (27.207)

Nous reconnaissons l’inverse d’une somme harmonique partielle :

p1´ zqkfpzq “
kź

i“1

1
1` z ` z2 ` ¨ ¨ ¨ ` zai´1 . (27.208)

Par ailleurs, nous ne savons pas si fp1q existe parce que son rayon de convergence n’est que de
1 ; et nous savons même qu’elle n’existe pas (parce que ce serait la somme des un). Mais nous

17. À ce niveau j’ai pas exactement le même coefficient binomial que dans [43], mais je n’exclus absolument pas que
ce soit moi qui me trompe. Écrivez-moi si vous pouvez infirmer ou confirmer l’erreur. Quoi qu’il en soit, cela ne change
pas le résultat asymptotique que nous cherchons.
18. Attention : les termes i “ 1 ont ω1 “ 1 et il n’est donc pas possible de conclure simplement en disant que

ωl´ji Ñ 0 pour lÑ8 ; bien que cela soit vrai pour tous les i ‰ 1.
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savons aussi que le pôle de plus grande multiplicité de f est en z “ 1 et est de multiplicité k. Donc
p1´ zqkfpzq devrait converger pour z Ñ 1. Pour tout |z ă 1| nous avons

p1´ zqkfpzq “ α`
pÿ

i“1

k´1ÿ

j“1
cij
p1´ zqk
pωi ´ zqj . (27.209)

Lorsque z Ñ 1, tous les termes des sommes tendent vers zéro, y compris ceux avec i “ 1 parce que
j ă k. Il reste donc

lim
zÑ0

p1´ zqkfpzq “ α. (27.210)

En calculant la même limite avec (27.208) nous trouvons

lim
zÑ1

p1´ zqkfpzq “ lim
zÑ1

kź

i“1

1
1` z ` z2 ` ¨ ¨ ¨ ` zai´1 “

1
a1 . . . ak

. (27.211)

Donc
α “ 1

a1 . . . ak
, (27.212)

et le résultat est prouvé.

27.7 Exponentielle et logarithme complexe

27.7.1 Propriétés de l’exponentielle

Proposition 27.46.
Soit z P C fixé. La fonction

E : RÑ C

t ÞÑ etz
(27.213)

est C8, sa dérivée est
E1ptq “ zetz. (27.214)

La fonction E est développable en série entière (voir définition 16.98) sur R en t “ 0 et

etz “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (27.215)

Démonstration. Nous fixons z P C. Par définition 19.20, la série suivante est etz :

fptq “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (27.216)

Cette série a un rayon de convergence infini et la fonction f est donc C8 sur R. Nous pouvons la
dériver terme à terme :

f 1ptq “
8ÿ

n“1

zn

n! nt
n´1 “ z

8ÿ

n“1

zn´1

pn´ 1q! t
n´1 “ zetz. (27.217)

Théorème 27.47.
La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes.
(1) exp est holomorphe 19.
(2) pezq1 “ ez.

19. Définition 13.244.
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(3) L’exponentielle est développable en série entière,

ez “
8ÿ

n“0

zn

n! (27.218)

et la série converge normalement sur tout compact de C.

Démonstration. En tant que application E : R2 Ñ C, la fonction

Epx, yq “ expcos y ` i sin yq (27.219)

est C8. De plus nous avons

BE
Bx px, yq “ ex`iy “ Epx, yq (27.220a)

BE
By px, yq “ iEpx, yq, (27.220b)

et par conséquent la fonction E vérifie les équations de Cauchy-Riemann.
Si r est fixé, par le critère d’Abel appliqué à la suite r{n! nous savons que la série

ř
zn{n!

converge normalement sur le compact Bp0, rq.

27.7.2 Intégrale de Fresnel

Nous allons calculer l’intégrale de Fresnel
ż 8

0
e´ix2

dx “
?
π

2 e´iπ{4 (27.221)

en suivant la démarche présentée par Wikipédia[401]. Nous commençons par prouver que l’intégrale
est convergente en nous contentant de justifier la convergence de

ż 8

0
sinpx2qdx. (27.222)

Pour chaque a ą 0 fixé, l’intégrale
şa
0 sinpx2qdx ne pose pas de problèmes. Le lemme 21.197 nous

permet de passer à la limite ; nous devons donc seulement calculer

lim
bÑ8

ż b

a
sinpx2qdx (27.223)

où a est une constante strictement positive. Nous effectuons une intégration par partie en posant

u “ 1
x

u1 “ ´ 1
x2 (27.224a)

v1 “ x sinpxq v “ 1´ cospxq
2 . (27.224b)

Notons que la primitive v a été choisie pour avoir vp0q “ 0. Nous avons
ż b

a
sinpx2qdx “

„
1´ cospx2q

2x

b

a

´
ż b

a

cospx2q ´ 1
2x2 dx (27.225)

Pour le premier terme nous avons

lim
bÑ8

„
1´ cospx2q

2x

b

a

“ lim
bÑ8

1´ cospb2q
2b ´ 1´ cospa2q

2a “ ´1´ cospa2q
2a . (27.226)

C’est borné. Pour le second terme de (27.225), la fonction

cospx2q ´ 1
2x2 (27.227)
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est majorée par la fonction 1{x2 qui est intégrable entre a et 8.
Nous allons calculer l’intégrale demandée en passant par la fonction

fpxq “ e´z2 (27.228)

définie sur le plan complexe. Nous l’intégrons sur le chemin γ “ γ1`γ2´γ3 indiqué à la figure 27.1.

γ1

γ2γ3

Figure 27.1 – Chemin d’intégration pour l’intégrale de Fresnel

Ces chemins sont donnés par
γ1 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ t,
(27.229)

γ2 : r0, π4 s Ñ C

t ÞÑ Reit,
(27.230)

γ3 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ teiπ{4.
(27.231)

Tout d’abord la fonction f est bien holomorphe par le critère du théorème 27.2. Le calcul de Bf
Bz̄

se fait simplement en posant fpx, yq “ e´px`iyq2 . Le calcul est usuel :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=exp(-(x+I*y)**2)
sage: A=f.diff(x)+I*f.diff(y)
sage: A.simplify_full()
(x, y) |--> 0

Nous avons donc

0 “
ż

γ
f “

ż R

0
e´t2dt

loooomoooon
I1pRq

`
ż π{4

0
e´R2e2itRieitdt

looooooooooomooooooooooon
I2pRq

`
ż R

0
e´t2eiπ{2eiπ{4dt

loooooooooomoooooooooon
I3pRq

. (27.232)

L’intégrale est nulle pour tout R en vertu de la proposition 27.6. L’intégrale I1 est une gaussienne
et nous avons

lim
RÑ8 I1pRq “

?
π

2 (27.233)

par l’exemple 15.262. Nous montrons maintenant que limRÑ8 |I2pRq| “ 0 20. D’abord nous majo-
rons en prenant la norme puis nous effectuons le changement de variables u “ 2t :

|I2pRq| ď
ż π{4

0
Re´R2 cosp2tqdt (27.234a)

“ R

2

ż π{2

0
e´R2 cospuqdu. (27.234b)

20. Il y a moyen de démontrer cela via le lemme de Jordan[402]. Nous donnons ici une démonstration moins
technologique.



1632 CHAPITRE 27. ANALYSE COMPLEXE

Nous savons que le graphe du cosinus est concave : il reste au dessus de la droite que joint p0, 1q à
pπ2 , 0q. Du coup cospuq ě 1´ 2

πu et par conséquent

e´R2 cospuq ď e´R2p1´ 2
π
uq “ eR

2p 2
π
u´1q. (27.235)

Nous effectuons l’intégrale

|I2pRq| ď R

2

ż π{2

0
e´R2

e
2R2
π
udu (27.236a)

“ R

2 e
´R2

” π

2R2 e
2R2u{π

ıπ{2
0

(27.236b)

“ π

4R ´
πe´R2

4R , (27.236c)

et nous avons bien limRÑ8 |I2pRq| “ 0. Nous passons à la troisième intégrale. En tenant compte
que eiπ{2 “ i, nous avons

I3pRq “ ´
ż R

0
e´γ3ptq2eiπ{4dt (27.237a)

“ ´1` i?
2

ż R

0
e´t2e2iπ{4 (27.237b)

“ ´1` i?
2

ż R

0
e´it2 . (27.237c)

En passant à la limite RÑ 0, de l’équation (27.232) il ne reste que

0 “
?

2
2 ´ 1` i?

2

ż 8

0
e´it2dt, (27.238)

ce qui signifie que ż 8

0
e´it2dt “

?
2π

2p1` iq “
?
π

2 e´iπ{4. (27.239)

27.7.3 Logarithme complexe

27.7.3.1 La fonction argument

Nous savons la définition 19.20 de l’exponentielle complexe.

Définition 27.48.
Un logarithme de α P C est une solution de l’équation ez “ α.

Notons bien que cela définit un logarithme, et non le logarithme.

Lemme 27.49.
Si z1 et z2 sont des logarithmes de α alors il existe k P Z tel que z1 “ z2 ` 2ikπ.

Démonstration. Nous commençons par déterminer les logarithmes de α “ 1. Nous avons besoin
de ea`bi “ 1 (a, b P R). Nous avons

eaebi “ 1, (27.240)

et en prenant la norme nous trouvons |ea| “ 1, ce qui donne a “ 0. Ensuite ebi “ 1, qui signifie
b “ 2kπ. Les logarithmes de 1 sont donc les nombres de la forme 2ikπ.

Soient maintenant z1 et z2 des logarithmes de α. Alors ez1 “ ez2 , donc 21 ez1´z2 “ 1, ce qui
signifie que z1 ´ z2 est un logarithme de 1. Donc il existe un k P Z tel que z1 ´ z2 “ 2ikπ.
21. C’est facile de dire « donc ». Il faut surtout citer la proposition 19.23(2).
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Remarque 27.50.
Jusqu’ici nous n’avons pas donné de conditions donnant l’existence d’un logarithme. Nous avons
seulement supposé des existences et donné des propriétés sur ces hypothétiques objets.

Définition 27.51 ([403]).
Si z P C˚ nous définissons la valeur principale de son argument le nombre θ P s´π, πs tel que

z “ |z|eiθ (27.241)

Nous le notons argpzq.
27.52.
Il ne faut pas se ruer sur argpx ` iyq “ arctanpy{xq. Pour rappel, la fonction arctan a été définie
dans le théorème 19.43, et elle prend ses valeurs dans s´π{2, π{2r. La formule vpx, yq “ arctanpy{xq
n’est donc valable que pour x ą 0. Les valeurs sont :

argpx` iyq “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctanpy{xq si x ą 0
π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ě 0
´π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ă 0
π
2 si x “ 0 et y ą 0
´π
2 si x “ 0 et y ă 0.

(27.242)

Pour x ą 0 nous avons argpx` iyq “ arctanpy{xq parce que justement la fonction arctan prend
ses valeurs en particulier entre´π et π. Pour x ă 0 et y ą 0 nous avons argpx`iyq “ π`arctanpy{xq
(dans ce cas, arctanpy{xq ă 0) et si x ă 0, y ă 0 nous avons argpx` iyq “ ´π ` arctanpy{xq.
27.53 (Les dérivées partielles de la fonction argument).
Vu que nous en aurons besoin plusieurs fois, nous calculons maintenant les dérivées partielles de
la fonction

ϕ : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ argpx` iyq. (27.243)

Nous commençons par la dérivée Bxϕpx, yq. Et il y a de nombreux cas à séparer.
x ą 0 Nous avons

Bϕ
Bx px, yq “ lim

εÑ0

arctanpy{px` εqq ´ arctanpy{xq
ε

, (27.244)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction x ÞÑ arctanpy{xq. Nous pouvons la calculer
facilement avec le théorème 19.43(2) :

Bϕ
Bx px, yq “ ´

y

x2 ` y2 . (27.245)

x ă 0 Nous avons

Bϕ
Bx px, yq “ lim

εÑ0

˘π ` arctanpy{px` εqq ´ `˘ π ` arctanpy{xq˘
ε

(27.246)

où les signes ˘ dépendent du signe de y. De toutes façons, les termes en π se simplifient et
le calcul est le même que celui du cas x ą 0. Encore une fois nous avons

Bϕ
Bx px, yq “ ´

y

x2 ` y2 . (27.247)

x “ 0 Nous devons calculer
Bϕ
Bx p0, yq “ lim

εÑ0

argpε` iyq ´ argpiyq
ε

. (27.248)

Il y a quatre cas d’après les signes de ε (séparer limite à gauche et à droite) et y.
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Si ε ą 0 et y ą 0 alors nous avons à faire le calcul

lim
εÑ0`

arctanpy{εq ´ π{2
ε

(27.249)

qui se traite par la règle de l’Hospital. Cela donne ´1{y.
Les trois autres cas ne se distinguent que par des constantes au numérateur, lesquelles dis-
paraissent en appliquant la règle de l’Hospital 22. Au final,

Bϕ
Bx p0, yq “ ´

1
y
. (27.250)

Nous avons calculé jusqu’ici :
Bϕ
Bx px, yq “

´y
x2 ` y2 (27.251)

pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu. En particulier vous avez noté que cette dérivée partielle est continue
sur R2ztp0, 0qu.

Nous calculons à présent la dérivée partielle par rapport à y :

Bϕ
By px, yq “ lim

εÑ0

argpx` iy ` iεq ´ argpx` iyq
ε

. (27.252)

x ą 0 Nous avons à calculer

lim
εÑ0

arctan y`ε
x ´ arctan y

x

ε
, (27.253)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction t ÞÑ arctan t
x en t “ y. Résultat :

Bϕ
By px, yq “

x

x2 ` y2 . (27.254)

x ă 0 et y ‰ 0 Le calcul à faire est :

lim
εÑ0

˘π ` arctan y`ε
x ´ `˘π ` arctan y

x

˘

ε
(27.255)

Une chose importante à remarquer est que dans le calcul de la limite nous pouvons supposer
que y et y` ε aient le même signe, quelle que soit la valeur et le signe de ε (assez petit). C’est
pour cela que les deux termes ˘π arrivent avec le même signe des deux côtés de la différence,
et se simplifient. Nous tombons sur une limite déjà faite et

Bϕ
By px, yq “

x

x2 ` y2 (27.256)

x ă 0 et y “ 0 Vu que x ă 0 nous avons argpxq “ π et nous devons calculer

lim
εÑ0

argpx` iεq ´ π
ε

. (27.257)

La limite εÑ 0` est classique et donne 1{x.
Mais la limite εÑ 0´ n’existe pas :

lim
εÑ0´

´π ` arctanpε{xq ´ π
ε

(27.258)

n’existe pas.
Donc Bϕ

By px, 0q (27.259)

n’existe pas pour x ă 0.
22. Nonobstant le fait que ces constantes se mettent bien pour avoir un vrai cas d’indétermination 0{0, sinon la

règle de l’Hospital ne s’applique pas.
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x “ 0 et y ‰ 0 Le calcul est immédiat

lim
εÑ0

argpiy ` iεq ´ argpiyq
ε

“ 0, (27.260)

donc Bϕ
By p0, yq “ 0. (27.261)

En ce qui concerne la continuité, nous avons que Byϕ est continue partout sauf sur la demi-droite
tpx, 0q tel que x ď 0u où elle n’existe pas.

27.7.3.2 Une définition possible du logarithme

Définition 27.54.
Nous définissons la fonction logarithme par

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ ln
`|z|˘` i argpzq (27.262)

où le ln à droite est le logarithme usuel sur R`.

Remarque 27.55.
Cette fonction généralise le logarithme déjà vu sur s0,8r Ă R. En effet pour des valeurs de z dans
cette partie nous avons argpzq “ 0 et |z| “ z.

Lemme 27.56.
Le nombre lnpzq est un logarithme de z.

Démonstration. Nous avons

elnpzq “ eln |z|ei argpzq “ |z|ei argpzq “ z. (27.263)

Nous avons utilisé le fait que elnpxq “ x pour x P R` et |z|ei argpzq “ z par définition de la fonction
arg.

Notons que si on avait pris d’autres conventions pour définir arg, nous aurions eu d’autres
définitions possibles de ln.

Exemple 27.57
Nous avons

lnp´1q “ lnp1q ` i argp´1q. (27.264)

Mais lnp1q “ 0 et argp´1q “ π (et non ´π), donc
lnp´1q “ iπ. (27.265)

C’est cette définition du logarithme qui est prise par Sage, et c’est cela qui lui permet de donner
la primitive de 1{x comme lnpxq et non lnp|x|q, parce que Sage connaît les logarithmes de nombres
réels négatifs :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: ln(-1)
7 I*pi
8 sage: f(x)=1/x
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9 sage: f.integrate(x)
10 x |--> log(x)

tex/sage/sageSnip010.sage

4

Nous avons jusqu’ici défini une fonction sur C˚ qui fait correspondre à chaque nombre complexe
un de ses logarithmes. Il reste quelques questions à régler :
— Est-ce que cette fonction est continue ? Holomorphe ? (réponses : non et non)
— Si non, est-ce qu’il y avait moyen de trouver une définition plus efficace ? (réponse : non)

Lemme 27.58.
La fonction ln n’est pas continue sur s´8, 0s.
Démonstration. Attention à bien comprendre l’énoncé. La fonction

f : s´8, 0r Ñ C

x ÞÑ lnpxq (27.266)

est continue. D’ailleurs c’est lnpxq “ lnp|x|q ` iπ. Ce dont il est question dans l’énoncé, c’est de la
fonction ln vue comme fonction sur C˚.

Soit x ą 0 dans R ; nous avons

lnp´xq “ lnpxq ` iπ. (27.267)

Cependant limλÑ0´
λPR

lnp´x` λiq va valoir lnp|x| ´ iπq. En effet lorsque λ ă 0 est petit, l’argument
de ´x` λi se rapproche de ´π (et non de π).

‚´x` λi
argpzq

Donc

lim
λÑ0´
λPR

lnp´x` λiq “ lim lnp|x` λi|q ` i argp´x` λiq “ lnp|x|q ´ iπ. (27.268)

Nous n’avons donc pas continuité de la fonction logarithme comme fonction sur C˚.

Théorème 27.59.
La restriction

ln : Czs´8, 0s Ñ C (27.269)
est holomorphe.

Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 13.249 et considérer la fonction

F : S Ñ R2

px, yq ÞÑ `
lnp|x` iy|q, argpx` iyq˘ (27.270)

où S “ R2ztpx, 0q tel que x ď 0u. Nous devons vérifier que F est différentiable et que sa différen-
tielle en un point de S est une similitude.

Nous posons
upx, yq “ ln

`a
x2 ` y2

˘
(27.271)

et
vpx, yq “ argpx` iyq. (27.272)

Les dérivées partielles de u ne sont pas très compliquées :
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1 sage: var( ’x , y ’)
2 (x, y)
3 sage: u(x,y)=ln(sqrt(x**2+y**2))
4 sage: u.diff(x)
5 (x, y) |--> x/(x^2 + y^2)

tex/sage/sageSnip011.sage

c’est-à-dire

Bu
Bx “

x

x2 ` y2 (27.273a)

Bu
By “

y

x2 ` y2 . (27.273b)

Pour celles de v par contre, il faut se poser des questions, par exemples résister à la tentation
d’écrire vpx, yq “ arctanpy{xq et lire 27.52.

Nous avons déjà calculé les dérivées partielles de v dans 27.53, et nous avons vu qu’elles étaient
continues sur R2 privé de la demi-droite.

Vu que les dérivées partielles sont continues, la proposition 13.223 nous dit que F est différen-
tiable. La matrice de la différentielle est alors la matrice des dérivées partielles

˜
x

x2`y2
y

x2`y2
´y

x2`y2
x

x2`y2

¸
, (27.274)

qui a la forme requise (13.612) pour que la proposition 13.249 nous assure que ln soit C-dérivable,
c’est-à-dire holomorphe.

27.7.3.3 Pas plus de continuité

Bon. La fonction logarithme que nous avons définie est holomorphe sur C˚ privé d’une demi-
droite U . Et elle n’est pas continue sur U ; elle y est cependant continue « par le haut ». Pouvons-
nous faire mieux ? Nous allons maintenant prouver quelques résultats d’impossibilité de faire mieux
que holomorphe partout sauf une partie pas si petite que ça.

Proposition 27.60.
Il n’existe pas de fonctions continues f : C˚ Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P C˚.
Démonstration. Pour tout z, le nombre fpzq est un logarithme de z. Or lnpzq en est également un.
Donc par le lemme 27.49

fpzq “ lnpzq ` 2ikpzqπ (27.275)

pour une certaine fonction k : C˚ Ñ Z. Sur le domaine d’holomorphie de ln, les fonctions ln et f
étant continues, la fonction k l’est aussi. Mais une fonction continue à valeurs dans Z est constante
(son domaine est connexe).

Il existe donc k P Z tel que
fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (27.276)

au moins pour tout z P C˚zU . Une telle fonction ne peut pas être continue sur U parce que ln ne
l’est pas.

Ok. Pas continue sur tout C. Mais continue sur un peu plus que C privé de toute une demi-
droite ? La proposition suivante répond que bof.

Proposition 27.61.
Soit Ω un ouvert de C contenant Sp0, rq (le cercle centré en 0 et de rayon r ą 0). Il n’existe pas
de fonction continue f : Ω Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P Ω.
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Démonstration. Encore une fois, pour tout z P Ω nous avons

fpzq “ lnpzq ` 2iπkpzq (27.277)

pour une certaine fonction k : Ω Ñ Z. Sur ΩzU , la fonction ln est continue et k doit également
l’être. Donc k est constante sur les composantes connexes de ΩzU .

Vu que Sp0, rq est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules centrées en des
points de Sp0, rq. En prenant le minimum des rayons de ces boules, nous voyons que Ω contient
une couronne

tz P C tel que r ´ δ ď |z| ď r ` δu. (27.278)

Soit le point x0 “ ´r. C’est un point de Ω contenu dans U . Nous allons prouver que Bpx0, δqzU
est dans une seule composante connexe de Ω.

Soit un point z1 P Bpx0, δq situé au-dessus de U , et z2 un point de Bpx0, δq situé en dessous de
U . Le cercle Sp0, rq coupe Bpx0, δq en deux points : un au-dessus et un en-dessous de U . On peut
lier z1 au point de « sortie » supérieur de Sp0, rq en restant dans Bpx0, δq ; ce point est ensuite relié
en suivant le cercle au point d’entrée inférieur du cercle dans Bpx0, δq. Ce dernier point est lié à
z2 par un chemin restant dans la boule.

Tout cela pour dire que z1 et z2 sont dans la même composante connexe de Ω et que kpz1q “
kpz2q. Il existe donc k P Z tel que

fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (27.279)

sur Bpx0, δqzU . Une telle fonction f ne peut pas être continue.

27.7.3.4 Pas d’unicité : autres déterminations de l’argument

27.62.
Nous avons pris la fonction d’argument arg : CÑ s´π, πs. Il y en a évidemment beaucoup d’autres
de possibles. Par exemple pour α P R nous pouvons considérer

argα` : CÑ sα, α` 2πs (27.280)

ou
argα´ : CÑ rα, α` 2πr. (27.281)

En posant
lnα˘pzq “ lnp|z|q ` i argα˘pzq (27.282)

nous avons une fonction réciproque de l’exponentielle définie sur C˚ et holomorphe sur C˚ privé
d’une demi-droite Dα (dépendante de la valeur de α).

La différence entre lnα` et lnα´ est seulement la valeur sur la demi-droite de non-holomorphie.
L’une sera semi-continue d’un côté et l’autre, de l’autre côté.

Remarque 27.63.
La fonction arg0´ a déjà été utilisée en 19.6.2 pour écrire un inverse de la fonction

ϕ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(27.283)

Définition 27.64 ([404]).
Soit un ouvert Ω Ă C˚. Nous disons que la fonction f : Ω Ñ C est une détermination sur Ω si
elle est continue et vérifie

efpzq “ z (27.284)

pour tout z P C.
Les différents résultats vus jusqu’ici montrent qu’il n’existe pas de détermination du logarithme

sur C˚.
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Définition 27.65.
La détermination principale du logarithme est la restriction de notre logarithme 27.54

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ lnp|z|q ` i argpzq (27.285)

à l’ouvert C˚zU où U est la partie <pzq ď 0 de C.

Remarque 27.66.
Beaucoup de sources[405] ne définissent pas lnα˘ sur la droite Dα. C’est-à-dire qu’ils notent lnα
notre fonction lnα` restreinte à C˚zDα. Dans ce cas, les fonctions lnα` et lnα´ sont identiques 23.

Cette remarque est importante parce que certains vont vous dire « le logarithme n’est pas définit
sur la demi-droite » ; de leur point de vue, la fonction que nous avons définie est une prolongation
(non continue) à U du logarithme, qui est continu.

(1) Certaines personnes pourraient vous dire que notre logarithme « n’est pas bien définit parce
que si on fait le tour dans un sens ou dans l’autre nous n’obtenons pas la même valeur pour
lnpzq lorsque z est sur U ». Et cela avec des arguments aussi forts que « 2π et 0, c’est le
même point ».
Nous préférons être bien clairs 24 sur ce point : notre fonction ln est parfaitement définie sur
C˚ et 2π n’est pas la même chose que zéro. En particulier argpe2iπq “ 0 et argpe´iπq “ π et
non ´π.

(2) Il n’en reste pas moins que Sage donne lnp´1q “ Iπ et que nous avons choisi de faire de
même, parce que le Frido n’est pas un cours d’agrégation, mais un texte qui donne quelques
éléments de mathématique dans le but d’utiliser Sage efficacement.

(3) Tout ceci pour dire que si vous utilisez ce livre pour l’agrégation, vous devriez sérieusement
considérer l’option de ne pas donner du logarithme la définition donnée ici, mais bien sa
restriction.

En fait notre logarithme est maximum pour la propriété « être une réciproque de l’exponen-
tielle » alors que beaucoup de monde préfère avoir une fonction maximale pour la propriété « être
réciproque de l’exponentielle tout en étant continue ».

De toutes les fonctions ayant le droit de vouloir être appelée « logarithme », celle que nous
avons choisie (un peu arbitrairement) pour s’appeler « logarithme » et accaparer de la notation
« ln » est lnπ` . Elle est d’une certaine manière celle qui arrive le plus naturellement.

En effet si nous pensons au logarithme népérien ln : R` Ñ R que nous voulons prolonger sur
R, nous devons poser

lnp´xq “ lnp´1q ` lnpxq (27.286)

pour x ą 0. Que peut valoir lnp´1q ? Il doit vérifier elnp´1q “ ´1. La première valeur qui nous
tombe sous la main est lnp´1q “ π. Bien entendu, d’autres possibilités étaient possibles, comme
lnp´1q “ 2017π par exemple.

27.7.3.5 Pas d’unicité : développement en série

Pour z0 P C˚ nous pouvons écrire un développement en série de la réciproque de l’exponentielle
autour de z0. La fonction ainsi définie est holomorphe sur la boule Bpz0, |z0|q et diverge en dehors
de cette boule.

Voilà encore une fonction « logarithme » pour chaque point de C˚. Nous nommons lnz0 la
fonction

lnz0 : Bpz0, |z0|q Ñ C (27.287)

donnée par la série.

23. Cela n’est pas tout à fait évident ; vous devriez y penser.
24. Est-ce qu’il faut vraiment un pluriel ici ?
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En général nous n’avons pas lnz1 “ lnz2 sur l’intersection des disques de convergence. Si c’était le
cas, de proche en proche nous pourrions construire une fonction continue réciproque du logarithme
sur C˚, ce qui est impossible.

27.7.3.6 Pas d’unicité : laquelle choisir ?

Bon. Pour chaque demi-droite D nous avons une détermination du logarithme sur C˚zD. Et
pour tout z0 P C˚ nous en avons une sur Bpz0, |z0|q.

En pratique, quel logarithme choisir ? Cela dépend du problème.
Si vous avez besoin ou envie de travailler avec des série entières, le mieux est de choisir une

détermination donnée par un développement autour d’un point bien choisi par rapport à votre
problème.

Si vous avez surtout besoin d’holomorphie, et que vous en avez besoin sur un grand domaine,
vous devriez choisir une détermination sur un des ensembles C˚zDα en choisissant α de telle sorte
que la demi-droite maudite ne passe pas par la zone sur laquelle vous travaillez.

Dans tous les cas, vous devez préciser très explicitement la détermination choisie. Dans ce texte,
sauf mention du contraire, nous utiliserons la détermination principale, et même son extension (non
continue) à C˚. Lorsque nous aurions besoin d’holomorphie, nous préciserons que nous considérons
la restriction.

27.7.3.7 Logarithme comme primitive

Tout le monde sait que le logarithme ln : R` Ñ R est une primitive de la fonction x ÞÑ 1{x.
Qu’en est-il dans le cas complexe ? Tout d’abord précisons que nous ne comptons pas encore parler
d’intégrale sur C, mais seulement d’intégrales sur R d’une fonction à valeur complexes.

Proposition 27.67.
Si z P C alors ż 1

x` z dx “ lnpx` zq (27.288)

Démonstration. Il est important de comprendre que la formule (27.288) est un abus de notation
pour dire que si nous considérons la fonction

ϕ : RÑ C

x ÞÑ lnpx` zq (27.289)

alors nous avons ϕ1pxq “ 1
x`z . Ici la dérivation est une dérivation sur R et l’intégrale est une

intégrale sur R, c’est-à-dire « composante par composantes ». La fonction ϕ se décompose en
partie réelle et imaginaire qui sont à dériver séparément :

ϕpxq “ lnp|x` z|q ` i argpx` zq. (27.290)

Si z est imaginaire pur Nous posons z “ λi avec λ P R˚. D’abord nous avons

1
x` λi “

x

x2 ` λ2 ´ i
λ

x2 ` λ2 . (27.291)

La partie réelle de ϕpxq est
ϕ1pxq “ ln

`a
x2 ` λ2

˘
, (27.292)

dont la dérivée est
ϕ11pxq “

x

x2 ` λ2 , (27.293)

qui correspond bien à la partie réelle de 1
x`λi .

En ce qui concerne la partie imaginaire, ϕ2pxq “ argpx` λiq, et sa dérivée n’est rien d’autre
que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument, déjà calculée en (27.251) :

ϕ12pxq “
´λ

x2 ` λ. (27.294)
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Cela est bien la partie imaginaire de 1
x`λi .

Notons que nous n’avons pas de problèmes sur la demi-droite des réels négatifs parce que
nous ne considérons au final que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument,
laquelle existe et est continue, même sur cette partie.

Pour z quelconque Soit z “ s ` λi avec s, λ P R. En posant ϕ0pxq “ lnpx ` λiq nous avons
ϕpxq “ ϕ0px` sq et donc

ϕ1pxq “ ϕ10px` sq “
1

x` s` λi “
1

x` z . (27.295)

Tout va bien.

Exemple 27.68
Un petit calcul d’intégrale, que nous avions déjà faite dans l’exemple 21.98 (avec la méthode de
Rothstein-Trager). En passant par une décomposition en fractions simples :

ż 1
x3 ` x “

ż ˆ
1
x
´ 1{2
x´ i ´

1{2
x` i

˙
(27.296a)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx´ iq ´ 1

2 lnpx` iq (27.296b)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx2 ` 1q. (27.296c)

Attention aux justifications. Il n’est pas vrai en général dans le cas de nombres complexes a et b
que lnpabq “ lnpaq ` lnpbq. En effet, pour la partie réelle, ça passe parce que |ab| “ |a||b|. Mais en
ce qui concerne la partie imaginaire,

argpabq ‰ argpaq ` argpbq (27.297)

lorsque la somme dépasse les bornes de s´π, πs. Le passage à (27.296c) fonctionne parce que dans le
cas particulier des nombres x`i et x´i, les arguments se somment à zéro : argpx`iq`argpx´iq “ 0.

4

27.8 Théorème de Weierstrass
Théorème 27.69 (Théorème de Weierstrass[406]).
Soit pfnq une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C que nous supposons converger
uniformément sur tout compact vers f . Alors f est holomorphe sur Ω et pour tout k nous avons

f pkqn Ñ f pkq (27.298)

uniformément sur tout compact.
Dit en peu de mots, la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes est holomorphe,

et on peut permuter la limite avec la dérivation.

Démonstration. Chacune des fonctions fn étant holomorphes, si a P Ω et r est tel que Bpa, rq Ă Ω,
nous avons par la formule de Cauchy 27.13 :

fnpzq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fnpξq
ξ ´ z dξ (27.299)

pour tout z dans un boule Bpa, ρq incluse dans Bpa, rq. Étant donné que le cercle BB est compact,
elle y est majorée par une constanteM . Montrons que de plus nous pouvons choisirM de telle façon
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à avoir |fnpξq| ďM pour tout n et tout ξ en même temps. D’abord nous utilisons la continuité de
la limite f sur le compact BB pour poser A “ maxzPBB |fpzq|. Ensuite nous considérons un ε ą 0
et N tel que | fn ´ f}BB ď ε pour tout n ě N . Nous savons maintenant que

t|fnpξq| tel que n ě N, ξ P BBu (27.300)

est majoré par A` ε. Nous posons enfin
B “ max

nďN max
ξPBB |fnpzq|, (27.301)

et alors le nombre M “ maxtA` ε, Bu majore |fnpξq| pour tout n et tout ξ P BB.
De plus pour tout ξ P BB et pour tout z dans la petite boule, nous avons |ξ ´ z| ą r ´ ρ,

donc la fonction dans l’intégrale est majorée par une constante ne dépendant ni de n ni de ξ. Nous
pouvons donc permuter l’intégrale et la limite sur n :

fpzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq
ξ ´ z . (27.302)

Cela implique que la fonction f est holomorphe par le corollaire 27.16.
Nous voudrions maintenant parler des dérivées des fn et de f . Pour cela nous voulons permuter

l’intégrale et les dérivées, ce qui est fait au corollaire 27.29 :

f pkqn “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq

pω ´ zqk`1dω. (27.303)

Nous voulons la convergence sur tout compact contenu dans l’ouvert Ω. Pour ce faire, nous allons
considérer un compact K Ă Ω et prouver la convergence uniforme dans toute boule de la forme
Bpz0, rq avec z0 P K et Bpz0, rq Ă Ω. Pour chaque tel couple pz0, rq, nous aurons un Npz0,rq P N
tel que si n ě Npz0,rq,

}f pkqn ´ f pkq}Bpz0,rq ď ε. (27.304)

Vu que ces boules Bpz0, rq forment un recouvrement de K par des ouverts, nous pouvons en retirer
un sous-recouvrement fini et prendre, comme N , le maximum des Npz0,rq correspondants. Pour ce
N nous aurons

}f pkqn ´ f pkq}K ď ε. (27.305)

Au travail !
Pour z P Bpz0, rq nous considérons r1 ą r tel que Bpz0, r1q Ă Ω et nous avons

|f pkqn pzq ´ f pkqpzq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

1
2πi

ż

BBpz0,r1q
fnpξq ´ fpξq
pξ ´ zqk`1 dξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (27.306a)

ď 1
2π

ż

BBpz0,r1q
|fnpξq ´ fpξq|
|r ´ r1|k`1 dξ. (27.306b)

Nous avons pris ce r1 de telle manière que |ξ ´ z| soit borné par le bas par |r ´ r1| ; sinon la
majoration que nous venons de faire ne marche pas. Étant donné que fn Ñ f uniformément, nous
pouvons considérer n assez grand pour que le numérateur soit plus petit que ε indépendamment
de ξ et de z. Donc pour un n assez grand,

|f pkqn pzq ´ f pkqpzq| ď ε

2π
2πr1

|r ´ r1|k`1 (27.307)

pour tout z P Bpz0, rq. Donc nous avons convergence uniforme f pkqn Ñ f pkq sur cette boule. Par
l’argument de compacité donné plus haut, nous avons la convergence uniforme sur tout compact.



Chapitre 28

Analyse fonctionnelle

Théorème 28.1 (Théorème d’isomorphisme de Banach).
Une application linéaire continue et bijective entre deux espaces de Banach est un homéomorphisme.

28.1 Théorème d’Ascoli

Définition 28.2.
Une partie A d’un espace topologique X est relativement compacte dans X si sa fermeture est
compacte.

Proposition 28.3 ([218]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R ou C et une application f P LpE,F q. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) L’image d’un borné de E par f est relativement compact dans F .
(2) L’image par f de la boule unité fermée est relativement compacte dans F .
(3) Si pxnq est une suite bornée dans E, alors nous pouvons en extraire une sous-suite pxϕpnqq

telle que
`
fxϕpnq

˘
converge dans F .

Définition 28.4.
Une application vérifiant les conditions équivalentes de la proposition 28.3 est dite compacte.

Théorème 28.5 (Théorème d’Ascoli[407]).
Soient un espace topologique compact K et un espace métrique pE, dq. Nous considérons la topologie
uniforme sur CpK,Eq. Une partie A de CpK,Eq est relativement compacte si et seulement si les
deux conditions suivantes sont remplies :
(1) A est équicontinu 1,
(2) @x P K, l’ensemble tfpxq tel que f P Au est relativement compact dans E.

Corollaire 28.6.
Soient

`
E, pplq

˘
et

`
F, pqkq

˘
deux espaces localement compacts munis de semi-normes. Nous sup-

posons que E est métrisable et complet. Soit pTjqjPN une suite d’application linéaires E Ñ F telles
que pour tout x P E il existe αx P F tel que

Tjx
FÝÑ αx. (28.1)

Si nous posons Tx “ αx alors
(1) l’application T est linéaire et continue,

1. Définition 9.69.

1643
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(2) pour tout compact K dans E et pour tout k nous avons

lim
jÑ8 sup

xPK
qkpTjx´ Txq “ 0, (28.2)

(3) si xj Ñ x dans E alors
Tjxj Ñ Tx (28.3)

dans F .

La version suivante du théorème de Banach-Steinhaus est énoncée de façon ad hoc pour fonc-
tionner avec l’espace DpKq des fonctions de classe C8 à support dans le compact K. Un énoncé
un peu plus fort est donné dans le cadre des espaces de Fréchet dans [117].

Théorème 28.7 (Banach-Steinhaus avec des semi-normes).
Soit pE, dq un espace vectoriel métrique complet dont la topologie est également 2 donnée par une
famille P de semi-normes. Soit tTαuαPA une famille d’applications linéaires continues Tα : E Ñ R

telles que pour tout x P E nous ayons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ă 8. (28.4)

Alors il existe une constante C ą 0 et un sous-ensemble fini J Ă P tels que pour tout x P E nous
ayons ˇ̌

Tαpxq
ˇ̌ ď C max

jPJ pjpxq. (28.5)

Démonstration. Pour chaque k P N˚ nous posons

Ωk “ tx P E tel que sup
αPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ą ku. (28.6)

Ces ensembles sont des ouverts (pour la même raison que dans la preuve du théorème 12.92) et
leur union est E en entier parce que par hypothèse supαPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ă 8.
Si les Ωk étaient tous dense, le théorème de Baire 9.87 nous dit que leur intersection est dense

également ; elle est donc non vide et si x0 P ŞkPNΩk nous avons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌ “ 8, (28.7)

ce qui contredirait l’hypothèse. Donc les Ωk ne sont pas tous denses. Soit k0 P N˚ tel que Ωk0 n’est
pas dense dans E. Il existe donc x0 P E et un ouvert autour de x0 n’intersectant pas Ωk0 .

Nous jouons à présent sur la topologie de E. L’ouvert dont il est question est un d-ouvert et
donc un P-ouvert, lequel contient une P-boule ouverte. Cette dernière boule n’est pas spécialement
une d-boule, mais c’est un d-ouvert.

Il existe dont J fini dans P et ρ ą 0 tels que BJpx0, ρqXΩk0 “ H. Donc pour tout y P BJpx0, ρq
nous avons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpyq

ˇ̌ ď k0. (28.8)

Si maintenant y P Bp0, ρq, nous avons y “ py ` x0q ´ x0 et donc
ˇ̌
Tαpyq

ˇ̌ “ ˇ̌
Tαpy ` x0q ´ Tαpx0q

ˇ̌
(28.9a)

ď ˇ̌
Tαpy ` x0q

ˇ̌` ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌
(28.9b)

ď k0 ` C (28.9c)

où nous avons posé C “ supαPA
ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌
. En normalisant, sur la boule BJp0, 1q nous avons

ˇ̌
Tαpyq

ˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (28.10)

2. Au sens où les ouverts sont les mêmes.
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Enfin su x P E nous avons
x

maxjPJ pjpxq P BJp0, 1q (28.11)

et donc ˇ̌
ˇ̌Tα

ˆ
x

maxjPJ
pjpxq

˙ˇ̌
ˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (28.12)

Utilisant encore la linéarité de Tα nous trouvons ce que nous devions trouver :
ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ď max
jPJ pjpxqρ´1pk0 ` Cq (28.13)

à redéfinition près de ρ´1pk0 ` Cq en C.

28.2 Espaces de Lebesgue Lp

28.2.1 Généralités

Définition 28.8.
Soit pΩ,F , µq un espace mesuré. Deux fonctions à valeurs complexes f et g sur cet espaces sont
dites équivalentes et nous notons f „ g si elles sont µ-presque partout égales. Nous notons rf s
la classe de f pour cette relation.

Nous allons souvent noter f indifféremment pour la fonction f et un des représentants de la
classe de f . Toutefois, lorsque la distinction sera importante, nous essayerons de faire faire l’effort
de distinguer la fonction f de sa classe rf s.
Lemme 28.9.
Une classe contient au maximum une seule fonction continue.

Démonstration. Soient deux fonctions continues f1 et f2 avec f1paq ‰ f2paq. Si |f1paq ´ f2paq| “ δ
alors il existe un ε tel que |f1pxq ´ f1paq| ă δ pour tout x P Bpa, εq. En particulier f1 ‰ f2 sur
Bpa, εq. Cette dernière boule est de mesure de Lebesgue non nulle ; ergo f1 et f2 ne sont pas dans
la même classe.

Définition 28.10.
Pour p ě 1, nous introduisons l’opération

}f}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(28.14)

et nous notons LppΩ, µq l’ensemble des fonctions mesurables sur Ω telles que }f}p ă 8.

28.11.
Le fait que f doive être mesurable pour être dans Lp est bien dans la définition de Lp, et non une
propriété qui pourrait être déduite de la finitude de l’intégrale (28.14).

Soit Ω “ R muni de ses boréliens ou même de sa tribu de Lebesgue et de la mesure de
Lebesgue. Si A est une partie bornée non mesurable (exemple 15.141), alors nous considérons un
borné mesurable K contenant A et la fonction

fpxq “

$
’&
’%

1 si x P A
´1 si x P KzA
0 sinon.

(28.15)

Nous avons alors |f | “ 1K . Vu que K est borné,
ş
R
|f | “ µpKq ne présente pas de problèmes. Donc

f serait un élément de L1pRq sans être mesurable.
Pour éviter cela, nous incluons la mesurabilité dans la définition de Lp.
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Lemme 28.12 ([1]).
L’ensemble Lp est un espace vectoriel sur C.

Démonstration. Pour rappel, nous ne considérons les choses que pour p ě 1. Le fait que si f P Lp,
alors λf P Lp est évident. Ce qui est moins immédiat, c’est le fait que f ` g P Lp lorsque f et g
sont dans Lp. Cela découle d’une part du fait que la fonction ϕ : x ÞÑ xp est convexe sur les positifs
(lemme 18.85), de telle sorte que

ϕ

ˆ |a| ` |b|
2

˙
ď ϕp|a|q ` ϕp|b|q

2 , (28.16)

ou encore
p|a| ` |b|qp ď 2p´1p|a|p ` |b|pq (28.17)

Et d’autre part, nous savons que pour z1, z2 P C, |z1`z2| ď |z1|`|z2| (proposition 1.132(5)). Donc

ż

Ω
|f ` g|pdµ “

ż

Ω
|fpωq ` gpωq|pdµpωq (28.18a)

ď
ż

Ω

`|fpωq| ` |gpωq|˘pdµpωq (28.18b)

ď 2p´1`|fpωq|p ` |gpωq|p˘dµpωq (28.18c)
“ 2p´1`}f}pp ` |g|pp

˘
. (28.18d)

Donc si f et g sont dans Lp, alors f ` g est dans Lp.

28.13.
Il est à noter que nous ne considérons que des valeurs p ě 1, précisément parce que la fonction
x ÞÑ |x|p n’est pas convexe lorsque p ă 1.

Dans le même ordre d’idées, si p ě 1, alors le q P R tel que

1
p
` 1
q
“ 1 (28.19)

est également q ě 1. Cela est important pour un certain nombres de théorèmes qui vont venir, en
particulier l’inégalité de Hölder (28.59).

Si vous en voulez à propos de 0 ă p ă 1, vous pouvez lire [408].

28.14.
L’opération f ÞÑ }f}p n’est pas une norme sur Lp parce que pour f presque partout nulle, nous
avons |f |p “ 0. Il y a donc des fonctions non nulles sur lesquelles }.}p s’annule.

28.15.
Soit un espace mesuré non complet 3 pΩ,A, µq. Il existe une partie N de mesure nulle et A Ă N
non mesurable. Considérons

fpxq “

$
’&
’%

2 si x P A
1 si x P NzA
0 sinon.

(28.20)

Cette fonction est non nulle exactement sur N . Donc f „ 0. Mais f n’est pas mesurable parce que
f´1p2q “ A n’est pas mesurable.

Il est donc possible d’être dans la classe d’équivalence d’une fonction mesurable sans être
mesurable. Ceci est cependant un détail (presque) sans importances pour deux raisons.
— La mesure de Lebesgue est complète par définition (définition 15.127) si nous considérons

bien la tribu de Lebesgue et non seulement les boréliens.

3. Définition 15.56.
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— Dans le cas des espaces de Lebesgue LppΩ,A, µq, il s’agit d’un quotient de Lp qui ne contient
que des fonctions mesurables. Donc dans l’étude de Lp, tous les représentants sont mesurables,
même si pΩ,A, µq n’est pas complet.

Lemme 28.16.
Si f P LppΩq et f „ g, alors g P LppΩq et }f}p “ }g}p.
Démonstration. Soit hpxq “ |gpxq|p ´ |fpxq|p ; c’est une fonction par hypothèse presque partout
nulle et donc intégrable sur Ω ; son intégrale y vaut zéro. Nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “

ż

Ω

´
|fpxq|p ` hpxq˘dµpxq “

ż

ω
|gpxq|pdµpxq. (28.21)

Cela prouve que la dernière intégrale existe et vaut la même chose que la première.

Nous pouvons donc considérer la norme |.|p comme une norme sur l’ensemble des classes plutôt
que sur l’ensemble des fonctions. Nous notons Lp l’ensemble des classes des fonctions de Lp. Cet
espace est muni de la norme

}rf s}p “ }f}p, (28.22)
formule qui ne dépend pas du représentant par le lemme 28.16.

Proposition 28.17.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq.
(1) L’ensemble des classes LppΩ,A, µq est un espace vectoriel.
(2) La formule

}rf s}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(28.23)

défini une norme 4 sur LppΩ,A, µq.
Démonstration. En deux parties.
Espace vectoriel Le lemme 28.12 dit que Lp est un espace vectoriel. Une structure d’espace

vectoriel est donnée en posant
rf s ` rgs “ rf ` gs (28.24)

et
λrf s “ rλf s (28.25)

qui sont deux définitions correctes parce qu’elles ne dépendent pas du choix du représentant.
De plus le lemme 28.12 dit que f ` g P Lp dès que f, g P Lp. Donc rf ` gs P Lp dès que
rf s, rgs P Łp.

Norme Pour être une norme, il faut vérifier les trois propriétés de la définition 7.106.
D’abord, si }rf s}p “ 0, nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “ 0, (28.26)

ce qui par le lemme 15.179 implique que |fpxq|p “ 0 pour presque tout x. Ou encore f „ 0,
c’est-à-dire rf s “ r0s au niveau des classes.
Ensuite pour λ P C et f P Lp nous avons

}λf}p “
ˆż

Ω
|λfpωq|pdµpωq

˙1{p
(28.27a)

“
ˆż

Ω
|λ|p|fpωq|pdµpωq

˙1{p
(28.27b)

“ |λ|}f}p. (28.27c)

4. Définition 7.106.
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Et enfin, en suivant le calcul (28.18) nous avons

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p. (28.28)

28.18.
À partir de maintenant

`
LppΩ, µq, }.}p

˘
est un espace métrique avec toute la topologie qui va avec.

Dans la suite nous n’allons pas toujours écrire rf s pour la classe de f . Par abus de notations
nous allons souvent parler de f P Lp comme si c’était une fonction.

De même nous notons LppΩq ou LppΩ, µq ou LppΩ,A, µq d’après ce sur quoi nous voulons
insister. Mais seule la dernière notation est parfaitement correcte.

Proposition 28.19 ([409]).
Soit 1 ď p ď 8 et supposons que la suite rfns dans LppΩ,F , µq converge vers rf s au sens Lp. Alors
il existe une sous-suite phnq qui converge ponctuellement µ-presque partout vers f .

Démonstration. Si p “ 8 nous sommes en train de parler de la convergence uniforme et il ne faut
même pas prendre ni de sous-suite ni de « presque partout ».

Supposons que 1 ď p ă 8. Nous considérons une sous-suite rhns de rfns telle que

}rhjs ´ rf s}p ă 2´j , (28.29)

puis nous posons ukpxq “ |hkpxq ´ fpxq|p. Notons que ce uk est une vraie fonction, pas une classe.
Et en plus c’est une fonction positive. Nous avons

ż

Ω
ukdµ “

ż

ω
|hkpxq ´ fpxq|pdµpxq “ }hk ´ f}pp ď 2´kp. (28.30)

Vu que uk est une fonction positive la suite des sommes partielles de
ř
k uk est croissante et vérifie

donc le théorème de la convergence monotone 15.160 :
ż

Ω

˜ 8ÿ

k“0
ukpxq

¸
dµpxq “

8ÿ

k“0

ż

Ω
ukpxqdµpxq ď

8ÿ

k“0
2´kp ă 8. (28.31)

Le fait que l’intégrale de la fonction
ř
k uk est finie implique que cette fonction est finie µ-presque

partout. Donc le terme général tend vers zéro presque partout, c’est-à-dire

|hkpxq ´ fpxq|p Ñ 0. (28.32)

Cela signifie que hk Ñ f presque partout ponctuellement.

Est-ce qu’on peut faire mieux que la convergence ponctuelle presque partout d’une sous-suite ?
En tout cas on ne peut pas espérer grand chose comme convergence pour la suite elle-même, comme
le montre l’exemple suivant.

Exemple 28.20
Nous allons montrer une suite de fonctions qui converge vers zéro dans Lpr0, 1s (avec p ă 8) mais
qui ne converge ponctuellement pour aucun point. Cet exemple provient de bibmath.net.

Nous construisons la suite de fonctions par paquets. Le premier paquet est formé de la fonction
constante 1.

Le second paquet est formé de deux fonctions. La première est 1r0,1{2s et la seconde 1r1{2,1s.
Plus généralement le paquet numéro k est constitué des k fonctions 1ri{k,pi`1q{ks avec i “

0, . . . , k ´ 1.
Vu que les fonctions du paquet numéro k ont pour norme }f}p “ 1

k , nous avons évidemment
fn Ñ 0 dans Lp. Il est par contre visible que chaque paquet passe en revue tous les points de r0, 1s.
Donc pour tout x et pour tout N , il existe (même une infinité) n ą N tel que fnpxq “ 1. Il n’y a
donc convergence ponctuelle nulle part. 4

La proposition suivante est une espèce de convergence dominée de Lebesgue pour Lp.

http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./b/bosseglissante.html
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Proposition 28.21.
Soit f P LppΩq avec 1 ď p ă 8 et pfnq une suite de fonctions convergeant ponctuellement vers f
et telle que |fn| ď |f |. Alors fn LpÝÑ f .

Démonstration. Nous avons immédiatement |fnpxq|p ď |fpxq|p, de telle sorte que le théorème de la
convergence dominée implique que fn P Lp. La convergence dominée donne aussi que }fn}p Ñ }f}p,
mais cela ne nous intéresse pas ici.

Nous posons hnpxq “ |fnpxq´fpxq|. En reprenant la formule de majoration (28.17) et en tenant
compte du fait que |fnpxq| ď |fpxq|, nous avons

hnpxq ď 2p´1`|fnpxq|p ` |fpxq|p
˘ ď 2p|fpxq|p, (28.33)

ce qui prouve que |hn| est uniformément (en n) majorée par une fonction intégrable, donc hn est
intégrable et on peut permuter la limite et l’intégrale (théorème de la convergence dominée 15.184) :

lim
nÑ8 }fn ´ f}

p
p “ lim

nÑ8

ż

Rd
|fnpxq ´ fpxq|pdx “

ż

Rd
lim
nÑ8hnpxqdx “ 0. (28.34)

Proposition 28.22 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et une fonction mesurable f : Ω Ñ C telle que

ż

Ω
f1Adµ “ 0 (28.35)

pour toute partie mesurable A de mesure finie. Alors rf s “ 0, c’est à dire que f est non nulle
uniquement sur une partie de mesure nulle.

Démonstration. Nous rappelons que dire que ϕ est intégrable signifie que Repfq`, Repfq´, Impfq`
et Impfq´ sont intégrables.

Les parties
tx P Ω tel que Repfq`pxq P rk, k ` 1ruk“1,... (28.36)

et
tx P Ω tel que Repfq`pxq P r 1

k ` 1 ,
1
k
ruk“1,... (28.37)

sont mesurables en tant qu’images inverses de mesurables par la fonction mesurable Repfq`.
Nous notons tAiuiPN une énumération quelconque de ces parties. L’important est que

ď

iPN
Ai “ tx P Ω tel que Repfq`pxq ‰ 0u (28.38)

et que pour chaque i, il existe αi ą 0 tel que Repfq`pxq ą αi pour tout x dans Ai.
Par hypothèse nous avons

ş
Ω f1Aidµ “ 0. En particulier,

0 “
ż

Ω
Repf1Aiq` “

ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq. (28.39)

Mais pour tout x P Ai nous avons Repfq`pxq ą αi ą 0, donc

0 “
ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq ě αi

ż

Ω
1Ai “ αiµpAiq ě 0. (28.40)

Vu cet encadrement par zéro, nous avons αiµpAiq “ 0 et donc µpAiq “ 0 pour tout i.
Nous en déduisons, par union dénombrable de parties de mesures nulles, que Repfq` est non

nulle seulement sur une partie de mesure nulle.
Le même raisonnement pour Repfq´, Impfq` et Impfq´ donne que f est non nulle sur une

partie de mesure nulle. Donc f “ 0 au sens des classes dans Lp.
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28.2.2 L’espace L8

Il n’est pas possible de définir le supremum d’une fonction définie à ensemble de mesure nulle
près parce que toute classe contient des fonctions qui peuvent être arbitrairement grandes en
n’importe que point. Nous cherchons alors à définir une notion de supremum qui ne tient pas
compte des ensembles de mesure nulle.

Définition 28.23.
Soit f : Ω Ñ C. Un nombre M est un majorant essentiel de f si

µ
`|fpxq| ďM

˘ “ 0. (28.41)

Nous posons alors

N8pfq “ inftM tel que |fpxq| ďM presque partoutu. (28.42)

Cela revient à prendre le supremum à ensemble de mesure nulle près.

Définition 28.24.
Nous définissons alors les espaces de Lebesgue correspondants :

L8pΩq “ tf : Ω Ñ C tel que N8pfq ă 8u, (28.43)

et L8 en est le quotient usuel.

28.25.
Le point sur les notations telles qu’elles devraient être respectées :
(1) Si f est une fonction, N8pfq est son supremum essentiel.
(2) Si f est une fonction, }f}8 est sa norme supremum. Ce n’est pas la même chose que N8pfq.
(3) Si rf s est une classe de fonctions (pour l’égalité presque partout), alors }rf s}L8 est la norme

de cette classe dans L8, c’est-à-dire }rf s}L8 “ N8pfq où f est un représentant.
Le point sur les abus tolérables :
(1) Si f est une fonction, on peut écrire }f}L8 pour N8pfq. Attention toutefois que N8pfq peut

valoir 8, alors que les éléments de L8 sont sélectionnés pour être les classes des fonctions
telles que N8pfq ă 8. Donc il est parfois possible, lorsque f est une fonction, de parler de
}f}L8 alors que rf s n’est pas un élément de L8.

(2) Si rf s est une classe, on peut écrire N8prf sq pour }rf s}L8 .
(3) Noter f la classe de la fonction f . Attention qu’alors, écrire }f}8 n’a pas de sens.

Le point sur les abus intolérable :
(1) Si f est une fonction, noter }f}8 pour N8pfq.
(2) Si rf s est une classe de fonctions, noter }rf s}8 pour }rf s}L8 .

28.26.
Tout ceci pour dire que si fk sont des fonctions et si f est une fonction, nous avons la convergence

fk
L8ÝÑ f (28.44)

si et seulement si N8pfk´fq Ñ 0. Cette convergence (qui se sert des abus tolérables de notations)
est équivalente à la convergence

rfks L8ÝÑ rf s. (28.45)

Mais ce n’est pas du tout équivalent à }fk´f}8 Ñ 0. Tout au plus, il est vrai que si α P L8 (donc
α est une classe), il existe un représentant f P α tel que }f}8 “ αL8 .
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Lemme 28.27 ([1]).
Si fk est une suite de fonctions telle que }fk ´ f}8 Ñ 0, alors

fk
L8ÝÑ f (28.46)

où la convergence signifie N8pfk ´ fq Ñ 0.

Démonstration. Si g est une fonction nous avons toujours N8pgq ď }g}8. Donc

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f}8 Ñ 0. (28.47)

28.28.
Attention toutefois que ce lemme ne signifie pas que si }fk´ f}8 Ñ 0, alors rfks L8ÝÑ rf s parce que
nous pourrions avoir N8pfkq “ 8 et alors rfks n’est pas un élément de L8.

Cela arrive par exemple pour fkpxq “ x et fpxq “ x. Nous avons }fk ´ f}8 “ 0 pour tout k,
alors que ni fk ni f ne donnent lieu à un élément de L8.

Exemple 28.29
Même si g est bornée, nous n’avons pas spécialement }g}8 “ N8pgq. Par exemple

g : RÑ R

x ÞÑ
#

1 si x “ 0
0 sinon .

(28.48)

Cette fonction vérifie }g}8 “ 1 mais N8pgq “ 0. 4

28.2.3 Quelques identifications

Il est intuitivement clair que ce qui peut arriver à une fonction en un seul point ne va pas
influencer la fonction lorsqu’elle est vue dans Lp. En tout cas lorsqu’on considère des mesures pour
lesquelles les singletons sont de mesure nulle, et c’est bien le cas de la mesure de Lebesgue. Il est
peut-être intuitivement moins clair que l’on peut non seulement modifier le comportement d’une
fonction en un point, mais également modifier l’ensemble de base. En voici un exemple.

Proposition 28.30.
Nous avons les égalités suivantes d’espaces

Lp
`s0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘ “ LppS1q (28.49)

au sens où il existe des bijections isométriques de l’un à l’autre. Ici nous sous-entendons la mesure
de Lebesgue partout 5.

Démonstration. Voici une application bien définie où le crochet dénote la prise de classe :

ψ : Lp
`s0, 2πr˘Ñ Lp

`r0, 2πs˘

rf s ÞÑ la classe de fepxq “
#
fpxq si x P s0, 2πr
0 si x “ 0 ou x “ 2π.

(28.50)

Injective Si rf s “ rgs dans Lp`s0, 2πr˘ alors fepxq “ gepxq pour tout x P s0, 2πr sauf une partie
de mesure nulle. L’union de cette partie avec t0, 2πu est encore de mesure nulle dans r0, 2πs.
Les images par ψ sont donc égales dans Lp

`r0, 2πs˘.
5. Vu que la mesure de Lebesgue est définie pour Rd munie de sa tribu des boréliens (complétée), vous êtes en

droit de vous demander quelle est la tribu et la mesure que nous considérons sur le cercle S1.
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Surjective Un élément de Lp
`r0, 2πs˘ est l’image de sa restriction . . . ou plutôt l’image de la

classe de la restriction d’un quelconque de ses représentants.
Isométrie L’intégrale qui donne la norme sur Lp ne change pas selon que nous ajoutions ou non

les bornes au domaine d’intégration.
De la même manière nous avons

Lp
`r0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘. (28.51)

En ce qui concerne l’identification avec LppS1q, il faut passer par l’isométrie ϕ : r0, 2πr Ñ S1

donnée par ϕptq “ eit, et être heureux que ce soit bien une isométrie parce qu’il faudra l’utiliser
pour un changement de variables pour montrer que

ż 2π

0
fptqdt “

ż

S1
pf ˝ ϕ´1qpzqdz. (28.52)

28.2.4 Inégalité de Jensen, Hölder et de Minkowski

Proposition 28.31 (Inégalité de Jensen[263]).
Soit un espace mesuré de probabilité 6 pΩ,A, µq ainsi qu’une fonction convexe f : R Ñ R et une
application α : Ω Ñ R tels que α et f ˝ α soient intégrables sur Ω. Alors

f
´ ż

Ω
αdµ

¯
ď

ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (28.53)

Démonstration. Soient a P R et ca le nombre donné par la proposition 18.88 : pour tout ω P Ω
nous avons

f
`
αpωq˘´ fpaq ě ca

`
αpωq ´ a˘. (28.54)

Cela est en particulier vrai pour a “ ş
Ω αdµ. Nous intégrons l’inégalité (28.54) sur Ω en nous

souvenant que
ş
dµ “ 1 :

ż

Ω
pf ˝ αqdµ´

ż

Ω
fpaqdµ ě ca

` ż

Ω
α´

ż

Ω
a
˘

(28.55a)
ż

Ω
pf ˝ αqdµ´ fpaq ě capa´ aq (28.55b)

fpaq ď
ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (28.55c)

Cette dernière inégalité est celle que nous devions prouver.

Corollaire 28.32.
Soit un espace mesuré de probabilité pΩ,A, µq et une application α P L1pΩ, µq et α P LppΩq avec
1 ď p ă `8. Alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď }α}p. (28.56)

Démonstration. Il suffi d’utiliser l’inégalité de Jensen sur la fonction convexe fpxq “ |x|p. Nous
avons alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq|p ď

ż

Ω
|αpsq|pdµpsq, (28.57)

c’est-à-dire

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď

„ż

Ω
|αpsq|pdµpsq

1{p
“ }α}p (28.58)

où ma norme }.}p est prise au sens de la mesure µ.
6. C’est-à-dire que

ş
Ω dµ “ 1.
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Proposition 28.33 (Inégalité de Hölder).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et 1 ď p, q ď 8 satisfaisant 1

p ` 1
q “ 1. Si f P LppΩq, g P LqpΩq,

alors le produit fg est dans L1pΩq et nous avons

}fg}1 ď }f}p}g}q. (28.59)

Plus généralement si 1
p ` 1

q “ 1
r alors

}fg}r ď }f}p}g}q (28.60)

Ce qui est appelé « inégalité de Hölder » est généralement l’inéquation (28.59).

Démonstration. Nous allons prouver l’inégalité (28.60). D’abord nous supposons }g}q “ 1 et nous
posons

A “ tx P Ω tel que |gpxq| ą 0u. (28.61)

Hors de A, les intégrales que nous allons écrire sont nulles. Nous avons

}fg}pr “
ˇ̌
ˇ
ż

A
|f |r|g|r´q|g|q

ˇ̌
ˇ
p{r
, (28.62)

et le coup tordu est de considérer cette intégrale comme étant une intégrale par rapport à la mesure
ν “ |g|qdµ qui a la propriété d’être une mesure de probabilité par hypothèse sur g. Nous pouvons
alors utiliser l’inégalité de Jensen 7 parce que p{r ą 1, ce qui fait de x ÞÑ |x|p{r une fonction
convexe. Nous avons alors

}fg}pr ď
ż

A

`|f |r|g|r´q˘p{r|g|qdµ (28.63a)

“
ż

A
|f |p|g|ppr´qq{r|g|qdµ (28.63b)

La puissance de |g| dans cette expression est : q ` ppr´qq
r “ 0 parce que ppq ´ rq “ rq. Nous avons

alors montré que

}fg}pr ď
ż

A
|f |pdµ ď }f}pp. (28.64)

La dernière inégalité est le fait que le domaine A n’est pas tout le domaine Ω.
Si maintenant }g}q ‰ 1 alors nous calculons

}fg}r “ }g}q}f g

}g}q }r ď }g}q}f}p (28.65)

en appliquant la première partie à la fonction g
}g}q qui est de norme 1.

Remarque 28.34.
Dans le cas d’un espace de probabilité, la fonction constante g “ 1 appartient à LppΩq. En prenant
p “ q “ 2 nous obtenons

}f}1 ď }f}2. (28.66)

Lemme 28.35.
Lorsque I est borné nous avons L2pIq Ă L1pIq. Si I n’est pas borné alors L2pIq Ă L1

locpIq.
Démonstration. En effet si I est borné, alors la fonction constante 1 est dans L2pIq et l’inégalité
de Hölder 28.33 nous dit que le produit 1u est dans L1pIq.

Si I n’est pas borné, nous refaisons le même raisonnement sur un compact K de I.

7. Proposition 28.31.
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Corollaire 28.36 ([410]).
Soit l’espace L2pIq avec I “ s0, 1r avec la mesure de Lebesgue. Si un P L2 converge vers u dans L2

alors nous pouvons permuter l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

I
un “

ż

I
u. (28.67)

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire
T : L2pIq Ñ R

u ÞÑ
ż

I
u.

(28.68)

Elle est bien définie par l’inégalité de Hölder }fg}1 ď }f}2}g}2 appliqué à gpxq “ 1 qui vérifie
}g}2 “ 1. Nous avons aussi

T puq ď
ż

I
|u| ď }u}1 ď }u}2 (28.69)

où la dernière inégalité est celle de Hölder 28.33. Bref, T est continue. Cela signifie que si un
L2pIqÝÑ u

alors T punq “ T puq. Cela est l’égalité demandée.

Proposition 28.37 (Inégalité de Minkowski[411, 412]).
Si 1 ď p ă 8 et si f, g P LppΩ,A, µq alors
(1) }f ` g}p ď }f}p ` }g}p
(2) Il y a égalité si et seulement si les vecteurs fpxq et gpxq sont presque partout colinéaires : il

existe α, β tels que αf ` βg “ 0 presque partout.
(3) Si fpx, yq est mesurable sur l’espace produit

`
X ˆ Y, µb ν˘ et si p ě 1, alors

››››x ÞÑ
ż

Y
fpx, yqdνpyq

››››
p

ď
ż

Y
}fy}pdνpyq (28.70)

où fypxq “ fpx, yq.
La partie (3) est une généralisation de l’inégalité triangulaire (c’est-à-dire du point (1)) dans

le cas où nous n’avons pas une somme de deux fonctions mais d’une infinité paramétrée par y P Y .
Elle sera le plus souvent utilisée sous la forme déballée :

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

1{p
ď

ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq. (28.71)

28.2.5 Ni inclusions ni inégalités

Aucun espace LppRq n’est inclus dans aucun autre ni aucune norme n’est plus grande qu’une
autre (sur les intersections). Nous verrons cependant en la proposition 28.38 que de telles inclusions
et inégalités sont possibles pour Lp

`r0, 1s˘.
Nous allons donner des exemples de tout ça en supposant p ă q et en nous appuyant lourdement

sur les intégrales de 1
xα étudiées par la proposition 15.248.

Lp Ę Lq La fonction

fpxq “
#

1
x1{q si 0 ă x ă 1
0 sinon

(28.72)

est dans Lp mais pas dans Lq. En effet

}f}pp “
ż 1

0

1
xp{q

dx ă 8 (28.73)

parce que p ă q et p{q ă 1. Par contre

}f}qq “
ż 1

0

1
x
dx “ 8. (28.74)
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Lq Ę Lp La fonction

fpxq “
#

1
x1{p si x ą 1
0 sinon

(28.75)

est dans Lq mais pas dans Lp. En effet

}f}pp “
ż 8

1

1
x
“ 8 (28.76)

alors que
}f}qq “

ż 8

1

1
xq{p

dx ă 8. (28.77)

Exemple de }f}p ą }f}q La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 2s
0 sinon.

(28.78)

Nous avons

}f}p “ 21{p (28.79a)
}f}q “ 21{q. (28.79b)

Mais comme p ă q donc }f}p ą }f}q.
Exemple de }f}p ă }f}q La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 1
2 s

0 sinon.
(28.80)

Alors

}f}p “ 1
21{p (28.81a)

}f}q “ 1
21{q (28.81b)

et donc }f}p ă }f}q.
Ces exemples donnent un exemple de fonction f telle que }f}p ă }f}q pour tout espace LppIq

et LqpIq avec I Ă R. Par contre l’exemple }f}p ą }f}q ne fonctionne que si la taille de I est plus
grande que 1. Et pour cause : il y a des inclusions si I est borné.

Proposition 28.38 ([6]).
Inclusions et inégalités dans le cas d’un ensemble de mesure finie.
(1) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini et 1 ď p ď `8. Alors LqpΩq Ă LppΩq dès que p ď q.
(2) Si 1 ă p ă 2 et si f P L2`r0, 1s˘ alors }f}p ď }f}2.

Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter Lp pour LppΩq, et pareillement
pour Lq. Soit f P Lq. Nous posons

A “ tx P r0, 1s tel que |fpxq| ě 1u. (28.82)

Étant donné que p ď q nous avons |f |p ď |f |q sur A ; par conséquent
ş
A |f |p converge parce queş

A |f |q converge.
L’ensemble Ac est évidemment borné (complémentaire dans Ω) et sur Ac nous avons |fpxq| ď 1

et donc |f |p ď 1. L’intégrale
ş
Ac |f |p converge donc également.

Au final
ş
Ω |f |p converge et f P Lp.
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Soit à présent f P L2 ; par le premier point nous avons immédiatement f P L2 X Lp. Soit aussi
r P R tel que 1

2{p ` 1
r “ 1. Nous avons |f |p P L2{p, et vu que nous sommes sur un domaine borné,

1 P Lr. Nous écrivons l’inégalité de Hölder (28.59) avec ces fonctions. D’une part

}f}1 “ }|f |p}1 “ }f}pp. (28.83)

D’autre part

}|f |p}2{p “
ˆż

|f |2
˙p{2

“ }f}p2. (28.84)

Donc }f}pp ď }f}p2, ce qui prouve l’assertion (2) parce que p ą 1.

Remarque 28.39.
Nous n’avons cependant pas L2`r0, 1s˘ “ Lp

`r0, 1s˘ parce que l’exemple (28.72) fonctionne encore :

fpxq “ 1?
x

(28.85)

pour x P r0, 1s donne bien

}f}2 “
ż 1

0

1
x
“ 8 (28.86)

et }f}p “
ş1
0

1
xp{2

ă 8 parce que 1 ă p ă 2.

28.2.6 Complétude

Théorème 28.40 ([413, 414]).
Pour 1 ď p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est complet.

Démonstration. Soit pfnqnPN une suite de Cauchy dans Lp. Pour tout i, il existe Ni P N tel que
}fp ´ fq}p ď 2´i pour tout p, q ě Ni. Nous considérons la sous-suite gi “ fNi , de telle sorte qu’en
particulier

}gi ´ gi´1}p ď 2´i. (28.87)

Pour chaque j nous considérons la somme télescopique

gj “ g0 `
jÿ

i“1
pgi ´ gi´1q (28.88)

et l’inégalité

|gj | ď |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (28.89)

Nous allons noter

hj “ |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (28.90)

La suite de fonctions phjq ainsi définie est une suite croissante de fonctions positive qui converge
donc (ponctuellement) vers une fonction h qui peut éventuellement valoir l’infini en certains points.
Par continuité de la fonction x ÞÑ xp nous avons

lim
jÑ8h

p
j “ hp, (28.91)

puis par le théorème de la convergence monotone (théorème 15.160) nous avons

lim
jÑ8

ż

Ω
hpjdµ “

ż

Ω
hpdµ. (28.92)
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Utilisant à présent la continuité de la fonction x ÞÑ x1{p nous trouvons

lim
jÑ8

ˆż
hpj

˙1{p
“

ˆż
|h|p

˙1{p
. (28.93)

Nous avons donc déjà montré que

lim
jÑ8 }hj}p “

ˆż
|h|p

˙1{p
(28.94)

où, encore une fois, rien ne garantit à ce stade que l’intégrale à droite soit un nombre fini. En
utilisant l’inégalité de Minkowski (proposition 28.37) et l’inégalité (28.87) nous trouvons

}hj}p ď }g0}p `
jÿ

i“1
}gi ´ gi´1}p ď }g0}p ` 1. (28.95)

En passant à la limite, ˆż
|h|p

˙1{p
“ lim

jÑ8 }hj}p ď }g0}p ` 1 ă 8. (28.96)

Par conséquent
ş |h|p est finie et

h P LppΩ,A, µq. (28.97)

En particulier, l’intégrale
ş
h est finie (parce que p ě 1) et donc que hpxq ă 8 pour presque tout

x P Ω.
Nous savons que hpxq est la limite des sommes partielles (28.90), en particulier la série

8ÿ

j“1
|gi ´ gi´1| (28.98)

converge ponctuellement. En vertu du corollaire 15.186, la série de terme général gi´gi´1 converge
ponctuellement. La suite gi converge donc vers une fonction que nous notons g. Par ailleurs la suite
gi est dominée par h P Lp, le théorème de la convergence dominée (théorème 15.184) implique que

lim
jÑ8 }gj ´ g}p “ 0. (28.99)

Nous allons maintenant prouver que limnÑ8}fn´g}p “ 0. Soit ε ą 0. Pour tout n et i nous avons

}fn ´ g}p “ }fn ´ fNi ` fNi ´ g}p ď }fn ´ fNi}p ` }fNi ´ g}p. (28.100)

Pour rappel, fNi “ gi. Si i et n sont suffisamment grands nous pouvons obtenir que chacun des
deux termes est plus petit que ε{2.

Il nous reste à prouver que g P LppΩ,A, µq. Nous avons déjà vu (équation (28.97)) que h P Lp,
mais |gi| ď hp, par conséquent g P Lp.

Nous avons donc montré que la suite de Cauchy pfnq converge vers une fonction de Lp, ce qui
signifie que Lp est complet.

Théorème 28.41 (Fischer-Riesz[43]).
Soit un ouvert Ω de Rn et p P r1,8s. Alors
(1) Toute suite convergente dans LppΩq admet une sous-suite convergente presque partout sur Ω.
(2) La sous-suite donnée en (1) est dominée par un élément de LppΩq.
(3) L’espace LppΩq est de Banach.

Démonstration. Le cas p “ 8 est à séparer des autres valeurs de p parce qu’on y parle de norme
uniforme, et aucune sous-suite n’est à considérer.
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Cas p “ 8. Nous commençons par prouver dans le cas p “ 8. Soit pfnq une suite de Cauchy dans
L8pΩq, ou plus précisément une suite de représentants d’éléments de Lp. Pour tout k ě 1, il
existe Nk ě 0 tel que si m,n ě Nk, on a

}fm ´ fn}8 ď 1
k
. (28.101)

En particulier, il existe un ensemble de mesure nulle Ek sur lequel

|fmpxq ´ fnpxq| ď 1
k
. (28.102)

D’après le lemme 15.27, la partie E “ Ť
kPNEk, est encore de mesure nulle. En résumé, nous

avons un Nk tel que si m,n ě Nk, alors

|fnpxq ´ fmpxq| ď 1
k

(28.103)

pour tout x hors de E. Donc pour chaque x P ΩzE, la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans
R et converge donc. Cela défini donc une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fnpxq.

(28.104)

Cela prouve le point (1) : la convergence ponctuelle.
En passant à la limite nÑ8 dans l’équation 28.103 et tenant compte que cette majoration
tient pour presque tout x dans Ω, nous trouvons

}f ´ fn}8 ď 1
k
. (28.105)

Donc non seulement f est dans L8, mais en plus la suite pfnq converge vers f au sens L8,
c’est-à-dire uniformément. Cela prouve le point (3). En ce qui concerne le point (2), la suite
fn est entièrement (à partir d’un certain point) dominée par la fonction 1` |f | qui est dans
Lp.

Cas p ă 8. Toute suite convergente étant de Cauchy, nous considérons une suite de Cauchy pfnq
dans LppΩq et ce sera suffisant pour travailler sur le premier point. Pour montrer qu’une suite
de Cauchy converge, il est suffisant de montrer qu’une sous-suite converge. Soit ϕ : N Ñ N

une fonction strictement croissante telle que pour tout n ě 1 nous ayons

}fϕpn`1q ´ fϕpnq}p ď 1
2n . (28.106)

Pour créer la fonction ϕ, il est suffisant de prendre le Nk donné par la condition de Cauchy
pour ε “ 1{2k et de considérer la fonction définie par récurrence par ϕp1q “ N1 et ϕpn`1q ą
maxtNn, ϕpn´ 1qu. Ensuite nous considérons la fonction

gnpxq “
nÿ

k“1
|fϕpk`1qpxq ´ fϕpkqpxq|. (28.107)

Notons que pour écrire cela nous avons considéré des représentants fk qui sont alors des
fonctions à l’ancienne. Étant donné que gn est une somme de fonctions dans Lp, c’est une
fonction Lp, comme nous pouvons le constater en calculant sa norme :

}gn}p ď
nÿ

k“1
}fϕpk`1q ´ fϕpkq}p ď

nÿ

k“1

1
2k ď

8ÿ

k“1

1
2k “ 1. (28.108)

Étant donné que tous les termes de la somme définissant gn sont positifs, la suite pgnq est
croissante. Mais elle est bornée en norme Lp et donc sujette à obéir au théorème de Beppo-
Levi 15.160 sur la convergence monotone. Il existe donc une fonction g P LppΩq telle que
gn Ñ g presque partout.
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Soit un x P Ω pour lequel gnpxq Ñ gpxq ; alors pour tout n ě 2 et @q ě 0,

|fϕpn`qqpxq ´ fϕpnqpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇfϕpn`qqpxq ´

q´1ÿ

k“1
fϕpn`kqpxq ´

q´1ÿ

k“1
fϕpn`kqpxq ´ fϕpnqpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

(28.109a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

k“1
fϕpn`kq ´

qÿ

k“1
fϕpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (28.109b)

ď
qÿ

k“1

ˇ̌
ˇfϕpn`kqpxq ´ fϕpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ (28.109c)

“ gn`q`1pxq ´ gn`1pxq (28.109d)
ď gpxq ´ gn´1pxq. (28.109e)

Nous prenons la limite nÑ8 ; la dernière expression tend vers zéro et donc

|fϕpn`qqpxq ´ fϕpnqpxq| Ñ 0 (28.110)

pour tout q. Donc pour presque tout x P Ω, la suite n ÞÑ fϕpnqpxq est de Cauchy dans R et
donc y converge vers un nombre que nous nommons fpxq. Cela définit une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fϕpnqpxq

(28.111)

où E est de mesure nulle. Montrons que f est bien dans LppΩq ; pour cela nous complétons
la série d’inégalités (28.109) en

ˇ̌
fϕpn`qqpxq ´ fϕpnqpxq

ˇ̌ ď gpxq ´ gn´1pxq ď gpxq. (28.112)

En prenant la limite q Ñ8 nous avons l’inégalité

|fpxq ´ fϕpnqpxq| ď gpxq (28.113)

pour presque tout x P Ω, c’est-à-dire pour tout x P ΩzE. Cette inégalité implique deux choses
valables pour presque tout x dans Ω :

fpxq P B`gpxq, fϕpnqpxq
˘

(28.114a)
fϕpnqpxq ď |fpxq| ` |gpxq|. (28.114b)

La première inégalité assure que |f |p est intégrable sur ΩzE parce que |f | est majorée par
|g| ` |fϕpnq|. Elle prouve par conséquent le point (1) parce que n ÞÑ fϕpnq est une sous-suite
convergente presque partout. La seconde montre le point (2).
Attention : à ce point nous avons prouvé que n ÞÑ fϕpnq est une suite de fonctions qui converge
ponctuellement presque partout vers une fonction f qui s’avère être dans Lp. Nous n’avons
pas montré que cette suite convergeait au sens de Lp vers f . Ce que nous devons montrer est
que

}f ´ fϕpnq}p Ñ 0. (28.115)
L’inégalité (28.113) nous donne aussi, toujours pour presque tout x P Ω :

ˇ̌
fpxq ´ fϕpnqpxq

ˇ̌p ď gpxqp (28.116)

ce qui signifie que la suite 8 |f ´ fϕpnq|p est dominée par la fonction |g|p qui est intégrable sur
ΩzE et tout autant sur Ω parce que E est négligeable ; cela prouve au passage le point (2),
et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (15.184) nous dit que

lim
nÑ8

ż

Ω

ˇ̌
fpxq ´ fϕpnqpxq

ˇ̌p
dx “

ż

Ω
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxq ´ fϕpnqpxq

ˇ̌
dx “ 0. (28.117)

8. À ce point, [43] se contente de majorer |fϕpnqpxq| par |fpxq| ` |gpxq, mais je ne comprends pas comment cette
majoration nous permet d’utiliser la convergence dominée de Lebesgue pour montrer (28.115).
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Cette dernière suite d’égalités se lit de la façon suivante :

lim
nÑ8 }f ´ fϕpnq}p “

›› lim
nÑ8 |f ´ fϕpnq|

››
p
“ 0. (28.118)

Nous en déduisons que la suite n ÞÑ fϕpnq est convergente vers f au sens de la norme LppΩq. Or
la suite de départ pfnq était de Cauchy (pour la norme Lp) ; donc l’existence d’une sous-suite
convergente implique la convergence de la suite entière vers f , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant est souvent cité en disant que Lp est un espace de Hilbert si et seulement
si p “ 2. Comme vous le voyez, il faut un peu plus d’hypothèses.

Je précise que je suis le seul à nommer ce théorème par le nom de Weinersmith. Je ne sais pas
si il a déjà un nom ; alors pourquoi pas celui-là plutôt qu’un autre ? La raison de ce choix est dans
la constante de Weiner, définition 45.1.

Théorème 28.42 (Théorème de Weinersmith[415, 416]).
Nous considérons un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi qu’un nombre p P r1,8s. Nous supposons

(1) LppΩ,A, µq est un espace de Hilbert,
(2) Il existe des parties A,B Ă LppΩ,A, µq telles que A X B “ H et 0 ă µpAq ă 8 et 0 ă

µpBq ă 8.

Alors p “ 2.

Démonstration. Vu que Lp est un espace de Hilbert (hypothèse), il vérifie l’identité du parallélo-
gramme de la proposition 11.18, c’est à dire

}f ` g}2p ` }f ´ g}2p “ 2}f}2p ` 2}g}2p. (28.119)

Pour 1 ď p ă 8 Soient donc A,B comme dans l’hypothèse. Nous considérons les fonctions

f “ 1
µpAq1{p1A (28.120a)

g “ 1
µpBq1{p1B. (28.120b)

En ce qui concerne les normes Lp de f et g, c’est un calcul simple :

}f}2p “
ˆż

Ω
|fpωq|pdµ

˙2{p
“

ˆż

A

1
µpAqdµ

˙2{p
“ 1. (28.121)

De même pour g : }f}2p “ }g}2p “ 1. Donc

2}f}2p ` 2}g}2p “ 4 (28.122)

En ce qui concerne la somme,

}f ` g}2p “
ˆż

A

dµ

µpAq `
ż

B

1
µpBq

˙2{p
“ 22{p. (28.123)

Pour la différence, la seule subtilité à voir est que
ż

Ω
|1A´1B|p “

ż

A
|1A´1B|p`

ż

B
|1A´1B| “

ż

A
|1A|`

ż

B
|´1B| “

ż

A
1A`

ż

B
1B. (28.124)
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Ce n’est pas de la magie que le moins se change en plus. Bref, pour la différence nous avons

}f ´ g}2 “
ˆż

Ω
|fpωq ´ gpωq|pdµ

˙2{p
(28.125a)

“
ˆż

Ω
| 1
µpAq1{p1Apωq ´

1
µpBq1{p1Bpωq|

pdµ

˙2{p
(28.125b)

“
ˆż

A
| 1Apωq
µpAq1{p |

p `
ż

B
| ´ 1Bpωq

µpBq1{p |
p

˙2{p
(28.125c)

“ 22{p. (28.125d)

Donc }f ` g}2p ` }f ´ g}2p “ 2ˆ 22{p.
Vu que Lp est un espace de Hilbert, nous avons finalement

4 “ 2ˆ 22{p. (28.126)

Cela est uniquement valable pour p “ 2.
Pour p “ 8 Il suffit de prendre f “ 1A et g “ 1B. Nous avons alors }f}2L8 “ }g}2L8 “ }f`g}2L8 “

}f ´ g}2L8 “ 1.
L’égalité (28.119) devient 2 “ 4, ce qui est faux.

Si pΩ,A, µq est un espace mesuré, est-ce que LppΩ,A, µq est assuré de n’être pas de Hilbert ?
Non.

Exemple 28.43([416])
Soit la mesure de Dirac sur R, c’est à dire

δpAq “
#

1 si 0 P A
0 sinon.

(28.127)

Nous allons prouver que pour tout p P r0,8s, l’espace LppR,BorpRq, δq est un espace de Hilbert.
Pour cela nous introduisons le produit hermitien

xf, gy “ fp0qgp0q. (28.128)

Nous avons par ailleurs la norme

}f}p “
ż

R

|fpxq|pdδ “ fp0qp. (28.129)

Donc oui, }f}p “
axf, fy. 4

28.2.7 Théorèmes d’approximation

Proposition 28.44 ([250], thème 2).
Soient 1 ď p ď 8 et un espace mesuré pΩ,A, µq. Alors les fonctions étagées 9 dans LppΩq sont
denses dans LppΩq.
Démonstration. Soit f P L1pΩ,A, µq. Nous supposons dans un premier temps que f : Ω Ñ r0,8r.
Pour les fonctions à valeurs dans C, nous verrons plus bas.

Notons que la partie tx P Ω tel que fpxq “ 8u est de mesure nulle, donc nous pouvons vraiment
choisir un représentant à valeurs dans r0,8r et non à valeurs dans r0,8s comme le serait un
représentant un peu quelconque.

9. Définition 15.100. Pour rappel, une fonction est simple lorsqu’elle prend un nombre fini de valeurs, et elle est
étagée lorsqu’elle est en outre mesurable.
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Par le théorème 15.105, il existe une suite croissante de fonctions étagées φn : Ω Ñ r0,8r telles
que φn Ñ f ponctuellement. Notons que ce théorème fonctionne parce que les fonctions Lp (en
tout cas leurs représentants) sont mesurables parce que c’est dans la définition 28.10. Notre devoir
est maintenant de prouver que sous l’hypothèse que f est dans Lp, alors la convergence φn Ñ f
est une convergence dans Lp.
1 ď p ă 8 Vu que f et φn sont à valeurs positives nous avons |f´φn|p ď |f |p. Mais par hypothèse

|f |p P L1pΩq. Donc la suite gn “ |f ´ φn|p est majorée (uniformément en n) par |f |p qui est
dans L1. Le théorème de la convergence dominée permet de permuter

lim
nÑ8

ż
gn “

ż
lim
nÑ8 gn “ 0. (28.130)

Cela revient à dire que

lim
nÑ8 }f ´ φn}

p
p “ lim

nÑ8

ż
|f ´ φn|p “

ż
lim
nÑ8 |f ´ φn|

p “ 0, (28.131)

ce qui signifie que φn
LppΩqÝÑ f .

Pour p “ 8 Si f P L8pΩq, alors nous pouvons prendre un représentant borné. Avec lui, nous
avons φn

}.}8ÝÑ f . Avec cela nous avons, pour ε donné, un n assez grand pour avoir

N8pφn ´ fq ď }φn ´ f}8 ă ε. (28.132)

Si f est à valeurs dans C au lieu de r0,8r, il suffit de faire valoir le travail que nous venons de
faire quatre fois, pour les valeurs réelles, imaginaires, positives et négatives.

28.2.8 Densité des fonctions infiniment dérivables à support compact

Définition 28.45.
Une fonction est étagée par rapport à Lp si elle est de la forme

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk (28.133)

où les Bk sont des mesurables disjoints et 1Bk P Lp pour tout k.

Lemme 28.46.
Si f est une fonction étagée en même temps qu’être dans Lp, alors elle est étagée par rapport à
Lp.

Démonstration. Nous pouvons écrire

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk (28.134)

où les Bk sont disjoints. Par hypothèse }f}p existe. Donc chacune des intégrales
ş
Ω |1Bk |p doit

exister parce que les Bk étant disjoints, nous pouvons inverser la norme et la somme ainsi que la
somme et l’intégrale :

ż

Ω
|f |p “

ż

Ω

Nÿ

k“1
|ck1Bkpxq|pdx “

Nÿ

k“1

ż
|ck1Bkpxq|pdx “

Nÿ

k“1
|ck|p

ż

Ω
|1Bkpxq|pdx. (28.135)

Le contraire n’est pas vrai : la fonction étagée sur R qui vaut n sur Bpn, 1
4q est étagée par

rapport à Lp, mais n’est pas dans Lp.
L’ensemble C8c pRdq des fonctions de classe C8 et à support compact sur Rd est souvent

également noté DpRdq.
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Théorème 28.47 ([411]).
Nous avons des densités emboitées. Ici D est un borélien borné de Rd contenu dans Bp0, rq et K
est un compact contenant Bp0, r ` 2q.
(1) Les fonctions étagées par rapport à Lp sur Rd sont denses dans LppRdq. A fortiori les fonc-

tions étagées sont denses dans Lp, mais nous n’en aurons pas besoin ici.
(2) Il existe une suite fn dans CpK,Cq telle que

fn
LpÑ 1D. (28.136)

(3) Si A est un borélien tel que 1A P LppRdq 10 et si ε ą 0, alors il existe une suite de boréliens
bornée pDnqnPN tels que

1Dn
LpÑ 1A. (28.137)

(4) Il existe une suite ϕn dans DpRdq “ C8c pRdq telle que

ϕn
LpÑ 1D. (28.138)

(5) L’ensemble DpRdq “ C8c pRdq est dense dans LppRdq pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. Nous allons montrer les choses point par point.
(1) Si f P L1pRdq, nous savons par le théorème 15.105 qu’il existe une suite fn de fonctions

étagées convergeant ponctuellement vers f telle que |fn| ď |f |. La proposition 28.21 nous dit
qu’alors fn LpÑ f .
La fonction fn étant étagée et dans Lp en même temps, elle est automatiquement étagée par
rapport à Lp par le lemme 28.46.

(2) C’est le théorème d’approximation 15.203 appliqué au borélien D contenu dans l’espace
mesuré K.

(3) En vertu du point (2), il existe f P C0pK,Rq telle que

}f ´ 1D}p ď ε. (28.139)

Ensuite, par le théorème de Weierstrass, il existe ϕ P C8pK,Rq telle que }f ´ϕ}8 ď ε. Nous
avons aussi

}ϕ´ f}pp “
ż

K
|ϕpxq ´ fpxq|pdx ď µpXq}ϕ´ f}p8 ď εpµpKq. (28.140)

Quitte à prendre un ϕ correspondant à un ε plus petit, nous avons

}ϕ´ f} ď ε. (28.141)

En combinant et en passant à ε{2 nous avons trouvé une fonction ϕ P C8pK,Rq telle que

}ϕ´ 1D} ď ε. (28.142)

(4) Nous considérons les boréliens fermés Dn “ AXBp0, nq. Alors 1Dn P Lp et nous avons pour
n assez grand : ż

Rd
|1Dnpxq ´ 1Apxq|pdx “

ż

RdzBp0,nq
|1Apxq|p ă ε, (28.143)

c’est-à-dire que 1Dn
LpÑ 1A.

10. Je pense que cette hypothèse manque dans [411]. En tout cas je vois mal comment je pourrais justifier les différentes
étapes de la preuve en prenant par exemple A “ Rd.
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(5) Il suffit de remettre tout ensemble. Si f P LppRdq, par le point (2) nous commençons par
prendre σ étagée par rapport à Lp telle que

}σ ´ f}p ď ε. (28.144)

Ensuite nous écrivons σ sous la forme

σ “
Nÿ

k“1
ck1Bk (28.145)

et nous appliquons le point (3) à chacune des 1Bk pour trouver des boréliens bornés Dk tels
que

}1Dk ´ 1Bk}p ď ε. (28.146)

Enfin nous appliquons le point (4) pour trouver des fonctions ϕk P C8c pRdq telles que
}ϕk ´ 1Dk}p ď ε. (28.147)

Il n’est pas compliqué de calculer que

››
Nÿ

k“1
ckϕk ´ f

››
p
ď 2ε

ÿ

k

ck ` ε. (28.148)

Corollaire 28.48.
Si 1 ă p ă 8 alors la partie 11 L2`r0, 1s˘X Lp`r0, 1s˘ est dense dans Lp

`r0, 1s˘.

Démonstration. Nous savons du théorème 28.47(5) que C8c
`r0, 1s˘ est dense dans Lp. Mais nous

avons évidemment C8c Ă L2 X Lp, donc L2 X Lp est dense dans Lp.

Lemme 28.49 ([411, 391]).
Soit 1 ď p ă 8 et f P LppΩq. Nous notons τv l’opérateur de translation par v :

τv : LppΩq Ñ LppΩq
f ÞÑ

”
x ÞÑ fpx´ vq

ı
.

(28.149)

Pour chaque f P LppΩq, l’application
τpfq : Rd Ñ LppΩq

v ÞÑ τvpfq
(28.150)

est continue en v “ 0, c’est-à-dire

lim
vÑ0

}τvpfq ´ f}p “ 0. (28.151)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est dans DpΩq, et nous verrons ensuite
comment généraliser.

Si f P DpΩq Soit une suite vi R
dÝÑ 0, et posons fi “ τvipfq ; le but est de montrer que fi LpÝÑ f . Pour

cela, la fonction f´fi est également à support compact, et qui plus est, si supppfq Ă Bp0, rq,
alors supppf ´ fiq Ă Bp0, r ` |vi|q, et l’ensemble

S “ B
`
0, r `max

i
|vi|

˘
(28.152)

11. Nous parlons bien ici de l’ensemble L2 parce que nous le considérons sans norme ou topologie particulière. La
densité dont nous parlons ici est celle pour la topologique de Lp.
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est un compact contenant les supports de tous les f ´ fi. Le maximum existe parce que
vi Ñ 0. Voilà qui « majore » le domaine de f ´ fi uniformément en i.
Majorons maintenant |f ´ fi|p de façon uniforme en i. Soit le nombre

M “ 2 max
xPRd

tfpxqu. (28.153)

La fonction qui vautMp sur S et zéro ailleurs est une fonction intégrable qui majore |f´fi|p.
Nous pouvons donc utiliser la convergence dominée de Lebesgue (théorème 15.184) pour écrire

lim
iÑ8 }f ´ fi}

p
p “ lim

iÑ8

ż

Ω
|fpxq ´ fpx´ viq|pdx “

ż

Ω
lim
iÑ8 |fpxq ´ fpx´ viq|dx “ 0. (28.154)

Pour f P LppΩq Soit ε ą 0, f P LppΩq et ϕ P DpΩq tel que }f ´ ϕ}p ď ε. Cela est possible par la
densité de DpΩq dans LppΩq vue en 28.47(5). Nous choisissons de plus |v| assez petit pour
avoir }τvpϕq ´ ϕ}p ă ε, qui est possible en vertu de ce que nous venons de démontrer à
propos des fonctions à support compact. De plus τv étant une isométrie de Lp nous avons
}τvpϕq ´ τvpfq} “ }ϕ´ f} ă ε. Nous avons tout pour majorer :

}f ´ τvpfq} ď }f ´ ϕ} ` }ϕ´ τvpϕq} ` }τvpϕq ´ τvpfq} ď 3ε. (28.155)

Nous avons donc bien limvÑ0 }f ´ τvpfq} “ 0.

28.2.9 Approximation

Lemme 28.50 (Théorème fondamental d’approximation [243]).
Soit Ω un espace mesurable et f : Ω Ñ r0,8s une application mesurable. Alors il existe une suite
croissante d’applications étagées ϕn : Ω Ñ R` dont la limite est f .

De plus si f est bornée, la convergence est uniforme.

Théorème 28.51 ([139]).
Soit I un intervalle de R. L’espace DpIq des fonctions continues à support compact sur I est dense
dans L2pIq.

Ce théorème sera généralisé à tous les LppRdq par le théorème 28.47. Cependant Lp n’étant
pas un Hilbert, il faudra travailler sans produit scalaire.

Démonstration. Soit g P L2pIq une fonction telle que g K f pour toute fonction f P CcpIq. Nous
avons donc

xf, gy “
ż

I
fḡ “ 0. (28.156)

En passant éventuellement aux composantes réelles et imaginaires nous pouvons supposer que les
fonctions sont toutes réelles. Nous décomposons g en parties positives et négatives : g “ g` ´ g´.
Notre but est de montrer que g` “ g´, c’est-à-dire que g est nulle. La proposition 26.14 conclura
que CcpIq est dense dans L2pIq.

Soit un intervalle ra, bs Ă I et une suite croissante de fonctions fn P CcpIq qui converge vers
1ra,bs. Par hypothèse pour chaque n nous avons

ż

I
fng

` “
ż

I
fng

´. (28.157)

La suite étant croissante, le théorème de la convergence monotone (théorème 15.160) s’applique et
nous avons

lim
nÑ8

ż

I
fng

` “
ż b

a
g`, (28.158)
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de telle sorte que nous ayons, pour tout intervalle ra, bs Ă I l’égalité
ż b

a
g` “

ż b

a
g´. (28.159)

De plus ces intégrales sont finies parce que
ż b

a
g` ď

ż b

a
|g| “

ż

I
|g|1ra,bs “ x|g|,1ra,bsy ď }g}L2

?
b´ a ă 8 (28.160)

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit maintenant un ensemble mesurable A Ă I. La fonction caractéristique 1A est mesurable

et il existe une suite croissante de fonctions étagées pϕnq convergente vers a par le lemme 28.50. À
multiples près, les fonctions ϕn sont des sommes de fonctions caractéristiques du type 1ra,bs, par
conséquent, en vertu de (28.159) nous avons

ż

I
ϕng

` “
ż

I
ϕng

´. (28.161)

Une fois de plus nous pouvons utiliser le théorème de la convergence monotone et obtenir
ż

A
g` “

ż

A
g´ (28.162)

pour tout ensemble mesurable A Ă I. Si nous notons dx la mesure de Lebesgue, les mesures g`dx
et g´dx sont par conséquent égales et dominées par dx. Par le corollaire 15.196 du théorème de
Radon Nikodym, les fonctions g` et g´ sont égales.

28.3 Convolution
Définition 28.52.
Pour toutes fonctions f, g : Rn Ñ C et pour tout x P C tels que l’intégrale de droite ait un sens 12,
nous définissons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn
fpyqgpx´ yqdy. (28.163)

L’éventuelle fonction f ˚ g ainsi définie est le produit de convolution de f et g.

Le théorème qui permet de dire que le produit de convolution n’est pas tout à fait ridicule est
le suivant.

Théorème 28.53 ([263]).
Soient f, g P L1pRnq.
(1) Pour presque tout x P Rn, la fonction

y ÞÑ gpx´ yqfpyq (28.164)

est dans L1pRnq.
(2) f ˚ g P L1pRnq.
(3) }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1.

Proposition 28.54.
L’ensemble L1pRnq devient alors une algèbre de Banach.

Lemme 28.55.
Le produit de convolution est commutatif : f ˚ g “ g ˚ f .
12. Attention divlgâchi : ce sera le cas pour f, g P L1

pRnq par le théorème 28.53.
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Démonstration. Le théorème de Fubini (théorème 15.259) permet d’écrire

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn
fpyqgpx´ yqdy “

ż 8

´8
dy1 . . .

ż 8

´8
dynfpyqgpx´ yq. (28.165)

En effectuant le changement de variable zi “ xi ´ yi dans chacune des intégrales nous obtenons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn
gpzqfpx´ zqdz “ pg ˚ fqpxq. (28.166)

Attention : on pourrait croire qu’un signe apparaît du fait que z “ x´ y donne dz “ ´dy. Mais en
réalité, l’intégrale

ş`8
´8 devient par le même changement de variables

ş´8
`8 qui redonne un nouveau

signe au moment de remettre dans l’ordre.

La proposition suivante est une conséquence de l’inégalité de Minkowski sous forme intégrale
de la proposition 28.37(3).

Proposition 28.56.
Si 1 ď p ď 8 et si f P LppRdq et g P L1pRdq alors
(1) f ˚ g P Lp
(2) }f ˚ g}p ď }f}p}g}1.

Proposition 28.57 ([417]).
Si f P L1pRq et si g est dérivable avec g1 P L8, alors f ˚ g est dérivable et pf ˚ gq1 “ f ˚ g1.
Démonstration. La fonction qu’il faut intégrer pour obtenir f ˚ g est fptqgpx´ tq, dont la dérivée
par rapport à x est fptqg1px´ tq. La norme de cette dernière est majorée (uniformément en x) par
Gptq “ |fptq|}g1}8. La fonction f étant dans L1pRq, la fonction G est intégrable et le théorème de
dérivation sous l’intégrale (théorème 18.18) nous dit que f ˚ g est dérivable et

pf ˚ gq1pxq “ d

dx

ż

R

fptqgpx´ tqdt “
ż

R

fptqg1px´ tqdt “ pf ˚ g1qpxq. (28.167)

Corollaire 28.58.
Si f P L1pRdq et si g est de classe C8, alors f ˚ g est de classe C8.

Démonstration. Il s’agit d’itérer la proposition 28.57.

Lemme 28.59.
Soit f P L2pIq telle que ż

I
fϕ “ 0 (28.168)

pour toute fonction ϕ P C8c pIq. Alors f “ 0 presque partout sur I.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire
φ : L2pIq Ñ C

g ÞÑ xf, gy “
ż

I
fḡ.

(28.169)

Par densité 13 nous pouvons aussi considérer une suite pϕnq dans C8c pIq convergeant dans L2 vers
f . Alors nous avons pour tout n :

xf, ϕny “ 0. (28.170)
En passant à la limite, xf, fy “ 0, ce qui implique f “ 0 dans L2 et donc f “ 0 presque partout
en tant que bonne fonction.

Ce résultat est encore valable dans les espaces Lp (proposition 28.132), mais il demande le
théorème de représentation de Riesz 14.
13. Théorème 28.47(5).
14. Théorème 28.130.
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28.3.1 Approximation de l’unité

Définition 28.60 ([1, 411]).
Nous considérons Ω “ Rd ou pS1qd. Une approximation de l’unité sur Ω autour de a P Ω est
une suite pϕnq de fonctions à valeurs réelles dans L1pΩq telle que
(1) supk }ϕk}1 ă 8,
(2) pour chaque n nous avons

ş
Ω ϕn “ 1,

(3) si V est un voisinage de a, alors

lim
kÑ8

ż

ΩzV
|ϕk| “ 0. (28.171)

En pratique, nous allons, sur Rd toujours considérer des approximations de l’unité autour de 0,
même si nous ne le préciserons pas. Vous noterez que dans le cas de S1, le choix du « point de
base » est plus arbitraire.

Ce sont des fonctions dont la masse vient s’accumuler autour de zéro. En effet quel que soit le
voisinage Bp0, αq, si k est assez grand, il n’y a presque plus rien en dehors.

Pour le point ((3)), si Ω est S1, la mesure que nous considérons est dx
2π .

Exemple 28.61
Une façon de construire une approximation de l’unité sur R est de considérer une fonction ϕ P
L1pΩq telle que

ş
ϕ “ 1 puis de poser

ϕkpxq “ kdϕpkxq. (28.172)

Ici, Ω peut être R ou S1. 4

Le lemme suivant permet de construire des approximations de l’unité intéressantes. Nous aurons
une version pour S1 dans le lemme 28.94.

Lemme 28.62 ([411]).
Soit ϕ est une fonction continue et positive à support compact sur Rd telle que ϕpxq ą ϕp0q pour
tout x ‰ 0. Si nous posons

ϕnpxq “
ˆż

ϕpyqn
˙´1

ϕpxqn, (28.173)

alors la suite pϕnq est une approximation de l’unité.

Voici un théorème qui donne les propriétés à propos du produit de convolution avec une ap-
proximation de l’unité dans Rd. Une version pour S1 sera le théorème 28.95.

Théorème 28.63 ([411]).
Soit pϕkq une approximation de l’unité sur Rd.
(1) Si g est mesurable et bornée sur Rd et si g est continue en x0 alors

pϕk ˚ gqpx0q Ñ gpx0q. (28.174)

(2) Si g P LppRdq (1 ď p ă 8) alors
ϕk ˚ g LpÑ g. (28.175)

(3) Si g est uniformément continue et bornée, alors

ϕk ˚ g L
8Ñ g (28.176)

Démonstration. En plusieurs points.
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(1) Nous notons dk “ pϕk ˚ gqpx0q ´ gpx0q et nous devons prouver que dk Ñ 0. Vu que ϕk est
d’intégrale 1 sur Rd nous pouvons écrire

dk “
ż

Rd
ϕkpyqgpx0 ´ yqdy ´

ż

Rd
gpx0qϕkpyqdy, (28.177)

et donc

|dk| “
ˇ̌ ż

Rd

`
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

˘
ϕkpyqdy

ˇ̌ ď
ż

Rd

ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

ˇ̌|ϕkpyq|dy. (28.178)

Nous notons M “ supk }ϕk}1, et nous considérons α ą 0 tel que
ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

ˇ̌ ď ε (28.179)

pour tout y P Bp0, αq. Nous nous restreignons maintenant aux k suffisamment grands pour
que

ş
ABp0,αq |ϕkpyq|dy ď ε. Alors en découpant l’intégrale en Bp0, αq et son complémentaire

dans Rd,
|dk| ď εM `

ż

ABp0,αq
2}g}8|ϕkpyq|dy ď εM ` 2}g}8ε ď εC. (28.180)

Donc oui, nous avons |dk| Ñ 0, et donc le premier point du théorème.
(2) Cette fois g P LppRdq et nous cherchons à montrer que }dk}p Ñ 0. Encore qu’ici dk soit défini

à partir d’un représentant dans la classe de g et que d’ailleurs, nous allons travailler avec ce
représentant.
D’abord nous développons un peu ce dk :

}dk}p “
„ż

Rd

ˇ̌
ˇ̌
ż

Rd

`
gpx´ yq ´ gpxq˘ϕkpyqdy

ˇ̌
ˇ̌
p

dx

1{p
(28.181a)

ď
„ż

Rd

´ ż

Rd
|gpx´ yq ´ gpxq|· |ϕkpyq|dy

¯p
dx

1{p
. (28.181b)

À cette dernière expression nous appliquons l’inégalité de Minkowski (théorème 28.37) sous
la forme (28.71) pour la mesure dνpyq “ |ϕkpyq|dy et fpx, yq “ gpx´ yq ´ gpxq :

}dk}p ď
ż

Rd

´ ż

Rd

ˇ̌
gpx´ yq ´ gpxqˇ̌pdx

¯1{p|ϕkpyq|dy “
ż

Rd
}τyg ´ g}p|ϕkpyq|dy. (28.182)

Par le lemme 28.49 nous pouvons trouver α ą 0 tel que }τyg´ g}p ď ε pour tout y P Bp0, αq.
Avec cela nous découpons encore le domaine d’intégration :

}dk}p ď
ż

Bp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon

ďε
|ϕkpyq|dy `

ż

ABp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon
ď2}g}p

|ϕkpyq|dy ď εM ` 2ε}g}p. (28.183)

(3) Nous posons dkpxq “ pϕk ˚ gqpxq ´ gpxq et nous voulons prouver que }dk}8 Ñ 0, c’est-à-dire
que dkpxq converge vers zéro uniformément en x. Nous posons aussi

τypgq : x ÞÑ gpx´ yq. (28.184)

En récrivant le produit de convolution, une petite majoration donne

|dkpxq| ď
ż

Rd
}τypgq ´ g}8|ϕkpyq|dy. (28.185)

L’uniforme continuité de g signifie que pour tout ε, il existe un α tel que pour tout y P Bp0, αq,
}τypgq ´ g}8 ď ε. (28.186)
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Encore une fois nous découpons le domaine d’intégration en B “ Bp0, αq et son complémen-
taire :

}dk}8 ď
ż

B
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ďε
|ϕkpyq|dy `

ż

AB
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ď2}g}8

|ϕkpyq| (28.187a)

ď εM ` 2}g}8ε (28.187b)

où la seconde ligne est justifiée par le choix d’un k assez grand pour que
ş
AB |ϕkpyq|dy ď ε.

Nous avons donc bien }dk}8 Ñ 0.

Exemple 28.64
Une petite remarque en passant : aussi triste que cela en ait l’air, la convergence uniforme n’im-
plique pas la convergence LppΩq si Ω n’est pas borné. En effet si f P Lp, la suite donnée par

fnpxq “ fpxq ` 1
n

(28.188)

converge uniformément vers f , mais

}fn ´ f}p “
ż

Ω

1
n

(28.189)

n’existe même pas si le domaine Ω n’est pas borné. 4

28.3.2 Densité des polynômes trigonométriques

Définition 28.65.
Le système trigonométrique donné par tenunPZ est

enptq “ 1?
2π
eint. (28.190)

Une bonne partie de la douleur qu’évoque mot « densité » consiste à montrer que ce système
est total dans L2pS1q “ L2pr0, 2πsq, et donc en est une base hilbertienne.

Définition 28.66.
Un polynôme trigonométrique est une fonction de la forme

P ptq “
Nÿ

n“´N
cnenptq. (28.191)

Définition 28.67 (Coefficients de Fourier).
Pour toute fonction pour laquelle ça a un sens (que ce soit des fonctions L2 ou non), nous posons

cnpfq “ xf, eny. (28.192)

Ces nombres sont les coefficients de Fourier de f .

Ces trois définitions n’ont a priori aucun rapport entre elles, et rien en particulier ne devrait
vous faire penser à une égalité du type

fpxq “
8ÿ

n“´8
cnpfqenpxq. (28.193)

Nous avons toutefois quelque liens.
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Lemme 28.68.
Deux petits résultats simples mais utiles à propos des polynômes trigonométriques.
(1) Si f P L1pS1q, alors nous avons la formule

f ˚ en “ cnpfqen. (28.194)

(2) Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q alors f ˚ P est encore un polynôme
trigonométrique.

Démonstration. Le premier point est un simple calcul :

pf ˚ enqpxq “
ż 2π

0
fpx´ tqenptq (28.195a)

En ce qui concerne le second point, nous notons P “ řN
k“´N Pkek, et par linéarité de la

convolution,

f ˚ P “
Nÿ

k“´N
Pkf ˚ ek “

nÿ

k“´N
Pkckpfqek, (28.196)

qui est encore un polynôme trigonométrique.

Exemple 28.69
Sur S1 nous construisons alors l’approximation de l’unité basée sur la fonction 1 ` cospxq et le
lemme 28.62. Cette fonction est évidemment un polynôme trigonométrique parce que

cospxq “ eix ` e´ix
2 . (28.197)

Ensuite les puissances le sont aussi à cause de la formule du binôme :

`
1` cospxq˘n “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
cosnpxq, (28.198)

dans laquelle nous pouvons remettre cospxq comme un polynôme trigonométrique et développer à
nouveau la puissance avec (encore) la formule du binôme. La chose importante est qu’il existe une
approximation de l’unité pϕnq formée de polynômes trigonométrique.

Ce qui fait la spécificité des polynômes trigonométriques est qu’ils sont à la fois stables par
convolution (lemme 28.68) et qu’ils permettent de créer une approximation de l’unité sur r0, 2πs.
Ce sont ces deux choses qui permettent de prouver l’important théorème suivant. 4

Théorème 28.70.
Les polynôme trigonométriques sont dense dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration.
ϕk ˚ f LpÑ f (28.199)

par le théorème 28.63. Nous avons donc convergence Lp d’une suite de polynômes trigonométrique,
ce qui prouve que l’espace de polynômes trigonométriques est dense dans LppS1q.
Remarque 28.71.
Deux remarques.

— Il n’est pas possible que les polynômes trigonométriques soient dense dans L8 parce qu’une
limite uniforme de fonctions continues est continue (c’est le théorème 13.280). Donc les
polynômes trigonométriques ne peuvent engendrer que des fonctions continues.

— Nous donnerons au théorème 29.6 une démonstration indépendante de la densité des poly-
nômes trigonométriques dans LppS1q.
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28.4 Espaces L2, généralités

L’espace L2 est l’espace Lp définit en 28.8 avec p “ 2. Cependant il possède une propriété
extraordinaire par rapport aux autres Lp, c’est que la norme |.|2 dérive d’un produit scalaire. Il
sera donc un espace de Hilbert.

28.72.
Nous en rappelons la construction. Soit pΩ,A, µq un espace mesuré. Nous considérons l’opération

xf, gy “
ż

Ω
fpωqgpωqdµpωq (28.200)

et la norme associée
}f}2 “

axf, fy. (28.201)

Nous considérons l’ensemble

L2pΩ, µq “ tf : Ω Ñ C tel que }f}2 ă 8u (28.202)

et la relation d’équivalence f „ g si et seulement si fpxq “ gpxq pour µ-presque tout x.
Et enfin, nous considérons le quotient

L2pΩ, µq “ L2pΩ, µq{ „ . (28.203)

Lemme 28.73.
Soit un espace mesuré 15 pΩ,A, µq.
(1) Pour tout f, g P L2pΩ,A, µq, le produit

xf, gy “
ż

Ω
fḡ dµ (28.204)

est bien défini et est un nombre complexe 16.
(2) L’opération pf, gq ÞÑ xf, gy est un produit hermitien 17.
(3) Le couple

`
L2pΩ,A, µq, x., .y˘ est un espace de Hilbert 18.

Démonstration. Que L2pΩq soit un espace vectoriel est un cas particulier de la proposition 28.17.
Voyons cette histoire de produit scalaire.

Pour de vraies fonctions Nous commençons par analyser l’intégrale (28.204) dans le cas où f
et g sont des fonctions, c’est à dire des représentants d’éléments de L2.
Dans ce cas, l’inégalité de Hölder (proposition 28.33) avec p “ q “ 2 nous indique que le
produit fḡ est un élément de L1. Par conséquent la formule a un sens.

Passage aux classes Ensuite nous montrons que la formule passe au quotient. Pour cela, nous
considérons des fonctions α et β nulles presque partout et nous regardons le produit de
f1 “ f ` α par g1 “ g ` β :

xf1, g1y “
ż
fg ` βf ` αg ` αβ. (28.205)

Les fonctions βf , αg et αβ étant nulles presque partout, leur intégrale est nulle et nous avons
bien xf1, g1y “ xf, gy. Nous pouvons donc considérer le produit sur l’ensemble des classes.

15. Est-ce qu’il ne faudrait pas un peu plus d’hypothèses, comme σ-fini par exemple ? Vérifiez et écrivez-moi quand
vous avez la réponse.
16. Par opposition au fait que ce serait l’infini.
17. Définition 11.8. Pour rappel, nous considérons des fonctions à valeurs complexes. Si au contraire nous avions

considéré seulement des fonctions à valeurs réelles, nous aurions eu un produit scalaire.
18. Définition 26.1.
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Produit hermitien Pour vérifier que la formule est un produit hermitien, le seul point non
évidement est de prouver que xf, fy “ 0 implique f “ 0. Cela découle du fait que

xf, fy “
ż

Ω
|f |2. (28.206)

La fonction x ÞÑ |fpxq|2 vérifie les hypothèses du lemme 15.179. Par conséquent |fpxq|2 est
presque partout nulle.

Espace de Hilbert En ce qui concerne le fait que L2pΩq soit un espace de Hilbert, il s’agit
simplement de se remémorer que c’est un espace complet (théorème 28.40) et dont la norme
dérive d’un produit scalaire ou hermitien. Nous sommes donc bien dans la définition 26.1.

28.74.
Ces espaces seront utilisés pour de nombreuses applications. Nous en aurons besoin pour plusieurs
combinaisons d’ensembles Ω et de mesures µ.
— Pour Rd

— Pour S1

— Pour ra, bs
— Pour r0, 2πr
— Pour r´T, T r

Le premier est non compact et il est raisonnable de penser qu’il sera foncièrement différents des
autres. À isomorphismes assez triviaux près, les espaces des fonctions sur les trois autres sont
identiques. Nous nous attendons donc à ce qu’ils aient les mêmes propriétés. Notons que du point
de vue de L2, étant donné qu’il y a un quotient par les parties de mesures nulles, prendre s0, 2πr
ou r0, 2πs ou n’importe quelle autre possibilité de ce genre revient au même.

Afin de pouvoir utiliser ces espaces de façon optimale, et entre autres y définir les séries de
Fourier, nous avons besoin, pour chacun d’entre eux de définir les éléments suivants :
— mesure
— produit de convolution
— le système trigonométrique (que nous allons montrer être une base hilbertienne)
— coefficients de Fourier

Ça fait pas mal de choses à définir. Il n’est pas besoin de définir un produit scalaire parce que le
lemme 28.73 nous en donne un générique.

Les définitions qui viennent sont à prendre « tant que les formules ont un sens ». Nous parlons
donc de fonctions dans FunpΩ,Cq, l’ensemble de toutes les fonctions sur Ω à valeurs dans C. Nous
verrons plus tard les espaces de fonctions sur lesquels tout a un sens.

28.5 L’espace L2pRdq

La mesure est celle de Lebesgue. Le produit de convolution est donné, pour f, g P FunpRd,Cq,
par

pf ˚ gqpxq “
ż

Rd
fpyqgpx´ yqdy (28.207)

Certaines de ses propriétés ont déjà été vues dans le théorème 28.53.
En ce qui concerne le système trigonométrique, pour tout ξ P Rd nous définirions bien

eξpxq “ eiξ·x, (28.208)

genre pour faire que les transformations de Fourier sont des séries continues . . .mais bon. Nous
n’allons pas tenter le diable plus que ça, et nous ne définissons
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— pas de système trigonométrique,
— pas de coefficients de Fourier non plus,
— pas de théorie des séries de Fourier sur Rd.

Quand je disais que la non-compacité de Rd allait un peu changer les choses par rapport aux
autres, je ne rigolais pas.

28.6 L’espace L2pS1q

L’espace S1 sera fait avec forces détails, parce qu’il va servir de base pour les espaces L2pr0, 2πrq,
L2pr´T, T rq ainsi que pour l’étude des fonctions périodiques sur R.

En tant qu’ensemble,
S1 “ teitutPR, (28.209)

sans garanties que cette paramétrisation soit une bijection.
Il y a essentiellement deux façons de définir une intégrale sur S1.

(1) Voir S1 comme une sous-variété de R2 et utiliser la définition 21.9. Cette façon a cependant
deux inconvénients :
— Elle ne donne pas la tribu des mesurables sur S1, c’est-à-dire que cette méthode ne

donne pas de façon évidente une théorie de la mesure sur S1.
— Il faut au moins deux cartes pour paramétrer le cercle. La fainéantise nous prévient que

ça va être technique.
(2) Rapporter la structure d’espace mesuré de r0, 2πr vers S1, de force via le premier difféomor-

phisme qui nous passe par la tête, à savoir t ÞÑ eit.
Nous allons choisir la seconde possibilité, en gardant en tête qu’elle fonctionne de façon très simple
un peu par coup de chance, voir la remarque 15.255(5).

28.6.1 Espace mesuré

Plusieurs choses sont déjà faites.
— Les boréliens de S1 sont décrits dans la proposition 19.64,
— la tribu de Lebesgue de S1 est décrite dans la proposition 19.66. Non, ce n’est pas la tribu

induite de la tribu de Lebesgue de C.

Proposition 28.75 (Espaces de fonctions sur S1[1]).
Soit l’espace mesuré

`
S1,LebpS1q, µ˘.

(1) La formule
xf, gy “

ż

S1
fḡdµ (28.210)

est un produit hermitien 19 sur L2pS1,LebpS1q, µq.
(2) L’espace L2pS1q est un espace de Hilbert.
(3) L’application

φ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ ϕ. (28.211)

est une bijection isométrique (isomorphisme d’espaces de Hilbert)

L2pS1,LebpS1q, µq “ L2`s0, 2πr,LebpRq, λ˘ (28.212)

où nous avons fait un minuscule abus de notations : ici LebpRq est en réalité la tribu induite
sur s0, 2πr.

19. Définition 11.8.
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Démonstration. Le fait que la formule (28.210) donne bien un produit hermitien est le lemme
28.73. Ce même lemme assure que le tout donne un espace de Hilbert.

Il nous reste à prouver le point (3). En ce qui concerne l’isométrie, nous posons 20

φ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ ϕ. (28.213)

Injection Si φpfq “ φpgq, alors pour tout x P r0, 2πr nous avons f
`
ϕpxq˘ “ g

`
ϕpxq˘. Vu que

ϕ : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection nous avons alors fpsq “ gpsq pour tout s P S1.
Surjection Si f P L2`s0, 2πs˘, nous posons g : S1 Ñ C par

gpsq “ ?2πf
`
ϕ´1psq˘. (28.214)

Nous avons alors bien φpgqpxq “ fpxq.
Isométrie Nous montrons que φ préserve le produit scalaire :

xφpfq, φpgqy “
ż 2π

0
φpfqpxqφpgqpxqdλpxq (28.215a)

“ 1
2π

ż 2π

0
pf ˝ ϕqpxqpg ˝ ϕqpxq dλpxq (28.215b)

“ 1
2π

ż 2π

0
pfgq ˝ ϕdλ (28.215c)

Pour la suite nous devons invoquer la proposition 15.254 pour passer d’une intégrale sur`r0, 2πr,Leb`r0, 2πr˘, λ˘ à une intégrale sur
`
S1,LebpS1q, µ˘. La première condition de cette

proposition est que LebpS1q “ ϕ
`
Lebpr0, 2πrq˘. Cela est la proposition 19.66(2). La condition

sur la mesure dans la proposition 15.254 n’est vraie ici qu’à un facteur 2π près. Nous avons :
ż

r0,2πr
fdλ “ 2π

ż

S1
pf ˝ ϕ´1qdµ. (28.216)

Nous continuons le calcul (28.215) :

xφpfq, φpgqy “ 1
2π

ż 2π

0
pfgq ˝ ϕdλ “

ż

S1
fḡdµ “ xf, gy. (28.217)

28.6.2 Topologie

Nous considérons sur S1 la topologie induite de C. Vu que S1 est fermé et borné dans C, il
en est une partie compacte. Par le lemme 7.46, l’espace S1 muni de sa topologie est un espace
topologique compact.

Nous pouvons donc sans crainte affirmer que toute fonction continue f : S1 Ñ K est bornée et
atteint ses bornes.

Proposition-définition 28.76.
Soit la formule

dpeix, eiyq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ|. (28.218)

(1) Elle est bien définie (ne dépend pas des choix de x et y donnant les mêmes points dans S1)
(2) L’infimum est en réalité un minimum : il est atteint par un certain k P Z (qui, lui, dépend

des choix).

20. Notez que cette définition passe aux classes. Nous le répéterons pas.
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(3) La formule définit une distance 21 sur S1.
Nous considérons sur S1 la topologie τd découlant de cette distance.

Démonstration. Point par point.
(1) Soient x1, y1 P R tels que eix1 “ eix et eiy1 “ eiy. Alors x1 “ x`2lπ et y1 “ y`2l1π pour certains

entiers l, l1 P Z (corollaire 19.33). Nous avons alors |x1´ y1` 2kπ| “ |x´ y` 2πpk` l´ l1q| et
inf
kPZ |x

1 ´ y1 ` 2kπ| “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ|. (28.219)

(2) Quels que soient x et y fixés, nous avons

lim
kÑ˘8 |x´ y ` 2kπ| “ 8. (28.220)

Donc l’infimum est forcément atteint par un k P Z.
(3) Pour la distance, il y a plusieurs points à prouver.

— Pour tout z, z1 P S1 nous avons dpz, z1q ě 0 parce que la distance est donnée par une
valeur absolue.

— Si dpz, z1q “ 0, alors il existe k tel que x “ y`2kπ. Alors eix “ eipy`2kπq “ eiye2kiπ “ eiy.
C’est-à-dire z “ z1.

— Pour la symétrie, nous avons

|x´ y ` 2kπ| “ |y ´ x´ 2kπ| “ |y ´ x` 2k1π| (28.221)

en posant k1 “ ´k. L’infimum étant pris sur k P Z, nous avons al symétrique dpeix, eiyq “
dpeiy, eixq.

— Pour attaquer l’inégalité triangulaire, nous considérons z1 “ eix1 , z2 “ eix2 et z3 “ eix3 .
Nous posons également k1, k2, k3 P Z tels que dpz1, z3q “ |x1 ´ x3 ` 2k1π|, dpz1, z2q “
|x1 ´ x2 ` 2k2π| et dpz2, z3q “ |x2 ´ x3 ` 2k3π|. Nous avons alors

dpz1, z3q “ |x1 ´ x3 ` 2k1π| “ |x1 ´ x2 ` x2 ´ x3 ` 2k1π| (28.222a)
“ inf

kPZ |px1 ´ x2 ` 2k2πq ` px2 ´ x3 ` 2k3πq ` 2kπ| (28.222b)

“ inf
kPZ

´
|x1 ´ x2 ` 2k1π| ` |x2 ´ x3 ` 2k3π| ` 2kπ

¯
(28.222c)

“ dpz1, z3q ` dpz2, z3q (28.222d)

parce que le dernier infimum est réalisé par k “ 0.

Le cercle est bien connu pour être symétrique et en particulier avoir une symétrie sous les
rotations. Nous allons voir quelque résultats qui vont dans le sens de dire que la distance définie
sur S1 respecte cette symétrie.

Lemme 28.77.
Plusieurs points à propos de l’invariance de la topologie sous les rotations.
(1) La distance est invariante sous les rotations, c’est-à-dire que si a, b P S1 et si s P R, alors

dpeisa, eisbq “ dpa, bq. (28.223)

(2) Les boules sont préservées sous les rotations 22, c’est-à-dire que

eisBdpa, rq “ Bdpeisa, rq. (28.224)
21. Définition 7.87.
22. Pas chaque boule séparément, mais l’ensemble des boules
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(3) La topologie est invariante sous les rotations : eisτd “ τd.

Démonstration. Point par point.
(1) Si a “ eix et b “ eiy, nous avons

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| “ inf

kPZ |px´ sq ´ py ´ sq ` 2kπ| “ dpeisa, eisbq. (28.225)

Et de un.
(2) Il faut une inclusion dans chaque sens.

eisBdpa, rq Ă Bdpeisa, rq Soit b P eisBdpa, rq. Alors b “ eisb1 pour un certain b1 P Bdpa, rq.
Nous avons alors, en utilisant le premier point,

dpb, eisq “ dpe´isb, aq “ dpb1, aq ă r. (28.226)

Donc b P Bdpeisa, rq.
Bdpeisa, rq Ă eisBdpa, rq Soit b P Bdpeisa, rq. Nous devons prouver que b P eisBdpa, rq, c’est-

à-dire que b “ eisb1 pour un certain b1 P Bdpa, rq ou encore que e´isb P Bdpa, rq. En
utilisant encore le premier point,

dpe´isb, aq “ dpb, eisaq ă r. (28.227)

Donc oui, e´isb P Bpa, rq.
(3) Soit A P τd. Si a P eisA, alors a “ eisa1 pour un certain a1 P A. Notre but est de prouver que

eisA contient un voisinage de a.
Vu que a1 P A, il existe r ą 0 tel que Bdpa1, rq Ă A. Nous avons alors

eisaBdpa1, rq Ă eisA, (28.228)

et comme eisBdpa1, rq “ Bdpeisa1, rq “ Bdpa, rq nous avons bien

Bdpa, rq Ă eisA. (28.229)

Nous allons voir maintenant quelque résultats à propos de Bdp1, rq qui a la bonne figure d’être
un ouvert qui s’étale symétriquement en partant de 1 (le point le plus à droite du cercle). Par
rapport à la figure 28.1, il s’agit ni plus ni moins que de voir qu’une boule de rayon r autour de 1
est bien la partie indiquée (symétrique par rapport à 1 et de longueur d’arc r des deux côtés). De
plus, ce voisinage n’est autre que la partie du cercle située à droite de la ligne en pointillés.

‚ 1

‚

‚

Figure 28.1 – Un voisinage de 1 dans S1.

Ce lemme-ci montre que Bdp1, rq est une partie de S1 qui s’étale symétriquement autour de 1.
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Lemme 28.78.
Soit l’application

ϕ : RÑ S1

x ÞÑ eix.
(28.230)

Nous avons Bdp1, rq “ ϕ
`s´r, rr˘.

Démonstration. Soit b P Bdp1, rq de la forme b “ eiy avec y choisi de telle sorte que dp1, bq “ |y|.
Vu que dp1, bq ă r, nous avons |y| ă r et donc b P ϕ`s´r, rr˘.

Dans l’autre sens, si y P s´r, rr, alors
dp1, eiyq “ inf

kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă r. (28.231)

Nous avons utilisé le fait que l’infimum sur k P Z est plus petit ou égal à la valeur pour k “ 0. Les
inégalités (28.231) montrent que eiy P Bdp1, rq.

Le lemme suivant montre que que les boules autour de 1 sont délimitées par la droite en pointillé
de la figure 28.1.

Lemme 28.79.
Soit r P r0, πs. Nous avons

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (28.232)

Démonstration. Si r “ π, alors Bp1, rq “ S1zt´1u, alors que cospπq “ ´1.
Si r ă π, alors nous partons de la formule (19.70) qui dit que eir “ cospeq ` i sinprq. D’après

le lemme 28.78, un élément de Bdp1, rq est de la forme eiy avec y P s´r, rr. Nous voudrions donc
prouver que cospyq ą cosprq dès que y P s´r, rr et r ă π.

Sur s´r, 0r, la fonction cos est croissante, donc si y ă 0 alors

cospyq ą cosp´rq “ cosprq. (28.233)

De la même façon, sur s0, rr, la fonction cos est décroissante, de telle sorte que si y ą 0, alors
cospyq ą cosprq.

Nous avons prouvé que Bdp1, rq Ă S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu.
Lançons nous dans la preuve de l’inclusion inverse.
Soit x ą cosprq. Si x ` iy P S1, nous avons x ` iy “ eis “ cospsq ` i sinpsq pour un certain

s P r´π, πr. Notons que s “ ´π correspondrait au point ´1 P S1, qui est exclu de notre étude
parce que nous supposons r ă π. Donc s P s´π, πr.

Nous avons donc cosprq ă x “ cospsq. Et voila.
Proposition 28.80.
La topologie τd sur S1 23 est la topologique induite depuis C.

Démonstration. Nous notons τi la topologie induite (c’est-à-dire l’ensemble des ouverts) et τd la
topologie de la distance fraichement définie. Nous allons également noter BCpa, rq la boule dans
C de centre a et de rayon r, et Bdpz, rq celle dans S1, de centre z P S1 et de rayon r pour notre
distance d.
τi Ă τd Un élément général de τi est de la forme OXS1 où O est un ouvert de C. Soit a P OXS1

et prouvons qu’il existe un ouvert de τd contenant a et contenu dans O X S1 ; cela prouvera
que O X S1 est ouvert de τd par le théorème 7.4.
Soient a “ eix et r tel que BCpa, rq Ă O. Nous allons montrer que Bdpa, rq Ă BCpa, rq. Un
élément général de Bdpa, rq est b “ eiy tel que

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| ď r. (28.234)

23. Définition 28.76.
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Quitte à redéfinir x ou y nous pouvons supposer que l’infimum est atteint en k “ 0. En
utilisant la proposition 22.15 nous majorons :

|a´ b| “ |eix ´ eiy| ď |x´ y| “ dpa, bq ď r. (28.235)

Donc nous avons bien b P BCpa, rq dès que b P Bdpa, rq.
τd Ă τi Ce sens est plus délicat parce que, si nous voulons suivre les mêmes pas que le premier

sens, nous devrons nous appuyer sur la continuité de l’application ln : C˚ Ñ C, laquelle n’est
pas vraie en ´1 (voir par exemple le lemme 27.58).
Soient A P τd et a P A. Nous devons prouver l’existence d’un ouvert O de C tel que S1 XO
soit inclus dans A et contienne a. Nous allons prouver cela dans le cas a “ 1 et ensuite
propager le résultat en utilisant la symétrie de S1.

Si a “ 1 Vu que A est ouvert pour la topologie de la distance d, et vu que 1 P A, il existe
r ą 0 tel que Bdp1, rq Ă A. Pour ce r le lemme 28.79 donne

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (28.236)

Nous montrons que O “ BCp1, δq avec δ ă 1´ cosprq fait l’affaire. Si x` iy P BCp1, δq,
alors x ą 1´ δ et donc

1´ δ ą 1´ p1´ cosprqq “ cosprq, (28.237)

ce qui prouve que la partie de O qui est dans S1 est bien dans Bdp1, rq.
Si a ‰ 1 Soient un ouvert quelconque A P τd ainsi que a “ eix P A. Nous considérons r ą 0

tel que Bdpa, rq Ă A ; nous avons e´ixBdpd, rq Ă e´ixA et donc, en tenant compte du
lemme 28.77(2) :

Bdp1, rq Ă e´ixA. (28.238)

Par le premier point, il existe un ouvert O de C tel que 1 P O et

O X S1 Ă Bdp1, rq Ă e´ixA. (28.239)

Nous avons évidemment que a P eixO et

eixpO X S1q Ă eixBdp1, rq Ă A. (28.240)

Donc eixO X S1 Ă A. Vu que eixO est un ouvert de C, l’ensemble eixO X S1 est un
ouvert de τi.

Lemme 28.81 ([1]).
Deux résultats de limites dans S1.
(1) Pour tout a0 P S1, nous avons

lim
sÑ1

dpa, asq “ 0. (28.241)

(2) Si f : S1 Ñ C est continue en a P S1, alors

lim
sÑ1

fpasq “ fpaq. (28.242)

Démonstration. Point par point.
(1) Soient a, s P S1. Donnons une formule pour dpa, asq. Si a “ eix et s “ eiy nous avons

as “ eipx`yq et donc

dpa, asq “ inf
kPZ |x´ px` yq ` 2kπ| “

ż

kPZ
|y ` 2kπ|. (28.243)
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Voila pour la formule. Maintenant la preuve de notre point.
Soit ε ą 0. Si δ ă ε et si s P Bp1, δ, alors il existe y P s´δ, δr tel que s “ eiy par le lemme
28.78. Pour un tel s nous avons

dpa, saq “ inf
kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă δ ă ε. (28.244)

Nous nous avons trouvé δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique dpa, asq ă ε. Cela est la limite que
nous devions prouver.

(2) Soit ε ą 0. Soit r ą 0 tel que si b P Bpa, rq, alors |gpbq ´ gpaq| ă ε ; l’existence d’un tel r est
la continuité de g en a. Nous considérons δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique sa P Bpa, rq ;
l’existence d’un tel δ est le point (1) de ce lemme.
Avec tout cela nous avons |gpasq´gpaq| ă ε dès que s P Bp1, δq. Cela est la limite limsÑ1 gpasq “
gpaq que nous voulions prouver.

Lemme 28.82.
Pour s P S1, nous considérons l’application

αs : FunpS1q Ñ FunpS1q
αspgqpuq “ gpus̄q ´ gpuq. (28.245)

Quelque propriétés avec 1 ď p ă 8 :
(1) Si f P LppS1q, alors αspfq P LppS1q.
(2) Si f est continue dans LppS1q nous avons la limite

lim
sÑ1

αspfq “ 0 (28.246)

dans LppS1q.
Démonstration. D’abord un calcul de norme :

}αspfq}pp “
ż

S1
|fpus̄q ´ fpuq|pdu ď

ż

S1
|fpus̄q|pdu`

ż

S1
|fpuq|pdu “ 2}f}pp. (28.247)

Donc oui pour que αspfq P LppS1q.
La fonction f étant supposée continue sur le compact S1, elle est majorée. Nous savons qu’en

posant }f}8 nous avons |αspfq| ď 2M . Donc la fonction constante

g : S1 Ñ C

u ÞÑ 2M
(28.248)

est une fonction intégrable sur S1 qui majore |αspfq| uniformément en s. Soit une suite si Ñ 1
dans S1, et posons fi “ αsipfq. Alors nous avons

}fi}pp “
ż

S1
|fipuq|pdu (28.249)

et aussi |fi|p ď p2Mqp. Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 15.184 nous permet
de permuter limite et intégrale :

lim
iÑ8 }fi}

p
p “

ż

S1
lim
iÑ8 |fipuq|

pdu. (28.250)

Mais
lim
iÑ8 fipuq “ lim

iÑ8αsipfqpuq “ lim
iÑ8

`
fpus̄iq ´ fpuq

˘ “ 0. (28.251)

La dernière limite est due au fait que limsÑ1 gpusq “ gpuq (lemme 28.81(2)).
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28.6.3 Système trigonométrique

Définition 28.83.
La famille trigonométrique sur S1 est l’ensemble de fonctions tenunPZ données par

en : S1 Ñ C

z ÞÑ zn
(28.252)

avec n P Z. Un polynôme trigonométrique est une application S1 Ñ C de la forme
nÿ

k“´n
akek (28.253)

pour des nombres ak P C, peut-être pas tous non-nuls (autrement dit, il n’est pas forcé d’avoir
autant de termes négatifs que positifs).

Le but de z ÞÑ zn dans cette définition est d’être lu t ÞÑ eint lorsqu’on considère les fonctions
sur r0, 2πr.
Proposition 28.84.
La famille trigonométrique est une famille orthonormale pour le produit scalaire L2pS1,A, µq.
Démonstration. En utilisant la proposition 28.75(3) nous avons :

xen, eny “
ż

S1
enen “ 1

2π

ż

r0,2πr
en
`
ϕpxq˘en

`
ϕpxq˘ (28.254a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
einxe´inxdx “ 1

2π

ż 2π

0
1dx “ 1. (28.254b)

Et nous avons également, pour m ‰ n :

xen, emy “ 1
2π

ż

r0,2πr
eipn´mqxdx “ 1

2π

„
1

ipn´mqeipn´mqx
2π

0
“ 0. (28.255)

Remarque 28.85.
Vous aurez noté que le facteur 1

2π qui permet d’avoir xen, eny “ 1 ne provient ni de la définition du
produit scalaire ni de celle de la famille trigonométrique, mais bien de la mesure, voir la définition
19.181.

Remarque 28.86.
Notez aussi que nous avons bien xen, e´ny “ 0. Il faut donc bien prendre tous les en avec n P Z et
non seulement n P N.

Proposition 28.87.
Les polynômes trigonométriques forment une partie dense dans

`
CpS1,Cq, }.}8

˘
.

Démonstration. Pour préciser les notations, CpS1,Cq est l’ensemble des fonctions continues de S1

vers C, et l’espace topologique que nous considérons est cet ensemble sur lequel nous considérons
la distance supremum.

Nous utilisons le théorème de Stone-Weierstrass 13.303.
Le système contient une fonction constante non nulle, à savoir e0.
Il sépare les points grâce à la fonction e1 qui n’est autre que la fonction identité z ÞÑ z. De plus

l’ensemble des polynômes trigonométriques est stable par conjugaison parce que si

P “
nÿ

k“´n
akek, (28.256)

alors P̄ “ řn
k“´n akeka “

řn
k“´n ake´k qui est encore un polynôme trigonométrique.
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Définition 28.88.
Si nous avons une fonction f : S1 Ñ C, nous définissons ses coefficients de Fourier par

cnpfq “ xf, eny (28.257)

pourvu que l’intégrale existe.

28.6.4 Convolution

La convolution sur Rn est donnée par la définition 28.52. Nous voyons maintenant comment
cela s’adapte à S1.

Définition 28.89.
Si f et g sont des fonctions sur S1 à valeurs dans C, nous définissons la convolution de f et g
comme étant la fonction sur S1 définie par

pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsqgpzs̄qdµpsq. (28.258)

Cette définition appelle plusieurs remarques.
— Dès que z, s P S1, nous avons zs̄ P S1, de telle sorte qu’au moins l’intégrande ait un sens.
— Nous ne prétendons pas que l’intégrale (28.258) converge pour toutes les fonctions f et g.

Cela est une définition « pour tous les couples f, g pour lesquels l’intégrale fonctionne ».
— Le lemme 28.90 nous dira que L1pS1q est stable par convolution : si f et g sont dans L1,

alors f ˚ g y est aussi.
— Dans la formule (28.258), la variable s est vraiment une variable muette. Cette formule aurait

également pu être écrite

pf ˚ gqpzq “
ż

S1

“
s ÞÑ fpsqgpzs̄q‰dµ. (28.259)

Lemme 28.90 ([418]).
Si f, g P L1pS1q, alors pour presque tout z P S1, la fonction s ÞÑ fpsqgpzs̄q est dans L1pS1q.
Démonstration. Nous considérons la fonction

ψ : S1 ˆ S1 Ñ C

pz, sq ÞÑ fpsqgpzs̄q. (28.260)

ψ P L1pS1 ˆ S1q Nous utilisons le corollaire 15.258, et pour cela nous calculons les intégrales en
chaîne 24 :

ż

S1

„ż

S1
|fpsqgpzs̄q|dz


sds “

ż

S1
|fpsq|

„ż

S1
|gpzs̄q|dz



loooooooomoooooooon
“Aă8

ds (28.261a)

“ A

ż

S1
|fpsqds| (28.261b)

ă 8. (28.261c)

Le fait que A ă 8 provient directement de l’hypothèse g P L1pS1q 25.
Par le corollaire sus-cité nous avons bien ψ P L1pS1 ˆ S1q.

24. Dans les expressions suivantes, les symboles « ds » et « dz » n’ont pas d’autres valeurs que purement de notation
pour indiquer le nom de la variable d’intégration.
25. Avec un changement de variables z ÞÑ zs̄ que je vous conseille d’être capable de justifier.
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Et par Fubini Le théorème de Fubini 15.259(1) nous renseigne que pour presque tout z P S1,
l’application

s ÞÑ ψpz, sq (28.262)

est dans L1pS1q. Et la partie 15.259(2) ajoute que l’application

z ÞÑ
ż

S1
ψps, zqds (28.263)

est également L1pS1q.
Conclusion L’application donnée en (28.263) est précisément pf ˚ gq. Donc f ˚ g P L1pS1q.

Lemme 28.91 ([1]).
Si f P L1pS1q et si g est continue sur S1, alors f ˚ g existe et est continue sur S1.

Démonstration. Vu que S1 est compact, la continuité de g implique que g est bornée et donc dans
L1pS1q. Le lemme 28.90 dit alors que f ˚ g est bien définie sur S1.

Soit z0 P S1. Nous montrons que f ˚ g est continue en z0 ; pour cela nous considérons ε ą 0 et
ensuite nous réfléchissons un peu.

Vu que g est continue sur S1 qui est compact, g y est uniformément continue par le théorème de
Heine13.89. Il existe donc un δ ą 0 tel que pour tout z0 P S1, si z P Bpz0, δq, alors |gpz0q´gpzq| ă ε.

Soit s P S1. Si z P Bpz0, δq, alors s̄z P Bps̄z0, δq par le lemme 28.77(2). Dans ce cas nous avons
aussi

|gps̄z0q ´ gps̄zq| ă ε. (28.264)

Un peu de calcul maintenant. D’une part

pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsq`gpz0s̄q ´ gpzs̄q

˘
ds, (28.265)

et donc

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď
ż

S1
|fpsq| ˇ̌gpz0s̄q ´ gpzs̄q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ăε
ds (28.266a)

ď ε

ż

S1
|f | (28.266b)

“ Aε (28.266c)

pour une certaine constante A ne dépendant pas de z0.
Nous avons prouvé que pour tout ε ą 0, il existe un δ tel que z P Bpz0, αq implique

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď Aε, (28.267)

ce qui signifie que f ˚ g est continue en z0.

Notez que dans cette démonstration, l’uniforme continuité de g a été utilisée pour effectuer
d’un seul coup la majoration pour tout s dans l’intégrale.

Proposition 28.92.
Si f P L1pS1q, nous avons

f ˚ en “ cnpfqen. (28.268)



1684 CHAPITRE 28. ANALYSE FONCTIONNELLE

Démonstration. Il s’agit d’un bon calcul. En considérant z “ eiθ nous avons

pf ˚ enqpzq “
ż

S1
fpsqenpzs̄qds (28.269a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeipθ´xqqdx (28.269b)

“ einθ
1

2π

ż

r0,2πr
fpeixqe´inxdx (28.269c)

“ enpeiθq 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeixqdx (28.269d)

“ enpzq
ż

S1
fpsqenpsqds (28.269e)

“ enpzqxf, eny. (28.269f)

Donc pf ˚ enqpzq “ xf, enyenpzq, c’est-à-dire que

f ˚ en “ cnpfqen. (28.270)

Lemme 28.93.
Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q, alors f ˚ P est également un polynôme
trigonométrique.

Démonstration. Soit P “ řn
k“´n akek. Par la linéarité du produit de convolution,

f ˚ P “
nÿ

k“´n
akf ˚ ek “

ÿ

k

akckpfqek (28.271)

où nous avons également utilisé la proposition 28.92. Nous avons donc un polynôme trigonométrique
dont les coefficients sont akckpfq au lieu de ak.

28.6.5 Approximation de l’unité

Lemme 28.94 ([411]).
Soient une fonction continue f : S1 Ñ r0,8r et a P S1 telle que fpzq ă fpaq pour tout z P S1ztau.
Alors la suite de fonctions fn : S1 Ñ R donnée par

fnpzq “
ˆż

S1
fn

˙´1
fpzqn (28.272)

est une approximation de l’unité 26 autour de a.

Démonstration. En plusieurs points, dont d’abord une série de vérifications pour voir que la formule
a un sens.
Strictement positive D’abord, vu que f prend ses valeurs dans r0,8r et vu que fpzq ă fpaq,

nous avons fpaq ą 0 (strict). Peut-être que f s’annule à certains endroits de S1, mais pas a.
fn est intégrable sur S1 La fonction fn est dans les hypothèses de la proposition 15.191 parce

que S1 est compact, fn y est continue et la mesure sur S1 est compatible avec la topologie
(voir les hypothèses précises).

L’intégrale n’est pas nulle Vu que fpaq ą 0, il existe un ouvert A contenant a sur lequel f ą 0.
Nous avons alors ż

K
fn ě

ż

A
fn ą 0. (28.273)

Cela pour dire que l’inverse dans (28.272) ne pose pas de problèmes.

26. Définition 28.60.
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Norme Vu que toutes les fonctions tant f que fn sont positives, les valeurs absolues ne jouent
aucun rôle et nous avons

}fn}1 “
ż

S1
fndµ “

ˆż

S1
fn

˙´1 ż

S1
|fpzq|ndµ “ 1. (28.274)

Ce calcul donne d’un seul coup les deux conditions
— supk }fk} “ 1
—

ş
S1 fn “ 1 pour tout n.

Nous passons maintenant au vrai travail. Soit un voisinage V de a dans S1. Soit une suite croissante
ptkq qui converge vers fpaq, c’est-à-dire 0 ă tk ă fpaq. Nous posons

Ak “ tx P S1zV tel que fpxq ě tku. (28.275)

Cet ensemble est contenu dans S1 et est donc borné (pour la métrique de S1).
Ak est fermé Attention : ici nous démontrons que Ak est fermé dans S1, et les complémentaires

sont pris dans S1.
Nous montrons que le complémentaire est ouvert en prenant y P Ac et en montrant que y
admet un voisinage contenu dans Ac (le fameux théorème 7.4 que nous ne nous lasserons
jamais de citer). Si y P Ac, il y a deux possibilités (non exclusives) : soit y P V soit fpyq ă tk.
Si y P V , alors le voisinage V lui-même est encore dans Ac. Si par contre fpyq ă tk, alors par
continuité, il existe un voisinage de y sur lequel f ă tk.

Ak est compact L’espace S1 est compact, par exemple grâce au lemme 7.46. La partie Ak est
fermée dans le compact S1, donc elle est compacte par le lemme 7.59.

Ak`1 Ă Ak Si x P Ak`1, alors fpxq ě tk`1 ą tk. Donc fpxq ą tk et x P Ak.
Intersection vide Si x P Ş

kPNAk, alors fpxq ě tk pour tout k. En passant à la limite et en
sachant que limkÑ8 tk “ fpaq, nous avons fpxq ě fpaq. Par hypothèse, cela n’est pas. Donc

č

kPN
Ak “ H. (28.276)

Nous avons, dans un compact, des fermés emboîtés dont l’intersection est vide. Le corollaire
7.53 nous dit qu’il existe un indice à partir duquel tous les Ak sont vides.

Soit δ “ tk pour un k tel que Ak est vide. Nous avons

tx P S1zV tel que fpxq ě δu “ H, (28.277)

c’est-à-dire que sur S1zV , nous avons f ă δ et donc
ż

S1zV
fpsqn ă

ż

S1zV
δn “ VolpS1zV qδn (28.278)

où VolpS1zV q “ ş
S1zV 1 “ µ1pS1zV q est une constante réelle strictement positive.

Nous avons aussi δ ă fpaq parce que δ est un des tk (et que cette suite croissante converge vers
fpaq sans l’atteindre par hypothèse). Soit δ1 tel que δ ă δ1 ă fpaq 27.

Nous posons
W “ tx P S1 tel que fpxq ą δ1u. (28.279)

Cet ensemble n’est pas vide parce qu’il contient a et est ouvert parce que f est continue. Nous
avons ż

S1
fpsqnds ě

ż

W
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (28.280)

27. Dans [411], il prend δ ă δ1 ă 1 et je crois qu’il aurait dû écrire ϕp0q au lieu de 1.
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Nous avons donc déjà ces deux inégalités :
ż

S1zV
fpsqn ă“ VolpS1zV qδn (28.281)

et ż

S1
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (28.282)

En ce qui concerne les fonctions fn que nous voulions étudier,

fnpzq “
ˆż

S1
fpsqnds

˙´1
fpzqn ď `

VolpW qδn1
˘´1

fpzqn, (28.283)

et donc ż

S1zV
fn ď

`
VolpW qδn1

˘´1 VolpS1zV qσn “ VolpS1zV q
VolpW q

ˆ
δ

δ1

˙n
. (28.284)

Étant donné que δ ă δ1, nous avons pδ{δ1qn Ñ 0. Donc aussi

lim
nÑ8

ż

S1zV
fnpzqdz “ 0. (28.285)

Le théorème suivant est une version pour S1 du théorème 28.63. Le produit de convolution
dans S1 est la définition 28.89.

Théorème 28.95 ([411, 1]).
Soient pϕkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction g : S1 Ñ C.
(1) Si g est mesurable et bornée sur Ω et si g est continue en a0 alors

pϕk ˚ gqpa0q Ñ gpa0q. (28.286)

Démonstration. Pour chaque k P N nous posons

dk “ ϕk ˚ g ´ g. (28.287)

Le but de ce théorème est de montrer que dk Ñ 0 pour diverses notions de convergence.
Preuve du point (1) Soit a0 P S1. Par définition de l’approximation de l’unité,

ş
S1 ϕk “ 1 et

donc on peut écrire gpa0q “
ş
S1 gpa0qϕkpsqds. En ce qui concerne dkpa0q nous avons alors

dkpa0q “
ż

S1
ϕkpsqgpa0s̄qds´

ż

S1
gpa0qϕkpsqds (28.288a)

“
ż

S1
ϕkpsq

`
gpa0s̄q ´ gpa0q

˘
. (28.288b)

Nous pouvons passer à la norme (et non la valeur absolue parce que dk prend ses valeurs
dans C) :

|dkpa0q| ď
ż

S1
|ϕkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
ds. (28.289)

La définition d’une approximation de l’unité nous permet de considérerM “ supk }ϕk}1 ă 8.
Le lemme 28.81(2) nous permet, lui, de considérer α ą 0 tel que

|gpa0s̄q ´ gpa0q| ă ε (28.290)

dès que s P Bp1, αq 28. Vu que la suite pϕkq est une approximation de l’unité, nous avons
ż

S1zBp1,αq
|ϕk| “ 0. (28.291)

28. Notez que s P Bp1, αq si et seulement si s̄ P Bp1, αq. Il n’y a donc pas d’incohérence entre l’hypothèse sur s et
notre condition sur gpa0s̄q
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Soit k suffisamment grand pour avoir
ş
S1zBp1,αq |ϕk| ă ε. Avec tout cela nous avons les

majorations

|dkpa0q| ď
ż

S1zBp1,αq
|ϕkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
ds (28.292a)

“
ż

S1zBp1,αq
|ϕkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ď2}g}8

ds`
ż

Bp1,αq
|ϕkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ăε
ds

(28.292b)

ď 2}g}8
ż

S1zBp1,αq
|ϕkpsq|ds` ε

ż

S1
|ϕkpsq|ds (28.292c)

ď ε
`
1` 2}g}8

˘
. (28.292d)

Nous avons donc bien limkÑ8 |dkpa0q| “ 0 et donc la continuité de ϕk ˚ g en a0.

Voici une version un peu forte sous l’hypothèse de continuité. Vu que S1 est compact, la
continuité est en réalité une hypothèse assez forte : ça implique l’uniforme continuité et l’existence
d’un maximum et d’un minimum.

Proposition 28.96.
Soient pϕkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction continue g : S1 Ñ C.
(1) Si g P LppΩq (0 ď p ă 8) et si g est continue, alors 29

ϕk ˚ g LpÑ g. (28.293)

(2) Si g est continue sur S1, alors
ϕk ˚ g L

8Ñ g (28.294)

Démonstration. En plusieurs points
limuÑ1 }τupgq ´ g} “ 0 Ceci est un petit point intermédiaire. Pour des besoins de notations, nous

posons
τupgq : S1 Ñ C

s ÞÑ gpsūq (28.295)

pour u P S1.
La fonction g est continue sur le compact S1, et y est donc uniformément continue 30. Nous
allons en déduire que limuÑ1 }τupgq ´ g}8 “ 0.
Soit ε ą 0. L’uniforme continuité de g signifie qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout a P S1

si s P Bpa, δq, alors ˇ̌
gpsq ´ gpaqˇ̌ ă ε. Si u P Bp1, δq nous avons aussi ū P Bp1, δq et donc

sū P Bps, δq ; ça c’est le lemme 28.77(2).
Pour tout a P S1 nous avons la chaîne

u P Bp1, δq ñ aū P Bpa, δq ñ ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ă ε. (28.296)

Cela étant valable pour tout a, c’est encore valable en passant au supremum 31 :

u P Bp1, δq ñ sup
aPS1

ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ď ε (28.297)

et donc d’accord pour
lim
uÑ1

}τupgq ´ g} “ 0. (28.298)

29. Vous noterez les p P s0, 1r en bonus par rapport au cas de Rn.
30. Théorème de Heine 13.89. C’est fondamentalement ce fait qui unifie les parties (1) et (2) de cette preuve.
31. Notez l’inégalité qui n’est plus stricte.
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}dk}8 Ñ 0 Nous prouvons la convergence uniforme sur S1 de dk vers zéro. Ensuite nous verrons
que la compacité de S1 permet d’en déduire les points (1) et (2).
En utilisant la notation τu, nous pouvons écrire

dkpsq “
ż

S1
ϕkpuqgpsūqdu´ gpsq “

ż

S1
ϕkpuq

`
gpsūqloomoon
“τupgqpsq

´gpsq˘du, (28.299)

et donc
|dkpsq| ď

ż

S1
|ϕkpuq|}τupgq ´ g}8du. (28.300)

Nous posons M “ supk }ϕk}1, et nous considérons δ tel que }τupgq ´ g}8 ă ε pour tout
u P Bp1, δq. Ensuite nous subdivisons S1 en Bp1, δq et Bp1, δqc :

}dk}8 ď
ż

Bp1,δq
|ϕkpuq| }τupgq ´ g}8loooooomoooooon

ďε
du`

ż

Bp1,δqc
|ϕkpuq|}τupgq ´ g}8du (28.301a)

ď εM ` 2}g}8
ż

Bp1,δqc
|ϕkpuq|du (28.301b)

ď ε
`
M ` 2}g}8

˘
(28.301c)

parce que pour chaque s P S1 nous avons τupgqpsq ´ gpsq et donc }τupgq ´ g}8 ď 2}g}8.
Tout cela montre que dk

}.}8ÝÑ 0.
Convergence Lp, 0 ă p ă 8 Soit ε ą 0. Nous avons

}dk}pp ď
ż

S1

ˇ̌pϕk ˚ gqpsq ´ gpsq
ˇ̌p
ds. (28.302)

Il existe un k à partir duquel }ϕk ˚ g ´ g}8 ă ε. Pour de tels k nous avons

}dk}pp ă εp. (28.303)

Ce passage est très possible dans le cas de S1 parce que
ş
S1 1 “ 1. Dans le cas de Rd,

c’est pas du tout bon ; c’est pour cela que nous avons un résultat un peu plus fort dans
S1. La croissance de la fonction puissance (proposition 13.332) nous permet de conclure que
}dk}p ă ε.
Nous avons donc la convergence Lp pour 0 ă p ă 8.

Convergence L8 Non, la convergence L8 n’est pas la convergence pour la norme }.}8. Voir la
sous-section 28.2.2. Il n’en reste pas moins que si ε ą 0 et si k est assez grand pour que
}fk ´ f}8 ă ε, nous aurons

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f} ă ε. (28.304)

28.6.6 Base hilbertienne (suite des polynômes trigononétriques)

Voici le plan pour la suite :
— Construire un polynôme trigonométrique qui vérifie les hypothèse du lemme 28.94.
— En déduire une approximation de l’unité constituée de polynômes trigonométriques.
— Dire que si f P L2pS1q, alors f ˚ ϕk est un polynôme trigonométrique dès que ϕk en est un.
— Invoquer le théorème 28.95(1) pour déduire que ϕk ˚ f est une suite de polynômes trigono-

métriques dans L2pS1q qui converge ϕk ˚ f L2ÝÑ f .

Lemme 28.97.
La fonction P “ e1 ` e´1 est continue à valeurs réelles sur S1.
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Démonstration. Nous avons e1pzq “ z et e´1pzq “ z´1, c’est-à-dire que pour z “ eix (x P R), nous
avons e´1peixq “ e´ix, de telle sorte que, en utilisant le lemme 19.25 qui donne eix en termes des
fonctions trigonométriques usuelles :

pe1 ` e´1qpeixq “ eix ` e´ix “ cospxq ` i sinpxq ` cospxq ´ i sinpxq “ 2 cospxq. (28.305)

Nous avons donc la continuité et les valeurs réelles.

Lemme 28.98.
Il existe un polynôme trigonométrique à valeurs dans r0,8r et tel que fpaq ă fp1q pour tout a ‰ 1
dans S1.

Démonstration. Le lemme 28.97 nous dit déjà que P “ e1 ` e´n est continue à valeurs réelles. Or
qui est continue sur un compact (ici S1), atteint donc ses bornes. Il est donc facile de considérer 32
M ą 0 tel que Q “M ` e1 ` e´1 est à valeurs dans r0,8r.

Une forme explicite de Q est que

Qpeixq “M ` 2 cospxq. (28.306)

Le maximum de cospxq est obtenu en x “ 0 et vaut 1. Le maximum de Q est alors Qp1q “ 2`M . Il
n’est atteint qu’une seule fois sur S1 parce que pour avoir Qpeixq “ 2`M , il faut avoir 2 cospxq “ 2,
c’est-à-dire x “ 2kπ. Mais ei2kπ “ 1.

Donc Qpaq ăM ` 2 “ Qp1q pour tout a ‰ 1 dans S1.

Proposition 28.99.
Les polynômes trigonométriques tenunPZ forment une base hilbertienne de L2pS1q.
Démonstration. Le fait que les en soient orthonormée est la proposition 28.84. Il reste à prouver
que ce soit un système total.

Soit f P L2pS1q. Soit un polynôme Q vérifiant le lemme 28.98 ; nous posons

ϕkpzq “
ˆż

S1
Qn

˙´1
Qpzqn. (28.307)

Cela est une approximation de l’unité par la proposition 28.94. Les ϕk sont des polynômes trigo-
nométriques parce que les Qn le sont et que que

ş
S1 Q

n est seulement un nombre.
Le lemme 28.93 nous dit alors que pour tout k, la fonction

ϕk ˚ f (28.308)

est un polynôme trigonométrique.

Nous nous permettons de confirmer la remarque 28.86 comme quoi il faut bien tous les en avec
n P Z, parce que le polynôme trigonométrique Q est bien construit à partir de e1 ` e´1.

28.6.7 Convolution, bis

Lemme 28.100.
Nous considérons l’application

ϕ : RÑ S1

t ÞÑ eit.
(28.309)

Soient t, u P R tels que ϕptq “ ϕpuq. Alors pour toutes fonctions pour lesquelles les intégrales
convergent, ż 2π

0
pf ˝ ϕqpθqpg ˝ ϕqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ ϕqpθqpg ˝ ϕqpu´ θqdθ2π . (28.310)

32. Par exemple, M est le maximum de |P |.
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Démonstration. Si ϕpuq “ ϕptq, alors u “ t` 2kπ pour un certain k P Z. Cette condition implique
que ϕpt´ θq “ ϕpu´ θq, et donc l’égalité

ż 2π

0
pf ˝ ϕqpθqpg ˝ ϕqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ ϕqpθqpg ˝ ϕqpu´ θqdθ2π . (28.311)

Définition 28.101 (Convolution sur S1).
Le lemme 28.100 permet de définir

pf ˚ gq`ϕptq˘ “
ż 2π

0
pf ˝ ϕqpθqpg ˝ ϕqpt´ θqdθ2π (28.312)

pour toutes les paires de fonctions f, g P FunpS1,Cq pour lesquelles l’intégrale converge.

28.7 L’espace L2`ra, bs
˘

L’espace L2`ra, bs˘ est l’espace générique sur lequel nous allons construire les espaces L2 sur
r´T, T s et r0, 2πs.

Si f et g sont dans L2`ra, bs˘, il n’est pas possible de définir f ˚ g par la formule intégrale
usuelle parce que fpx0 ` tq n’existe pas pour tout x0 et t dans ra, bs. Donc soit nous utilisons un
truc pas très net comme étendre les fonctions sur ra, bs en fonctions périodiques sur R, soit nous
intégrons vraiment seulement sur ra, bs.

Nous n’allons suivre aucune de ces deux voies ou plutôt les deux en même temps. Nous allons
seulement tout ramener de S1 que nous venons de travailler.

Définition 28.102.
Sur ra, bs nous considérons la mesure de Lebesgue et le produit

xf, gy “ 1
b´ a

ż b

a
fpxqḡpxqdx. (28.313)

Si vous voulez une raison inavouable pour justifier ce facteur 1
b´a , remarquez que dx a pour

unité le mètre. En mettant la facteur b´ a (qui a aussi le mètre comme unité), le tout a les unités
de fg, comme il se doit pour le produit scalaire.

Proposition 28.103.
L’application

φ : L2`ra, bs˘Ñ L2pS1q
φpfqpzq “ f

`ps´1 ˝ ϕ´1qpzq˘ (28.314)

où s est donnée par
s : ra, bs Ñ r0, 2πs

x ÞÑ 2πx´ a
b´ a

(28.315)

et ϕ est l’application usuelle
ϕ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit
(28.316)

est une bijection isométrique.

Démonstration. La preuve du fait que φ est isométrique suffira pour prouver qu’elle prend bien
ses valeurs dans L2pS1q.
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Isométrique C’est un calcul :

}φpfq}2 “ xφpfq, φpfqy (28.317a)

“
ż

S1
|φpfq|2 (28.317b)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
|φpfq`ϕpuq˘|2du (28.317c)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`ps´1 ˝ ϕ´1 ˝ ϕqpuq˘|2du (28.317d)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`s´1puq˘|2du. (28.317e)

Il est temps de faire le changement de variables 33 y “ s´1puq, c’est-à-dire

y “ b´ a
2π u` a. (28.318)

En ce qui concerne la différentielle,

dy “ b´ a
2π du (28.319)

et pour les bornes, si u “ 0 alors y “ a et si u “ 2π, y “ b. Donc

}φpfq}2 “ 1
2π

ż b

a
|fpyq|2 2π

b´ ady (28.320a)

“ 1
b´ a

ż b

a
|f |2 (28.320b)

“ }f}2. (28.320c)

Injectif Soit f telle que φpfq “ 0. Alors pour tout z P S1 nous avons

f
`ps´1 ˝ ϕ´1qpzq˘ “ 0. (28.321)

Vu que s´1 ˝ ϕ´1 : S1 Ñ ra, br est une bijection, pour tout u P ra, br nous avons fpuq “ 0.
Donc f “ 0 dans L2`ra, bs˘ parce que du point de vue de L2, que l’on prenne ou non les
bornes, ce n’est pas important.

Surjectif Si g P L2pS1q, alors en posant

fpuq “ g
`pϕ ˝ sqpuq˘ (28.322)

nous avons g “ φpfq.

Définition 28.104.
En ce qui concerne le produit de convolution, si f et g sont des fonctions sur ra, bs nous définissons

f ˚ g “ φ´1`φpfq ˚ φpgq˘ (28.323)

tant que les formules ont un sens.

33. Nous le faisons de façon un peu informelle ; soyez capable de bien justifier.
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28.8 Sur r0, 2πr
Le produit de convolution est un peut subtil parce que fpt ´ xq n’est pas défini a priori pour

tout t, x P r0, 2πr, vu que f n’est définie que sur r0, 2πr. Au moins trois solutions s’offrent à nous :
— considérer implicitement la fonction prolongée par périodicité.
— considérer les fonctions sur R{2π, et définir un peut toutes les opérations modulo 2π (fasti-

dieux)
— utiliser une bijection ayant les bonnes propriétés avec S1 sur lequel tout est déjà fait.

Nous sélectionnons la troisième voie. Pour cela nous considérons la fonction (attention, elle n’est
pas tout à fait la même que celle plus haut)

ϕ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit
(28.324)

qui est une bijection par la proposition 19.60. Pour le produit de convolution,

pf ˚ gqpxq “ pf ˝ ϕ´1q ˚ pg ˝ ϕ´1q`ϕpxq˘ (28.325)

pour toutes les fonctions f, g : r0, 2πr Ñ C pour lesquelles les intégrales en jeu ont un sens.

28.9 Sur r´T, T r

Pour rappel, les éléments de L2 sont des classes de fonctions à valeurs dans C.

Proposition 28.105.
Les fonctions

en : r´T, T s Ñ C

t ÞÑ 1?
2T

e2πint{T .
(28.326)

forment une base hilbertienne de L2`r´T, T r˘.
Démonstration. Nous utilisons le théorème de Stone-Weierstrass 13.303. Pour cela, nous considé-
rons X “ r´T, T s qui est compact et Hausdorff ainsi que A, l’ensemble des polynômes trigonomé-
trique :

A “ t
nÿ

k“´n
akek tel que ak P CunPN. (28.327)

Nous vérifions que ce A satisfait aux hypothèses de Stone-Weierstrass 13.303.
A est une algèbre Il s’agit seulement de vérifier que

ekel “ 1?
2T

ek`l. (28.328)

A sépare les points Soient x, y P r´T, T s. Si ekpxq “ ekpyq

28.9.1 Le cas dans r0, 2πs

En pratique, nous n’allons pas souvent travailler avec des fonctions sur intervalle symétrique
r´T, T s, mais le plus souvent nous serons sur r0, 2πs.

Nous notons ici une conséquence du théorème 28.41 dans le cas de l’espace L2. La proposition
suivante est une petite partie du corollaire 26.49, qui sera d’ailleurs démontré de façon indépen-
dante.



28.9. SUR r´T, T r 1693

Proposition 28.106.
Si nous avons une suite de réels pakq telle que

ř8
k“0 |ak|2 ă 8 alors la suite

fnpxq “
nÿ

k“0
ake

ikx (28.329)

converge dans L2`s0, 2πr˘.
Démonstration. Quitte à séparer les parties réelles et imaginaires, nous pouvons faire abstraction
du fait que nous parlons d’une série de fonctions à valeurs dans C au lieu de R.

Un simple calcul est :

}fn ´ fm}2 ď
ż 2π

0

mÿ

k“n
|ak|2dx ď 2π

mÿ

k“n
|ak|2. (28.330)

Par hypothèse le membre de droite est |sm ´ sn| où sk dénote la suite des sommes partielles de
la série des |ak|2. Cette dernière est de Cauchy (parce que convergente dans R) et donc la limite
nÑ8 (en gardant m ą n) est zéro. Donc la suite des fn est de Cauchy dans L2 et donc converge
dans L2.

Adaptons tout cela pour l’espace L2`r0, 2πs˘. Nous posons

xf, gy “
ż 2π

0
fptqgptqdt (28.331)

et
enptq “ 1?

2π
eint. (28.332)

L’importance du système trigonométrique défini en 28.65 est d’être une base de L2`r0, 2πs˘,
comme précisé dans le lemme suivant.

Lemme 28.107.
Le système trigonométrique tenunPZ est une base hilbertienne de L2`r0, 2πs˘.
Démonstration. Pour rappel, une base hilbertienne est la définition 26.26. Nous prouvons d’abord
que le système est orthogonal. Nous avons

xen, emy “ 1
2π

ż 2π

0
eipn´mqtdt. (28.333)

Si n “ m, alors cela est égal à 1. Sinon c’est une intégrale simple :

xen, emy “
„

i

n´meipn´mqt
2π

0
“ 0. (28.334)

Cela est pour l’orthogonalité.
Pour que le système soit total, il faut que son espace vectoriel engendré soit dense. Cela est le

théorème 28.70.

Note : le théorème 29.6 donné aussi la densité, mais sera démontré plus tard, indépendamment.
Voir aussi les thèmes 12 et 13.

Pour un élément donné f P L2`r0, 2πs˘, nous définissons

Snf “
nÿ

k“´n
xf, ekyek (28.335)

et nous avons le théorème suivant, qui récompense les efforts consentis à propos de la densité des
polynômes trigonométriques dans L2.
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Théorème 28.108.
Soit f P L2`r0, 2πs˘. Nous avons égalité 34

f “
ÿ

nPZ
cnpfqen (28.336)

dans L2.
Nous avons aussi la convergence

Snf
L2Ñ f. (28.337)

Démonstration. Le système trigonométrique tenunPZ est total pour l’espace de Hilbert L2`r0, 2πs˘
(sans périodicité particulière). Donc le point (1) du théorème 26.44 nous donne l’égalité demandée.

La convergence (28.337) est une reformulation de l’égalité (28.336).

28.109.
Obtenir la convergence L2 ne demande pas d’hypothèses de périodicité : la convergence (28.337)
est automatique du fait que le système trigonométrique soit total. Ce n’est cependant pas plus
qu’une convergence L2 et elle ne demande pas fp0q “ fp2πq, même si pour chacun des ek nous
avons ekp0q “ ekp2πq.

Si fp2πq ‰ fp0q, alors il existe tout de même une suite pfnq convergente vers f au sens L2 telle
que fnp0q “ fnp2πq. Cela ne contredit en rien le fait que ekp0q “ ekp2πq parce que dans L2, la
valeur d’un point seul n’a pas d’importance.

Si nous voulons une vraie convergence ponctuelle voir uniforme pSnfqpxq Ñ fpxq, alors il faut
ajouter des hypothèses sur la continuité de f , sa périodicité ou le comportement des coefficients
cn. Voir aussi le thème 6.

Exemple 28.110
Si f P L2`r0, 2πs˘ est (la classe de) une fonction à valeurs réelles, alors on peut la développer avec
nettement moins de termes. D’abord nous savons que e´n “ en, et donc

xf, eny “ xf, e´ny, (28.338)

ce qui donne
f “

ÿ

nPZ
xf, enyen “

ÿ

nPN
xf, enyen ` xf, enyen “

ÿ

nPN
<
`xf, enyen

˘
. (28.339)

Or

<
`xf, enyen

˘ “ 1
p2πq3{2 cospnxq

ż 2π

0
fptq cospntqdt´ 1

p2πq3{2 sinpnxq
ż 2π

0
fptq sinpntqdt. (28.340)

Considérons la fonction impaire f̃ P Ł2`r´2π, 2πs˘ créée à partir de f . Elle se développe de
même et nous avons la même formule (28.340) à part quelques coefficients et le fait que les intégrales
sont entre ´2π et 2π. Vu que f̃ est impaire, l’intégrale avec cospntq s’annule et

f̃pxq “
ÿ

nPN
cn sinpnxq (28.341)

pour certains coefficients réels cn. Cette égalité est à considérer dans L2, c’est-à-dire presque
partout et en particulier presque partout sur r0, 2πs.

Donc les fonctions réelles sur r0, 2πs peuvent être écrites sous la forme d’une série de seulement
des sinus.

Note : en choisissant f̃ paire, nous aurions eu une série de cosinus. 4

34. Notons que la somme sur Z dans (28.336) est commutative ; il n’est donc pas besoin d’être plus précis.
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28.10 Théorème de la projection normale

28.10.1 Espace uniformément convexe

Définition 28.111 (Espace uniformément convexe[419]).
Un espace de Banach B est uniformément convexe si il existe une fonction δ : s0,8r Ñ R`
telle que si
(1) }x} ď }y} ď 1,
(2) }x´ y} ě ε,

alors
}x` y2 } ď }y} ´ δpεq. (28.342)

Lemme 28.112 ([1]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, alors pour tout k ą 0, il existe une fonction
δk : s0,8r Ñ R2 telle que si
(1) }x} ď }y} ď k,
(2) }x´ y} ě ε,

alors
}x` y2 } ď }y} ´ δkpεq. (28.343)

Démonstration. Nous posons x1 “ x{}x} et y1 “ y{}y}. Nous avons alors

}x1 ´ y1} “ }x´ y}
k

ą ε

k
. (28.344)

L’uniforme convexité de B dit alors que

}x
1 ` y1

2 } ą }y1} ´ δpε{kq. (28.345)

En multipliant cette inégalité par k nous trouvons

}x` y2 } ą }y} ´ kδpε{kq. (28.346)

Donc en posant δkpεq “ kδpε{kq, nous avons le résultat escompté.

Définition 28.113 (Projection normale[419]).
Soient un espace de Banach B ainsi que V Ă B. Soit a P B. La fonction

f : V Ñ R

x ÞÑ dpx, aq (28.347)

possède un infimum 35 m. Si x P V est tel que dpx, aq “ m, alors x est une projection normale
de a sur V .

Proposition 28.114 ([419]).
Soient un espace de Banach B et un sous-espace vectoriel V Ă B. Si une projection normale de
a P B sur V existe, alors elle est unique.

Démonstration. Soient deux projections normales b, b1 de a sur V .
Si m “ 0, alors }a ´ b} “ 0 et }a ´ b1} “ 0, ce qui donne a “ b et a “ b1. Donc d’accord pour

b “ b1.
Si m ą 0 alors nous utilisons l’inégalité }x` y} ď }x} ` }y} sous la forme

}a´ b` b1
2 } “ }a´ b2 ` a´ b1

2 } ď }a´ b2 } ` }a´ b
1

2 } “ m

2 `
m

2 “ m. (28.348)

35. Toute fonction à valeurs positives possède un infimum, c’est la proposition 1.122.
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Mais b`b1
2 P V , donc

}a´ b` b1
2 } ě m. (28.349)

Nous en déduisons que dans (28.348), toutes les inégalités sont des égalités et en particulier

}b` b
1

2 ´ a} “ m. (28.350)

Nous avons donc les deux égalités suivantes :

2m “ }a´ b} ` }a´ b1} (28.351)

et
2m “ }b` b1 ´ 2a}. (28.352)

Cela donne
}a´ b} ` }a´ b1} “ }pa´ bq ` pa´ b1q}. (28.353)

Vu que B est strictement convexe, cela n’est possible que si a ´ b “ a ´ b1, ce qui signifie que
b “ b1.

Théorème 28.115 ([420, 419]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, si V Ă B est un sous-espace vectoriel complet
et si a P B, alors la projection normale de a sur V existe et est unique.

Démonstration. En deux parties.
Unicité Soient deux projections normales b et b1 de a sur V . Nous avons }a´ b} “ }a´ b1} “ m.

Si b ‰ b1, il existe ε ą 0 tel que
}b´ b1} ą ε ą 0. (28.354)

En posant
x “ 1

2
b´ a
m

, y “ 1
2
b1 ´ a
m

, (28.355)

nous avons }x} “ }y} “ 1
2 ă 1. L’uniforme convexité de B donne alors

}x` y2 } ď }y} ´ δpεq. (28.356)

Mais
x` y “

1
2pb` b1q ´ a

m
(28.357)

et
}x` y} ď 2}y} ´ 2δpεq “ 1´ 2δpεq ă 1. (28.358)

Nous avons donc prouvé que
}12pb` b

1q ´ a} ă m, (28.359)

ce qui est impossible parce que cela dirait que b`b1
2 est une « meilleure » projection normale

que b et b1.
Existence Soient bk dans V tels que }a ´ bk} Ñ m. Nous supposons (quitte à passer à une

sous-suite) que
}a´ bk`1} ď }a´ bk}. (28.360)

La suite pbkq converge Nous supposons qu’elle ne converge pas. Elle n’est donc pas de
Cauchy parce que B est de Banach 36 et donc complet (ce n’est pas la complétude de
V qui joue ici, mais bien celle de B). Il existe ε ą 0 tel que pour tout N P N il existe
p, q ą N tels que

}bp ´ bq} ą ε. (28.361)

Nous effectuons quelque choix.
36. Définition 9.24.
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(1) nous choisissons q ą p de telle sorte que }a´ bp} ď }a´ bq},
(2) nous choisissons N assez grand pour avoir

}a´ bp} ď }a´ bq} ă m. (28.362)

Nous avons }pa´ bpq´ pa´ bqq} “ }aq ´ ap} ą ε, ce qui avec l’uniforme convexité donne

}pa´ bpq ` pa´ bqq}
2 ď }a´ bq} ´ δpεq. (28.363)

Donc

m ď }a´ bp ´ bq
2 } “ }pa´ bpq ` pa´ bqq2 } ď }a´ bq} ´ δpεq ă m´ δpεq ă m. (28.364)

Cela signifie que m ă m, ce qui est impossible.
Conclusion La suite pbkq converge dans B. Vu que V est complet, la limite est dans V .

Cette limite, que nous nommons b, vérifie

}a´ b} ď }a´ bk} (28.365)

pour tout k. Mais comme nous avons m ď }a´ bk} Ñ m, nous avons }a´ b} “ m, c’est
à dire que b est une projection normale de a sur V .

28.10.2 Des inégalités

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous nous fendons d’une petite étude de fonction. Soit

φ : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1` xqr
1` xr .

(28.366)

Un peu de calcul montre que
φ1pxq
φpxq “

rp1´ xr´1q
p1` xrqp1` xq . (28.367)

Lemme 28.116.
Soient a, b ą 0 et r ą 1. Nous avons les inégalités

ar ` br ď pa` bqr ď 2r´1par ` brq. (28.368)

Démonstration. Pour la première inégalité, nous posons fpxq “ ar ` xr et gpxq “ pa ` xqr. Nous
avons fp0q “ gp0q “ ar, et

f 1pxq “ rxr´1 (28.369a)
g1pxq “ rpa` xqr´1. (28.369b)

Vu que r ą 1, la fonction t ÞÑ tr´1 est croissante par la proposition 13.332.
Nous passons à la seconde inégalité. Le lemme 18.85 nous dit que la fonction f : x ÞÑ xr est

convexe. Donc
f

ˆ
a

2 `
b

2

˙
ď 1

2fpaq `
1
2fpbq. (28.370)

De là nous déduisons pa` bqr
2r ď 1

2pa
r ` brq, (28.371)

c’est-à-dire la seconde inégalité.
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Nous allons démontrer les inégalités de Hanner dans le théorème 28.121. Vu que ce sera un peu
longuet, nous faisons un lemme.

Lemme 28.117.
Soient z1, z2 P C. Nous avons

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě
`|z1| ` |z2|

˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|
ˇ̌p
. (28.372)

Démonstration. Soient z1, z2 P C. Nous posons
d “ |z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p. (28.373)

Pour |z1| et |z2| fixés, nous nous demandons quel est le minimum possible de d.
Si |z1| “ 0, alors le minimum est 2|z2|p et si |z2| “ 0 alors il est 2|z1|p. Pour les autres cas, nous

posons |z1| “ a ą 0 ainsi que b P R et θ P R tels que 37

z2 “ z1a
´1beiθ. (28.374)

Nous avons déjà que z1 ` z2 “ z1p1` a´1beiθq et donc
|z1 ` z2| “ a|1` a´1beiθ| “ |a` beiθ| (28.375)

parce que a ą 0. De plus,

|a` beiθ|2 “ pa` beiθqpa` be´iθq “ a2 ` b2 ` 2ab cospθq (28.376)

parce que eiθ ` e´iθ “ cospθq. Nous posons
dpθq “ |a` beiθ|p ` |a´ beiθ|p. (28.377)

En développant,

dpθq “ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2 ` `

a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2. (28.378)

Trouvons le minimum de cette fonction de θ. D’abord sa dérivée :

ad1pθq “ pab sinpθq“`a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2´1 ´ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2´1‰ (28.379a)

“ pab sinpθqspθq. (28.379b)

Nous avons spθq “ 0 pour θ “ π{2 et θ “ 3π{2. Il faut surtout remarquer que 1 ă p ă 2, ce qui
donne p

2 ´ 1 ă 0. La fonction x ÞÑ xp{2´1 est donc décroissante. Cela pour dire que

sp0q “ `|a´ b|2˘p{2´1 ´ `|a` b|2˘p{2´1 ą 0. (28.380)

De la même façon, spπq “ ´sp0q ă 0. Cela permet d’écrire un petit tableau de signe de d1, et de
conclure que dpθq a un minimum en 0 et en π. Calcul fait, nous avons

dp0q “ dpπq “ |a` b|p ` |a´ b|p. (28.381)

En reliant à (28.373) nous avons l’inégalité

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě pa` bqp ´ |a´ b|p. (28.382)

Nous rappelons que a “ |z1| et que z2 “ z1a´1beiθ. Notons au passage que |z2| “ b, donc que ce
que nous dit l’équation (28.382) est que

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě
`|z1| ` |z2|

˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|
ˇ̌p
. (28.383)

37. Proposition 19.61
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Encore dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.

Lemme 28.118 ([1, 421]).
La fonction

η : s0,8r Ñ R

a ÞÑ pa1{p ` 1qp ` |a1{p ´ 1|p (28.384)

est strictement convexe.

Démonstration. La fonction η est une fonction de classe C8 sur s0,8rzt1u. Quelle est sa régularité
en a “ 1 ? Le fait qu’elle y soit dérivable pas clair à cause de la valeur absolue. En tout cas, la
fonction x ÞÑ |x´ 1| n’est pas dérivable en x “ 1, mais peut-être que les exposants aident à lisser.
Nous y reviendrons.

Afin de suivre les calculs nous introduisons quelque fonctions :

sopxq “ 1` x1{p (28.385a)
dipxq “ 1´ x1{p (28.385b)
djpxq “ x1{p ´ 1 (28.385c)

Pour les dérivées, nous avons

so1pxq “ 1
p
x1{p´1 (28.386a)

di1pxq “ ´so1pxq (28.386b)
dj1pxq “ so1pxq. (28.386c)

En divise les cas selon a ă 1 ou a ą 1.
Pour a ă 1 Nous avons

ηpaq “ sopaqp ` dipaqp, (28.387)
et la première dérivée donne :

η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘. (28.388)

Pour la seconde dérivée nous trouvons d’abord

η2paq “
ˆ

1´ p
p

˙
a

1
p
´2`

sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘

` p´ 1
p

a
2
p
´2`

sopaqp´2 ` dipaqp´2˘.
(28.389)

À partir de là, le truc est de substituer les expressions suivantes :

sopaqp´1 “ sopaqp´2sopaq “ sopaqp´2 ` sopaqp´2a1{p (28.390a)
dipaqp´1 “ dipaqp´2 ´ x1{pdipaqp´2. (28.390b)

Plein de trucs se simplifient et nous obtenons

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p
´2`

dipaqp´1 ´ sopaqp´2˘. (28.391)

Pour a ą 1 Les calculs sont essentiellement les mêmes, en partant de

ηpaq “ sopaqp ` djpaqp. (28.392)

Les résultats sont :
η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ` djpaqp´1˘, (28.393)

et
η2paq “ p´ 1

p
a

1
p
´2`

djpaqp´2 ´ sopaqp´2˘. (28.394)
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Au final, nous avons pour tout a ‰ 1 :

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p
´2`|1´ a1{p|p´2 ´ p1` a1{pqp´2˘. (28.395)

Ce qu’il se passe en a “ 1 est encore une question ouvert que nous traitons maintenant.
Pour a “ 1 Les limites des expressions (28.388) et (28.393) en a “ 1 sont vite calculées et c’est

2p´1 dans les deux cas. Donc la dérivée admet une prolongation continue en a “ 1. Nous
allons prouver que la fonction η est en réalité dérivable en a “ 1 et que la dérivée vaut 2p´1.
Nous nous concentrons sur la partie difficile donnée par fpxq “ |x1{p ´ 1|p. Elle est donnée
par

fpxq “

$
’&
’%

dipxqp si x ă 1
djpxqp si x ą 1
0 si x “ 1.

(28.396)

Si f 1p1q existe, alors elle est égale à la limite

f 1p1q “ lim
εÑ0

fp1q ´ fp1´ εq
ε

. (28.397)

Les deux limites à calculer sont :

lim
εÑ0`

`p1` εq1{p ´ 1
˘p

ε
(28.398)

et
lim
εÑ0´

`
1´ p1` εq1{p˘p

ε
. (28.399)

La première se traite par la règle de l’Hospital 38, et le résultat est zéro. Pour la seconde, il
faut juste transformer

lim
εÑ0`

`p1` εq1{p ´ 1
˘p

ε
“ lim

hÑ0`

`
1´ p1´ hq1{p˘p

´h , (28.400)

qui se traite également par la règle de l’Hospital. Le résultat est également zéro.
Donc η est dérivable en a “ 1 et la dérivée vaut η1p1q “ 2p´1.

En récapitulant, nous avons η2 ą 0 sur s0,8rzt0u, donc η1 est croissante sur cette partie (propo-
sition 13.124). Vu que η1 est continue sur s0,8r, elle est même croissante (strictement) sur tout
s0,8r.

La proposition 18.81 conclu que η est strictement convexe sur s0,8r.
Toujours dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.

Lemme 28.119 ([421]).
Soit 1 ă p ă 2. La fonction

ξ : R` ˆR` Ñ R

pa, bq ÞÑ `
a1{p ` b1{p˘p ` |a1{p ´ b1{p|p (28.401)

est convexe.
Pour rappel, les conventions de données en 1.101 donnent R` “ r0,8r.

Démonstration. La fonction ξ vérifie facilement les conditions suivante :
— ξpa, bq “ ξpb, aq,
— ξp0, 0q “ 0,

38. Proposition 13.131
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— ξpta, tbq “ tξpa, bq pour tout t ě 0.
Nous posons

η : R` Ñ R

a ÞÑ ξpa, 1q. (28.402)

Le lemme 28.118 dit que η est strictement convexe, et le lemme 18.91 conclu que ξ est convexe.

Lemme 28.120 ([422]).
Soit 1 ă p ă 2. Nous considérons les fonctions

α : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1` xqp´1 ` p1´ xqp´1 (28.403)

et
β : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ x1´p`p1` xqp´1 ´ p1´ xqp´1˘.
(28.404)

Soient A,B P R. Nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p ď |A`B|p ` |A´B|p. (28.405)

Démonstration. Plusieurs étapes.
βpxq ď αpxq Nous avons αp1q “ βp1q “ 2p´1. Pour les autres valeurs de x, nous allons raisonner

avec la dérivée. La valeur de α1pxq est facile à calculer

α1pxq “ pp´ 1qpx` 1qp´2 ´ pp´ 1qp1´ xqp´2. (28.406)

Pour β1pxq c’est un peu plus lourd. En substituant p1`xqp´1 “ p1`xqp´2p1`xq et p1´xqp´1 “
p1 ´ xqp´2p1 ´ xq nous pouvons regrouper les termes en p1 ` xqp´2 et p1 ´ xqp´2. Après un
peu de travail,

β1pxq “ p´ 1
xp

`p1´ xqp´2 ´ p1` xqp´2˘. (28.407)

Cela nous permet de calculer α1 ´ β1 :

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1q`1` 1
xp

˘`p1` xqp´2 ´ p1´ xqp´2˘. (28.408)

Vu que 1 ă p ă 2, le nombre p´2 est strictement négatif ; afin de travailler avec des exposants
positifs, nous écrivons

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

`
1` 1

xp
˘

looomooon
ą0

ˆ
1

p1` xq2´p ´
1

p1´ xq2´p
˙

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
ă0

. (28.409)

Nous avons α1pxq´β1pxq ă 0 pour tout x P s0, 1s. Du fait qu’en plus nous ayons αp1q “ βp1q,
nous déduisons que αpxq ě βpxq.

Une petite étude de fonction Soit R P r0, 1s. Nous considérons la fonction

F : r0, 1sRÑ R

x ÞÑ αpxq `Rpβpxq. (28.410)

Nous montrons maintenant que cette fonction a un maximum global pour x “ R. D’abord
sa dérivée :

F 1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

´
p1´ xqp´1 ´ p1` xqp´2

¯
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ă0

´
1´

ˆ
R

x

˙p ¯
(28.411)

Nous avons
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— F 1pxq “ 0 pour x “ R,
— F 1pxq ă 0 pour x ą R,
— F 1pxq ą 0 pour x ă R.

Donc x “ R est bien un maximum global.
Pause Nous avons les petits résultats utiles pour commencer à prouver. Petite pause avant de

commencer ; pas de panique, ça ne va pas être trop violent.
Pour 0 ă B ă A Nous devons prouver que

αpxqAp ` βpxqBp ď pA`Bqp ` pA´Bqp. (28.412)

En divisant par Ap et en posant R “ B{A, l’inéquation (28.412) est équivalente à

αpxq ` βpxqRp ď p1`Rqp ` p1´Rqp (28.413)

où R P s0, 1r parce que nous avons supposé 0 ă B ă A. Nous avons (il y a un petit calcul
pour F pRq)

p1`Rqp ` p1´Rqp “ F pRq ě F pxq “ αpxq ` βpxqRp. (28.414)

ok.
Pour 0 ă A ă B Lorsque 0 ă A ă B nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p “ αpxqAp ` βpxqp (28.415a)
ď αpxqBp ` βpxqAp (28.415b)
ď pB `Aqp ` pB ´Aqp (28.415c)
“ |A`B|p ` |A´B|p. (28.415d)

Justification :
— Pour (28.415b), c’est parce que αpxq ą βpxq ; alors en mettant le plus grand de A et B

devant le α au lieu du β, nous majorons.
— Pour (28.415c), c’est l’inégalité dans le cas 0 ă B ă A, mais en inversant les noms de

A et B.
Pour 0 ă A “ B Toutes les expressions sont continues par rapport à B (fixons x et A). Nous

avons prouvé pour B ă A et pour B ą A. Par continuité, l’inégalité est encore valide pour
A “ B.

Pour A ă 0, B ą 0 En posant A1 “ ´A nous avons A1 ą 0 et nous pouvons écrire

|A`B|p`|A´B|p “ |´A1`B|p`|´A1´B|p “ |B´A1|p`|B`A1|p ě αpxq|A1|p`βpxq|B|p.
(28.416)

Nous avons utilisé, avec A1 et B le cas déjà prouvé A1, B ą 0.
Pour A ą 0, B ă 0 Celui-là, je vous le laisse.
Pour A ă 0, B ă 0 Posez A1 “ ´A et B1 “ ´B et hop.

Théorème 28.121 (Inégalités de Hanner[421, 422]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit 1 ă p ă 2 and f, g P LppΩ,A, µq ; nous avons

`}f}p ` }g}p
˘p `

ˇ̌
ˇ}f}p ´ }g}p

ˇ̌
ˇ
p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp (28.417)

Il y a égalité si et seulement si fptq et gptq sont colinéaires pour presque tout t.
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Démonstration. Nous supposons que }f}p ě }g}p pour fixer les idées. De toutes façons, la symétrie
des formules nous fait passer de ce cas à l’autre sans difficulté.

Soit x P r0, 1s. Nous écrivons l’inégalité du lemme 28.120 pour A “ |fpωq| et B “ |gpωq| :
αpxq|fpωq|p ` βpxq|gpωq|p ď ˇ̌

fpωq ` gpωqˇ̌p ` ˇ̌
fpωq ´ gpωqˇ̌p. (28.418)

Nous intégrons cela par rapport à ω sur Ω :

αpxq}f}pp ` βpxq}g}pp ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (28.419)

Et là vient l’idée qu’on se demande ce qui est passé par l’esprit du mec qui a tout combiné : nous
évaluons cela pour x “ }g}p

}f}p , ce qui est permis parce que nous avons supposé }f}p ě }g}p. Faites le
calcul, collectez les termes identiques, vous obtiendrez

`}f}p ` }g}p
˘p ` `}f}p ´ }g}p

˘p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (28.420)

Et vu que }f}p ě }g}p, nous pouvons gratuitement faire

}f}p ´ }g}p “
ˇ̌}f}p ´ }g}p

ˇ̌
. (28.421)

Fini pour Hanner.

28.10.3 Inégalités de Clarkson

Lemme 28.122 ([423]).
Si p ě 2 et si a, b P C, alors

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|a|p ` |b|p˘. (28.422)

Démonstration. Nous prouvons l’inégalité en prenant montent petit à petit en généralité.
Avec x ą 0 Soit x ě 0. Nous montrons dans cette partie l’inégalité

xp ` 1 ď px` 1qp{2. (28.423)

Pour cela nous considérons la fonction

f : r0,8r Ñ R

t ÞÑ pt2 ` 1qp{2 ´ tp ´ 1.
(28.424)

Nous avons fp0q “ 0, mais aussi, en utilisant les règle de dérivation 39 nous trouvons vite

f 1ptq “ ppt2 ` 1qp{2´1t´ ptp´1. (28.425)

Vu que pt2 ` 1qp{2´1 ě tp´2, le signe de f 1ptq est toujours strictement positif pour t ą 0. La
proposition 13.124 fait que f est strictement croissante et que fptq ą 0 pour tout t ą 0.

Avec x, y ě 0 Soient x, y ě 0 dans R. Nous prouvons dans cette partie que

px2 ` y2qp{2 ě xp ` yp. (28.426)

Il s’agit d’appliquer l’inégalité (28.423) à x{y :
˜ˆ

x

y

˙2
` 1

¸p{2
ě

ˆ
x

y

˙p
` 1. (28.427)

En multipliant par yp et en simplifiant un peu, nous trouvons le résultat (28.426).

39. Par exemple celle de la proposition 15.242.
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Avec a, b P C Nous appliquons l’inégalité (28.426) à x “ |a`b2 | et y “ |a´b2 |. Cela donne :

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď
˜ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
2
`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
2
¸p{2

(28.428a)

“
ˆ

2|a|2 ` 2|b|2
4

˙p{2
(28.428b)

“ 1
2 |a|

p ` 1
2 |b|

p. (28.428c)

Lemme 28.123 ([424]).
Soient a, b P C ainsi que 1 ă p ă 2. Nous notons q l’exposant conjugué de p. Nous avons l’inégalité

|a` b|q ` |a´ b|q ď 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (28.429)

Démonstration. Soient a, b P C ; nous nommons |a| le module du nombre complexe a. Nous avons :

|a` b|q ` |a´ b|q “
››››
ˆ|a` b|
|a´ b|

˙››››
q

q

(28.430a)

ď
ˆ

2
1
q
´ 1

2

››››
ˆ|a` b|
|a´ b|

˙››››
2

˙q
(28.430b)

“ 21´q{2
››››
ˆ|a` b|
|a´ b|

˙››››
q

2
(28.430c)

“ 21´q{2`|a|2 ` |b|2˘q{2 (28.430d)

“ 2
››››
ˆ|a|
|b|
˙››››

q

2
(28.430e)

ď 2
››››
ˆ|a|
|b|
˙››››

q

p

(28.430f)

“ 2
`|a|p ` |b|p˘q{p (28.430g)

“ 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (28.430h)

Quelques justifications.
— Pour (28.430b). C’est Hölder de la proposition 18.106.
— Pour (28.430d). C’est le calcul suivant, basé sur le fait que |z|2 “ zz̄ : Un petit calcul pour

la norme 2 :
››››
ˆ|a` b|
|a´ b|

˙››››
2

2
“ |a` b| ` |a´ b|2 (28.431a)

“ |a|2 ` ab̄` āb` |b|2 (28.431b)
` |a|2 ´ ab̄´ āb` |b|2 (28.431c)

“ 2|a|2 ` 2|b|2. (28.431d)

— Pour (28.430f). Du fait que p ă 2 ă q, la proposition 18.106 donne }x}p ě }x}2.
— Pour (28.430h). Simplement multiplier par q l’équation 1

p ` 1
q “ 1 fournit q

p “ q ´ 1.

Proposition 28.124 (Inégalité de Clarkson[420]).
Soient f, g P LppΩ,A, µq.
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(1) Si p ě 2, alors
}f ` g2 }pp ` }

f ´ g
2 }pp ď

1
2

´
}f}pp ` }g}pp

¯
. (28.432)

(2) Si 1 ă p ă 2 et si q est l’exposant conjugué de p, alors

}f ` g}qp ` }f ´ g}qp ď 2
´
}f}pp ` }g}pp

¯q´1
, (28.433)

ou
}f ` g2 }qp ` }

f ´ g
2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp

˘q´1
. (28.434)

Démonstration. En deux parties.
Pour p ě 2 Soient f, g P LppΩ,A, µq ; ce sont des fonctions à valeurs dans C. Pour chaque ω P Ω

nous considérons les nombres complexes fpωq et gpωq ; nous pouvons écrire l’inégalité du
lemme 28.122 :

ˇ̌
ˇ̌fpωq ` gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌fpωq ´ gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|fpωq|p ` |gpωq|p˘. (28.435)

Nous avons les substitutions évidentes fpωq` gpωq “ pf ` gqpωq et fpωq´ gpωq “ pf ´ gqpωq.
En intégrant alors (28.435) sur Ω nous trouvons l’inégalité demandée.

Pour 1 ă p ă 2 Il s’agit de faire la même chose, en utilisant l’inégalité de Clarkson du lemme
28.123.
Pour obtenir (28.434), il s’agit simplement de multiplier et diviser le member de gauche de
(28.433) par 2q.

28.10.4 Uniforme convexité des espaces de Lebesgue

Proposition 28.125 ([425]).
Si 1 ă p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est uniformément convexe 40.

Démonstration. En deux parties.
1 ă p ď 2 Nous montrons que la fonction δpεq “ 2´qεq fonctionne.

Soient f, g P Lp telles que }f}p ď }g}p ď 1 et }f ´ g}p ě ε. Nous commençons par écrire
l’inégalité de Clarkson (28.433) :

}f ` g2 }qp ` }
f ´ g

2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp
˘q´1

. (28.436)

Par hypothèse, }f}p et }g}p sont plus petites que 1. Vu que p ą 1, nous avons

}f}pp ` }g}pp ď 1` 1 “ 2. (28.437)

En remplaçant dans le membre de droite de (28.436) nous avons

}f ` g2 }qp ` }
f ´ g

2 }qp ď 21´q2q´1 “ 1, (28.438)

et donc
}f ` g2 }qp ď 1´ }f ´ g2 }qp. (28.439)

Par ailleurs nous avons supposé }f ´ g}p ě 1. Donc aussi 41

}f ´ g2 }qp ě 2´qεq. (28.440)

40. Définition 28.111.
41. Ici j’ai un coefficient un peu différent que celui de [425]. Écrivez-moi pour confirmer ou infirmer mes calculs.
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Et par un autre ailleurs,

}f ` g2 }p “ 1
2}f ` g}p ď

1
2
`}f}p ` }g}p

˘ ď 1. (28.441)

Vu que nous avons q ě 2, cela donne aussi

}f ` g2 }p ď }f ` g2 }q. (28.442)

Avec les inégalités (28.440) et 28.442 nous finissons l’inégalité (28.439) :

}f ` g2 }p ď }f ` g2 }qp ď 1´ 2´qεq ď }g}p ´ δpεq. (28.443)

Okay, c’est bon.
2 ď p ă 8 Il s’agit de faire la même chose en partant de Clarkson (28.432). Le résultat est que la

fonction δpεq “ pσ{2qp, ça fonctionne.

28.10.5 Théorème de la projection normale

Proposition 28.126.
Si 1 ă p ă 8, et si V est un sous-espace vectoriel fermé de LppΩ,A, µq, alors la projection
normale 42 de a P Lp sur V existe et est unique.

Démonstration. La proposition 28.125 nous indique que l’espace LppΩ,A, µq est uniformément
convexe. Or le théorème 28.115 nous indique que les espaces uniformément convexes vérifient la
présente proposition.

Nous pouvons donner une preuve directe, sans passer par l’uniforme convexité, dans les cas
p ě 2.

Théorème 28.127 (Théorème de la projection normale[426]).
Nous considérons p ě 2. Soit un sous-espace vectoriel fermé W Ă LppΩ,A, µq et u0 P Lp. Nous
notons

dpu0,W q “ inf
wPW dpu0,W q. (28.444)

Alors il existe w0 PW tel que }u0 ´ w0} “ dpu0,W q.
Démonstration. Nous allons séparer trois cas : p “ 2 et p ą 2.
p “ 2 Pour p “ 2, nous savons que L2 est un espace de Hilbert 43, et nous avons déjà le théorème

de la projection 26.5.
p ą 2 Pour chaque x P Ω nous avons fpxq, gpxq P C et donc l’identité du parallélogramme 44 :

ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌2 ` ˇ̌

fpxq ` gpxqˇ̌ “ 2|fpxq| ` 2|gpxq|2. (28.445)

Vu que p ą 2, la fonction s : x ÞÑ xp{2 est convexe (lemme 18.85). Calcul :

|fpxq ´ gpxq|p ` |fpxq ` gpxq|p “ `|fpxq ´ gpxq|2˘p{2 ` `|fpxq ` gpxq|2˘p{2 (28.446a)
“ s

`| . . . |2˘` s`| . . . |2˘ (28.446b)

ď `|fpxq ´ gpxq|2 ` |fpxq ` gpxq|2˘p{2 (28.446c)

“ `
2|fpxq|2 ` 2|gpxq|2˘p{2 (28.446d)

“ 2p{2
`|fpxq|2 ` |gpxq|2˘p{2 (28.446e)

ď 2p{22p{2´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (28.446f)
“ 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (28.446g)

42. Définition 28.113.
43. Lemme 28.73.
44. Proposition 11.11 en remarquant que pz1, z2q ÞÑ z1z̄2 est un produit scalaire hermitien sur C.
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Justifications :

— Pour (28.446c) : la convexité de s.

— Pour (28.446d) : la relation (28.445).

— Pour (28.446f) : la seconde inégalité du lemme 28.446f.

Nous isolons |fpxq ´ gpxq|p :

|fpxq ´ gpxq|p ď 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘´ |fpxq ` gpxq|p (28.447a)

“ 2p
ˆ |fpxq|p ` |gpxq|p

2 ´
ˇ̌
ˇ̌ |fpxq| ` |gpxq|

2

ˇ̌
ˇ̌
p˙

(28.447b)

Cette inégalité étant valable pour tout x, nous pouvons intégrer sur Ω et découper l’intégrale
en petits morceaux :

}f ´ g}pp ď 2p
ˆ}f}pp ` }g}pp

2 ´ }f ` g2 }pp
˙
. (28.448)

Voila une bonne chose de prouvée. Nous pouvons maintenant passer au vif du sujet.
Soit une suite wj dans W telle que }u0 ´ wj} Ñ dpu0,W q. Trois choses à savoir sur cette
suite :

(1) Une telle suite existe parce que dpu0,W q est défini comme un infimum.

(2) Rien ne garanti qu’elle converge.

(3) Même si elle convergeait, rien ne garantirait que la limite soit encore dans W .

Le troisième point est facile à régler : vu queW est fermé par hypothèse, une suite convergente
contenue dans W a sa limite dans W . Nous allons régler la convergence de wj en prouvant
qu’elle est de Cauchy.
Remarquons que W est vectoriel, donc pwj ` wkq{2 est dans W pour tout j et k ; donc

}wj ` wk2 ´ u0} ě dpu0,W q. (28.449)

En tenant compte de cela, nous écrivons l’inégalité (28.448) avec f “ wj´u0 et g “ wk´u0 :

}f ´ g}pp “ }wj ´ wk}pp ď 2p
ˆ}wj ´ u0}p ` }wk ´ u0}p

2 ´ dpu0,W q
˙
. (28.450)

Soit ε ą 0 et 0 ă ε1, ε2 ă ε tels que ε1 ` ε2 ă ε. Il existe un N tel que si j, k ą N alors
}wj ´ u0}p ď dpu0,W qp` ε1 et }wk ´ u0}p ď dpu0,W qp` ε2. Pour de telles valeurs de j et k,
nous avons

}wj ´ wk}p ď 2
ˆ
ε1 ` ε2

2

˙
ă 2ε1{p. (28.451)

Donc la suite pwjq est de Cauchy.
L’espace Lp étant complet par le théorème 28.40, nous en déduisons que pwjq converge dans
Lp. Mais comme W est fermé, nous avons wj LpÝÑ w PW .
En termes de normes, nous avons

}w ´ u0} “ lim
j
}wj ´ u0} “ dpW,u0q. (28.452)
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28.11 Dualité et théorème de représentation de Riesz

Dans la suite E1 est le dual topologique, c’est-à-dire l’espace des formes linéaires et continues
sur E.

Voici déjà un bel énoncé. Pour des espaces mesurés pΩ,A, µq plus généraux, voir l’arme totale
en el théorème 28.130.

Proposition 28.128 ([168], thème 33).
Soit 1 ă p ă 2 et q tel que 1

p ` 1
q “ 1. L’application

Φ: Lq
`r0, 1s˘Ñ Lp

`r0, 1s˘1

Φgpfq “
ż

r0,1s
fḡ.

(28.453)

est une isométrie linéaire surjective.

Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter L2 pour L2`r0, 1s˘, et pareille-
ment pour Lp.
Φg est un élément de pLpq1 Si f P Lp et g P Lq nous devons prouver que Φqpfq est bien définie.

Pour cela nous utilisons l’inégalité de Hölder 45 qui dit que fg P L1 ; par conséquent la
fonction fḡ est également dans L1 et nous avons

|Φgpfq| ď
ż

r0,1s
|fḡ| “ }fg}1 ď }f}p}g}q. (28.454)

En ce qui concerne la norme de l’application Φg nous avons tout de suite

}Φg} “ sup
}f}p“1

ˇ̌
Φgpfq

ˇ̌ ď }g}q. (28.455)

Cela signifie que l’application Φg est bornée et donc continue par la proposition 12.25. Nous
avons donc bien Φg P pLpq1.

Isométrie Afin de prouver que }Φg} “ }g}q nous allons trouver une fonction f P Lp telle que
|Φgpfq|
}f}p “ }g}q. De cette façon nous aurons prouvé que |Φg| ě }g}q, ce qui conclurait que
|Φg| “ }g}q.
Nous posons f “ g|g|q´2, de telle sorte que |f | “ |g|q´1 et

}f}p “
ˆż

|g|ppq´1q
˙1{p

“
ˆż

|g|q
˙1{p

“ }g}q{pq (28.456)

où nous avons utilisé le fait que ppq ´ 1q “ q. La fonction f est donc bien dans Lp. D’autre
part,

Φgpfq “
ż
fḡ “

ż
g|g|q´2ḡ “

ż
|g|q “ }g}qq. (28.457)

Donc
|Φgpfq|
}f}p “ }g}q´

q
p

q “ }g}q (28.458)

où nous avons encore utilisé le fait que q ´ q
p “ qpp´1q

p “ 1.

Surjectif Soit ` P pLpq1 ; c’est une application ` : Lp Ñ C dont nous pouvons prendre la restriction
à L2 parce que la proposition 28.38 nous indique que L2 Ă Lp. Nous nommons φ : L2 Ñ C

cette restriction.

45. Proposition 28.33.
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φ P pL2q1 Nous devons montrer que φ est continue pour la norme sur L2. Pour cela nous
montrons que sa norme opérateur (subordonnée à la norme de L2 et non de Lp) est
finie :

sup
fPL2

|φpfq|
}f}2 ď sup

fPL2

|`pfq|
}f}p ă 8. (28.459)

Nous avons utilisé l’inégalité de norme }f}p ď }f}2 de la proposition 28.38(2).
Utilisation du dual de L2 Étant donné que L2 est un espace de Hilbert (lemme 28.73) et

que φ P pL2q1, le théorème 26.17 nous donne un élément g P L2 tel que φpfq “ Φgpfq
pour tout f P L2.
Nous devons prouver que g P Lq et que pour tout f P Lp nous avons `pfq “ Φgpfq.

g P Lq Nous posons fn “ g|g|q´21|g|ăn. Nous avons d’une part

Φgpfnq “
ż 1

0
fnḡ “

ż

|g|ăn
|g|q. (28.460)

Et d’autre part comme fn P L2 nous avons aussi φpfnq “ Φgpfnq et donc
0 ď Φpfnq “ φpfnq ď }`}}fn}p (28.461a)

“ }`}
˜ż

|g|ăn
|g|pq´1qp

¸1{p
(28.461b)

“ }`}
˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
. (28.461c)

où nous avons à nouveau tenu compte du fait que ppq ´ 1q “ q. En combinant avec
(28.460) nous trouvons

ż

|g|ăn
|g|q ď }`}

˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
, (28.462)

et donc ˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1´ 1
p

ď }`}, (28.463)

c’est-à-dire ´ ż

|g|ăn
|g|q

¯1{q ď }`}. (28.464)

Si ce n’était pas encore fait nous nous fixons un représentant de la classe g (qui est dans
L2), et nous nommons également g ce représentant. Nous posons alors

gn “ |g|q1|g|ăn (28.465)

qui est une suite croissante de fonctions convergeant ponctuellement vers |g|q. Le théo-
rème de Beppo-Levi 15.160 nous permet alors d’écrire

lim
nÑ8

ż

|q|ăn
|g|q “

ż 1

0
|g|q. (28.466)

Mais comme pour chaque n nous avons
ş
|g|ăn |q|q ď }`}q, nous conservons l’inégalité à

la limite et ż 1

0
|g|q ď }`}q. (28.467)

Cela prouve que g P Lp.
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`pfq “ Φgpfq Soit f P Lp. En vertu de la densité de L2 dans Lp prouvée dans le corol-
laire 28.48 nous pouvons considérer une suite pfnq dans L2 telle que fn LpÝÑ f . Pour tout
n nous avons

`pfnq “ Φgpfnq. (28.468)

Mais ` et Φg étant continues sur Lp nous pouvons prendre la limite et obtenir

`pfq “ Φgpfq. (28.469)

Lemme 28.129 ([6]).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini. Soit g P L1pΩq et S fermé dans C. Si pour tout E P A nous
avons

1
µpEq

ż

E
gdµ P S, (28.470)

alors gpxq P S pour presque tout x P Ω.

Démonstration. Soit D “ Bpa, rq un disque fermé dans le complémentaire de S (ce dernier étant
fermé, le complémentaire est ouvert). Posons E “ g´1pDq. Prouvons que µpEq “ 0 parce que cela
prouverait que gpxq P D pour seulement un ensemble de mesure nulle. Mais Sc pouvant être écrit
comme une union dénombrable de disques fermés 46, nous aurions gpxq P Sc presque nulle part.

Vu que 1
µpEq

ş
E a “ a nous avons

ˇ̌ 1
µpEqgdµ´ a

ˇ̌ “ ˇ̌ 1
µpEq

ż

E
pg ´ aqˇ̌ ď 1

µpEq
ż

E
|g ´ a| ď 1

µpEqµpEqr “ r. (28.471a)

Donc
1

µpEq
ż

E
gdµ P D, (28.472)

ce qui est une contradiction avec le fait que D Ă Sc.

Dans toute la partie d’analyse fonctionnelle, sauf mention du contraire, nous considérons dans
Lp des fonctions à valeurs complexes, et donc les éléments du dual sont des applications linéaires
continues à valeurs dans C.

Théorème 28.130 (Théorème de représentation de Riesz, thème 33, [6, 261, 427, 250]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit q tel que 1

p ` 1
q “ 1 avec la convention que q “ 8 si p “ 1.

Alors l’application
Φ: Lq Ñ pLpq1

Φgpfq “
ż

Ω
fḡdµ

(28.473)

est une bijection isométrique dans les cas suivants :
(1) si 1 ă p ă 8 et pΩ,A, µq est un espace mesuré quelconque,
(2) si p “ 1 et pΩ,A, µq est σ-fini.

Démonstration. Par petits bouts.
Φ est injective Nous commençons par prouver que Φ est injectif. Soient g, g1 P Lq tels que Φg “

Φg1 . Alors pour tout f P Lp nous avons
ż

Ω
fpg ´ g1qdµ “ 0. (28.474)

46. Tout ouvert peut être écrit comme union dénombrable d’éléments d’une base de topologie par la proposi-
tion 7.55 et C a une base dénombrable de topologie par la proposition 7.91.
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Soient des parties Ai de mesures finies telles que Ω “ Ť8
i“1Ai. Étant donné que µpAiq est

fini, nous avons 1Ai P LppΩq et donc
ż

Ai

pg ´ g1qdµ “
ż

Ω
1Aipxqpg ´ g1qpxqdµpxq “ 0. (28.475)

La proposition 28.22 nous dit alors que g ´ g1 “ 0 dans LqpAiq. Pour chaque i, la partie
Ni “ tx P Ai tel que pg ´ g1qpxq “ 0u est de mesure nulle.
Vu que Ω est l’union de tous les Ai, la partie de Ω sur laquelle g´ g1 est non nulle est l’union
des Ni et donc de mesure nulle parce que une réunion dénombrable de parties de mesure
nulle est de mesure nulle. Donc g ´ g1 “ 0 presque partout dans Ω, ce qui signifie g ´ g1 “ 0
dans LqpΩq.

La suite La partie difficile est de montrer que Φ est surjective.
Soit φ P LppΩq1. Si φ “ 0, c’est bien dans l’image de Φ ; nous supposons donc que non.
Nous allons commencer par prouver qu’il existe une (classe de) fonction g P L1pΩq telle que
Φgpfq “ φpfq pour tout f P L8pΩ, µq ; nous montrerons ensuite que g P Lq et que le tout est
une isométrie.

Une mesure complexe Si E P A nous notons νpEq “ φp1Eq. Nous prouvons maintenant que
ν est une mesure complexe 47 sur pΩ,Aq. La seule condition pas facile est la condition de
dénombrable additive. Il est déjà facile de voir que A et B sont disjoints, νpA Y Bq “
νpAq` νpBq. Soient ensuite des ensembles An deux à deux disjoints et posons Ek “ Ť

iďk Ai
pour avoir

Ť
k Ak “

Ť
k Ek avec l’avantage que les Ek soient emboîtés. Cela donne

}1E ´ 1Ek}p “ µpEzEkq1{p, (28.476)

mais vu que 1 ď p ă 8, avoir xk Ñ 0 implique d’avoir x1{p
k Ñ 0. Prouvons que µpEzEkq Ñ 0.

En vertu du lemme 15.22 nous avons pour chaque k :

µpEzEkq “ µpEq ´ µpEkq, (28.477)

et vu que Ek Ñ E est une suite croissante, le lemme 15.23(1), sachant que µ est une mesure
« normale », donne

lim
nÑ8µpEkq “ µ

`ď

k

Ek
˘
. (28.478)

Donc effectivement µpEkq Ñ µpEq et donc oui : µpEzEkq Ñ 0. Jusqu’à présent nous avons

lim
kÑ8 }1E ´ 1Ek}p “ 0, (28.479)

c’est-à-dire 1Ek
LpÝÑ 1E . La continuité de φ sur Lp donne alors

lim
kÑ8 νpEkq “ lim

kÑ8φp1Ekq “ φp lim
kÑ81Ekq “ φp1Eq “ νpEq. (28.480)

Par additivité finie de ν nous avons

νpEkq “
ÿ

iďk
νpAiq (28.481)

et en passant à la limite,
ř8
i“1 νpAiq “ νpŤiAiq. L’application ν est donc une mesure com-

plexe.
Mesure absolument continue En prime, si µpEq “ 0 alors νpEq “ 0 parce que

µpEq “ 0 ñ }1E}p “ 0 ñ 1E “ 0 (dans Lp)ñ φp1Eq “ 0 (28.482)
47. Définition 15.198.
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Utilisation de Radon-Nikodym Nous sommes donc dans un cas où ν ! µ et nous utilisons
le théorème de Radon-Nikodym 15.199 sous la forme de la remarque 15.200 : il existe une
fonction intégrable g : Ω Ñ C 48 telle que pour tout A P A,

νpAq “
ż

A
ḡdµ. (28.483)

C’est-à-dire que
φp1Aq “

ż

A
ḡdµ “

ż

Ω
ḡ1Adµ. (28.484)

Nous avons donc exprimé φ comme une intégrale pour les fonctions caractéristiques d’en-
sembles.

Pour les fonctions étagées Par linéarité si f est mesurable et étagée nous avons aussi

φpfq “
ż
fḡdµ “ Φgpfq. (28.485)

Pour f P L8pΩq Une fonction f P L8 est une fonction presque partout bornée. Nous supposons
que f est presque partout bornée parM . Par ailleurs cette f est limite uniforme de fonctions
étagées : }fk ´ f}8 Ñ 0 en posant fk “ f1|f |ďk. Pour chaque k nous avons l’égalité

Φgpfkq “ φpfkq. (28.486)

Par ailleurs la fonction fkḡ est majorée par la fonction intégrable Mḡ et le théorème de la
convergence dominée 15.184 nous donne

lim
kÑ8Φgpfiq “ lim

kÑ8

ż
fkḡ “

ż
fḡ “ Φgpfq. (28.487)

Et la continuité de φ sur Lp couplée à la convergence fk LpÝÑ f donne limkÑ8 φpfkq “ pfq.
Bref prendre la limite dans (28.486) donne

Φgpfq “ φpfq (28.488)

pour tout f P L8pΩq.
La suite . . . Voici les prochaines étapes.

— Nous avons
ş
fḡ “ φpfq tant que f P L8. Nous allons étendre cette formule à f P Lp

par densité. Cela terminera de prouver que notre application est une bijection.
— Ensuite nous allons prouver que }φ} “ }Φg}, c’est-à-dire que la bijection est une isomé-

trie.
De L8 à Lp Soit f P Lp. Si nous avions une suite pfnq dans L8 telle que fn

LpÝÑ f alors
limφpfnq “ φpfq par continuité de φ. La difficulté est de trouver une telle suite de façon
à pouvoir permuter l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

Ω
fnḡ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fnḡ “

ż

Ω
fḡ “ Φgpfq. (28.489)

Nous allons donc maintenant nous atteler à la tâche de trouver fn P L8 avec fn LpÝÑ f et
telle que (28.489) soit valide.
Nous allons d’abord supposer que f P Lp est positive à valeurs réelles. Nous avons alors par
le théorème 15.105 qu’il existe une suite croissante de fonction étagées (et donc L8) telles
que fn Ñ f ponctuellement. De plus étant donné que |fn| ď |f |, la proposition 28.21 nous
dit que fn LpÝÑ f . Pour chaque n nous avons

ż

Ω
fnḡ “ φpfnq. (28.490)

48. On peut écrire, pour utiliser de la notation compacte que g P L1
pΩ,Cq.
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Soit g` la partie réelle positive de ḡ. Alors nous avons la limite croissante ponctuelle fng` Ñ
fg` et le théorème de la convergence monotone 15.160 nous permet d’écrire

lim
nÑ8

ż
fng

` “
ż
fg`. (28.491)

Faisant cela pour les trois autres parties de ḡ nous avons prouvé que si f P Lp est réelle et
positive, ż

fḡ “ φpfq, (28.492)

c’est-à-dire que Φgpfq “ φpfq.
Refaisant le tout pour les trois autres parties de f nous montrons que

Φgpfq “ φpfq (28.493)

pour tout f P LppΩq. Nous avons donc égalité de φ et Φg dans pLpq1 et donc bijection entre
pLpq1 et Lq.

Isométrie : mise en place Nous devons prouver que cette bijection est isométrique. Soit φ P
pLpq1 et g P Lq telle que Φg “ φ. Il faut prouver que

}g}q “ }φ}pLpq1 . (28.494)

}φ} ď }g}q Nous savons que φpfq “ ş
fḡ, et nous allons écrire la définition de la norme dans

pLpq1 :
}φ}pLpq1 “ sup

}f}p“1

ˇ̌
φpfqˇ̌ (28.495a)

“ sup |
ż
fḡ| (28.495b)

ď sup
ż
|fḡ|

loomoon
“}fḡ}1

. (28.495c)

Il s’agit maintenant d’utiliser l’inégalité de Hölder 28.33 :

}φ} ď sup
}f}p“1

}f}p}ḡ}q “ }g}q. (28.496)

L’inégalité dans l’autre sens sera démontrée en séparant les cas p “ 1 et 1 ă p ă 8.
Si p “ 1, une formule Si E est un ensemble mesurable de mesure finie, alors

|
ż

E
gdµ| “ ˇ̌

φp1Eq
ˇ̌
. (28.497)

Mais le fait que µpEq ă 8 donne que 1E P L1pΩq. Donc 1E P L8 X L1 ; nous pouvons alors
écrire φp1Eq “

ş
Ω 1E ḡdµ et donc

|
ż

Ω
1E ḡdµ| “ |

ż

E
gdµ| “ ˇ̌

φp1Eq
ˇ̌ ď }φ}pL1q1}1E}1 “ }φ}µpEq. (28.498)

Nous écrivons cela dans l’autre sens :

}φ} ě 1
µpEq |

ż

Ω
1E ḡdµ| “ | 1

µpEq
ż

E
ḡdµ|. (28.499)

Si nous prenons S “ tt P C tel que |t| ď }φ}u, c’est un fermé vérifiant que
1

µpEq
ż

E
ḡdµ P S. (28.500)

Voila une petite formule qui va nous aider à utiliser le lemme 28.129. Nous ne pouvons
cependant pas l’utiliser immédiatement parce que l’appartenance (28.500) n’est vraie que
pour les parties de mesure finie.
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Si p “ 1, conclusion[1] Pour utiliser le lemme 28.129, nous utilisons l’hypothèse que Ω est σ-fini.
Soient des mesurables Ai de mesure fine tels que

Ť
iPNAi “ Ω.

Pour chaque i nous considérons la restriction gi : Ai Ñ C de g à Ai. Par le point précédent,
elle vérifie

1
µpAiq

ż

Ai

ḡidµ “ 1
µpAiq

ż

Ai

ḡdµ P S. (28.501)

En appliquant le lemme 28.129 à l’espace restreint pAi,Ai, µiq, nous concluons ḡi P S presque
partout, ce qui signifie que }gi}8 P S. Nous en concluons que

}gi}8 ď }φ} (28.502)

où, dans ce contexte, }gi}8 signifie supxPAi |gipxq|.
Nous avons alors

}g}8 “ sup
xPΩ

|gpxq| “ sup
iPN

}gi}8 ď }φ}. (28.503)

Une petite justification pour cela ? Prenons une suite xk telle que |gpxkq| Ñ }g}8. Vu que les
Ai recouvrent Ω, existe un naturel ipkq tel que xk P Aipkq. Nous avons alors

|gpxkq| ď }gipkq}8 ď }φ}. (28.504)

Cela pour conclure que g P L8.
Notons que cet argument ne tient pas avec p ą 1 parce que l’équation (28.498) terminerait sur
}φ}µpEq1{p. Du coup l’ensemble S à prendre serait S “ tt P C tel que |t| ď }φ}µpEq1{p´1u et
nous sommes en dehors des hypothèses du lemme parce qu’il n’y a pas d’ensemble indépendant
de E dans lequel l’intégrale 1

µpEq
ş
E ḡdµ prend ses valeurs.

1 ă p ă 8 La fonction

αpxq “
#

gpxq
|gpxq| si gpxq ‰ 0
1 si gpxq “ 0

(28.505)

a la propriété de faire αg “ |g| en même temps que |αpxq| “ 1 pour tout x. Nous définissons

En “ tx tel que |gpxq| ď nu (28.506)

et
fn “ 1En |gq´1|α. (28.507)

Ce qui est bien avec ces fonctions c’est que 49

|fn|p “ |gppq´1q|α|p “ |g|q (28.508)

sur En. Dans En nous avons |fn| “ |gq´1| ď nq´1 et dans En nous avons fn “ 0. Au final,
fn P L8. Par ce que nous avons vu plus haut, nous avons alors

φpfnq “ Φgpfnq. (28.509)

Par ailleurs,
fnḡ “ 1En |gq´1| g|g| ḡ, (28.510)

49. C’est ici que nous utilisons le lien entre p et q. En l’occurrence, de 1{p` 1{q “ 1 nous déduisons qpp´ 1q “ p.
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donc 50
ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ “ |

ż

Ω
fnḡdµ| (28.511a)

“ |φpfnq| (28.511b)
ď }φ}}fn}p (28.511c)

“ }φ}
ˆż

En

|fn|p
˙1{p

(28.511d)

“ }φ}
ˆż

En

|g|q
˙1{p

. (28.511e)

Nous avons de ce fait une inégalité de la forme A ď }φ}A1{p et donc aussi A1{p ď }φ}1{pA1{p2 ,
et donc A ď }φ}}φ}1{pA1{p2 . Continuant ainsi à injecter l’inégalité dans elle-même, pour tout
k P N nous avons :

ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ ď }φ}1`

1
p
`¨¨¨` 1

pk

ˆż

En

|g|qdµ
˙1{pk

. (28.512)

Nous pouvons passer à la limite k Ñ8. Sachant que p ą 1 nous savons A1{k Ñ 1 et

1` 1
p
` ¨ ¨ ¨ ` 1

pk
Ñ p

p´ 1 “ q. (28.513)

Nous avons alors ż

En

|g|qdµ ď }φ}q. (28.514)

L’intégrale s’écrit tout aussi bien sous la forme
ş
Ω |g|q1En . La fonction dans l’intégrale est une

suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s. Nous pouvons alors permuter
l’intégrale et la limite n Ñ 8 en utilisant la convergence monotone (théorème 15.160) qui
donne alors

ş
Ω |g|q ď }φ}q ou encore

}g}q ď }φ}. (28.515)

Ceci achève de prouver que l’application φ ÞÑ Φg est une isométrie, et donc le théorème.

Théorème 28.131.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq.
(1) Si 1 ă p ă 8, alors LppΩ,A, µq est réflexif 51.
(2) Si pΩ,A, µq est σ-finie, alors

(2a) pL1q1 “ L8

(2b) L1 Ă pL8q1.

Démonstration. En plusieurs parties, en notant toujours p et q les exposants conjugués, c’est à
dire 1

p ` 1
q “ 1.

Pour (1) Le théorème 28.130(1) nous indique que

pLpq1 “ Lq (28.516)

au sens d’une bijection isométrique. Vu que 1 ă p ă 8, nous avons aussi 1 ă q ă 8 et donc
pLqq1 “ Lp. En prenant le dual des deux côtés de (28.516),

pLpq2 “ pLqq1 “ Lp, (28.517)

et nous avons prouvé que Lp est réflexif.
50. Dans [6], cette équation arrive sans modules, ce qui me laisse entendre que φpfnq est réel et positif pour pouvoir

écrire que φpfnq ď }φ}}fn}p, mais je ne comprends pas pourquoi.
51. Définition 12.169.
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Pour (2a) Il s’agit du théorème 28.130(2).
Pour (2b)[1] Il nous reste à couvrir le cas de pL8q1. Pour g P L1 nous prouvons que Φg P pL8q1.

Φgpfq est bien définie Nous prouvons d’abord que si f P L8, alors l’intégrale şΩ fḡ est bien
définie. Par définition du supremum essentiel 52, il existe M ą 0 tel que |fpxq| ă M
pour tout x hors d’une partie A de mesure nulle. Nous avons alors

ż

Ω
|fḡ| “

ż

ΩzA
|fḡ| ďM

ż

ΩzA
|f | “M

ż

Ω
|f | ă 8. (28.518)

Φg est continue Soit une suite fk L8ÝÑ f ainsi que g P L1. Pour chaque k, il existe une
partie de mesure nulle Ak et un nombre Mk “ }fk}L8 tel que |fkpxq| ă }fk}L8 pour
tout x hors de Ak. Nous avons alors

|Φgpfkq| ď
ż

ΩzAk
|fkḡ|dµ ď }fk}L8

ż

ΩzAk
|g| ď }fk}L8}g}1. (28.519)

Vu que par hypothèse fk Ñ 0 dans L8, nous avons }fk}L8Ñ0, et donc aussi

|Φgpfkq| Ñ 0. (28.520)

Proposition 28.132.
Soit f P LppΩq telle que ż

Ω
fϕ “ 0 (28.521)

pour tout ϕ P C8c pΩq. Alors f “ 0 presque partout.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire Φf P pLqq1 donnée par

Φf : Lp Ñ C

u ÞÑ
ż

Ω
fu

(28.522)

Par hypothèse cette forme est nulle sur la partie dense C8c pΩq. Si pϕnq est une suite dans C8c pΩq
convergente vers u dans Lp, nous avons pour tout n que

0 “ Φf pϕnq (28.523)

En passant à la limite, nous voyons que Φf est la forme nulle. Elle est donc égale à Φ0. La partie
« unicité » du théorème de représentation de Riesz 28.130 nous indique alors que f “ 0 dans Lp
et donc f “ 0 presque partout.

Proposition 28.133.
Si f P L1

locpIq est telle que ż

I
fϕ1 “ 0 (28.524)

pour tout ϕ P C8c pIq, alors il existe une constante C telle que f “ C presque partout.

Démonstration. Soit ψ P C8c pIq une fonction d’intégrale 1 sur I. Si w P C8c pIq alors nous considé-
rons la fonction

h “ w ´ ψ
ż

I
w, (28.525)

52. Voir les définitions 28.23 et 28.24.
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qui est dans C8c pIq et dont l’intégrale sur I est nulle. Par la proposition 18.2, la fonction h admet
une primitive dans C8c pIq ; et nous notons ϕ cette primitive. L’hypothèse appliquée à ϕ donne

0 “
ż

I
fϕ1 “

ż

I
f

ˆ
w ´ ψ

ż

I
w

˙
“

ż

I
fw ´

ˆż

I
fpxqψpxqdx

˙

loooooooooomoooooooooon
C

ˆż

I
wpyqdy

˙
“

ż

I
wpf ´ Cq.

(28.526)
L’annulation de la dernière intégrale implique par la proposition 28.132 que f ´ C “ 0 dans L2,
c’est-à-dire f “ C presque partout.

Dans [428], il est dit que « la preuve [du lemme suivant], un peu fastidieuse mais en rien
ingénieuse, est laissée en exercice ». La preuve est donc de moi ; elle est un tout petit peu ingénieuse
mais en rien fastidieuse. J’espère ne pas m’être trompé et me demande bien ce que l’auteur avait
en tête. Ma preuve s’appuie sur la proposition 18.99 dont la preuve ne me paraît pas non plus
« fastidieuse mais en rien ingénieuse ».

Lemme 28.134 ([428, 1]).
Soient r ą 0. Il existe δ ą 0 tel que pour tout s, t P C vérifiant |s| ď 1, |t| ď 1 et |s´ t| ě r nous
ayons ˇ̌

ˇ̌s` t
2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď p1´ δq |s|
p ` |t|p

2 . (28.527)

Démonstration. Soit r ą 0. La partie de C2 donnée par

D “ tps, tq P C2 tel que |s| ď 1, |t| ď 1, |s´ t| ě ru (28.528)

est compacte. En effet elles est bornée (par la sphère de rayon
?

2) et fermée comme intersection
de fermée 53. Nous considérons la fonction ∆: D Ñ R donnée par

ˇ̌
ˇ̌s` t

2

ˇ̌
ˇ̌
p

“ ∆ps, tq |s|
p ` |t|p

2 . (28.529)

Si vous voulez une expression explicite,

∆ps, tq “ 2p´1|s` t|p
|s|p ` |t|p . (28.530)

Cela est bien défini et continu sur D parce que le complémentaire Dc (qui est ouvert) contient
p0, 0q et donc aussi un voisinage de p0, 0q.

La proposition 18.99 nous dit que la fonction z ÞÑ |z|p est strictement convexe. En prenant la
définition 18.92 de la stricte convexité avec θ “ 1

2 , nous trouvons que

∆ps, tq ă 1 (28.531)

pour tout ps, tq P D. Vu que par ailleurs ∆ est une fonction continue sur le compact D, elle atteint
un minimum dans D. Soit ∆0 ce minimum quivérifie forcément ∆0 ă 1.

En posant 1´ δ “ ∆0 nous avons le résutat.

28.12 Théorèmes de Hahn-Banach

Théorème 28.135 (Hahn-Banach[429, 117]).
Soit E, un espace vectoriel réel et une application p : E Ñ R satisfaisant
(1) ppλxq “ λppxq pour tout x P E et pour tout λ ą 0,
(2) ppx` yq ď ppxq ` ppyq pour tout x, y P E.
53. Lemme 7.3 suivit du théorème de Borel-Lebesgue 8.9.
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Soit de plus G Ă E un sous-espace vectoriel muni d’une application g : GÑ R vérifiant gpxq ď ppxq
pour tout x P G. Alors il existe f P LpE,Rq telle que fpxq “ gpxq pour tout x P G et fpxq ď ppxq
pour tout x P E.

Démonstration. Si h une application linéaire définie sur un sous-espace de E, nous notons Dh ledit
sous-espace.

Un ensemble inductif Nous considérons P , l’ensemble des fonctions linéaires suivant

P “
!
h : Dh Ñ R tel que

$
’&
’%

G Ă Dh

hpxq “ gpxq @x P G
hpxq ď ppxq @x P Dh

)
(28.532)

Cet ensemble est non vide parce que g est dedans. Nous le munissons de la relation d’ordre
h1 ď h2 si et seulement si Dh1 Ă Dh2 et h2 prolonge h1. Nous montrons à présent que P est
un ensemble inductif. Soit un sous-ensemble totalement ordonné Q Ă P ; nous définissons
une fonction h de la façon suivante. D’abord Dh “ suplPQDl et ensuite

h : Dh Ñ R

x ÞÑ lpxq si x P Dl

(28.533)

Cela est bien définit parce que si x P Dl XDl1 alors, vu que Q est totalement ordonné (i.e.
l ď l1 ou l1 ď l), on a obligatoirement Dl Ă Dl1 et l1 qui prolonge l (ou le contraire). Donc
h est un majorant de Q dans P parce que h ě l pour tout l P Q. Cela montre que P est
inductif (définition 1.14). Le lemme de Zorn 1.15 nous dit alors que P possède un maximum
f qui va être la réponse à notre théorème.

Le support de f La fonction f est dans P ; donc fpxq ď ppxq pour tout x P Dh et fpxq “ gpxq
pour tout x P G. Pour terminer nous devons montrer que Df “ E. Supposons donc que
Df ‰ E et prenons x0 R Df . Nous allons contredire la maximalité de f en considérant la
fonction h donnée par Dh “ Df `Rx0 et

hpx` tx0q “ fpxq ` tα (28.534)

où α est une constante que nous allons fixer plus tard.
Nous commençons par prouver que f est dans P . Nous devons prouver que

hpx` tx0q “ fpxq ` tα ď ppx` tx0q (28.535)

Pour cela nous allons commencer par fixer α pour avoir les relations suivantes :
"
fpxq ` α ď ppx` x0q (28.536a)
fpxq ´ α ď ppx´ x0q (28.536b)

pour tout x P Df . Ces relations sont équivalentes à demander α tel que
"
α ď ppx` x0q ´ fpxq (28.537a)
α ě fpxq ´ ppx´ x0q (28.537b)

Nous nous demandons donc s’il existe un α qui satisfasse

sup
yPDf

`
fpyq ´ ppy ´ x0q

˘ ď α ď inf
zPDf

`
ppz ` x0q ´ fpzq

˘
. (28.538)

Ou encore nous devons prouver que pour tout y, z P Df ,

ppz ` x0q ´ fpxq ě fpyq ´ ppy ´ x0q ě 0. (28.539)
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Par les propriétés de p et de f ,

ppz ` x0q ` ppy ´ x0q ´ fpzq ´ fpyq ě ppz ` yq ´ fpz ` yq ě 0. (28.540)

La dernière inégalité est le fait que f P P . Un choix de α donnant les inéquations (28.536)
est donc possible.
À partir des inéquations (28.536) nous obtenons la relation (28.535) de la façon suivante. Si
t ą 0 nous multiplions l’équation (28.536a) par t :

tfpxq ` tα ď tppx` x0q. (28.541)

Et nous écrivons cette relation avec x{t au lieu de x en tenant compte de la linéarité de f :

fpxq ` tα ď tp
`x
t
` x0

˘ “ ppx` tx0q. (28.542)

Avec t ă 0, c’est similaire, en faisant attention au sens des inégalités.
Nous avons donc construit h : Dh Ñ R avec h P P , Df Ă Dh et hpxq “ fpxq pour tout
x P Df . Cela pour dire que h ą f , ce qui contredit la maximalité de f . Le domaine de f est
donc E tout entier.
La fonction f est donc une fonction qui remplit les conditions.

Définition 28.136.
Un espace topologique est localement convexe si tout point possède un système fondamental de
voisinages formé de convexes.

Définition 28.137 (Hyperplan qui sépare).
Soit E un espace vectoriel topologique ainsi que A, B des sous-ensembles de E. Nous disons que
l’hyperplan d’équation f “ α sépare au sens large les parties A et B si fpxq ď α pour tout
x P A et fpxq ě α pour tout x P B.

La séparation est au sens strict s’il existe ε ą 0 tel que

fpxq ď α´ ε pour tout x P A (28.543a)
fpxq ě α` ε pour tout x P B. (28.543b)

Théorème 28.138 (Hahn-Banach, première forme géométrique[117]).
Soit E un espace vectoriel topologique et A, B deux convexes non vides disjoints de E. Si A est
ouvert, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Théorème 28.139 (Hahn-Banach, seconde forme géométrique).
Soient un espace vectoriel topologique localement convexe 54 ainsi que des convexes non vides dis-
joints A et B tels que A soit compact et B soit fermé. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare
strictement A et B.

Démonstration. Vu que B est fermé, A est dans l’ouvert EzB. Donc si a P A, il existe un voisinage
ouvert convexe de a inclus dans A. Soit Ua un voisinage ouvert et convexe de 0 tel que pa`UaqXB “
H.

Vu que la fonction px, yq ÞÑ x` y est continue, nous pouvons trouver un ouvert convexe Va tel
que Va`Va Ă Ua. L’ensemble a`Va est alors un voisinage ouvert de a et bien entendu

Ť
apa`Vaq

recouvre A qui est compact. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire que nous
considérons a1, . . . , an P A tels que

A Ă
nď

i“1
pai ` Vaiq. (28.544)

54. Définition 28.136.
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Nous posons alors

V “
nč

i“1
Vai . (28.545)

Cet ensemble est non vide parce et il contient un voisinage de zéro parce que c’est une intersection
finie de voisinages de zéro. Soit x P A` V . Il existe i tel que

x P ai ` Uai ` V Ă ai ` Vai ` Vai Ă ai ` Uai Ă EzB. (28.546)

Donc pA ` V q X B “ H. L’ensemble A ` V est alors un ouvert convexe disjoint de B. Par la
première forme géométrique du théorème de Hahn-Banach 28.138 nous avons un hyperplan qui
sépare A` V de B au sens large : il existe f P E1zt0u tel que fpaq ` fpvq ď fpbq pour tout a P A,
v P V et b P B.

Il suffit donc de trouver un v P V tel que fpvq ‰ 0 pour avoir la séparation au sens strict. Cela
est facile : V étant un voisinage de zéro et f étant linéaire, si elle était nulle sur V , elle serait nulle
sur E.

28.13 Théorème de Tietze
Définition 28.140.
Si E et F sont des espaces normés, une application f : E Ñ F est presque surjective s’il existe
α P s0, 1r et C ą 0 tels que pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, Cq tel que }y ´ fpxq} ď α.

Lemme 28.141 ([43]).
Soient E et F des espaces de Banach et f P LpE,F q 55. Si f est presque surjective, alors
(1) f est surjective
(2) pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, C

1´αq tel que y “ fpxq.
Le point (2) est une précision du point (1) : il dit quelle est la taille de la boule de E nécessaire

à obtenir la boule unité dans F .

Démonstration. Soit y P BF p0, 1q. Nous allons construire x P B`0, C
1´α

˘
qui donne fpxq “ y. Ce

x sera la limite d’une série que nous allons construire par récurrence. Pour n “ 1 nous utilisons
la presque surjectivité pour considérer x1 P BEp0, Cq tel que }y ´ fpx1q} ď α. Ensuite nous
considérons la récurrence

xn P BEp0, Cq (28.547)

tel que
››y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn (28.548)

Pour montrer que cela existe nous supposons que la série est déjà construire jusqu’à n ą 1 :

1
αn

´
y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

¯
P BF p0, 1q (28.549)

À partir de là, par presque surjectivité il existe un xn`1 P BEp0, Cq tel que
››y ´

řn
i“1 α

i´1fpxiq
αn

´ fpxn`1q
›› ď α. (28.550)

En multipliant par αn, le terme αnfpxn`1q s’intègre bien dans la somme :

››y “
n`1ÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn`1. (28.551)

55. L’ensemble des applications linéaires continues
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Nous nous intéressons à une éventuelle limite à la somme des αn´1xn. D’abord nous avons la
majoration }αn´1xn} ď αn´1C, et vu que par la définition de la presque surjectivité 0 ă α ă 1, la
série 8ÿ

n“1
αn´1xn (28.552)

converge absolument 56 parce que la suite des normes est une suite géométrique de raison α. Vu
que E est de Banach, la convergence absolue implique la convergence simple (la suite des sommes
partielles est de Cauchy et Banach est complet). Nous posons

x “
8ÿ

n“1
αn´1xn P E, (28.553)

et en termes de normes, ça vérifie

}x} ď
8ÿ

n“1
αn´1}xn} ď C

8ÿ

n“1
αn´1 “ C

1´ α. (28.554)

Donc c’est bon pour avoir x P B`0, C
1´α

˘
. Nous devons encore vérifier que y “ fpxq. Pour cela nous

remarquons que

}y ´ f
´ Nÿ

n“1
αn´1xn

¯
} ď αN . (28.555)

Nous pouvons prendre la limite N Ñ8 et permuter f avec la limite (par continuité de f). Vu que
0 ă α ă 1 nous avons

}y ´ fpxq} “ 0. (28.556)

Théorème 28.142 (Tietze[43, 276]).
Soit un espace métrique pX, dq et un fermé Y Ă X. Soit g0 P C0pY,Rq. Alors g0 admet un
prolongement continu sur X.

Démonstration. Soit l’opération de restriction

T : pC0
b pX,Rq, }.}8q Ñ pC0

b pY,Rq, }.}8q
f ÞÑ f |Y .

(28.557)

L’application T est évidemment linéaire. Elle est de plus borné pour la norme opérateur usuelle
donnée par la proposition 12.10 parce que }T pfq} ď }f} ă 8. L’application T est alors continue
par la proposition 12.25.
Presque surjection Soit g P C0

b pY,Rq avec }g}8 ď 1. Nous posons

Y ` “ tx P Y tel que 1
3 ď gpxq ď 1u (28.558a)

Y ´ “ tx P Y tel que ´ 1 ď gpxq ď ´1
3u. (28.558b)

Nous considérons alors
f : X Ñ R

x ÞÑ 1
3
dpx, Y ´q ´ dpx, Y `q
dpx, Y ´q ` dpx, Y `q

(28.559)

Vu qu’en valeur absolue le dénominateur est plus grand que le numérateur nous avons }f}8 ď
1
3 . Notons que
— Si x P Y ` alors fpxq “ 1

3 et gpxq P r13 , 1s ;
56. Définition 12.59.
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— Si x P Y ´ alors fpxq “ ´1
3 et gpxq P r´1,´1

3 s ;
— Si x n’est ni dans Y ` ni dans Y ´ alors nous avons 57 gpxq P r´1

3 ,
1
3 s et donc

ˇ̌
fpxq ´

gpxqˇ̌ ď ˇ̌
fpxqˇ̌` ˇ̌

gpxqˇ̌ ď 2
3 .

Dans les deux cas nous avons
ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌ P r0, 2

3 s pour tout x P X. Cela prouve que

}T pfq ´ g}Y,8 ď 2
3 . (28.560)

En résumé nous avons pris g dans la boule Bp0, 1q de `C0
b pY,Rq, }.}8

˘
et nous avons construit

une fonction f dans la boule Bp0, 1
3q de

`
C0
b pX,Rq, }.}8

˘
telle que }T pfq ´ g}8 ď 2

3 . L’ap-
plication T est donc une presque surjection avec α “ 1

3 et C “ 2
3 .

Prolongement dans les boules unité fermées La proposition 13.282 nous assure que les es-
paces C0

b pX,Rq et C0
b pY,Rq sont de Banach (complets), et le lemme 28.141 nous dit alors

que T est surjective et que pour tout g P Bp0, 1q, il existe

f P B
˜

0, 1{3
1´ 2

3

¸
“ Bp0, 1q. (28.561)

telle que g “ T pfq.
Prolongement pour les boules ouvertes Jusqu’à présent nous avons montré qu’une fonction

g P Bp0, 1q admet une prolongement continu dans Bp0, 1q. Nous allons montrer que si g est
dans la boule ouverte Bp0, 1q de `

C0
b pY,Rq, }.}8

˘
alors g admet un prolongement dans la

boule ouverte Bp0, 1q de `C0
b pX,Rq, }.}8

˘
.

Soit g P BC0
b
pY qp0, 1q et son prolongement h P BC0

b
pXqp0, 1q. Si }h}8 ă 1 alors le résultat est

vrai. Sinon nous considérons l’ensemble

Z “ tx P X tel que |hpxq| “ 1u. (28.562)

Nous avons Y XZ “ H parce que nous avons h “ g sur Y et nous avons choisi }g}8 ă 8. Par
ailleurs Y est fermé par hypothèse et Z est fermé parce que h est continue ; par conséquent
Y X Z est fermé, donc 58

Ȳ X Z̄ “ Y X Z “ H. (28.563)

Nous posons
u : X Ñ R`

x ÞÑ dpx, Zq
dpx, Y q ` dpx, Zq

(28.564)

Le dénominateur n’est pas nul parce qu’il faudrait dpx, Y q “ dpx, Zq “ 0, ce qui demanderait
x P Ȳ X Z̄, ce qui n’est pas possible. Nous posons f “ uh. Si x P Y alors upxq “ 1, donc
f est encore un prolongement de g. De plus f est encore continue, et donc encore un bon
candidat. Enfin si x est hors de Y alors dpx, Y q ą 0 (strictement parce que Y est fermé) et
donc 0 ă upxq ă 1, ce qui donne |fpxq| ă |hpxq| ď 1. Donc }f}8 ă 1.
Nous avons donc trouvé qu’une fonction dans la boule ouverte BC0

b
pY qp0, 1q se prolonge en

une fonction dans la boule ouverte BC0
b
pXqp0, 1q.

Le cas non borné Soit enfin g0 P C0pY,Rq. Nous allons nous ramener au cas de la boule unité
ouverte en utilisant un homéomorphisme φ : R Ñ s´1, 1r. L’application g “ φ ˝ g0 est dans
la boule unité ouvert de C0pY,Rq et donc admet un prolongement f dans la boule unité
ouverte de C0pXq. L’application f0 “ φ´1 ˝ f est un prolongement continu de g0.

57. Nous rappelons que }g} “ 1, donc gpxq est forcément ente ´1 et 1.
58. Si vous avez l’intention de dire que Y X Z “ Ȳ X Z̄ “ Y X Z “ H, allez d’abord voir l’exemple 8.59. Ici c’est

correct parce que Y et Z sont fermés.
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Un homéomorphisme φ : RÑ s´1, 1r est donné par exemple par la fonction φptq “ 2
π arctanptq

dont le graphique est donné ci-dessous :

28.14 Espace de Schwartz

Pour un multiindice α “ pα1, . . . , αdq P Nd, nous notons

Bαϕ “ Bα1
x1 . . . Bαdxdϕ (28.565)

pour peu que la fonction ϕ soit |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αd fois dérivable.

Définition 28.143.
Soit Ω Ă Rd. L’espace de Schwartz S pΩq est le sous-ensemble de C8pΩq des fonctions dont
toutes les dérivées décroissent plus vite que tout polynôme :

S pΩq “  
ϕ P C8pΩq tel que @α, β P Nd, pα,βpϕq ă 8

(
(28.566)

où nous avons considéré

pα,βpϕq “ sup
xPΩ

|xβpBαϕqpxq| “ }xβBαϕ}8. (28.567)

Pour simplifier les notations (surtout du côté de Fourier), nous allons parfois écrire Miϕ pour
la fonction x ÞÑ xiϕpxq.
Exemple 28.144
La fonction e´x2 est une fonction à décroissance rapide sur R. 4

Définition 28.145.
Une fonction f : Rd Ñ C est dite à décroissance rapide si elle décroît plus vite que n’importe
quel polynôme. Plus précisément, si pour tout polynôme Q, il existe un r ą 0 tel que |fpxq| ă 1

|Qpxq|
pour tout }x} ě r.

Proposition 28.146.
Une fonction Schwartz est à décroissance rapide.

Démonstration. Nous commençons par considérer un polynôme P donné par

P pxq “
ÿ

k

ckx
βk (28.568)

où les βk sont des multiindices, les ck sont des constantes et la somme est finie. Nous avons la
majoration

sup
xPRd

|ϕpxqP pxq| ď
ÿ

k

sup
x

ˇ̌
ckϕpxqxβk

ˇ̌ ď
ÿ

k

|ck|p0,βkpϕq ă 8. (28.569)

Nous allons noter MP la constante
ř
k |ck|p0,βkpϕq, de sorte que pour tout x P Rd nous ayons

|ϕpxqP pxq| ďMP et donc
|ϕpxq| ď MP

|P pxq| “
1

| 1
MP

P pxq| . (28.570)
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Notons que cette inégalité est a fortiori correcte pour les x sur lesquels P s’annule.
Soit maintenant un polynôme Q. Nous considérons le polynôme P pxq “ }x}Qpxq. Étant de

plus haut degré, pour toute constante C il existe un rayon rC tel que |P pxq| ě C|Qpxq| pour tout
|x| ě rC . En particulier pour |x| ě rMP

nous avons

|P pxq| ěMP |Qpxq| (28.571)

et donc, pour ces x,
|ϕpxq| ď 1

| 1
MP

P pxq| ď
1

|Qpxq| . (28.572)

La première inégalité est valable pour tout x, et la seconde pour }x} ě rMP
.

Corollaire 28.147 ([1]).
Soit ϕ une fonction Schwartz sur Rm ˆRn. Alors la fonction

y ÞÑ sup
xPRn

|ϕpx, yq| (28.573)

est intégrable.

Démonstration. Soit un polynôme Q en la variable y. Par la proposition 28.146, il existe r ą 0 tel
que

|ϕpx, tq| ă 1
Qpyq (28.574)

pour tout }px, yq} ą r. A fortiori l’inégalité tient pour tout |y| ą r. Donc
ż

Rm
sup
xPRn

|ϕpx, yq|dy “
ż

}y}ďr
sup
x
|ϕpx, yq|dy `

ż

}y}ąr
sup
x
|ϕpx, yq|dy. (28.575)

La première intégrale est bornée par Vol
`
Bp0, rq˘}f}8 tandis que la seconde est bornée par l’in-

tégrale de 1
Qpyq . En prenant Q de degré suffisamment élevé en toutes les composantes de y nous

avons intégrabilité.

28.14.1 Topologie

Lemme-définition 28.148.
Les pα,β donnés par l’équation (28.567) ci-dessus sont des semi-normes 59. La topologie considérée
sur S pRdq est celle des semi-normes pα,β.

28.149.
Nous avons un enchaînement de résultats qui nous aident à prouver la continuité d’une application
T : S pRdq Ñ X.
(1) La topologie de S pRdq est donnée par une famille dénombrable de semi-normes. Donc la

proposition 9.79 nous dit que S pRdq est métrisable.
(2) La proposition 9.49 nous dit alors que si X est métrique, toute application séquentiellement

continue T : S pRdq Ñ X est continue.

(3) Donc si X est métrique, il suffit de prouver que pour fn
S pRdqÝÑ 0 nous avons T pfnq XÝÑ 0 où

fn : S pRdq Ñ X. Dans les cas usuels, T sera une distribution et X “ C.
(4) En vertu de la proposition 9.77, la convergence fn

S pRdqÝÑ 0 signifie que pour tout choix de
multiindice α et β, pα,βpfnq Ñ 0, c’est-à-dire

}xβBαfn}8 Ñ 0. (28.576)
59. Définition 9.74.
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(5) Et enfin, la technique pour montrer que T : S pRdq Ñ C est continue est de montrer que
sous l’hypothèse d’avoir (28.576) pour tout choix de α et β, nous avons T pfnq Ñ 0 dans C.

Lemme 28.150 ([4]).
La topologie sur S pRdq est donnée aussi par les semi-normes

qn,m “ max
|α|ďn

sup
xPRd

`
1` }x}˘m ˇ̌Bαϕpxqˇ̌. (28.577)

Autrement dit, une suite ϕn
S pRdqÑ 0 si et seulement si qn,mpϕq Ñ 0 pour tout n et m.

Le fait que les qn,mpϕq restent bornés est la proposition 28.146. Cependant ce lemme est plus
précis parce qu’en disant seulement que ϕ est majoré par des polynôme, nous ne disons pas que
les polynômes correspondants aux ϕn tendent vers zéro si ϕn SÑ 0. Et d’ailleurs on ne sait pas très
bien ce que signifierait Pn Ñ 0 pour une suite de polynômes.

Proposition 28.151.
Pour p P r1,8s, l’espace S pRdq s’injecte continument dans LppRdq.
Démonstration. L’injection dont nous parlons est l’identité ou plus précisément l’identité suivie
de la prise de classe. Il faut vérifier que cela est correct et continu, c’est-à-dire d’abord qu’une
fonction à décroissance rapide est bien dans Lp et ensuite que si fn SÑ 0, alors fn LpÑ 0.

Commençons par p “ 8. Alors }fn}8 “ p0,0pfnq Ñ 0 parce que si fn SÑ 0, alors en particulier
p0,0pfnq Ñ 0.

Au tour de p ă 8 maintenant. Nous savons qu’en dimension d, la fonction

x ÞÑ 1
p1` }x}qs (28.578)

est intégrable dès que s ą d. Pour toute valeur de m nous avons

}ϕ}pp “
ż

Rd
|ϕpxq|pdx “

ż

Rd

ˇ̌p1` }x}qmϕpxqˇ̌p`
1` }x}˘mp ď

ż

Rd

q0,mpϕqp`
1` }x}˘mp . (28.579)

En choisissantm de telle sorte quemp ą d, nous avons convergence de l’intégrale et donc }ϕ}p ă 8.
Nous retenons que

}ϕ}pp ď Cq0,mpϕqp (28.580)

pour une certaine constance C et un bon choix de m.
Ceci prouve que S pRdq Ă LppRdq. Nous devons encore vérifier que l’inclusion est continue.

Si ϕn SÑ 0, alors en particulier nous avons q0,mpϕnq Ñ 0 par le lemme 28.150. Par conséquent la
majoration (28.580) nous dit que }ϕn}p Ñ 0 également.

En résumé, si ϕn
S pRdqÑ ϕ alors ϕn LpÑ ϕ.

Théorème 28.152 ([263]).
Soit µ une mesure sur les boréliens de Rn finie sur les compacts. Alors DpRnq est dense dans
L1pRn,BorpRnq, µq.

Proposition 28.153 ([430]).
La partie DpRdq est dense dans S pRdq.
Démonstration. Soit f P S pRdq, et φ, une fonction de DpRdq telle que φpxq “ 1 pour |x| ď 1
(l’existence de telles fonctions est discutée en 16.13.1). Soit aussi φkpxq “ φpx{kq. Nous posons

fkpxq “ φkpxqfpxq, (28.581)
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et nous allons prouver que pour tout multiindices α et γ,

pα,γpfk ´ fq “ }xγBαpfk ´ fq}8 Ñ 0. (28.582)

Pour cela nous allons noter β ď α lorsque β est un multiindice contenu dans α. En utilisant la
dérivée du produit nous avons

pBαfkqpxq “
ÿ

βďα
pBα´βφkqpxqBβfpxq (28.583a)

“
ÿ

βďα
k´|α´β|pBα´βφqpx{kqpBβfqpxq (28.583b)

“
ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βφqpx{kqpBβfqpxq ` φpx{kqpBαfqpxq. (28.583c)

Nous devons donc étudier et majorer

sup
xPRd

|xγBαpfk ´ fq| ď sup
ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βφqpx{kqpBβfqpxqˇ̌

` sup
ˇ̌
xγ

`
φpx{kq ´ 1

˘pBαfqpxqˇ̌
(28.584)

En ce qui concerne le second terme, soit ε ą 0, vu que f est Schwartz, il existe R tel que

|xγpBαfqpxq| ă ε (28.585)

dès que }x} ą R. En prenant k ą R,

|xγpBαfqpxq|
#
“ 0 si }x} ă R

ď ε si }x} ą R.
(28.586)

En ce qui concerne le premier terme,

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βφqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ (28.587a)

ď 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βφqpx{kqpxγBβfqpxqˇ̌ (28.587b)

“ 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βφqpx{kqpβ,γpfq

ˇ̌
(28.587c)

La somme ne contient qu’un nombre fini de β différents, donc nous pouvons considérer un nombre
K qui majore tous les pβ,γpfq en même temps. La partie avec φ peut être majorée par }Bα´βφ}8
(qui est fini) dont nous pouvons prendre le maximum sur β ă α. Toute l’expression dans la somme
est donc majorée par un nombre qui ne dépend ni de x ni de β. Vu que la somme est finie, elle est
majorée par ce nombre multiplié par le nombre de termes dans la somme et au final

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βφqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ ď K 1

k
. (28.588)

La limite k Ñ8 ne fait alors plus de doutes.

Remarque 28.154.
Vu la topologie de S pRdq (définition 28.148), la convergence fk

S pRdqÝÑ f peut être exprimée par le
fait que pour tout k, l,

tkf plqn
unifÝÑ tkf plq. (28.589)

C’est-à-dire convergence uniforme de toutes les dérivées multipliées par n’importe quel polynôme.
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28.14.2 Produit de convolution

Proposition 28.155 (Stabilité de Schwartz par convolution 60 [417]).
Si ϕ P L1pRdq et ψ P S pRdq, alors ϕ ˚ ψ P S pRdq.
Démonstration. Nous devons prouver que

pα,βpϕ ˚ ψq “ sup
xPRd

|xβpBαpϕ ˚ ψqqpxq| (28.590)

est borné pour tout multiindices α et β. En appliquant |α| fois la proposition 28.57, nous mettons
toutes les dérivées sur ψ : Bαpϕ ˚ ψq “ pϕ ˚ Bαψq. Cela étant fait, nous majorons

ˇ̌
xβpϕ ˚ Bαψqpxqˇ̌ ď |xβ|

ż

Rd
|ϕpyq| ˇ̌pBαψqpx´ yqˇ̌looooooomooooooon

ď}Bαψ}8

dy
ˇ̌

(28.591a)

ď |xβ|}Bαψ}8
ż

Rd
|ϕpyq|dy (28.591b)

ď pα,βpψq}ϕ}L1 . (28.591c)

Par conséquent, pα,βpϕ ˚ ψq ď }ϕ}L1pα,βpψq ă 8.

28.15 Théorème de Montel
Théorème 28.156 (Montel[43]).
Soient Ω un ouvert de C et F une famille de fonctions holomorphes sur Ω, uniformément bornée sur
tout compact de Ω. Alors de toute suite dans F nous pouvons extraire une sous-suite convergeant
uniformément sur tout compact de Ω.

Démonstration. Un ensemble équicontinu Nous commençons par prendre une suite de com-
pacts dans Ω comme dans le lemme 9.59, et une suite δn de réels strictement positifs tels
que

Bpz, 2δnq Ă Kn`1 (28.592)

pour tout z P Kn. Soient x, y P Kn tels que |x ´ y| ă δn ; nous notons BBpx, 2δnq le cercle
de rayon 2δn autour de x, parcouru dans le sens positif. La formule de Cauchy 27.36 nous
donne

fpxq ´ fpyq “ 1
2πi

ż

BB

ˆ
fpξq
ξ ´ x ´

fpξq
ξ ´ y

˙
dξ “ x´ y

2πi

ż

BB
fpξq

pξ ´ xqpξ ´ yqdξ (28.593)

Nous majorons ça par
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ď |x´ y|2π

ż

BB
|fpξq|
2δ2
n

dξ ď |x´ y|
δn

Mn. (28.594)

Justifications :
— |ξ ´ x| “ 2δn et |ξ ´ y| ě δn parce que ξ est au mieux sur le rayon passant par x et y.
— |fpξq| ďMn où Mn est la borne uniforme de F sur le compact Kn.
— Nous avons aussi fini par calculer l’intégrale dans laquelle il ne restait plus rien, ça a

donné la circonférence du cercle de rayon 2δn.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que l’ensemble

Fn “ tf |Kn tel que f P Fu (28.595)

est équicontinu. Il est aussi équiborné par hypothèse.

60. Définition 28.52.
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Application du théorème d’Ascoli L’ensemble Fn vérifie les hypothèses du théorème d’As-
coli 28.5. Donc l’ensemble Fn est relativement compact dans CpKn,Cq pour la norme uni-
forme. Autrement dit l’ensemble F̄ est compact et si nous avons une suite de fonctions dans
Fn, il existe une sous-suite convergeant dans F̄n, c’est-à-dire uniformément. Autrement dit
il existe une fonction strictement croissante ϕ : NÑ N telle que la suite k ÞÑ fϕpkq converge
uniformément sur Kn. La limite n’est cependant pas spécialement dans Fn.

L’argument diagonal La suite k ÞÑ fϕ1˝...ϕkpkq converge uniformément sur tous les Kn. Si K est
un compact de Ω, alors les petites propriétés sympas du lemme 9.59 nous disent que K Ă
IntpKmq pour un certain m. Ladite suite convergeant uniformément sur Km, elle converge
uniformément sur K et nous avons montré la convergence uniforme sur tout compact de Ω.

Corollaire 28.157 ([43]).
Soient Ω un ouvert connexe borné de C et a P Ω. Soit f holomorphe sur Ω telle que fpaq “ a et
|f 1paq| ă 1.

Alors de pfnq on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur tout compact de
Ω vers la fonction constante a.

Démonstration. Nous considérons un voisinage de a inclus dans Ω ; sachant que |fpaq| ă 1, nous
trouvons un voisinage encore plus petit de a sur lequel |f 1pzq| ă 1. Soit donc r tel que Bpa, rq Ă Ω
et tel que |f 1pzq| ă 1 sur Bpa, rq. Étant donné que f 1pzq est continue sur le compact Bpa, rq, nous
en prenons le maximum λ (qui est strictement inférieur à 1) et nous avons au final

|f 1pzq| ď λ ă 1 (28.596)

pour tout z P Bpa, rq. Le théorème des accroissements finis 13.252 nous dit que
ˇ̌
fpzq ´ aˇ̌ ď λ|z ´ a| (28.597)

pour tout z P Bpa, rq. C’est ici que nous utilisons l’hypothèse de convexité de Ω. Nous montrons
alors par récurrence que ˇ̌

fnpzq ´ aˇ̌ ď λn|z ´ a| ď λnr ď r. (28.598)

L’ensemble A “ tfn tel que n ě 1u est donc uniformément borné sur Bpa, rq par a ` r. Autre
manière de le dire : pour tout z P Bpa, rq nous avons

fnpzq P Bpa, rq. (28.599)

La suite pfnq est donc uniformément bornée sur tout compact de Bpa, rq. Le théorème de Mon-
tel 28.156 nous indique que l’on peut extraire une sous-suite convergente uniformément sur tout
compact. Au vu de (28.598) cette convergence ne peut avoir lieu que vers une fonction g qui vaut
la constante a sur Bpa, rq.

D’autre par la fonction g est holomorphe en tant que limite uniforme de fonctions holomorphes,
théorème 27.69. Or une fonction holomorphe constante sur un ouvert est constante sur tout son
domaine d’holomorphie (principe d’extension analytique, théorème 18.126).

28.16 Espaces de Bergman

Source : [276].
Soit Ω un borné dans C et D le disque unité ouvert de C.

Définition 28.158.
L’espace de Bergman sur Ω, noté A2pΩq est l’espace des fonctions holomorphes sur Ω qui sont
en même temps dans L2pΩq.
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Nous mettons sur A2pΩq le produit scalaire usuel hérité de L2 :

xf, gy “
ż

Ω
fpzqgpzqdz. (28.600)

Lemme 28.159.
Soient un compact K Ă Ω et une fonction f P A2pΩq. Alors

max
zPK |fpzq| ď

1?
π

1
dpK, BΩq}f}2. (28.601)

Démonstration. Soient a P Ω et r ą 0 tels que Bpa, rq Ă Ω. Nous considérons aussi ρ ď r. La
formule de Cauchy (27.36) nous donne

fpaq “ 1
2πi

ż

Bpa,ρq
fpξq
ξ ´ afξ “

1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθ (28.602)

où nous avons utilisé le chemin γpθq “ a`ρeiθ, γ1pθq “ iρeiθ et ρ “ |ξ´a|. Maintenant une astuce
est d’écrire

r2

2 fpaq “
ż r

0
fpaqρdρ, (28.603)

et d’y substituer la valeur de fpaq que nous venons de calculer :

r2

2 fpaq “
ż r

0

1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθρdρ (28.604a)

“ 1
2π

ż

Bpa,rq
fpzqdz passage aux polaires (28.604b)

“ 1
2π x1, fyB produit scalaire sur Bpa, rq (28.604c)

ď 1
2π

ax1, 1yBxf, fyB (28.604d)

Nous avons donc
r2fpaq ď 1

π

ax1, 1yBxf, fyB, (28.605)

et donc
πr2fpaq ď

?
πr2}f}2, (28.606)

parce que xf, fyB ď }f}22. En effet le produit scalaire }.}2 est donné par une intégrale sur Ω alors
que Bpa, rq Ă Ω et que la fonction qu’on y intègre est positive (c’est |fpzq|2). En simplifiant,

fpaq ď 1?
πr
}f}2. (28.607)

Mais r a été choisi pour avoir Bpa, rq Ă Ω, donc r ď dpa, BΩq et

|fpaq| ď 1
dpa, BΩq?π }f}2. (28.608)

Maintenant si nous prenons a P K, nous avons encore la minoration dpa, BKq ď dpa, BΩq et
donc

|fpaq| ď 1
dpa, BKq?π }f}2. (28.609)

Théorème 28.160.
Soit Ω un ouvert de C.
(1) L’espace A2pΩq est un espace de Hilbert.
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(2) Si D est la boule unité dans C, une base hilbertienne de A2pDq est donnée par les fonctions

enpzq “
c
n` 1
π

zn (28.610)

pour n ě 0.

Démonstration. Nous commençons par montrer que A2pΩq est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy pfnq dans A2pΩq et un compact K Ă Ω. Nous savons par le lemme 28.159 que

max
zPK

ˇ̌
fnpzq ´ fmpzq

ˇ̌ ď 1?
πdpK, BΩq}fn ´ fm}2. (28.611)

Donc fn converge uniformément sur K. Par le théorème de Weierstrass 27.69, la fonction f est
holomorphe. Il existe donc une fonction holomorphe f qui est limite uniforme sur tout compact de
Ω de la suite pfnq.

Mais L2pΩq étant complet, la suite pfnq a une limite g P L2pΩq. Ce que nous voudrions faire
est prouver que f “ g. Notons que tel quel, ce n’est pas vrai parce que f est une vraie fonction
alors que g est une classe. Ce que nous enseigne la proposition 28.19 est qu’il existe une sous-suite
(qu’on note pgnq) qui converge vers g presque partout. Dans cette dernière phrase, gn et g sont de
vraies fonctions, des représentants des classes dans L2.

Nous déduisons que f “ g presque partout (ici f et g sont les fonctions) parce que la sous-suite
converge uniformément vers f en même temps que presque partout vers g. Donc f “ g dans L2pΩq
(ici f et g sont les classes). Donc f P L2pΩq et l’espace A2pΩq est de Hilbert.

Il nous faut encore prouver que penqně0 est une base orthonormale. En ce qui concerne les
produits scalaires,

xem, eny “
c
pm` 1qpn` 1q

π

ż

D
znzmdz (28.612a)

“
c
pm` 1qpn` 1q

π2

ż 1

0
ρ dρ

ż 2π

0
dθρm`neiθpn´mq (28.612b)

“
c
pm` 1qpn` 1q

π2
1

m` n` 2

ż 2π

0
eiθpn´mqdθ

loooooooomoooooooon
2πδmn

(28.612c)

“
c
pn` 1q2
π2

1
2n` 22πδnm (28.612d)

“ δnm. (28.612e)

Donc les fonctions données sont bien orthonormales. Nous devons montrer qu’elles sont denses
dans A2pDq. Soit f P A2pDq et cnpfq “ xf, eny ; nous allons montrer que

}f}22 “
8ÿ

n“0
|xf, eny|2, (28.613)

parce que le point (5) du théorème 26.44 nous indique que ce sera suffisant pour avoir une base
hilbertienne.

Étant donné que f est holomorphe sur D, le théorème 27.13 nous développe f en série entière :

fpzq “
8ÿ

k“0
akz

k. (28.614)

En permutant la somme avec le produit scalaire,

cnpfq “
ż

D
fpzqēnpzq “

c
n` 1
π

ż

D
fpzqz̄ndz. (28.615)
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Afin de profiter de la convergence uniforme de la série (28.614) à l’intérieur de D, nous allons
exprimer l’intégrale sur D comme une intégrale sur |z| ă r en faisant tendre r vers 1 (par le bas).
Pour ce faire nous considérons les fonctions

gkpzq “
#
fpzqz̄n si |z| ă 1´ 1{k
0 sinon.

(28.616)

Ces fonctions sont intégrables sur D et dominées par fpzqz̄n qui est intégrable sans dépendre de
k. Mais nous avons évidemment gkpzq Ñ fpzqz̄n. Le théorème de la convergence dominée permet
alors de permuter l’intégrale et la limite k Ñ8. Cela nous permet d’écrire

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
z̄nfpzqdz “

c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr

8ÿ

k“0
akz

kz̄n. (28.617)

Par la convergence uniforme de la série entière à l’intérieur du disque D nous pouvons permuter
l’intégrale et la somme (proposition 16.30) :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ak

ż

|z|ăr
zkz̄ndz. (28.618)

L’intégrale proprement dite est vite calculée et vaut
ż

|z|ă1
z̄nzkdz “ πr2n`2

n` 1 δkn. (28.619)

Nous pouvons donc continuer le calcul de cnpfq en effectuant la somme sur k qui se réduit à changer
k en n puis en effectuant la limite :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ÿ

k

ak
πr2n`2

n` 1 δkn “
c

π

n` 1an. (28.620)

Nous effectuons le même genre de calculs pour évaluer }f}22 :

}f}22 “
ż

D
|fpzq|2dz (28.621a)

“ lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
fpzq

8ÿ

k“0
ākz̄kdz (28.621b)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
āk

ż

|z|ăr
fpzqz̄kdz permuter

ÿ
et

ż
(28.621c)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ākak

πr2k`2

k ` 1 intégrale déjà faite. (28.621d)

Mais nous savons déjà que cnpfq “
a
π{pn` 1q, donc ce qui est dans la somme est πākak{pn`1q “

|ckpfq|2. Nous avons donc
}f}22 “ lim

rÑ1´

8ÿ

k“0
|ckpfq|2r2k`2. (28.622)

La fonction (de r) constante |ckpfq|2 domine |ckpfqr2k`2| tout en ayant une somme (sur k) qui
converge ; en effet la proposition 26.24 nous indique que

ř
j |ckpfq|2 ď }f}22. Le théorème de la

convergence dominée nous permet d’inverser la limite et la somme pour obtenir le résultat attendu :

}f}22 “
8ÿ

k“0
|ckpfq|2. (28.623)
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Chapitre 29

Séries de Fourier

29.1 Densité des polynômes trigonométriques

29.1.1 Convergence pour les fonctions continues (via Weierstrass)

Le résultat fondamental qui nous permet d’utiliser les polynômes trigonométriques comme base
pour les fonctions continues périodiques est le suivant. Notons que pour les fonctions non continues,
il y a encore du travail.

Lemme 29.1.
Si f : R Ñ C est une fonction continue 2π-périodique et si ε ą 0, alors il existe un polynôme
trigonométrique P tel que }f ´ P }8 ď ε.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de Stone-Weierstrass 13.303. Soit le compact Haus-
dorff

S1 “ tz P C tel que |z| “ 1u, (29.1)
et CpS1,Cq l’algèbre des fonctions continues de S1 vers C. Il suffit de vérifier que les polynômes
trigonométriques vérifient les hypothèse du théorème de Stone-Weierstrass. Un polynôme trigono-
métrique est un polynôme en z et z̄ défini sur S1.
(1) Le polynôme constant est dans l’algèbre, ok.
(2) Pour la séparation des points, le polynôme trigonométrique x ÞÑ eix.
(3) Si P est un polynôme en z et z̄, alors P̄ l’est encore.

Donc si ε ą 0 et f̃ P CpS1,Cq sont donnés, il existe un polynôme trigonométrique P tel que
ÿ

t

|f̃peitq ´ P ptq| ă ε. (29.2)

Soit f : R Ñ C une fonction continue 2π-périodique. Nous considérons f̃ P CpS1,Cq donnée par
f̃peitq “ fptq. Alors supt |fptq ´ P ptq| ď ε.

29.1.2 Convergence pour les fonctions continues (via Fejér)

Si nous ne voulons pas passer par le gros théorème de Stone-Weierstrass pour prouver la densité
des polynômes trigonométrique dans

`
C0

2π, }.}8
˘
, nous pouvons passer par le gros théorème de

Fejér. C’est ce que nous faisons maintenant.
Le noyau de Dirichlet est la fonction

Dnptq “
nÿ

k“´n
eint. (29.3)

Le noyau de Fejér est la moyenne de Cesaro des noyaux de Dirichlet :

Fnptq “ 1
n

n´1ÿ

k“0
Dkptq. (29.4)

1733
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Lemme 29.2.
Le noyau de Dirichlet s’exprime sous la forme

Dnptq “
nÿ

k“´n
e´ikt “ sin

`2n`1
2 t

˘

sinpt{2q (29.5)

Note : ce noyau n’est pas positif.

Démonstration. Nous commençons par mettre en facteur le premier terme :

Dnptq “
nÿ

k“´n
eint “ e´int

2nÿ

k“0
eikt. (29.6)

En utilisant la formule de la somme géométrique,

Dnptq “ e´int 1´ pe
itq2n`1

1´ eit (29.7a)

“ e´int 1´ e
p2n`1qit

1´ eit (29.7b)

“ e´int e
p2n`1qit{2

ei
t
2

e´p2n`1qit{2 ´ ep2n`1qit{2

e´it{2 ´ eit{2 (29.7c)

“ p´2iq sin
`2n`1

2 t
˘

p´2iq sin
`
t
2
˘ . (29.7d)

Théorème 29.3 (Théorème de Dirichlet).
Soit f une fonction 2π-périodique et C1 par morceaux. Pour tout x P R nous posons

snpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (29.8)

Alors nous avons

lim
nÑ8 snpxq “

fpx`q ` fpx´q
2 . (29.9)

Lemme 29.4.
Le noyau de Fejér s’exprime sous la forme

Fnptq “ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (29.10)

Note : ce noyau est positif. C’est important parce qu’on s’en sert dans la preuve du théorème
de Fejér.

Démonstration. L’astuce est de noter sinpxq “ =peixq et de repartir du résultat à propos du noyau
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de Dirichlet. En utilisant encore la formule de la série géométrique partielle 1,

Fnptq “ 1
n sinpt{2q=

n´1ÿ

k“0
ep2k`1qit{2 (29.11a)

“ 1
n sinpt{2q=e

it
2

n´1ÿ

k“0
(29.11b)

“ 1
n sinpt{2q=e

it
2

ˆ
1´ enit
1´ eit

˙
(29.11c)

“ 1
n sinpt{2q=e

it{2 e
nit
2

´
e´

int
2 ´ enit2

¯

e
it
2
`
e´it{2 ´ eit{2˘

(29.11d)

“ 1
n sinpt{2q =enit2loomoon

sinpnt{2q

sin
`
nt
2
˘

sinp t2q
(29.11e)

“ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (29.11f)

Théorème 29.5 (Fejèr).
Soit f : RÑ C une fonction continue et 2π-périodique. Pour tout k P Z nous notons

ek : RÑ C

x ÞÑ eikx.
(29.12)

Pour chaque n P N nous posons

Dn “
nÿ

k“´n
ek S̃npfq “

nÿ

k“´n
ckpfqek (29.13a)

Fn “ D0 ` ¨ ¨ ¨ `Dn´1
n

F̃n “ σnpfq “ 1
n

n´1ÿ

k“0
Skpfq. (29.13b)

Alors
(1) 1

2π
şπ
´π Fnptqdt “ 1.

(2) Pour tout α P s0, πr, Fn converge uniformément vers 0 sur r´π, πszr´α, αs.
(3) La suite F̃n converge uniformément sur R vers f .
(4) Le système trigonométrique tekukPZ est total pour l’espace

`
C0pS1q, }.}8

˘
des fonctions conti-

nues 2π-périodiques.

Démonstration. Un calcul usuel montre que
ż π

´π
elptqdt “

#
0 si l ‰ 0
2π si l “ 0

(29.14)

Nous avons alors

1
2π

ż π

´π
Fnptqdt “ 1

2π
1
n

n´1ÿ

k“0

kÿ

l“´k

ż π

´π
elptqdt

looooomooooon
2πδl

“ 1
n

n´1ÿ

k“0
1 “ 1. (29.15)

Cela prouve déjà le premier point.

1. Voir l’exemple 12.75.
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Pour le second point, en partant de l’expression (29.10) et en considérant x P r´π, π, szr´α, αs
(ce qui nous évite l’annulation du dénominateur),

|Fnpxq| ď 1
pn` 1q sin2pα{2q , (29.16)

et donc Fn Ñ 0 uniformément sur l’ensemble considéré.
Nous passons maintenant à cette histoire de convergence uniforme de la moyenne de Cesaro

vers f . Pour tout n P N nous avons

D̃npxq “ 1
2π

nÿ

k“´n

ˆż π

´π
fptqe´iktdt

˙
eikx (29.17a)

“ 1
2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
ekpx´ tq (29.17b)

“ 1
2π

ż π

´π
fptqDkpx´ tq. (29.17c)

Par conséquent, en effectuant le changement de variable u “ x´ t et la périodicité,

F̃npxq “
ż π

´π
fptqFnpx´ tqdt (29.18a)

“ ´
ż x´π

x`π
fpx´ uqFnpuqdu (29.18b)

“
ż π

´π
fpx´ uqFnpuqdu. (29.18c)

Nous prouvons à présent l’uniforme continuité. Soit ε ą 0 ; étant donné que f est continue et 2π-
périodique, elle est uniformément continue et nous considérons δ ą 0 tel que |x´ y| ă δ impliqueˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ă ε. Soit M un majorant de |f | sur R. L’équation (29.18) nous donne

ˇ̌
fpxq ´ F̃npxq

ˇ̌ “ ˇ̌ 1
2π

ż π

´π

`
fpx´ tq ´ fpxq˘Fnptqdt

ˇ̌
(29.19a)

ď 1
2π

ż

δď|t|ďπ
|2MFnptq|dt` 1

2π

ż δ

´δ
ε|Fnptq|dt (29.19b)

ď 2M
2π

ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt` ε1 (29.19c)

Pour obtenir (29.19a) nous avons pu rentrer fpxq dans l’intégrale en utilisant le premier point.
Pour obtenir (29.19c) nous avons d’abord utilisé la positivité de Fn (lemme 29.4) pour enlever les
valeurs absolues, et nous avons ensuite utilisé le fait que son intégrale valait 2π.

Étant donné que Fn Ñ 0 uniformément sur r´π, π, szr´α, αs, il existe un N tel que
ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt ď ε (29.20)

dès que n ą N . Le résultat découle.
Pour le point (4), il suffit de remarquer que chacun des F̃n est une combinaison finie d’éléments

du système trigonométrique.

29.1.3 Densité dans Lp

Nous venons de voir (de deux façons différentes) que les polynômes trigonométriques étaient
dense dans

`
C0

2πpRq, }.}8
˘
. Nous avons aussi déjà vu par le théorème 28.70 que ces polynômes

trigonométriques étaient denses dans LppS1q. Nous présentons à présent une autre façon de prouver
cette dernière densité.
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Théorème 29.6.
Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration. Par les théorèmes 29.1 ou 29.5 (au choix), nous savons que les polynômes trigo-
nométriques sont denses dans

`
C0

2πpS1q, }.}8
˘
. Vu que S1 est compact, la densité est également au

sens Lp. En effet si }fn ´ f}8 ď ε, alors

}fn ´ f}8 “
ż 2π

0
|fn ´ f |p ď

ż 2π

0
εp “ 2πεp. (29.21)

Donc les polynômes trigonométriques sont denses dans
`
C0

2πpS1q, }.}p
˘
. Mais nous savons par (un

a fortiori sur) le théorème 28.47 que les fonctions continues sont denses dans LppS1q.
Par densité de la densité, les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q.

29.1.4 Suite équirépartie, critère de Weyl

Définition 29.7.
Soit u une suite dans r0, 1s. Pour 0 ď a ď b ď 1 nous posons

Xnpa, bq “ Card
 
k P t1, . . . , nu tel que uk P ra, bs

(
. (29.22)

Nous disons que la suite u est équirépartie si pour tout 0 ď a ă b ă 1, on a

lim
nÑ8

Xnpa, bq
n

“ b´ a. (29.23)

Voir aussi la remarque 37.132 sur les nombres normaux.

Proposition 29.8 (Critère de Weyl[276, 43]).
Soit pxnq une suite dans r0, 1r. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) La suite pxnq est équirépartie.
(2) Pour toute fonction continue à valeurs réelles sur r0, 1s,

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fpxqdx. (29.24)

(3) Pour tout p P N˚ nous avons

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
e2iπpxk “ 0. (29.25)

Démonstration. On pose

Snpfq “ 1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (29.26)

Une espèce de lemme Supposons connaitre un ensemble de fonctions A dense dans C0pr0, 1sq
pour toutes les fonctions duquel nous avons la limite (29.24). Alors la limite a lieu pour toute
fonction de C0pr0, 1sq. En effet, soit f P C0pr0, 1sq et g P A tel que }f ´ g}8 ă ε. Alors

›››››
1
n

nÿ

k“1
fpxkq ´

ż 1

0
fptqdt

››››› ď
›››››

1
n

nÿ

k“1

`
fpxkq ´ gpxkq

˘
››››› (29.27a)

`
›››››

1
n

nÿ

k“1
gpxkq ´

ż 1

0
gptqdt

››››› (29.27b)

`
››››
ż 1

0
gptqdt´

ż 1

0
fptqdt

›››› . (29.27c)

Le premier terme se majore par ε. Le troisième est la même majoration :
ş1
0
`
fptq´ gptq˘dt ď

}f ´ g}8 “ ε. Par hypothèse sur l’espace A, le second terme se majore par ε lorsque n est
grand.
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(1)ñ(2) Nous supposons que la suite est équirépartie et nous commençons par montrer le résultat
pour les fonctions en escalier. Soit donc la fonction en escalier ηpxq “ cj sur aj´1 ă x ă aj .
Sur le point aj lui-même, la fonction η vaut soit cj soit cj`1. Nous avons

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “ 1

n

«
mÿ

j“1
cjXnpaj , aj`1q ´

mÿ

j“1
cjXnpaj , ajq `

mÿ

j“1
ηpajqXnpaj , ajq

ff
. (29.28)

À la limite nÑ8, les deux derniers termes tombent 2 et il reste

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “

mÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq. (29.29)

Or par construction, pour une fonction en escalier,
mÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq “

ż 1

0
η. (29.30)

Étant donné que les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues, l’espèce
de lemme plus haut conclut.

(2)ñ(1) Nous prouvons maintenant le sens inverse. C’est-à-dire que pour toute fonction continue
sur r0, 1s, nous avons ż 1

0
fpxqdx “ lim

nÑ8
1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (29.31)

Nous devons en déduire que pxnq est équirépartie. Pour ce faire, soit x P r0, 1r et ε ą 0 tel
que x` ε ă 1. Nous considérons ϕ “ 1rx,1r et

ϕεptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, xr
t´x
ε si t P rx, x` εr

1 si t ě x` ε.
(29.32)

Cela est une fonction continue, donc

lim
nÑ8Sn

`
ϕεptq

˘ “
ż 1

0
ϕεptqdt “

ż x`ε

x

t´ x
ε

dt`
ż 1

x`ε
1dt “ 1´ x´ ε

2 . (29.33)

Mais ϕε ď ϕ, donc Snpϕεq ď Snpϕq et donc
lim inf
nÑ8 Snpϕq ě 1´ x. (29.34)

Notons que nous ne savons pas si la vraie limite de gauche existe ; c’est pourquoi nous prenons
la limite inférieure, qui existe toujours.
Nous définissons aussi

ψεptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, x´ εr
t´x`ε
ε si t P rx´ ε, xr

1 si t ą x.

(29.35)

C’est encore une fonction continue et nous trouvons 3
ż 1

0
ψεptqdt “ 1´ x` ε

2 . (29.36)

2. J’en profite pour mentionner que mon équation (29.28) n’est pas la même que celle de [276] dans laquelle il me
semble voir une faute ; quoi qu’il en soit, les termes litigieux tombent.

3. Je recommande chaudement de dessiner les fonctions ϕε et ψε pour avoir une idée de la situation.



29.2. FONCTIONS DE DIRICHLET 1739

Vu que ψε ě ϕ, nous avons Snpψεq ě Snpϕq et donc

lim sup
n

Snpϕq ď 1´ x. (29.37)

Nous avons déjà obtenu que

1´ x ď lim inf Snpϕq ď lim supSnpϕq ď 1´ x, (29.38)

donc la limite existe et vaut
lim
nÑ8Snpϕq “ 1´ x. (29.39)

Cela est pour la fonction caractéristique ϕ “ 1rx,1r. Si nous prenons une fonction caracté-
ristique 1ra,bs, nous avons la même chose parce que 1ra,br est une combinaisons linéaire de
fonctions du type 1rx,1r.
Nous avons donc

lim
nÑ8Sn

`
1ra,bs

˘ “ b´ a, (29.40)

alors que le membre de gauche n’est autre que

Sn
`
1ra,bs

˘ “ 1
n

nÿ

k“1
1ra,bspxkq “ 1

n
Npn, a, bq. (29.41)

(2)ñ(3) Vu que e2iπpxk “ cosp2πpxkq ` sinp2πixkq est une fonction périodique, c’est immédiat.
(3)ñ(2) Par linéarité, le point (2) montre que si f est un polynôme trigonométrique, alors

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fptqdt. (29.42)

Densité des polynômes trigonométriques Il nous reste à prouver que les polynômes trigono-
métriques sont denses dans les fonctions continues sur r0, 1s. Soit une fonction continue sur
r0, 1s avec fp0q “ fp1q. Alors le théorème de Stone-Weierstrass dans sa version trigonomé-
trique (lemme 29.1) nous donne la densité.
Si fp1q ‰ fp0q c’est pas très grave : on peut trouver une fonction g vérifiant gp0q “ gp1q et
}f ´ g}8 ď ε. Ensuite un polynôme trigonométrique approxime très bien g. .

29.2 Fonctions de Dirichlet

Définition 29.9.
Une fonction f : RÑ C est une fonction de Dirichlet si

(1) elle est 2π-périodique,
(2) elle est continue par morceaux,
(3) pour tout x P R nous avons

fpxq “ fpx`q ` fpx´q
2 . (29.43)

Nous notons D l’ensemble des fonctions de Dirichlet.

Lemme 29.10 ([431]).
L’ensemble C0pS1q est dense dans

`
D, }.}2

˘
.
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Démonstration. Nous commençons par supposer que f P D n’ait qu’un seul point de discontinuité,
x0. Alors nous considérons la fonction fn qui est égale à f sur S1zBpx0,

1
nq et qui sur Bpxn, 1

nq est
le segment de droite joignant fpx0 ´ 1

nq et fpx0 ` 1
nq. Cela est une fonction continue, et de plus

nous avons
|fnpxq| ď }f}8 (29.44)

pour tout x. En effet si x est en dehors de Bpx0,
1
nq c’est évident, et si x P Bpx0,

1
nq, alors |fnpxq|

est majoré soit par fpx0 ´ 1
nq soit par fpx0 ` 1

nq suivant que le raccord affin soit croissant ou
décroissant. Avec ça nous avons

}fn ´ f}22 “
ż x0`1{n

x0´1{n
|fpxq ´ fnpxq|2dx ď

ż x0`1{n

x0´1{n
4}f}8 “ 8}f}8

n
. (29.45)

Et nous voyons que }fn ´ f}2 Ñ 0.
Si f contient plusieurs points de continuité, on fait le même coup autour de chaque point, en

prenant n assez grand pour que si x0 est un point de discontinuité, Bpx0,
1
nq n’en contienne pas

d’autres.

Notons que la densité de C0pS1q dans `D, }.}8
˘
est impossible parce qu’une limite uniforme de

fonctions continues est continue.

Théorème 29.11.
Le système trigonométrique tenunPZ est total dans

`
D, }.}2

˘
.

Démonstration. Soit f P D. Si elle est continue, le théorème de Fejèr 29.5 nous donne convergence
uniforme sur S1 d’une suite de polynômes trigonométriques vers f . Cette convergence est également
une convergence L2 parce que S1 est compact.

Prenons donc f P D non continue et ε ą 0 4. Par le lemme 29.10, il existe une fonction
g P C0pS1q telle que

}g ´ f}2 ď ε. (29.46)
Le théorème de Fejèr donne aussi un polynôme trigonométrique P tel que }P ´ g}2 ă ε ; nous
avons alors

}P ´ f}2 ď }P ´ g}2 ` }g ´ f}2 ď 2ε. (29.47)

Notons que cette histoire de fonctions de Dirichlet n’a pas attaquée le vrai fond du problème de
la densité des polynômes trigonométriques dans L2pS1q parce que nous restons avec une hypothèse
de continuité, alors que les représentants des éléments de L2pS1q n’ont strictement aucune régularité
a priori.

29.3 Coefficients et série de Fourier
Définition 29.12.
La série de Fourier associée à f est

fpxq „
8ÿ

n“´8
cnpfqe2πi n

T
x. (29.48)

Cette expression est pour l’instant purement formelle. Cela ne présume ni de la convergence
de la série, ni, au cas où elle serait convergente, que la limite soit f .

Pour la suite nous allons considérer des fonctions périodiques de période 2π, et les coefficients
de Fourier de f (quand ils existent) sont alors

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt (29.49)

4. Par exemple ε “ 0.4, mais ce n’est qu’un exemple hein. Si vous en voulez un autre, prenez p, un nombre
premier puis calculez ε “ 1{p.
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Proposition 29.13 ([432]).
Soit f une fonction continue et périodique telle que sa série de Fourier converge uniformément.
Alors la convergence est vers f .

Démonstration. Notons d’abord que f étant continue sur r0, 2πs, elle y est bornée et L2. Par
conséquent Parseval nous enseigne que

}SN pfq ´ f}L2 Ñ 0. (29.50)

Cela signifie que

lim
NÑ8

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ SN ptq|2dt “ 0. (29.51)

L’hypothèse de convergence uniforme nous dit que la fonction |fptq ´ SN ptq|2 converge uniformé-
ment vers la fonction |fptq ´ Sptq|2 où nous avons écrit S la limite de SN . En permutant la limite
et l’intégrale,

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ Sptq|2dt “ 0, (29.52)

ce qui signifie que la fonction t ÞÑ |fptq ´ Sptq|2 est la fonction nulle. Nous en déduisons que
f “ S.

Proposition 29.14.
Soit f une fonction 2π-périodique. Si

ř
nPZ |cnpfq| ă 8, alors pour tout x P R nous avons

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (29.53)

De plus, la suite pSnfq converge uniformément vers f .

Démonstration. Nous posons
gpxq “

ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (29.54)

Étant donné les hypothèses, la série de droite converge absolument, la fonction g est continue sur
R. Nous avons ˇ̌

gpxq ´ pSnfqpxq
ˇ̌ ď

ÿ

|k|ąn
|ckpfq|, (29.55)

mais le terme de droite tend vers zéro lorsque nÑ8 parce que c’est le reste d’une série convergente.
Cela signifie que Snf converge uniformément vers g.

Par ailleurs nous savons que dans L2 nous avons la convergence Snf Ñ f (parce que f est
continue sur le compact r0, 2πs et donc y est bornée et L2), ce qui signifie que g “ f presque
partout au sens L2. Ces deux fonctions étant continues, elles sont égales partout.

Théorème 29.15.
Soit f , une fonction C1 et 2π-périodique. Nous notons pcnqnPZ la suite de ses coefficients de Fourier.
Alors pcnq P `1pZq et pour tout x P R nous avons

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (29.56)

Démonstration. Soit n P Z. Nous posons gptq “ fptqe´int. Nous avons

0 “ gp2πq ´ gp0q “
ż 2π

0
g1ptqdt “

ż 2π

0

“
f 1ptqe´int ´ infptqe´int‰. (29.57)

Du coup, cnpf 1q “ incnpfq. La fonction f 1 étant bornée (parce que continue sur r0, 2πs), elle est
de carré intégrable sur r0, 2πs et par les inégalités de Parseval (théorème 26.44) nous avons

ÿ

nPZ
|cnpf 1q|2 ă 8. (29.58)
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Par conséquent pcnpf 1qq P `2pZq et a fortiori pcnpf 1qqnPN P `2pNq. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
nous indique alors

ÿ

nPN
|cnpfq| “

ÿ

nPN

1
n
|cnpf 1q| ď

˜ÿ

n

1
n2

¸1{2 ˜ÿ

n

|cnpf 1q|2
¸1{2

ă 8. (29.59)

Nous procédons de même pour n ă 0. Cela prouve que
ÿ

nPZ
|cnpfq| ă 8. (29.60)

Corollaire 29.16.
Soient f, g deux fonctions continues et 2π-périodiques. Si cnpfq “ cnpgq alors f “ g.

Démonstration. Dans le cas de fonctions continues, le théorème de Fejér nous enseigne que si nous
posons

Snpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx (29.61)

alors nous avons la convergence

1
N ` 1

Nÿ

n“0
Snpfqpxq Ñ fpxq. (29.62)

C’est-à-dire qu’une fonction continue est déterminée par ses coefficients de Fourier.

Exemple 29.17
Considérons la fonction

fpxq “ 1´ x2

π2 (29.63)

sur r´π, πs. Nous la développons en série trigonométrique, et étant paire il n’y a pas de sinus. Un
calcul montre que

a0 “ 4
3 (29.64)

et
an “ p´1qn`1 4

n2π2 , (29.65)

de telle sorte que

fpxq “ 2
3 ´

4
π2

8ÿ

n“1
p´1qn cospnxq

n2 . (29.66)

Nous avons fpπq “ 0, mais vu le développement,

fpπq “ 2
3 ´

4
π2

8ÿ

n“1

1
n2 , (29.67)

donc 8ÿ

n“1

1
n2 “

π2

6 . (29.68)

4
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29.3.1 Le contre-exemple que nous attendions tous

Nous montrons maintenant que la continuité et la périodicité ne sont pas suffisantes pour avoir
convergence de la série de Fourier.

Proposition 29.18 ([43]).
Soit C0

2π l’ensemble des fonctions continues muni de la norme uniforme. Nous définissons

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (29.69)

Alors il existe f P C0
2π tel que la suite n ÞÑ Snpfqp0q soit divergente. En particulier f n’est pas la

somme de sa série de Fourier.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

ln : C0
2π Ñ C

f ÞÑ Snpfqp0q “
nÿ

k“´n
ckpfq. (29.70)

La forme est continue Nous montrons d’abord que }ln} est continue en montrant que }ln} ă 8
et en utilisant la proposition 12.25. Pour cela nous calculons un peu :

lnpfq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fptqe´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
e´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptqDnptqdt (29.71)

où Dnptq est le noyaux de Dirichlet dont nous savons une formule par le lemme 29.2. Nous
avons donc

|lnpfq| ď 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|}f}8dt. (29.72)

En prenant }f}8 “ 1 nous avons la borne suivante pour la norme de ln :

}ln} ď 1
2n

ż π

´π
|Dnptq|dt ă 8. (29.73)

Notons que la convergence de l’intégrale vient de la continuité de la fonction

t ÞÑ sin
`2n`1

2 t
˘

sin
`
t
2
˘ (29.74)

qui, elle même, se prouve avec une règle de l’Hospital :

lim
tÑ0

sinpatq
sinptq “ lim

tÑ0

a cospatq
cosptq “ a. (29.75)

Donc Dnptq a une limite bien définie pour t Ñ 0 et est alors une fonction continue sur le
compact r´π, πs.

La norme de ln (début) Nous avons prouvé que }ln} ď 1
2π

şπ
´π |Dnptq|dt. Nous allons à présent

prouver que cela est effectivement la norme de ln. Pour ε ą 0 nous considérons la fonction

fε : RÑ C

x ÞÑ Dnpxq
|Dnpxq| ` ε .

(29.76)

C’est une fonction continue et 2π-périodique satisfaisant }fε} ď 1 parce que le dénominateur
est toujours plus grand que le numérateur. Nous nous proposons de calculer

lnpfεq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fεptqe´iktdt. (29.77)
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Vu que fεptqe´ikt vaut en norme |fεptq| qui est une fonction intégrable (ne dépendant pas de
k) sur r´π, πs, le théorème de la convergence dominée 15.184 nous permet de permuter la
somme et l’intégrale :

lnpfεq “ 1
2π

ż π

´π
Dnptq

|Dnptq| ` ε
nÿ

k“´n
e´ikt

loooomoooon
“Dnptq

dt “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
Dnptq

ˇ̌2

|Dnptq| ` εdt. (29.78)

Nous avons donc
lim
εÑ0

lnpfεq “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (29.79)

Mais vue l’inégalité (29.73) nous avons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (29.80)

Notre tâche est maintenant de donner une valeur à cette intégrale.
Norme de ln tend vers 8 D’abord nous écrivons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌
ˇ̌
sinpt{2qˇ̌ dt, (29.81)

ensuite nous nous souvenons que | sinpxq| ď |x| pour tout x, ce qui nous permet de changer
le dénominateur :

}ln} ě 2
π

ż π

0

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌

|t| dt (29.82)

Nous y effectuons le changement de variable u “ 2n`1
2 t qui donne

}ln} ě 2
π

ż pn` 1
2 qπ

0

ˇ̌
sinpuqˇ̌
|u| . (29.83)

Nous y reconnaissons l’intégrale (18.484) du sinus cardinal que nous savons diverger. Cela
donne

lim
nÑ8 }ln} “ 8. (29.84)

La conclusion L’espace
`
C0

2π, }.}8
˘
est complet 5, donc le théorème de Banach-Steinhaus 12.92

s’applique. Par rapport aux notations de l’énoncé de Banch-Steinhaus, nous posons

E “ `
C0

2π, }.}8
˘

(29.85a)
F “ R (29.85b)

H “ tlnunPN. (29.85c)

Vu que la suite p}ln}q n’est pas bornée, il existe f P C0
2π tel que

sup
n
}lnpfq} “ 8. (29.86)

Pour cette fonction nous avons
sup
ně0

Snpfqp0q “ 8, (29.87)

et donc la série de Fourier de f ne converge pas en zéro.

5. Parce qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue, théorème 13.280.
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29.3.2 Inégalité isopérimétrique

Définition 29.19.
Une courbe de Jordan dans le plan est une application γ : S1 Ñ R2 qui est continue et injective.

Une telle courbe peut évidemment être vue comme une application γ : r0, 2πs Ñ R2 telle
que γp0q “ γp2πq. En particulier il n’est jamais mauvais de se rappeler qu’on peut choisir une
paramétrisation normale par la proposition 22.46.

Théorème 29.20 (Théorème de Jordan[433]).
Si γ est une courbe de Jordan, alors l’ensemble R2zγ a exactement deux composantes connexes.
L’une est bornée, l’autre non. Les deux ont γ comme frontière.

Le théorème suivant dit que parmi les courbes C1, le cercle a la plus grande surface possible à
périmètre donné.

Théorème 29.21 (Inégalité isopérimétrique[43]).
Soit f : S1 Ñ C une courbe de Jordan de classe C1. Nous notons L sa longueur et S l’aire contenue
de la surface délimitée 6 par f . Alors

(1) Nous avons l’inégalité isopérimétrique : L2 ě 4πS.
(2) Nous avons l’égalité L2 “ 4πS si et seulement si la courbe donnée par f est un cercle.

Démonstration. Nous commençons par considérer un chemin dont la longueur est 2π et nous en
considérons sa paramétrisation normale. Nous allons exprimer l’aire S en utilisant le théorème de
Green, et plus particulièrement la formule de surface (21.256).

Si fpsq “ xpsq ` iypsq, nous devons intégrer y1x ´ x1y, qui n’est rien d’autre que la partie
imaginaire de f 1psqfpsq. Donc

S “ 1
2 Im

ż 2π

0
f 1psqfpsqds (29.88)

Nous considérons les coefficients de Fourier de f donnés par la formule (29.49) :

cnpfq “ 1
2πfpsqe

´ins. (29.89)

Ceux de f 1 (qui est aussi continue sur le compact S1 et donc tout autant L2) sont donnés par

cnpf 1q “ incnpfq. (29.90)

D’autre part en vertu du théorème 22.10, la longueur de γ s’exprime en terme de l’intégrale de
la norme de sa dérivée :

2π “ L “
ż 2π

0
|f 1psq|ds “

ż 2π

0
|f 1psq|2ds (29.91)

parce que nous avons choisi une paramétrisation normale qui vérifie automatiquement |f 1psq| “ 1
pour tout s. L’identité de Parseval sous sa forme (26.109) appliquée à f 1 nous enseigne que

L “ 2π “
ż 2π

0
|f 1psq|2ds “ 2πxf 1, f 1y “ 2π

8ÿ

n“´8
|cnpf 1q|2 “ 2π

ÿ

n

n2|cnpfq|2. (29.92)

Par ailleurs le système trigonométrique étant une base hilbertienne, et les fonctions f et f 1 étant
dans L2`r0, 2πs˘ (parce que continues sur un compact), elles sont égales à leurs séries de Fourier

6. C’est la partie connexe bornée de Czγ dont l’existence est donnée par le théorème de Jordan 29.20.
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(au sens L2), c’est-à-dire que nous avons l’égalité (28.336). Nous avons alors

xf 1, fyL2 “ x
ÿ

nPZ
cnpf 1qen,

ÿ

mPZ
cmpfqemy (29.93a)

“
ÿ

m

ÿ

n

cnpf 1qcmpfq xen, emylooomooon
δm,n

(29.93b)

“
ÿ

nPZ
cnpf 1qcnpfq (29.93c)

“
ÿ

n

in|cnpfq|2 (29.93d)

où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour sortir les sommes. Avec cela nous
pouvons exprimer l’aire (29.88) en termes de coefficients de Fourier :

S “ 1
2 Im 2πxf 1, fy “ π

ÿ

nPZ
n|cnpfq|2. (29.94)

En utilisant les expressions (29.92) et (29.94) pour L et S, et en écrivant L “ 2πL, nous avons

L2 ´ 4πS “ 4π2
ÿ

nPZ
pn2 ´ nq|cnpfq|2 ě 0. (29.95)

Cela prouve l’inégalité demandée dans le cas où L “ 2π.
Si γ n’est pas de longueur 2π mais L, alors nous considérons le chemin σptq “ 2πγptq

L . Sa
longueur est 2π et son aire, au vu de la formule de Green (29.88), son aire est 4π2 S

L2 . L’inégalité
isopérimétrique appliquée au chemin σ donne alors L2 ě 4πS.

Le cas d’égalité s’obtient uniquement si cn “ 0 pour tout n différent de 0 ou 1. Dans ce cas
nous avons

fpsq “ c0pfq ` c1pfqeis, (29.96)

qui est un cercle de centre c0pfq et de rayon |c1pfq|.

29.3.3 À propos des coefficients

Nous considérons l’application

c :
`
L1

2π, }.}1
˘Ñ `

C0, }.}8
˘

f ÞÑ pcnpfqqnPZ
(29.97)

qui à une fonction 2π-périodique fait correspondre la suite (bornée) de ses coefficients de Fourier.
Nous rappelons la définition

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´int. (29.98)

Nous allons montrer que cette application est linéaire, continue, injective et non surjective. Pour
la continuité, par la linéarité il suffit de la montrer en 0. Nous devons donc montrer que si nous
avons une suite de fonctions fk qui tend vers 0 au sens L1, alors cpfkq Ñ 0 au sens de la norme
}.}8 sur l’ensemble des suites.

Si nous posons rk “
ş2π
0 |fkptq|dt, alors rk “ }fk}1 et nous avons rk Ñ 0. Mais par définition

|cnpfkq| ď rk, (29.99)

et donc }cpfkq}8 ď rk. L’application c est donc continue. L’injectivité est donnée par le corol-
laire 29.16.

Si nous supposons que l’application c est continue, alors le théorème d’isomorphisme de Banach
(28.1) nous dit que cela devrait être un homéomorphisme, c’est-à-dire que c´1 serait également
continue. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.
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Nous considérons la suite de suite

pcnqk “
#

1 si k ă n

0 sinon.
(29.100)

Ici pcnqk est le terme numéro k de la suite n. Par injectivité de l’application qui à une fonction fait
correspondre la suite de ses coefficients de Fourier, la seule fonction qui possède ces coefficients est

fnptq “
ÿ

kPN
cn,ke

ikt. (29.101)

Étant donné que }fn}1 “ n, la suite p}fn}1q n’est pas bornée alors que a suite de suites (29.100)
est bornée dans l’ensemble des suites parce que }cn}8 “ 1.
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Chapitre 30

Transformation de Fourier

Définition 30.1.
Soit une fonction f sur Rd, dont nous ne précisons pas la régularité. Sa transformée de fourier
est la fonction f̂ définie par

f̂pξq “
ż

Rd
fpxqe´iξ·xdx (30.1)

si elle existe.

Ce qui est bien avec cette définition est que si la formule (30.1) ne définit pas f̂ (parce que
l’intégrale n’existe pas, par exemple), nous nous réservons le droit de définir tout de même f̂ par
d’autres biais. Ce sera d’ailleurs l’objet du théorème 30.28 qui définira f̂ pour tout f P L2pRdq
alors que la formule (30.1) ne fonctionne pas sur toutes ces fonctions.

Une bonne partie de ce qui va suivre aura pour objet de déterminer des espaces de fonctions
sur lesquels la transformée est bien définie, et sur lesquels elle a de bonnes propriétés.

Nous allons par ailleurs utiliser indifféremment les notations Fpfq ou f̂ pour la transformée de
Fourier de f . La notation F est pratique pour les transformées de loooooongues expressions ainsi
que pour parler de l’application « transformée de Fourier » d’un espace de fonction vers un autre.

30.2.
Nous verrons dans le théorème 30.28 que la transformée de Fourier n’est pas une isométrie de L2.
Pour avoir une isométrie, il aurait fallu choisir des coefficients moins simples.

30.1 Transformée de Fourier sur L1pRdq

Nous rappelons que les espaces Lp sont des ensembles de classes de fonctions, définition 28.8.
La transformée de Fourier, comme presque tout ce qui a trait aux intégrales, passe aux classes.

Lemme 30.3.
Soit une fonction f : Rd Ñ C telle que Fpfq existe. Alors pour toute fonction g P rf s la transformée
Fpgq existe et ĝ “ f̂ .

Démonstration. Par définition des classes, il existe une fonction s : Rd Ñ C presque partout nulle
telle que g “ f ` s. Soit ξ P Rd fixé. La fonction x ÞÑ spxqe´iξx est presque partout nulle et
donc intégrable d’intégrale null. La proposition 15.172 nous permet alors d’affirmer que f ` s est
intégrable et que

Fpf ` sqpξq “
ż

Rd
pf ` sqpxqe´iξxdx “

ż

Rd
fpxqe´iξxdx`

ż

Rd
spxqe´iξxdx “ Fpfqpxq. (30.2)

À partir de maintenant, lorsque nous parlons de transformée de Fourier d’une fonction dans
Lp, nous parlons indifféremment d’une vraie fonction ou d’une classe.

1749



1750 CHAPITRE 30. TRANSFORMATION DE FOURIER

Lemme 30.4.
Si f P L1pRdq, alors f̂ existe.

Démonstration. Par définition, si f P L1pRdq, alors l’intégrale
ş
Rd
|f | existe et est finie. Alors la

fonction qui arrive dans la transformée de Fourier en ξ, la fonction s : xÑ fpxqe´iξx est également
dans L1pRdq parce que |s| “ |f |.

<++>

Lemme 30.5.
Si f P L1pRdq et si gpxq “ fpλxq alors

ĝpξq “ λ´df̂pξ{λq. (30.3)

Démonstration. Il s’agit de faire le changement de variable y “ λx dans l’intégrale

ĝpξq “
ż

Rd
fpλxqe´iξxdx. (30.4)

Dans le changement de variables, vient le coefficient dx “ λ´ddy.

Proposition 30.6.
La transformée de Fourier est un morphisme vis-à-vis de la convolution sur L1pRnq :

zf ˚ g “ f̂ ĝ. (30.5)

Démonstration. Nous devons étudier l’intégrale

zf ˚ gpξq “
ż

R

„ż

R

fpyqgpt´ yq

e´itξdt. (30.6)

Ici nous avons choisi des représentants f et g dans les classes de L1. Montrons que f est borélienne.
D’abord fpxq “ f`pxq´f´pxq où f` et f´ sont des fonctions positives. Afin d’alléger les notations
nous supposons un instant que f est positive et nous posons

fnpxq “
2nÿ

k“1

k

n
1fpxqPr k

n
, k`1
n
r. (30.7)

Le fait que f soit dans L1 implique que chacune des fonctions fn est borélienne 1 et donc que f
l’est aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions boréliennes 2.

Nous allons appliquer le théorème de Fubini 15.258 à la fonction

φpx, yq “ fpxqgpyqe´iξpx`yq (30.8)

qui est borélienne en tant que produit et composé de fonctions boréliennes. Nous avons
ż

R

ˆż

R

|fpxqe´iξx||gpyqe´iξy|dy
˙
dx “

ż

R

ˆ
|fpxq|

ż

R

|gpyq|dy
˙
dx (30.9a)

“
ż

R

|fpxq|}g}1 (30.9b)

“ }f}1}g}1 ă 8. (30.9c)

Le théorème est donc applicable. D’abord nous avons :

f̂pξqĝpξq “
ˆż

R

fpxqe´iξxdx
˙ˆż

R

gpyqe´iξydy
˙

(30.10a)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpyqe´iξpx`yqdy
˙
dx (30.10b)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´iξt
˙
dx. (30.10c)

1. Ceci demanderait plus de justification. Dites moi si vous savez comment justifier que les fn soient boréliennes.
2. Le fait que f soit borélienne est une conséquence du théorème 28.152.
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Jusqu’ici nous n’avons pas utilisé Fubini. Nous avons seulement introduit le nombre
ş
R
gpyqe´iξydy

dans l’intégrale par rapport à x et effectué le changement de variables y ÞÑ t “ x` y. Maintenant
nous appliquons le théorème de Fubini pour inverser l’ordre des intégrales :

f̂pξqĝpξq “
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´itξdx
˙
dy (30.11a)

“
ż

R

e´itξ
ˆż

R

fpxqgpt´ xqdx
˙
dt (30.11b)

“
ż

R

e´itξpf ˚ gqptqdt (30.11c)

“ zf ˚ gpξq. (30.11d)

Proposition 30.7.
Soit une fonction f P L1pRdq. Alors sa transformée de Fourier est continue.

Démonstration. Nous considérons une fonction f définie sur Rd et à valeurs dans R ou C. Sa
transformée de Fourier est donnée par

f̂pξq “
ż

Rd
e´iξxfpxqdx. (30.12)

Pour montrer que cette fonction f̂ est continue en ξ0 nous considérons une suite pξnq Ñ ξ0 et nous
voulons montrer que f̂pξnq Ñ f̂pξ0q. Pour cela nous considérons les fonctions

gnpxq “ e´iξnxfpxq (30.13)

qui convergent simplement vers gpxq “ e´iξxfpxq. Étant donné que

|gnpxq| ă |fpxq|, (30.14)

le théorème de la convergence dominée donne alors

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim
nÑ8 gnpxq, (30.15)

c’est-à-dire limnÑ8 f̂pξnq “ f̂pξq. La fonction f̂ est donc continue.

Lemme 30.8.
Pour tout f P L1pRnq nous avons }f̂}8 ď }f}1.
Démonstration. Cela est une simple vérification :

f̂pξq “
ż

Rn
fpxqe´ixξdx, (30.16)

nous avons, pour tout ξ,

|f̂pξq| ď
ż

R

|fpxq|dx, (30.17)

ce qui signifie exactement }f̂}8 ď }f}1.

Lemme 30.9 (Lemme de Riemann-Lebesgue[434]).
Si f est une fonction L1pRq alors limξÑ˘8 f̂pξq “ 0.
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Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat dans le cas d’une fonction g en escalier,
et plus précisément par une fonction caractéristique d’un compact K “ ra, bs. Au niveau de la
transformée de Fourier nous avons

1̂Kpξq “
ż b

a
e´iξxdx “ ´ 1

iξ
pe´ibξ ´ e´iaξq. (30.18)

Par conséquent
|1̂Kpξq| ď 2

|ξ| . (30.19)

Plus généralement si g “ řN
i“1 ci1Ki , alors

|ĝpξq| ď 2
|ξ|

Nÿ

i“1
|ci|, (30.20)

et donc nous avons effectivement limξÑ˘8 |ĝpξq| “ 0.
Nous passons maintenant au cas général f P L1pRq. Étant donné que les fonctions L1 en escalier

sont denses dans L1, nous considérons une fonction g P L1pRq en escalier telle que }f ´ g}1 ă ε.
Nous avons donc

}f̂ ´ ĝ}8 ď }f ´ g}1 ă ε. (30.21)

Donc
}f̂pξq} ď }f̂pξq ´ ĝpξq}|ĝpξq|. (30.22)

Le premier terme est plus petit que ε. Il nous reste à voir que

lim
ξÑ8 |ĝpξq| “ 0, (30.23)

mais cela est le résultat de la première partie de la preuve.

Corollaire 30.10.
La transformée de Fourier d’une fonction L1pRq est bornée.
Démonstration. Par le corollaire 30.7, la transformée de Fourier d’une fonction L1 est continue.
Le lemme de Riemann-Lebesgue 30.9 impliquant qu’elle tend vers zéro en ˘8, elle doit être
bornée.

30.1.1 Formule sommatoire de Poisson

Proposition 30.11 (Formule sommatoire de Poisson).
Soit f : RÑ C une fonction continue et L1pRq. Nous supposons que
(1) il existe M ą 0 et α ą 1 tels que

|fpxq| ď M

p1` |x|qα , (30.24)

(2)
ř8
n“´8 |f̂p2πnq| ă 8.

Alors nous avons 8ÿ

n“´8
fpnq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnq. (30.25)

Démonstration. Convergence normale Nous commençons par montrer qu’il y a convergence
normale sur tout compact séparément des séries sur les n ě 0 et sur les n ă 0.
Soit K un compact de R contenu dans r´A,As et n P Z tel que |n| ě 2A. Pour x P K nous
avons

|x` n| ě |n| ´ |x| ě |n| ´A ě |n|2 . (30.26)
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Du coup nous avons un α ą 1 tel que

|fpx` nq| ď M`
1` |x` n|˘α ď

M´
1` |n|

2

¯α . (30.27)

Lorsque n est grand, cela a le comportement de M{|n|α et donc la série

8ÿ

n“0
fpx` nq (30.28)

est une série convergent normalement. Les deux séries (usuelles)

a´ “
ÿ

nď0
fpx` nq (30.29a)

a´ “
ÿ

ną0
fpx` nq (30.29b)

convergent normalement.

Convergence commutative Au sens de la définition 12.100 nous avons

ÿ

nPZ
fpx` nq “ a` ` a´. (30.30)

En effet si nous prenons J 10 Ă N fini tel que |řNzJ0
fpx ` nq ´ a`| ď ε et J 11 P ´N tel que

|řnP´NzJ 11 fpx` nq| ´ a´ ă ε, et si nous posons J0 “ J 10Y J 11 alors si K est un ensemble fini
de Z contenant J0 nous avons

|
ÿ

nPK
fpn` xq ´ pa` ` a´q| ď |

ÿ

nPK`
fpn` xq ´ a`| ` |

ÿ

nPK´
fpn` xq ´ a´| ď 2ε (30.31)

où K` sont les éléments positifs de K et K´ sont les strictement négatifs. Maintenant que
la famille tfpn`xqunPZ est une famille sommable, nous savons qu’elle est commutativement
sommable et que la proposition 12.105 nous permet de sommer dans l’ordre que l’on veut.
Nous pouvons donc écrire sans ambigüité l’expression

ř
nPZ fpx` nq ou

ř8
n“´8 fpx` nq.

re-convergence normale Nous posons donc sans complexes la série

F pxq “
ÿ

nPZ
fpx` nq (30.32)

qui converge tant commutativement que normalement. Notons que nous pouvons maintenant
dire que la série sur Z converge normalement ; pas seulement les deux séries séparément.

Continuité, périodicité Étant donné que chacune des fonctions fpx`nq est continue, la conver-
gence normale nous assure que F est continue.
De plus F est périodique de période 1 parce que

F px` 1q “
8ÿ

n“´8
fpx` 1` nq “

8ÿ

p“´8
fpx` pq “ F pxq (30.33)

où nous avons posé p “ 1` n.
Notons que nous n’avons pas spécialement prouvé que F n’était pas périodique avec des
périodes plus petites que 1. Mais cela n’a pas d’importance ici.
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Coefficients de Fourier En vertu de la définition (28.192) et de la périodicité de F ,

cnpF q “
ż 1{2

´1{2
F ptqe´2πintdt (30.34a)

“
ż 1

0
F ptqe´2πintdt (30.34b)

“
ż 1

0

ÿ

nPZ
fpt` nqe´2iπntdt (30.34c)

“
ÿ

nPZ

ż n`1

n
fpuqe´2πipu´nqtdu (30.34d)

“
ż 8

´8
fpuqe´2πinudu (30.34e)

“ f̂p2πnq. (30.34f)

où nous avons effectué le changement de variables u “ t ` n, et permuté l’intégrale et la
somme en vertu du fait que la somme converge normalement.

Conclusion Étant donné l’hypothèse
ř
nPZ |f̂pnq| ă 8 la proposition 29.14 nous dit que

F pxq “
ÿ

nPZ
cnpF qe2πinx, (30.35)

c’est-à-dire que
8ÿ

n´8
fpx` nq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnqe2πinx. (30.36)

En écrivant cette égalité en x “ 0 nous trouvons le résultat :
ÿ

nPZ
fpnq “

ÿ

nPZ
f̂p2πnq. (30.37)

Exemple 30.12
La formule sommatoire de Poisson peut être utilisée pour calculer des sommes dans l’espace de
Fourier plutôt que dans l’espace direct. Nous allons montrer dans cet exemple l’égalité

8ÿ

n“´8
e´αn2 “

8ÿ

n“´8

c
π

α
e´π2n2{α. (30.38)

Si α est grand, alors la somme de gauche est plus rapide, tandis que si α est petit, c’est le contraire.
Nous appliquons la formule sommatoire de Poisson à la fonction

fpxq “ e´αx2
. (30.39)

Nous avons

f̂pxq “
ż

R

e´αt2´ixtdt (30.40a)

“ e´x2{4α
ż

R

e
´p?αt` ix

2
?
α
q2 (30.40b)

“ e´x2{4α 1?
α

ż

R` ix
2
?
α

e´u2
du. (30.40c)
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Pour traiter cette intégrale nous utilisons la proposition 27.6 en considérant le chemin rectangulaire
fermé qui joint les points ´R, R, R`ai, ´R`ai et fpzq “ e´z2 . Calculons l’intégrale sur les deux
côtés verticaux. Nous posons

γRptq “ R` tia (30.41)

avec t : 0 Ñ 1. Nous avons
ż

γR

f “
ż 1

0
f
`
γRptq

˘}γ1Rptq}dt (30.42a)

“ ae´R2
ż 1

0
e´2tRia`at2dt, (30.42b)

donc en module nous avons

|
ż

γR

f | ď ae´R2
ż 1

0
eat

2
dt ďMe´R2

, (30.43)

où M est une constante ne dépendant pas de R. Lorsque R Ñ 8, la contribution des chemins
verticaux s’annule et nous trouvons que

ż

R`ai
e´u2

du “
ż

R

e´u2
du, (30.44)

que nous pouvons utiliser pour continuer le calcul (30.40). Nous avons

f̂pxq “ e´x2{4α
?
α

ż

R
e´u2

du “
c
π

α
e´x2{4α (30.45)

où nous avons utilisé la formule (15.831). Par conséquent ce qui rentre dans la formule sommatoire
de Poisson est

f̂p2πnq “
c
π

α
e´π2n2{α. (30.46)

4

30.2 Transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz
La définition de la transformée de Fourier de ϕ P S pRdq est

ϕ̂pξq “
ż

Rn
ϕpxqe´ix· ξdx. (30.47)

Si α est un multiindice de taille m, nous notons

pMαfqpxq “ xα1 . . . xαmfpxq. (30.48)

Lemme 30.13 (Lemme de transfert).
Si ϕ P S pRdq et si α est un multiindice, alors

Bαϕ̂ “ p´iq|α|zMαϕ. (30.49)

et
yBαϕpξq “ p´iq|α|ξαϕ̂pξq. (30.50)

Démonstration. Nous considérons la fonction hpx, ξq “ ϕpxqe´ix· ξ dont la dérivée par rapport à
ξi est donnée par ´ipMiϕqpxqex· ξ. Cette fonction est majorée en norme par

Gpxq “Miϕpxq, (30.51)
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qui est encore une fonction à décroissance rapide et donc parfaitement intégrable sur Rd. Le
théorème 18.18 nous dit donc que la dérivée de ϕ̂ par rapport à ξi existe et vaut

Bϕ̂
Bξi pξq “ ´i

ż

Rn
xiϕpxqe´iξ·x “ ´izMiϕpξq. (30.52)

En appliquant ce résultat en chaîne, nous trouvons la première formule annoncée.
Nous passons à la seconde formule annoncée. Étant donné que ϕ P S , ses dérivées le sont aussi

et par conséquent, il n’y a pas de problèmes pour écrire

zBxkϕpξq “
ż

Rd

Bϕ
Bxk pxqe

´ix· ξdx. (30.53)

Étant donné que

B
Bxk

´
ϕpxqe´ix· ξ

¯
“ Bϕ
Bxk pxqe

´ix· ξ ´ iξkϕpxqe´ix· ξ, (30.54)

notre tâche sera de prouver que
ż

Rd

B
Bxk

´
ϕpxqe´ix· ξ

¯
dx “ 0. (30.55)

Autrement dit, nous voulons montrer que le terme au bord d’une intégration par partie s’annule.
D’abord le fait que ϕ soit à décroissance rapide nous assure que l’intégrale (30.55) converge. Pour
chaque ξ, la fonction

fpx, ξq “ B
Bxk

´
ϕpxqe´ix· ξ

¯
(30.56)

est intégrable par rapport à x. De plus, f est dans S pRq pour chacune de ses variables (les autres
étant fixées). Le théorème de Fubini 15.259 nous permet alors de décomposer l’intégrale en

ż

Rd
fpx, ξqdx “

ż

R

. . .

ż

R

fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (30.57)

De plus nous pouvons intégrer dans l’ordre de notre choix et nous choisissons évidemment d’intégrer
d’abord par rapport à xk. Étudions donc l’intégrale

ż

R

B
Bx

´
ϕpxqe´ixξ

¯
dx “ lim

AÑ8

ż A

´A
B
Bx

´
ϕpxqe´ixξ

¯
dx (30.58)

dans laquelle nous avons un peu allégé les notations. Une primitive de ce qui est intégré est toute
trouvée : c’est ϕpxqe´ixξ, et nous pouvons utiliser le théorème fondamental du calcul intégral pour
écrire que ż A

´A

´
ϕpxqe´ixξ

¯1
dx “

”
ϕpxqe´ixξ

ıx“A
x“´A

. (30.59)

Vu que ϕ est dans S , la limite AÑ8 donne zéro.
En substituant maintenant (30.54) dans (30.53) et en tenant compte du terme que nous venons

de montrer s’annuler, nous avons

yBkϕpξq “ ´iξk
ż

Rd
ϕpxqe´ix· ξ “ ´iξkϕ̂pξq. (30.60)

En recommençant la procédure |α| fois nous trouvons la seconde formule annoncée.

Proposition 30.14 ([263]).
L’espace de Schwartz est stable par transformée de Fourier. De plus l’application

F : S pRdq Ñ S pRdq (30.61)

est une bijection linéaire et continue.
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Démonstration. La linéarité découle de celle de l’intégrale. La difficulté est de prouver que pour
ϕ P S pRdq nous avons bien que ϕ̂ P S pRdq et que cette association est continue 3.
Stabilité Nous devons prouver que pour tout multiindices α et β, nous avons pα,βpϕ̂q ă 8. Nous

avons
ξβBαϕ̂pξq “ ξβp´iq|α|zMαϕpξq “ p´iq|α|`|β| {BβMαϕpξq. (30.62)

Ensuite nous nous souvenons que }f̂}8 ď }f}1 parce que

|f̂pξq| ď
ż

Rd

ˇ̌
fpxqe´ix· ξ

ˇ̌ “
ż

Rd
|fpxq|dx “ }f}1. (30.63)

Donc
pα,βpϕ̂q “ } {BβMαϕ}8 ď }BβMαϕ}1. (30.64)

Du fait que ϕ soit dans S , la dernière expression est finie. Cela prouve déjà que

F
`
S pRdq˘ Ă S pRdq. (30.65)

Continuité Nous supposons avoir une suite ϕn SÑ ϕ, et nous devons prouver que ϕ̂n SÑ ϕ̂. Pour
alléger les notations, nous posons fn “ ϕn ´ ϕ. Nous avons

}f̂}α,β “ }ξβBαf̂}8 (30.66a)

“ } {BβMαf}8 lemme 30.13. (30.66b)
ď }BβMαf}1 (30.66c)

La convergence fn SÑ 0 nous dit ente autres que BβMαfn
SÑ 0 ; en particulier la proposi-

tion 28.151 nous dit que BβMαfn
L1Ñ 0, ce qui signifie, par les majorations (30.66) que

}f̂n}α,β ď }BβMαfn}1 Ñ 0, (30.67)

ce qui prouve la continuité de transformée de Fourier dans S pRdq.
Bijection Une preuve peut être trouvée dans [435].

Proposition 30.15 ([1]).
Soit ϕ P S pRn ˆRmq et la transformée de Fourier partielle

ϕ̃px, kq “
ż

Rm
e´ikyϕpx, yqdy. (30.68)

Alors ϕ̃ P S pRn ˆRmq.
Démonstration. Il s’agit de reprendre les étapes de la partie correspondante de la preuve de la
proposition 30.14. Soient des multiindices α, α1, β et β1 où α et β se réfèrent à la variable x tandis
que α1 et β1 se réfèrent à la variable k.

Vu que la multiplication par kβ1 commute avec Bα nous avons

xβkβ
1BαBα1ϕ̃px, kq “ xβkβ

1Bαp´iq|α1|ČMα1ϕpx, kq “ p´iq|α1|`|β1|xβBα ČBβ1Mα1ϕpx, kq. (30.69)

D’autre part nous avons Bαϕ̃ “ ĄBαϕ parce que la fonction Bxϕ étant Schwartz, la fonction

Gpyq “ sup
xPRn

|pBxϕqpx, yq| (30.70)

3. Pour rappel, en dimension infinie, il n’est pas garanti qu’une application linéaire soit continue.
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est dans L1pRmq par le corollaire 28.147. Par conséquent le théorème 18.18 permet de permuter
la dérivée et l’intégrale dans

B
Bxϕ̃px, kq “

B
Bx

ż

Rm
e´ikyϕpx, yqdy. (30.71)

Dans le même ordre d’esprit mais dans difficultés de permutation de limites nous avons Mβϕ̃ “
ĆMβϕ.

D’autre part nous avons encore }ϕ̃}α ă 8 parce que

|ϕ̃px, kq| ď
ż

Rm
|ϕpx, yq|dy ď sup

x

ż

Rm
|ϕpx, yq|dy ď

ż

Rm
| sup
x
ϕpx, yq|dy ă 8 (30.72)

parce que ϕ est Schwartz et le corollaire 28.147 donne l’intégrabilité.
Donc nous avons

ppαα1q,pββ1qpϕ̃q “ } ČBβ1Mα1MβBαϕ}8 ă 8. (30.73)
Cela prouve que ϕ̃ est Schwartz.

30.2.1 Quelques transformées de Fourier

Exemple 30.16([43])
Soit la fonction gεpxq “ e´εx2 . Sa transformée de Fourier sera déduite dans le lemma 30.17 en
utilisant le lemme de transfert 30.13. Nous nous proposons ici de déduire de façon directe l’équation
différentielle vérifiée par la transformée de Fourier de gε.

Nous posons
Ipkq “

ż

R

e´ikxe´εx2
dx. (30.74)

et nous considérons la fonction
fpk, xq “ e´ikxe´εx2

. (30.75)
Elle est de classe C1 par rapport à k, et intégrable en x pour chaque k. De plus sa dérivée

pBkfqpk, xq “ ´ixe´ikxe´εx2 (30.76)

vérifie |Bkf | ď xe´εx2 . La dérivée est donc majorée (uniformément en k) par une fonction intégrable.
Le théorème 18.18 permet de permuter la dérivée et l’intégrale :

I 1pkq “
ż

R

´ixe´ikxe´εx2
dx (30.77a)

“ i

ż

R

e´ikx 1
2ε

d

dx

´
e´εx2

¯
dx (30.77b)

“ ´i2ε

ż

R

d

dx

´
e´ikx

¯
e´εx2

dx par partie (30.77c)

“ ´k2ε

ż

R

e´ikxe´εx2
dx (30.77d)

“ ´k2ε Ipkq. (30.77e)

D’où l’équation différentielle I 1pkq “ ´ k
2εIpkq. 4

Lemme 30.17 (Transformée de Fourier de la Gausienne [436]).
La transformée de Fourier de

gε : Rd Ñ R

x ÞÑ e´ε}x}2
(30.78)

est donnée par
ĝεpξq “

´π
ε

¯d{2
e´}ξ}2{4ε (30.79)
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Démonstration. Nous commençons par la fonction gpxq “ e´}x}2{2 et nous prouvons que sa trans-
formée de Fourier est ĝpξq “ p2πqd{2gpξq.
Réduction à la dimension 1 La fonction g est dans l’espace de Schwartz. Par le théorème de

Fubini,

ĝpξq “
ż

Rd

dź

k“1
e´x2

ke´iξkxkdx “
dź

k“1

ż

R

e´t2{2e´ξkxdt “
dź

k“1
f̂pξkq (30.80)

où f est la fonction d’une variable

fpxq “ e´x2{2. (30.81)

Notons que f P DpRq.
Une équation différentielle Voyons l’équation différentielle satisfaite par la transformée de Fou-

rier f̂ de la fonction (30.81). Grâce au lemme 30.13 nous trouvons l’équation différentielle 4

ξf̂pξq ` pf̂q1pξq “ 0. (30.82)

C’est le moment d’utiliser le théorème de Cauchy-Lipschitz (18.40), appliqué à la fonction
fpt, yq “ ´ty qui est Lipschitz et continue au au problème

"
y1 ` ty “ 0 (30.83a)
yp0q “ y0 (30.83b)

possède une unique solution maximale, en l’occurrence ypxq “ y0e´x
2{2. En ce qui concerne

la condition initiale nous avons

f̂p0q “
ż

R

e´x2{2dx “ ?2π. (30.84)

par l’exemple 15.262. Donc
f̂pξq “ ?2πe´ξ2{2. (30.85)

En reformant le produit (30.80) nous concluons.
Nous passons maintenant à la fonction gε. Nous pouvons écrire gε sous la forme

gεpxq “ gp?2εxq. (30.86)

Utilisant successivement la transformée de Fourier de g que nous venons de calculer et 30.5 (facteur
d’échelle) nous trouvons

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (30.87a)
ĝεpξq “ p2εq´d{2ĝ

`
ξ{?2ε

˘
(30.87b)

“
´π
ε

¯d{2
e´|ξ|2{4ε.. (30.87c)

Nous voyons que ĝε P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 30.14).

30.3 Suite régularisante
Définition 30.18.
Une suite régularisante est une suite pρnq dans L1pRdq telle que
(1) pour tout n, ρn ě 0 et

ş
Rd
ρn “ 1 ;

(2) pour tout α ą 0,
lim
nÑ8

ż

|t|ąα
ρn “ 0. (30.88)

4. Une façon directe de déduire cette équation différentielle est donnée dans l’exemple 30.16.
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Une telle suite est régularisante parce que souvent ρn P DpRdq, ce qui donne f ˚ ρn P C8 par
le corollaire 28.58.

Proposition 30.19 ([437, 438]).
Soit une suite régularisante ρn P L1pRdq. Alors :
(1) Si f est continue à support compact, nous avons la convergence uniforme sur Rd :

f ˚ ρn unifÝÑ f. (30.89)

(2) Si g P Lp (1 ď p ă 8) alors
g ˚ ρn LpÝÑ g. (30.90)

Démonstration. Si f est continue à support compact, elle est uniformément continue 5, et elle est
bornée. Soit ε ą 0 et α ą 0 tel que pour tout x, y tels que }x´y} ă α nous ayons |fpxq´fpyq| ă ε.
Nous prenons de plus n suffisamment grand pour avoir

ş
Bp0,αqc ρn ă ε. Nous avons alors

|fpxq ´ pf ˚ ρnqpxq| “ |
ż

Rd

`
fpxq ´ fpyq˘ρnpx´ yqdy| (30.91a)

ď
ż

Bpx,αq
|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon

ďε
ρnpx´ yqdy `

ż

Bpx,αqc
|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon

ď2}f}8

ρnpx´ yqdy

(30.91b)
ď εp1` 2}f}8q. (30.91c)

Nous avons prouvé que pour tout ε ą 0, il existe N tel que n ą N implique
ˇ̌
fpxq´pf ˚ρnqpxq

ˇ̌ ď ε.
Cela prouve l’uniforme convergence sur Rd de f ˚ ρn vers f .

Pour le point (2) nous considérons g P L1pRdq et φ P DpRdq. Nous avons la majoration

}g ˚ ρn ´ g}p ď }g ˚ ρn ´ φ ˚ ρn}p ` }φ ˚ ρn ´ φ}p ` }φ´ g}p (30.92)

En ce qui concerne le premier terme ;

}pg ´ φq ˚ ρn}p ď }g ´ φ}p (30.93)

par la proposition 28.56. Donc

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ φ}p ` }φ ˚ ρn ´ φ}p. (30.94)

Par la densité de D dans Lp (théorème 28.47(5)) nous pouvons considérer une suite φi LpÝÑ g dans
DpRdq. Pour tout i nous avons

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ φi}p ` }φi ˚ ρn ´ φ}p. (30.95)

Nous effectuons la limite sur nÑ8 :

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ φi} ` lim

nÑ8 }φi ˚ ρn ´ φi}plooooooooooomooooooooooon
“0

(30.96)

parce que le point (1) s’applique à φi. Nous effectuons ensuite la limite sur iÑ8 dans

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g} ď 2}g ´ φi} Ñ 0. (30.97)

5. Théorème de Heine 13.87.
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Lemme 30.20.
Si gεpxq “ e´ε}x}2 alors la suite

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n (30.98)

est une suite régularisante (définition 30.18).

Démonstration. Nous savons déjà la transformée de Fourier de gε par le lemme 30.17. Nous mon-
trons que la suite ρn est régularisante. Nous avons ĝε P L1pRdq et ĝε ě 0 ainsi que limεÑ0

ş
Bp0,αq ĝε “

0 pour tout α. Il y a seulement un couac avec la norme. Nous calculons
ş
Rd
ĝεpξqdξ avec la forme

(30.87c). En utilisant sauvagement Fubini 6 pour séparer les intégrales et en effectuant le change-
ment de variable u “ t{p2?εq nous calculons :

ż

Rd
e´|ξ|2{4εdξ “

dź

k“1

ż

R

e´t2{4εdt (30.99a)

“ 2
?
ε

dź

k“1

ż

R

e´u2
du (30.99b)

“
dź

k“1
2
?
ε
?
π (30.99c)

“ 2dpπεqd{2. (30.99d)

Nous avons utilisé l’exemple 15.262 pour le calcul de l’intégrale gaussienne. Avec tout cela nous
avons ż

Rd
ĝε “ p2πqd. (30.100)

Donc 1
p2πqd ĝ1{n est une suite régularisante.

Le corollaire suivant regroupe les résultats à propos des suites régularisantes, leur utilité et leur
existence.

Corollaire 30.21.
Si la suite régularisante ρn est dans L1pRdqXC8pRdq alors pour f P LppRdq en posant fn “ ρn ˚f
nous avons

(1) fn P C8pRdq X LppRdq
(2) fn LpÝÑ f

De plus, de telles suites existent.

Démonstration. Le fait que fn soit de classe C8 est le corollaire 28.58, et la convergence est la
proposition 30.19(2).

De telles suites existent, par exemple celle donnée par le lemme 30.20.

30.3.1 Formule d’inversion

Proposition 30.22 (Formule d’inversion de Fourier[43]).
Si f P S pRq, alors nous avons la formule d’inversion

fpxq “ 1
2π

ż

R

eikxf̂pkqdk. (30.101)

6. Le pauvre !
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Cette formule peut d’écrire de plusieurs autres façons :

F
`
Fpfq˘pxq “ 2πfp´xq, (30.102a)

F´1pfqpxq “ 1
2π f̂p´xq, (30.102b)

fpxq “ 1
2πFpf̂qp´xq. (30.102c)

Démonstration. Pour ε ą 0 nous posons

fεpkq “ e´εk2
eikxf̂pkq. (30.103)

Nous allons calculer
lim
εÑ0

ż

R

e´εk2
eikxf̂pkqdk (30.104)

de deux façons.
D’abord en utilisant directement le théorème de la convergence dominée 15.184. La fonction

f̂ est dans S pRq (théorème 30.14) et par conséquent fε P L1pRq parce que le facteur e´εk2 ne
va certainement pas empêcher de converger. De plus |fε| ď |f̂ | et f̂ P L1. Le théorème est de la
convergence dominée est applicable et

lim
εÑ0

ż

R

e´εk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk. (30.105)

Pour le deuxième calcul nous allons faire appel à Fubini 7 pour la fonction

u : RˆRÑ R

pk, yq ÞÑ eikpx´yqe´εk2
fpyq. (30.106)

D’abord nous nous assurons que u P L1pRˆRq par le corollaire 15.258, et ensuite nous utilisons
le théorème de Fubini 15.259 pour manipuler les intégrales (et en particulier les inverser). Dans un
premier temps nous avons :

ż

R

ż

R

|eikpx´yqe´εk2
fpyq|dy dk ď

ż

R

e´εk2“ ż

R

|fpyq|dy‰dk ă 8 (30.107)

parce que f étant dans S pRq, l’intégrale intérieure se réduit à un nombre. Nous savons maintenant
que u P L1pRˆRq. Nous pouvons alors calculer un peu . . .

ż

R

eikxe´εk2
f̂pkqdk “

ż

R

ż

R

eikxe´εk2
e´ikyfpyqdy dk (30.108a)

“
ż

R

“ ż

R

eikpx´yqe´εk2
fpyqdk‰dy (30.108b)

“
ż

R

fpyq“
ż

R

eikpx´yqe´εk2
dk

‰
dy (30.108c)

“
ż

R

fpyqĝεpy ´ xqdy (30.108d)

“
c
π

ε

ż

R

fpyqe´py´xq2{4εdy (30.108e)

“ 2
?
ε

c
π

ε

ż

R

fpx` 2
?
εtqe´t2dt (30.108f)

“ 2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
εtqe´t2dt (30.108g)

(30.108h)

Justifications :
7. Parce qu’il est toujours plus simple de refiler le boulot aux autres que de le faire soi-même. . . pauvre Fubini !
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— La fonction gε est la gaussienne dont la transformée de Fourier est a été l’objet du lemme
30.17.

— Nous avons effectué le changement de variables t “ py ´ xq{p2?εq qui donne dt “ dy{2?ε.
La fonction f étant Schwartz (en particulier bornée), dans la dernière intégrale, nous pouvons
effectuer la majoration

fpx` 2
?
εtqe´t2 ď }f}8e´t2 , (30.109)

qui est une fonction intégrable. Nous pouvons donc permuter la limite et l’intégrale. Dans l’égalité

lim
εÑ0

ż

R

eikxe´εk2
f̂pkqdk “ lim

εÑ0
2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
εtqe´t2dt (30.110)

À gauche nous avons déjà la limite depuis (30.105), et à droite nous obtenons

lim
εÑ0

2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
εtqe´t2dt “

ż

R

fpxqe´t2dt “ 2
?
πfpxq?π “ 2πfpxq (30.111)

où nous avons utilisé l’intégrale gaussienne faite dans l’exemple 15.262.
En remettant tout ensemble,

2πfpxq “ lim
εÑ0

ż

R

e´εk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk, (30.112)

ce qu’il fallait prouver.

Corollaire 30.23.
Nous avons la formule ż

R

ż

R

e´ikxfpxqdx dk “ 2πfp0q. (30.113)

Démonstration. Poser x “ 0 dans l’équation (30.101).

30.24.
Les physiciens qui n’ont que rarement peur écrivent souvent la formule (30.113) sous la forme

ż

R

e´ikxdk “ δpxq (30.114)

où δ serait la fonction de Dirac qui vaut zéro partout sauf en x “ 0 où elle vaudrait l’infini, mais
pas n’importe quel infini ; juste celui qu’il faut pour que sont intégrale valle 1.

Lemme 30.25.
Si φ P S pRˆRnq, alors

Btφ̂ “ xBtφ (30.115)

où le chapeau dénote la transformée de Fourier par rapport à la variable dans Rn et non par rapport
à celle dans R. Le t par contre est la variable dans R.

Démonstration. Par définition de la transformée de Fourier nous avons

pBtφ̂qpt, ξq “ B
Bt

ż

Rn
φpt, xqe´ixξdx. (30.116)

Notre but est de permuter l’intégrale et la dérivée en utilisant le théorème 18.18. Il nous faut une
fonction G : Rn Ñ R qui soit intégrable sur Rn et telle que

ˇ̌
ˇ̌Bφ
Bt φpt, xq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpxq (30.117)
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pour tout t P Bpt0, δq. Étant donné que la fonction Btφ est tout autant Schwartz que φ elle-même
nous pouvons alléger les notations et chercher une fonction G qui convient pour toute fonction
ϕ P S pRˆRnq. Soit la fonction

Gpxq “ sup
tPBpt0,δq

|ϕpt, xq|. (30.118)

Pour tout multiindice α nous avons alors

sup
xPRn

ˇ̌
xαGpxqˇ̌ ď sup

pt,xqPRˆRn
ˇ̌
xαϕpt, xqˇ̌ ďMα P R. (30.119)

Grâce à la proposition 28.146, cela signifie que ϕ décroît plus vite que n’importe quel polynôme ;
G est donc intégrable sur Rn.

30.4 Transformée de Fourier sur L2pRdq

La théorie des transformées de Fourier est intéressante sur L2pRdq parce qu’elle y donne une
isométrie. Nous allons la donner avec des fonctions à valeurs dans C.

Remarque 30.26.
Une remarque qui vaut ce qu’elle vaut, mais si u est une classe de fonction pour la relation u „ v
si et seulement si upxq “ vpxq pour presque tout v alors l’intégrale

ûpξq “
ż

Rd
upxqeixξdx (30.120)

ne dépend pas du choix du représentant. Nous pouvons donc parfaitement parler de transformée
de Fourier d’une classe de fonctions.

30.4.1 Le problème

Nous avons défini en général la transformée de Fourier d’une fonction f : RÑ C par la formule

f̂pξq “
ż

R

eiξxfpxqdx (30.121)

tant que cette intégrale existe.
Il se fait que cette intégrale n’existe pas toujours pour des fonctions dans L2pRq. Donc nous

devons faire mieux pour définir la transformée de Fourier sur L2.

Exemple 30.27([1])
Prenons la fonction

fpxq “
#

0 si x ă 1
1
x si x ě 1.

(30.122)

Vu que l’intégrale
ş8
1

1
x2dx existe et est finie (proposition 15.248(2)), la fonction f est dans L2pRq.

Cependant l’intégrale (30.121) n’existe pas. Pour nous convaincre de cela, nous pouvons sim-
plement nous souvenir de la définition d’une intégrale à valeurs dans un espace vectoriel (défini-
tion 15.176). Nous fixons ξ P R et nous posons gpxq “ fpxqeiξx.

Bien évidemment, |fpgq| “ 1
x sur s1,8r. Donc

ş
R
|g| “ 8, et la fonction g n’est pas intégrable.

Fin de l’histoire.
Nous pouvons toujours essayer de comprendre mieux. Vu que

ş
R
|g| “ 8, la proposition 15.177

nous dit qu’au moins une des intégrales parmi
ż
fr̀e,

ż
f`im,

ż
fŕe,

ż
f´im (30.123)

est égale à `8.
Note qu’en travaillant un peu, on se convainc qu’en réalité, elles divergent toutes les quatre.

4
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30.4.2 Extension de L1 X L2 vers L2

Théorème 30.28 (Extention de la transformée de Fourier vers L2pRdq[436]).
Soit f P L1pRdq X L2pRdq. Alors
(1) Nous avons Fpfq P L2 et }f̂}L2 “ p2πqd}f}L2.
(2) L’application F : L1 X L2 Ñ L2 peut être étendue en une application F : L2pRdq Ñ L2pRdq

vérifiant
}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 (30.124)

pour tout f P L2pRdq.
Démonstration. Le fait que f P L1 implique }Fpfq}8 ď }f}1 (c’est le lemme 30.8). En particulier,
|Fpfqpξq|2 est majoré et l’intégrale

♣ “
ż

Rd
|f̂ |2e´εξ2

dξ (30.125)

existe et est finie.
Découper l’intégrale Dans un premier temps nous développons les intégrales. Dans les égalités

suivantes, xξ est le produit scalaire x· ξ dans Rd.

♣ “
ż

Rd

ˆż

Rd
fpxqeixξdx

˙ˆż

Rd
fpyqe´yξ

˙
e´ε|ξ|2dξ (30.126a)

“
ż

Rd

„ż

RdˆRd
fpxqfpyqeiξpx´yqdxdy


e´ε|ξ|2dξ. (30.126b)

Nous avons utilisé le théorème de Fubini pour regrouper les intégrales 8. Vu que f P L1pRdq, la
fonction px, y, ξq ÞÑ fpxqfpyqe´ε|ξ|2 est dans L1pRdˆRdˆRdq et le théorème de Fubini 15.259
avec Ω1 “ Rd ˆRd et Ω2 “ Rd nous permet de permuter les intégrales pour avoir

♣ “
ż

RdˆRd
fpxqfpyq

„ż

Rd
eiξpx´yqe´ε|ξ|2dξ


dxdy. (30.127)

Discuter de cette gaussienne En posant

gpxq “ e´|x|2{2 (30.128a)
gεpxq “ gp?2εxq “ e´ε|x|2 (30.128b)

nous avons gε P S pRdq et le lemme 30.20 nous autorise à écrire

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (30.129a)

ĝεpξq “
´π
ε

¯d{2
e´|ξ|2{4ε (30.129b)

Nous voyons que ĝε P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 30.14) et que ĝε
est une fonction paire (encore une fois, c’était gagné d’avance parce que la transformée de
Fourier d’une fonction paire est paire).
Tout cela pour dire que l’intégrale entre crochet dans (30.127) est ĝεpy ´ xq “ ĝεpx ´ yq, et
donc

♣ “
ż

RdˆRd
fpxqfpyqĝεpx´ yqdxdy. (30.130)

Encore une fois le théorème de Fubini permet de séparer les intégrales et de calculer l’intégrale
sur y en premier. Vu que f P L1 et que ĝε P S pRdq, le produit de convolution f ˚ ĝε est un
élément de S pRdq par la proposition 28.155. Nous avons donc

♣ “
ż

Rd
fpxqpf ˚ ĝεqpxqdx. (30.131)

8. Dans la suite nous allons encore utiliser Fubini quelques fois pour regrouper et dégrouper des intégrales.
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Là, nous reconnaissons un produit scalaire dans L2pRdq, et donc
ż

Rd
|f̂ |2e´εξ2

dξ “ xf, f ˚ ĝεyL2pRdq. (30.132)

Notons que tout a un sens : f P L2pRdq et f ˚ ĝε P S pRdq Ă L2pRdq.
Suite régularisante Nous prenons la suite régularisante du lemme 30.20 donnée par

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n. (30.133)

Première conclusion Nous reprenons (30.132)
ż

Rd
|f̂ |2e´|ξ2|{ndξ “ xf, f ˚ ĝ1{nyL2pRdq “ p2πqdxf, f ˚ ρny. (30.134)

En prenant la limite nÑ8 nous trouvons

lim
nÑ8

ż

Rd
|f̂ |2e´εξ2

dξ “ p2πqd}f}2. (30.135)

Pour effectuer la limite du membre de gauche nous devons remarquer qu’en posant

gnpξq “ |f̂pξq|e´|ξ|2{n, (30.136)

nous avons une suite décroissante de fonction (c’est-à-dire que à ξ fixé, c’est décroissant en
n). Par ailleurs ces fonctions sont toujours à valeurs dans r0,8s et nous pouvons utiliser le
théorème de la convergence monotone 15.160 pour permuter la limite et l’intégrale. Au final :

}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 . (30.137)

En ce qui concerne l’extension, soit f P L2pRdq et une suite pfnq dans L1XL2 telle que fn L2ÝÑ f .
Existence d’une telle suite Si f P L2pRdq, alors nous pouvons poser

fnpxq “ fpxqe´|x|2{n2
. (30.138)

Par l’inégalité de Hölder (28.59) nous avons fn P L1pRdq ; de plus fn P L2pRdq parce que
pour tout x nous avons |fnpxq| ď |fpxq|. Montrons que fn L2ÝÑ f . Nous avons

}fn ´ f}2L2 “
ż

Rd
|fpxqp1´ e´|x2|{n2q|2dx. (30.139)

Nous voulons prendre la limite nÑ8. Pour ce faire à à droite nous remarquons que e´|x|2{n2

est majoré par 1 ; ce qui se trouve dans l’intégrale est donc majoré (uniformément en n)
par |fpxq|2, qui est une fonction L1 parce que f est L2. Le théorème de la convergence
dominée 15.184 nous permet alors de permuter la limite et l’intégrale, ce qui donne

lim
nÑ8 }fn ´ f}

2
2 “

ż

Rd
lim
nÑ8 |fpxqp1´ e

´|x|2{n2q|2dx “ 0. (30.140)

Définition de F : L2 Ñ L2 La suite pfnq est une suite convergence dans L2, et elle est donc de
Cauchy. De plus pour chaque n,m nous avons

}f̂n ´ f̂m} “ p2πqd}fn ´ fm}. (30.141)

Nous voyons donc que la suite pf̂nq est également de Cauchy, dans l’espace L2pRdq qui est
complet (lemme 28.73). Nous posons

f̂ “ lim
nÑ8 f̂n. (30.142)
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Indépendance aux choix Nous devons montrer que la définition de f̂ ne dépend pas de la suite
approximant f dans L1XL2. Soient dans deux suites fn L2ÝÑ f et gn L2ÝÑ f telles que f̂n L2ÝÑ F

et ĝn L2ÝÑ G. Alors

}f̂n ´ ĝn} “ p2πqd}fn ´ gn} ď p2πqd}fn ´ f} ` p2πqd}gn ´ f} Ñ 0. (30.143)

Par conséquent pf̂n ´ ĝnqn est une suite qui converge vers zéro. Par unicité de la limite,
F “ G.

Remarque 30.29.
Une autre suite possible, à la place de (30.138), est

fnpxq “ fpxq1|x|ăn. (30.144)

C’est-à-dire la fonction f limitée à une boule de rayon n autour de 0.
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Chapitre 31

Distributions

Nous donnons ici une partie de la théorie sur les distributions. L’utilisation des distributions
dans le cadre des équations différentielles est mise dans le chapitre sur les équations différentielles,
section 33.11.

Proposition 31.1 ([439]).
Soient un ouvert Ω de R et une fonction intégrable f :

`
Ω,BorpΩq, λ˘Ñ C telle que

ż

Ω
fptqϕptqdt “ 0 (31.1)

pour toute fonction ϕ P DpΩq. Alors f “ 0 presque partout sur Ω.

Démonstration. Nous commençons par prouver que f est nulle sur tout compact de Ω. Soit un
compact K de Ω. Le lemme d’Urysohn 16.121 nous donne une fonction θ à support compact qui
vaut 1 sur K.

Nous considérons une suite régularisante pφkq de fonctions toujours strictement positives (par
exemple celle du lemme 30.20). Vu que fθ est à support compact, elle est dans LppΩq et le corollaire
30.21 s’applique :

φk ˚ pθfq Ñ θf. (31.2)

Mais, x et k étant fixés, nous avons

`
φk ˚ pθfq

˘pxq “
ż

R

φkpx´ tqθptqfptq. (31.3)

La fonction
t ÞÑ φkpx´ tqθptq (31.4)

étant à support compact, l’hypothèse à propos de f fait que l’intégrale (31.3) est nulle :

φk ˚ pθfq “ 0 (31.5)

pour tout k. En prenant la limite k Ñ8,

θf “ 0. (31.6)

Vu que θpxq “ 1 pour tout x P K, nous avons fpxq “ 0 pour tout x P K.
Nous avons démontré que f était nulle sur tout compact de Ω.
Nous considérons maintenant une suite exhaustive pKnq de compacts (lemme 9.59). La fonction

f est nulle sur chaque Kn, et comme Ω “ Ť8
n“0Kn, la fonction f est nulle sur Ω.

1769



1770 CHAPITRE 31. DISTRIBUTIONS

31.1 Dérivée faible

31.1.1 Dérivée partielle au sens faible

Lemme-définition 31.2.
Soit f P LppIq où I est l’intervalle ouvert sa, br. Il existe au maximum 1 une fonction g telle que

ż

I
fϕ1 “ ´

ż

I
gϕ (31.7)

pour tout ϕ P DpIq. Lorsqu’une telle fonction existe, nous la nommons dérivée faible de f .

Démonstration. Soient g, h P L2 tels que
ż

I
uϕ1 “ ´

ż

I
gϕ “ ´

ż

I
hϕ (31.8)

pour tout ϕ P C8c pIq. Nous avons alors
ż

I
pg ´ hqϕ “ 0. (31.9)

Cela implique que g ´ h “ 0 presque partout par la proposition 28.132 2.

Exemple 31.3(Dérivée faible de 1Q)
Vu que Q est de mesure nulle dans R, nous avons

ż

R

1Qϕ
1 “ 0 (31.10)

pour tout ϕ P DpRq. Pour g “ 0 nous avons aussi
ş
R
gϕ “ 0. Donc g “ 0 est la dérivée faible de

1Q.
Cela n’est pas étonnant du fait qu’en théorie de l’intégration, les parties de mesure nulle ne

comptent pas. De ce point de vue, 1Q “ 0. D’ailleurs cette égalité est vraie dans Lp (les classes et
tout ça). 4

Exemple 31.4(La fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible)
Nous montrons que la fonction

Hpxq “
#

0 si x ă 0
1 si x ě 0

(31.11)

n’a pas dérivée faible. Nous nommons g une hypothétique fonction vérifiant les conditions pour
être la dérivée faible de H.

Soit une fonction ϕ P DpRq, dont le support est contenu dans s0,8r. Sur le support de ϕ, et
donc aussi de ϕ1, nous avons Hpxq “ 1 et donc

ż

R

ϕ1 “ ´
ż

R

gϕ. (31.12)

Vu que ϕ est à support compact,
ş
R
ϕ1 “ 0. En effet, si le support de ϕ est contenu dans r´M,M s,

alors en utilisant le théorème fondamental de l’analyse 15.233, nous trouvons
ş
R
ϕ “ şM

´M ϕ1 “
ϕpMq ´ ϕp´Mq “ 0´ 0 “ 0.

Donc g doit satisfaire ż

R

gpxqϕpxq “ 0 (31.13)

1. En réalité, c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
2. Ou alors par le lemme 28.59 qui est moins général mais tout aussi bien pour ici.
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pour tout ϕ P Dpx ą 0q. La proposition 31.1 nous dit que g “ 0 presque partout sur s0,8r.
Le même raisonnement dit que g “ 0 presque partout sur les négatifs. Que g soit maintenant

nulle ou non en x “ 0 ne change pas le fait que g “ 0 presque partout sur R.
Par conséquent,

ş
R
gϕ “ 0 pour toute ϕ P DpRq. Hélas, nous avons d’autre part

ż

R

Hpxqϕ1pxqdx “
ż 8

0
ϕ1pxqdx, (31.14)

qui n’est pas forcément nul. Notons que pour avoir un exemple de ϕ qui donne
ş
R
Hϕ ‰ 0, il faut

chercher des fonctions dont le support contient des négatifs et des positifs.
La fonction H n’a donc pas de dérivée faible. Notons cependant que cela ne présume en rien

la possibilité d’accepter une dérivée au sens des distributions. 4

31.5.
Nous verrons dans la proposition 31.24 que la dérivée de Heaveside au sens des distributions est le
delta de Dirac.

Exemple 31.6(Dérivée faible de la valeur absolue)
L’exemple de base de fonction continue qui n’est pas dérivable est la valeur absolue fpxq “ |x|
prise en x “ 0. Nous allons montrer ici que la fonction

Hpxq “
#

1 si x ă 0
´1 si x ą 0

(31.15)

est la dérivée faible de f .
Commençons par noter que H peut valoir la valeur qu’on veut en zéro ; de toutes façons la

dérivée faible n’est définie qu’à partie de mesure nulle près.
Soit ϕ P DpRq et M ą 0 tel que le support de ϕ soit contenu dans r´M,M s. Nous avons d’une

part
ż

R

|x|ϕ1pxqdx “ ´
ż 0

´M
xϕ1pxqdx`

ż M

0
xϕ1pxqdx (31.16a)

“ ´rϕxs0´M `
ż 0

´M
ϕ` rxϕsM0 ´

ż M

0
ϕ (31.16b)

où nous avons utilisé l’intégration par partie de la proposition 21.132 en posant

u “ x v1 “ ϕ1 (31.17a)
u1 “ 1 v “ ϕ. (31.17b)

Tout cela pour dire que ż

R

|x|ϕ1pxqdx “
ż 0

´M
ϕ´

ż M

0
ϕ. (31.18)

D’autre part, l’égalité ż

R

Hpxqϕpxqdx “
ż 0

´M
ϕ´

ż M

0
ϕ (31.19)

est immédiate.
Nous en déduisons que H est bien la dérivée faible de x ÞÑ |x|. 4

Remarque 31.7.
La dérivée faible ne doit pas être confondue avec la dérivée au sens des distributions qui sera définie
en 31.22. Nous avons donc trois notions distinctes de dérivation pour une fonction :
— la dérivée usuelle,
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— la dérivée au sens des distributions,
— la dérivée faible.

La dérivée faible d’une fonction reste une fonction, tandis que la dérivée distributionnelle d’une
fonction est une distribution.

Je vous mets en garde contre l’idée que l’existence de l’une impliquerait trop facilement l’exis-
tence d’une autre 3.

31.1.2 Dérivée faible partielle

La notion de dérivée partielle faible est la même que l’autre. Histoire de nous mettre dans le
bain, nous écrivons la définition avec les notation du produit scalaire au lieu de l’intégrale.

Définition 31.8.
Si i “ 1, . . . , n, la dérivée faible de v dans la direction ei est l’application 4 notée Biv définie par

xBiv, φy “ ´xv, Biφy (31.20)

pour tout φ P C8c pΩq.
Lemme 31.9.
Si v P L2 admet une dérivée faible, alors cette dernière est unique.

Démonstration. Supposons f, g telles que xg, φy et xf, φy soient tous deux égaux à ´xv, Biφy. En
particulier pour tout φ P DpΩq nous avons xpf ´ gq, φy “ 0.

Cela donne f ´ g “ 0 par la proposition 28.132.

Soit Ω un ouvert de Rd. Le but de notre histoire est de définir une distribution comme étant un
élément de l’espace dual (topologique, voir définition 12.38) de l’espace DpΩq des fonctions C8 à
support compact dans Ω. Pour ce faire nous devons voir un peu de topologie sur différents espaces
de fonctions. Notons que l’espace DpΩq n’est pas réduit à la fonction nulle comme en témoigne
l’exemple donné par l’équation (16.458).

Pour chaque K compact dans Ω et multiindice α P Nd nous considérons sur C8pΩq la semi-
norme suivante :

pK,mpfq “
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K,8. (31.21)

En particulier,
pK,0pfq “ sup

xPK
|fpxq| “ }f}8,K . (31.22)

31.2 Topologie et convergence sur des espaces de fonctions

Définition 31.10.
Les topologies que nous allons considérer sont :
(1) Sur C8pΩq, la topologie des semi-normes pK,m (avec K et m comme paramètres).
(2) Sur DpKq, la topologie des semi-normes pK,m (avec seulement m comme paramètre).
(3) Sur DpΩq, la topologie induite de C8pΩq.
Cela n’est pas très explicite, mais heureusement nous n’aurons souvent pas besoin de plus que

de la notion de convergence dans D 1pΩq. Rappelons que la topologie d’un espace donne la notion
de convergence par la définition 7.25.

3. Wikipédia cite l’exemple de la fonction de Cantor qui est dérivable presque partout au sens usuel, mais qui n’est
pas faiblement dérivable. Écrivez-moi si vous connaissez des théorèmes qui lient les trois notions de dérivée.

4. En fait c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
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Lemme 31.11 (Convergence dans DpKq).
Si α est un multiindice et si ϕn

DpKqÝÑ ϕ, alors nous avons

Bαϕn unifÝÑ Bαϕ. (31.23)

Démonstration. Quitte à considérer la suite ϕn´ϕ nous pouvons supposer ϕn
DpKqÝÑ 0. Nous avons

}Bαϕn} ď
ÿ

µďα
}Bµϕn}K,8. (31.24)

Vu que le membre de droite tend vers zéro, nous avons

lim
nÑ8 }B

αϕn}K,8 Ñ 0, (31.25)

ce qui revient à dire que Bαϕn converge uniformément sur K vers Bαϕ.
Lemme 31.12.
Si une fonction f : DpΩq Ñ R est continue sur chacun des DpKq pour tout K compact dans Ω
alors est continue sur DpΩq.
Démonstration. Soit I ouvert dans R ; nous devons trouver un ouvert O dans C8pΩq tel que
f´1pIq “ DpΩq X O. Vu que f est continue sur chacun des DpKq avec K compact dans Ω, pour
tout tel compact nous avons un ouvert OK dans DpKq tel que f´1pIq X DpKq “ OK . En tant
qu’union d’ouverts 5, l’ensemble

O “
ď

K compact de Ω
OK (31.26)

est ouvert dans C8pΩq. Si φ inf´1pIq, nous avons φ P DpKq pour un certain K compact de Ω,
donc f´1pIq Ă O. A forciori nous avons f´1pIq Ă O XDpΩq.

Dans l’autre sens, si φ P O, alors φ est dans un des OK et donc dans f´1pIq. Nous avons donc
bien f´1pIq “ DpΩq XO.

Théorème 31.13 (Convergence dans DpΩq[117]).
Soit pϕnqnPN une suite dans DpΩq et ϕ P DpΩq. Nous avons ϕn

DpΩqÝÑ ϕ si et seulement s’il existe
K compact dans Ω tel que ϕn P DpKq pour tout n et ϕn

DpKqÝÑ ϕ.

Démonstration. Supposons que ϕn
DpΩqÝÑ ϕ et qu’il n’existe pas de compacts contenant tous les

supports des ϕn. Alors pour tout compact de Ω il existe un n tel que le support de ϕn ne soit pas
dans K. Nous considérons une suite de compacts pKiq tels que IntpKnq Ă Kn`1 et Ω “ Ť

nKn. Une
telle suite existe par le lemme 9.59. Ensuite nous construisons des sous-suites de la façon suivante.
D’abord L1 “ K1 et n1 P N est choisi de telle sorte que ϕn1 ait un support non contenu dans L1.
Ensuite Li est un compact de la suite pKnq choisi plus loin que Li´1 et tel que ϕni´1 P DpLiq.
Le nombre ni est alors choisitplus grand que ni´1 de telle sorte que ϕni R DpLiq. Ce faisant, en
posant φi “ ϕni nous avons

φi P DpLi`1qzDpLiq (31.27)

et IntpLnq Ă Ln`1 et Ω “ Ť
n Ln. Étant donné que pφiq et une sous-suite de pϕiq nous avons encore

φi
DpΩqÝÑ ϕ.
Soit i P N. Nous allons utiliser le résultat 28.139, aka la seconde forme géométrique du théorème

de Hahn-Banach pour séparer les parties tφiu (compact) et DpLiq (fermé) dans DpΩq. Nous avons
fi P D 1pΩq telle que

"
fipφiq ą α (31.28a)
f
`
DpLiq

˘ ă α. (31.28b)

5. Voir définition 7.1.
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Nous redéfinissons immédiatement fi de façon à avoir
"
fipφiq “ 0 (31.29a)
f
`
DpLiq

˘ ă 0. (31.29b)

Nous introduisons la fonction définie sur DpΩq par

ppφq “
8ÿ

i“1
i
fipφq
|fipφiq| . (31.30)

Si φ P Lk, alors fkpφq “ 0 et même flpφq “ 0 pour tout l ě k. Donc pour chaque k, la somme
définissant p est finie sur DpLkq. Nous en déduisons que p est continue sur chacun des DpLkq et
donc sur DpΩq par le lemme 31.12.

L’image de la suite convergente φk
DpΩqÝÑ ϕ par p doit être bornée parce que p est continue. Mais

dans la somme (31.30), tous les termes sont positifs et en particulier le terme i “ k vaut k, donc
ppφkq ě k, ce qui contredit le fait que l’image de la suite soit bornée. Nous en déduisons donc
l’existence d’un compact K tel que ϕn P DpKq pour tout n.

Nous devons encore prouver que ϕn
DpKqÑ ϕ pour ce choix deK. Vu que ϕn

DpΩqÝÑ ϕ, le lemme 7.28
nous dit que nous avons aussi ϕn

C8pΩqÝÑ ϕ, ce qui signifie que pour tout K et m nous avons

pK,mpϕn ´ ϕq Ñ 0. (31.31)

En particulier pour le K fixé plus haut nous avons pmpϕn ´ ϕq Ñ 0, c’est-à-dire que ϕn
DpKqÝÑ ϕ.

Proposition 31.14.
Si K est compact dans Ω, l’espace DpKq est métrique et complet.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que DpKq est complet. Ensuite nous allons montrer
que sa topologie peut être donnée par une distance.
Complet Nous considérons une suite de Cauchy pϕnq dans DpKq au sens de la définition 9.19.

Soient ε ą 0 et i P N ; si k et l sont assez grands nous avons

ϕk ´ ϕl P Bip0, εq. (31.32)

En particulier pour i “ 0 nous avons l’inégalité

}ϕk ´ ϕl}8 ď ε, (31.33)

La suite pϕnq est donc de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
et y converge donc par complétude,

proposition 13.282. Il existe donc une fonction ϕ P CpKq telle que

ϕn
unifÝÑ ϕ. (31.34)

Notre jeu à présent est de prouver que ϕ P DpKq, c’est-à-dire qu’elle est de classe C8.
Soit un multiindice α “ µ1, . . . , µn, i. Si k et l sont assez grands nous avons

}Bαpϕk ´ ϕlq}8 ď ε, (31.35)

c’est-à-dire que
}BipBµϕkq ´ BipBµϕlq}8 ď ε. (31.36)

Si nous notons ψk “ Bµϕk cela signifie que pBiψnq est une suite de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
.

Elle y converge donc et il existe une fonction gi P CpKq telle que

Biψn unifÝÑ gi. (31.37)

Dans ce cas le théorème 13.298 nous indique que ψ est de classe C1, c’est-à-dire que ϕ P
Cn`1pKq.
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Métrique La proposition 9.80 nous dit que la topologie donnée par l’écart

dpϕ1, ϕ2q “ sup
kě1

mint1
k
, pk´1pϕ1 ´ ϕ2qu (31.38)

est la même que celle de DpKq. Il reste à montrer que cette formule est bien une distance au
sens de la définition 7.87.
(1) Nous avons bien dpϕ1, ϕ2q ě 0 parce que tous les éléments du supremum et du minimum

sont positifs.
(2) Si dpϕ1, ϕ2q “ 0 alors pour tout k nous devons avoir pk´1pϕ1 ´ ϕ2q “ 0 ; en particulier

pour k “ 1 cela donne ϕ1 “ ϕ2.
(3) Nous avons

pkpϕ1 ´ ϕ2q “ pk
`´ pϕ2 ´ ϕ1q

˘ “ plpϕ2 ´ ϕ1q (31.39)

en utilisant la propriété (2) de la définition 9.74 de semi-norme.
(4) Nous avons

pkpϕ1 ´ ϕ2q “ pkpϕ1 ´ ϕ3 ` ϕ3 ´ ϕ2q ď pkpϕ1 ´ ϕ3q ` pkpϕ3 ´ ϕ2q (31.40)

en utilisant la propriété (3) de la définition 9.74.

Notons que la proposition 9.80 nous dit que DpKq est complet tout autant pour la topologie
des semi-normes que pour celle de la distance que nous venons de décrire. Ces deux topologies
sont les mêmes. Étant métrique et complet, l’espace DpΩq et donc de Baire par le théorème 9.87.
Ce qui est bien avec ces deux topologies identiques c’est qu’on peut utiliser la propriété de Baire
même en ne parlant que des semi-normes.

31.3 Distributions

Si Ω est un ouvert de Rd, alors l’ensemble DpΩq est contenu dans C8pΩq. Nous allons com-
mencer par définir une topologie sur C8pΩq et ensuite donner à DpΩq la topologie induite 6.

Définition 31.15 (Distribution).
Une distribution sur un ouvert Ω de Rd est une forme linéaire continue sur DpΩq “ C8c pΩq.
C’est donc un élément de D 1pΩq.

Le théorème suivant donne quelques façons de vérifier qu’une forme linéaire soit continue. En
particulier il nous dit que pour prouver qu’une forme linéaire est une distribution il suffi de prouver
la continuité séquentielle.

Théorème 31.16 ([117, 440]).
Soit T une forme linéaire sur DpΩq. Nous avons équivalence entre les points suivants.
(1) T est continue.
(2) Pour tout compact K Ă Ω il existe m P N et C ě 0 tel que pour tout ϕ P DpKq nous ayons

ˇ̌
T pϕqˇ̌ ď Cpm,Kpϕq (31.41)

où pm,K est la semi-norme donnée en (31.21).
(3) T est séquentiellement continue sur DpΩq.
(4) T est séquentiellement continue en 0.
(5) Pour tout compact K Ă Ω, la restriction de T à DpKq est continue.
6. Définition 7.10.
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Un certain nombre d’ouvrages prennent le point (2) comme la définition d’une distribution.

Définition 31.17 (Topologie sur D 1pΩq).
Nous munissons l’espace D 1pΩq de la topologie ˚-faible, c’est-à-dire celle de la famille de semi-
normes

pϕ : D 1pΩq Ñ R

T ÞÑ ˇ̌
T pϕqˇ̌ (31.42)

avec ϕ P DpΩq.
Oui, c’est bien une famille de semi-normes indicée par l’ensemble DpΩq. Il n’y en a donc a

priori pas du tout une quantité dénombrable.

Proposition 31.18 (Convergence au sens des distributions).
Nous avons Tn

D 1pΩqÝÑ T si et seulement si Tnpϕq Ñ T pϕq pour tout ϕ P DpΩq.

Démonstration. La convergence Tn
D 1pΩqÝÑ T signifie que l’on ait pϕpTn´T q Ñ 0 pour tout ϕ P DpΩq,

ce qui en retour signifie que ˇ̌pTn ´ T qpϕq
ˇ̌Ñ 0. (31.43)

Cette proposition suppose que l’on ait une distribution T qui vérifie Tnpϕq Ñ T pϕq et conclut
qu’on a une convergence dans les distributions. Le théorème suivant est plus fort : il va seulement
supposer que Tnpϕq converge dans C et va conclure que T : ϕ ÞÑ limnÑ8 Tnpϕq est une distribution.
Théorème 31.19 ([441]).
Soit pTnq une suite dans D 1pΩq et nous supposons que pour tout ϕ P DpΩq la suite

`
Tnpϕq

˘
converge

dans C. Alors il existe T P D 1pΩq telle que Tn
D 1pΩqÝÑ T .

Proposition 31.20.
L’application

i : L2pΩq Ñ D 1pΩq
f ÞÑ Tf

(31.44)

est une injection continue.

Démonstration. Le fait que ce soit une injection est le fait que si Tf “ Tg alors pour tout φ P DpΩq
nous avons xf ´g, φy “ 0, et cela implique que f ´g est nulle presque partout en tant que fonction
et est simplement nulle en tant que classe de fonction dans L2.

En ce qui concerne la continuité, il suffit de la prouver en zéro (par linéarité). Soit donc fn L2ÝÑ 0
et montrons que Tfn

D 1pΩqÝÑ T0. Pour prouver cela, la proposition 31.18 nous indique qu’il est suffisant
de tester Tnpφq Ñ 0 pour tout φ P DpΩq.

Notons que si φ P D a fortiori φ P L2. Nous avons

Tfnpφq “
ż

Ω
fnφ ď }fnφ}L1 ď }fn}2}φ}2 Ñ 0 (31.45)

où nous avons utilisé l’inégalité de Hölder de la proposition 28.33.

Cette proposition permet de donner un sens à des phrases du type « Soit une distribution T .
Si T P L2, alors . . . ». Cela signifie qu’il existe u P L2 tel que T “ Tu. Notons que dans ce cas, la
distribution est définie sur L2 et non seulement sur D .
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31.3.1 Multiplication d’une distribution par une fonction

Définition 31.21.
Si T P D 1pΩq et si f P C8pΩq nous définissons la distribution fT par

pfT qpϕq “ T pfϕq. (31.46)

Souvent écrit sous la forme plus compacte xfu, φy “ xu, fφy.
Cela a un sens parce que si ϕ P DpΩq alors fϕ est aussi dans DpΩq.
Cette définition est motivée par ce que l’on ferait pour une distribution à densité. Si T est une

distribution de densité notée également T , nous avons T pφq “ ş
T pxqφpxq et donc

pfT qpφq “
ż
pfT qpxqφpxq “

ż
T pxqfpxqφpxq “

ż
T pxqpfφqpxq “ T pfφq. (31.47)

En ce qui concerne les distributions tempérées, nous pouvons définir le produit avec une fonction
f P S pΩq par la même formule : si f, ϕ P S pΩq alors le produit fϕ est encore Schwartz. Notons
toutefois que nous ne pouvons pas définir fT dans S 1pΩq si f est seulement dans C8pΩq.

31.3.2 Dérivée de distribution

Proposition-définition 31.22.
Soit T une distribution sur Ω et α P Nd. Alors la formule

pBαT qpϕq “ p´1q|α|T pBαϕq (31.48)

définit une distribution BαT .
Cette distribution BαT sera la dérivée distributionnelle de T . Notons que le même résultat

est encore valide pour des distributions tempérées, et la démonstration est la même.

Démonstration. La forme linéaire BαT sera continue si elle est séquentiellement continue par le
théorème 31.16. Nous considérons donc une suite ϕn

DpΩqÝÑ ϕ et nous vérifions que

lim
nÑ8pB

αT qpϕnq “ pBαT qpϕq. (31.49)

D’abord T étant une distribution (et donc continue) nous pouvons la permuter avec la limite :

lim
nÑ8pB

αT qpϕnq “ lim
nÑ8p´1q|α|T pBαϕnq “ p´1q|α|T ` lim

nÑ8 B
αϕn

˘
. (31.50)

Notons qu’à gauche la limite est une limite dans R tandis qu’à droite c’est une limite dans DpΩq.
Ensuite le lemme 31.11 nous dit que l’hypothèse ϕn

DpΩqÝÑ ϕ signifie en particulier que nous avons
un compact K Ă Ω contenant tous les supports des ϕn et que Bαϕn converge uniformément (sur
K et donc sur Ω) vers Bαϕ. Donc

lim
nÑ8pB

αT qpϕnq “ p´1q|α|T ` lim
nÑ8 B

αϕn
˘ “ p´1q|α|T `Bαϕ˘ “ pBαT qpϕq, (31.51)

ce qui est la relation demandée.

Le lemme suivant montre une compatibilité entre la dérivée des distributions, la dérivée faible
et l’injection de L2 dans l’espace des distributions.

Lemme 31.23.
Soit Ω un ouvert bornée de Rn et f P L2pΩq. Alors nous avons

BipTf q “ TBif (31.52)

où la dérivée à droite est la dérivée faible définie en 31.8.
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Démonstration. En utilisant la définition de la dérivation de distribution, pour tout φ P D nous
avons

BipTf qφ “ ´Tf pBiφq “ ´xf, Biφy “ xBif, φy “ TBif pφq. (31.53)

Nous avons utilisé la définition (31.20) de la dérivée faible.

Nous avons déjà vu dans l’exemple 31.4 que la fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible.
Nous allons à présent voir que cette fonction a une dérivée au sens des distributions. Intuitivement,
la fonction de Heaveside a une dérivée nulle partout sauf en x “ 0 où sa dérivée serait infinie ; nous
nous attendons à un delta de Dirac.

Proposition 31.24.
La dérivée de la fonction de Heaveside

H : RÑ R`

x ÞÑ
#

0 si x ď 0
1 si x ą 0

(31.54)

est le delta de Dirac.

Démonstration. Par définition, la dérivée de H au sens des distributions est la distribution H 1 qui
fait

H 1pϕq “ ´xH,ϕ1y (31.55)

pour tout élément ϕ P DpRq. Un petit calcul :

´xH,ϕ1y “ ´
ż

R

Hptqϕ1ptqdt (31.56a)

“ ´
ż 8

0
ϕ1ptqdt (31.56b)

“ ´ lim
xÑ8

ż x

0
ϕ1ptqdt (31.56c)

“ ´ lim
xÑ8

`
ϕpxq ´ ϕp0q˘ (31.56d)

“ ϕp0q. (31.56e)

Justifications :
— Pour (31.56b), c’est que Hptq “ 0 pour t P s´8, 0r.
— Pour (31.56c), c’est le lemme 15.226.
— Pour (31.56d), c’est le corollaire 15.247.

31.3.3 Ordre et support d’une distribution

Définition 31.25 (support d’une distribution[4]).
Soit T une distribution. Le support de T est le complémentaire de l’union des ouverts O tels que
T pϕq “ 0 pour tout ϕ à support dans O.

Définition 31.26.
Si T est une distribution sur Ω, nous disons que T est d’ordre inférieur ou égal à p P N si pour
tout compact K de Ω, il existe CK P R tel que pour tout ϕ P DpKq,

ˇ̌xT, ϕyˇ̌ ď CK max
|α|ďp

}Bαϕ}8. (31.57)

Ici α est un multiindice.
La distribution T est d’ordre p si elle est d’ordre inférieur ou égal à p mais pas à p´ 1.
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Pour la proposition suivante, on peut se remémorer la définition 31.10 de la topologie sur
C8pΩq.
Proposition 31.27 ([442]).
Restriction entre C8 et D .
(1) Si T P C8pΩq1, alors la restriction de T à DpΩq est une distribution à support 7 compact.
(2) Si T est une distribution à support compact alors elle se prolonge de façon unique en une

forme linéaire continue sur C8pΩq.
Proposition 31.28 ([117]).
Une distribution à support compact est d’ordre fini.

Lemme 31.29 ([168]).
Soit u P D 1pRq et φ P DpRq tels que supppuq X supppφq “ H. Alors xu, φy “ 0.

Démonstration. Soit x R supppuq. Alors il existe un voisinage Vx de x tel que xu, ψy “ 0 pour tout
ψ P DpVxq. En particulier, si x P supppφq, alors x n’est pas dans le support de u et les ensembles
tVx tel que x P supppφqu recouvrent supppφq. Cependant φ est à support compact et nous pouvons
extraire un sous-recouvrement fini de supppφq : il existe x1, . . . , xp tels que

supppφq Ă
pď

i“1
Vxi . (31.58)

Nous prenons une partition de l’unité 8 subordonnée à ce recouvrement. C’est-à-dire des fonctions
χi P DpVxiq telles que pour tout x P supppφq,

pÿ

i“1
χipxq “ 1. (31.59)

En particulier nous avons
ř
i χipxqφpxq “ φpxq, et donc

xu, φy “ xu,
ÿ
χiφy “

ÿ
xu, χiφy “ 0 (31.60)

parce que supppχiφq Ă Vxi .

Lemme 31.30 ([168]).
Si u est une distribution d’ordre fini N sur R, si supppuq “ tx0u et si

φpx0q “ . . . “ φpNqpx0q “ 0 (31.61)

alors xu, φy “ 0.

Démonstration. Les fonctions plateaux dont nous avons parlé dans la section 16.13.1 nous per-
mettent de considérer une fonction χ P DpRq vérifiant

χpxq “
#

1 si x P Bp0, 1q
0 si |x| ą 2

(31.62)

Ensuite nous posons χnpxq “ χ
`
npx´x0q

˘
. Par conséquent χnpx0q “ χp0q “ 1 et même χnpx0`εq “

χpεq “ 1 tant que ε est plus petit que disons 1
2 pour être sur. Nous en déduisons que la fonction

1 ´ χn s’annule sur un voisinage de x0 et que donc x0 n’est pas dans le support de 1 ´ χn. Donc
suppp1´ χnq X supppuq “ H et le lemme 31.29 est utilisable : xu, p1´ χnφqy “ 0, ou encore :

xu, φy “ xu, χnφy (31.63)

7. Définition 31.25.
8. Lemme 21.20.
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pour tout n. Vu que le but est de prouver que xu, φy “ 0, nous allons prouver que

|xu, χnφy| nÑ8ÝÑ 0. (31.64)

Dans ce dessin nous posons
}f}n “ sup

xPBp0, 2
n
q
}fpxq} (31.65)

et
}f}ppq “ sup

iďp
}Bif}8. (31.66)

La distribution u est d’ordre fini N , et nous en écrivons la définition 31.26 en prenant supppχnφq
en tant que K : ˇ̌xu, χnφy

ˇ̌ ď C max
kďN }B

kpχnφq}8. (31.67)

En remplaçant le maximum par une somme de k “ 0 à k “ N , nous majorons. De plus le support
de χn étant contenu dans Bn “ Bpx0, 2{nq nous ne changeons rient en utilisant }.}n au lieu de
}.}8. Donc

|xu, χnφy| ď C
Nÿ

k“0
}Bkpχnφq}n ď C

Nÿ

k“0

ˆ
k

i

˙
}Biχn}n}Bk´iφ}n. (31.68)

Notons que la seconde inégalité est une inégalité du type }fg} ď }f}}g}. En dérivant un petit peu
nous trouvons que

pBiχnqpxq “ nipBiχq`npx´ x0q
˘
. (31.69)

Donc 9

}Biχn}n “ sup
xPBn

ni
ˇ̌pBiχq`npx´ x0q

˘ˇ̌ “ ni sup
yPr´2,2s

ˇ̌pBiχqpyqˇ̌ “ ni}Biχ}8. (31.70)

Nous pouvons donc remplacer }Buχn}n par ni}Biχ}8.
D’autre part nous voulons majorer }Bk´iφ}n par quelque chose ne dépendant ni de k ni de i.

Nous faisons le théorème des accroissements finis 12.151 : }Blφ}n ď 2
n}Bl`1φ}n. Ce n au dénomi-

nateur est salutaire parce que nous avions un ni apparu à cause du remplacement (31.70). Nous
faisons donc i` 1 fois le théorème des accroissements finis :

}Bk´iφ}n ď
ˆ

2
n

˙i`1
}Bk`1φ}n. (31.71)

Toutes ces majorations donnent

ˇ̌xu, χnφy
ˇ̌ ď C

Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
i

k

˙
ni }Biχ}8loomoon
ď}χ}pNq

ˆ
2
n

˙i`1
}Bk`1φ}nloooomoooon
ď}φ}pN`1q

(31.72a)

ď C}χ}pNq}φ}pN`1q
1
n

Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
2i`1 (31.72b)

“ C 1

n
(31.72c)

où C 1 est une constante qui dépend de χ, de φ et de N , mais pas de n. Vu que C1

n Ñ 0 nous avons
bien

xu, φχny “ 0, (31.73)

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 31.31 ([168]).
Soit u P DpRq1 avec supppuq “ tx0u. Alors u “ řN

i“0 aiBiδx0 où N est l’ordre de u.
9. Dans [168], la dernière égalité vient avec une inégalité, et je comprends pas pourquoi.
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Démonstration. D’abord il faut préciser que l’ordre de u est fini parce que son support est compact
(proposition 31.28) ; nous notons N cet ordre.

Soit φ P DpRq. Nous considérons χ P DpRq telle que

χpxq “
#

1 si x P Bpx0, 1q
0 si |x´ x0| ą 2.

(31.74)

Encore une fois, 1´ χ s’annule sur un voisinage autour de x0, ce qui fait que

supppuq X supp
`p1´ χqφ˘ “ H, (31.75)

et donc xu, p1´ χqφy “ 0. Au final,
xu, φy “ xu, χφy. (31.76)

C’est le moment de poser

ψpxq “ χpxq“φpxq ´
Nÿ

k“1

1
k!pB

kφqpx0qpx´ x0qk
‰

(31.77)

La fonction ψ ayant un support disjoint de celui de u, nous avons aussi xu, ψy “ 0, ce qui donne

xu, φy “ xu, χφy “ xu, χ
Nÿ

k“0

1
k!pB

kφqpx0qpx´ x0qky. (31.78)

En posant ak “ 1
k!xu, x ÞÑ χpxqpx´ x0qky nous avons alors

xu, φy “
Nÿ

k“0
akpBkφqpx0q “

ÿ

k

p´1qkakpBkδx0qpφq. (31.79)

31.4 Distributions tempérées

L’espace de Schwartz 10 S pΩq est défini dans la définition 28.143 ; sa topologie y est discutée.

Définition 31.32.
Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S pRdq. L’ensemble des distri-
butions tempérées est noté S 1pRdq. Si T est une telle distribution, nous notons xT, ϕy l’image de
ϕ par T .

31.33.
Pour rappel, la topologique sur S pRdq est celle de la définition 28.148.

Si f est une fonction sur Rd telle que fϕ P L1pRdq pour tout ϕ P S pRdq, alors nous définissons
la distribution Tf P S 1pRdq par

xTf , ϕy “
ż

Rd
fpxqϕpxqdx. (31.80)

Cette définition ne fonctionne pas pour toutes les fonctions. Par exemple pour fpxq “ ex
2 , et

ϕpxq “ e´x2 P S pRq nous avons fϕ “ 1 qui n’est pas du tout intégrable sur R.

10. Attention : ce Schwartz (avec un t) est le Schwartz des distributions dont le prénom est Laurent. À ne pas
confondre avec Schwarz (sans t) dont le prénom est Cauchy.
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Lemme-définition 31.34.
L’application

δ : FunpRdq Ñ C

ϕ ÞÑ ϕp0q. (31.81)

est
(1) une distribution,
(2) une distribution tempérée.

Cette distribution est nommée distribution de Dirac.

Démonstration. Juste pour rappel, FunpXq est l’ensemble de toutes les fonctions sur X. Pour
prouver que δ est une distribution, nous devons démontrer que δ : DpRq Ñ C est continue. Et
pour qu’elle soit une distribution tempérée, il faut démontrer que δ : S pRq Ñ C est continue.

Nous utilisons le théorème 31.16(2) pour démontrer la continuité de δ sur DpRq. Soit un
compact K Ă R et ϕ P DpKq. En prenant m “ 0 nous devons avons la majoration

|δpϕq| “ ϕp0q ď }ϕ}K,8 “ p0,Kpϕq. (31.82)

Pour la continuité de δ sur S pRdq, nous utilisons les résultats de 28.149. Soit une suite ϕn SÑ 0.
En particulier, p0,0pϕnq “ supx |ϕnpxq| Ñ 0. Donc ϕnp0q Ñ 0 comme il le faut.

Exemple 31.35
La valeur principale de la fonction x ÞÑ 1

x est la distribution

T : S pRq Ñ R

ϕ ÞÑ lim
εÑ0
εą0

ż

|x|ąε
ϕpxq
x

.
(31.83)

Montrons que cela définit bien une distribution tempérée.
D’abord l’intégrale existe pour tout ε, par exemple parce que pour les grands |x| nous avons

par exemple |ϕpxq ď x3| et donc ϕpxq{x ď 1{x2 dont l’intégrale converge. Nous devons maintenant
regarder la limite.

Nous considérons une suite εn Ñ 0 et la suite

an “
ż

|x|ěεn
ϕpxq
x

dx. (31.84)

Nous montrons que cette suite converge dans R en montrant qu’elle est de Cauchy. Pour cela nous
travaillons un peu la forme de ϕ :

ϕpxq “ ϕp0q `
ż x

0
ϕ1ptqdt “ ϕp0q `

ż 1

0
xϕ1pxθqdθ. (31.85)

Ce qui est dans l’intégrale est borné par K “ }Mxϕ
1}8 qui est parfaitement fini parce que ϕ est à

décroissance rapide. Lorsque nous calculons |am ´ an|, le terme ϕp0q{x donne une intégrale nulle
parce que le domaine d’intégration εn ď |x| ď εn est symétrique alors que la fonction 1{x est
impaire.

|am ´ an| ď
ˇ̌ ż

εmă|x|ăεn
K
ˇ̌ “ 2|εn ´ εm|K (31.86)

Tout cela nous dit que T est bien définie. Nous devons encore étudier sa continuité.
Soit χ une fonction dans C8c pRq telle valant 1 sur r´1, 1s, paire et à valeurs dans r0, 1s. Pour

tout ε ą 0 nous avons
ş
|x|ąε

χpxq
x dx “ 0.
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Nous avons aussi ϕ “ χϕ` p1´ χqϕ, et donc
ż

|x|ąε
ϕpxq
x

dx “
ż

|ε|ą0
χpxqϕpxq ´ ϕp0q

x
dx`

ż

|ε|ą0

`
1´ χpxq˘ϕpxq

x
dx (31.87a)

“
ż

|ε|ą0
χpxq

ż 1

0
ϕ1pθxqloomoon
ď}ϕ1}8

dθ `
ż

|x|ě1

`
1´ χpxq˘ϕpxq

x
dx (31.87b)

ď }ϕ1}8
ż

|x|ěε
χpxqdx` }ϕ}L1 (31.87c)

“ C}ϕ1}8 ` }ϕ}1. (31.87d)

Cela est valable pour toute fonction ϕ P S pRq. Mais nous savons que si ϕn
S pRqÑ 0, alors }ϕn}8 Ñ 0,

}ϕ1n}8 Ñ 0 et }ϕn}1 Ñ 0 ; donc si ϕn
S pRqÑ 0, alors

T pϕnq “ lim
εÑ0
εą0

ż

|x|ąε
ϕpxq
x

ď C}ϕ1n}8 ` }ϕn}1 Ñ 0. (31.88)

4

31.4.1 Topologie

La topologie que nous mettons sur l’espace S 1pRdq est le même type que celle que nous
mettons sur D 1pRdq, c’est-à-dire celle des semi-normes pϕpT q “ |T pϕq|. La définition 31.17 et la
proposition 31.18 restent.

Proposition 31.36.
Nous avons Tn

S 1pRdqÝÑ T si et seulement si pour tout ϕ P S pRdq nous avons Tnpϕq Ñ T pϕq.

31.4.2 Distributions associées à des fonctions

Si f P L1
locpRdq alors nous lui associons une distribution Tf P D 1pRdq définie par la formule

Tf pϕq “
ż

Rd
fpxqϕpxqdx. (31.89)

Proposition 31.37.
L’application ainsi définie

L1
locpRdq Ñ D 1pRdq

f ÞÑ Tf
(31.90)

est injective.

Démonstration. Si Tf “ 0 alors pour tout ϕ P D nous avons
ş
Rd
fϕ “ 0. En vertu de la proposi-

tion 28.133 cela implique f “ 0 presque partout.

31.4.3 Composition avec une fonction

Proposition 31.38 ([441], page 113 et 32).
Soit T P S 1pΩq et f P CkpAˆ Ωq où A est ouvert dans Rd. Nous posons

F : AÑ R

λ ÞÑ T
`
fpλ, .q˘. (31.91)

Alors F P CkpAq.
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31.4.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

Définition 31.39.
La transformée de Fourier de la distribution tempérée T P S 1pRdq est la distribution T̂ définie
par

T̂ pϕq “ T pϕ̂q (31.92)

pour tout ϕ P S pRdq.
Lemme 31.40.
Si f P S pRdq, nous avons T̂f “ Tf̂ .

Démonstration. En utilisant les définitions,

T̂f pϕq “ Tf pϕ̂q “
ż

Rd
fpxqϕ̂pxqdx “

ż

Rd
fpxq

„ż

Rd
ϕpyqe´iyxdy


dx (31.93)

où nous avons noté xy le produit scalaire x· y. Nous permutons les intégrales en utilisant le
théorème de Fubini 15.259 avec la fonction

px, yq ÞÑ fpxqϕpyqe´ixy (31.94)

qui est parfaitement dans L1pRd ˆRdq. Nous écrivons alors

T̂f pϕq “
ż

Rd

„ż

Rd
fpxqϕpyqe´iyxdx


dy “

ż

Rd
ϕpyqf̂pyqdy “ Tt̂pϕq. (31.95)

31.4.5 Convolution d’une distribution par une fonction

Nous savons que si ψ P S pRdq et si x P Rd alors la fonction y ÞÑ ψpx ´ yq est encore une
fonction dans S pRdq. Donc si T P S 1pRdq nous pouvons considérer la fonction T ˚ ψ “ ψ ˚ T
définie par

pT ˚ ψqpxq “ T
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘. (31.96)

Notons que T ˚ ψ est bien une fonction et non une distribution.
Le but de la définition est d’avoir

Tf ˚ ψ “ f ˚ ψ. (31.97)

En effet
pTf ˚ ψqpxq “ Tf

`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “

ż

Rd
fpyqψpx´ yqdy “ pf ˚ ψqpxq. (31.98)

Exemple 31.41
La distribution de Dirac est le neutre pour le produit de convolution. En effet

pδ ˚ ψqpxq “ δ
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “ ψpxq, (31.99)

c’est-à-dire δ ˚ ψ “ ψ. 4

Proposition 31.42 ([4]).
Si T P S 1pRdq et ψ P S pRdq, alors la distribution associée à la fonction T ˚ ψ est tempérée.
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Démonstration. En agissant sur ϕ P DpRdq nous avons

TT˚ψpϕq “
ż

Rd
T
`
y ÞÑ ptxψqpyq

˘
ϕpxqdx (31.100a)

“
ż

Rd
T
`
y ÞÑ ϕpxqψpx´ yq˘dx (31.100b)

“ T

ˆ
y ÞÑ

ż

Rd
ϕpxqψpx´ yqdx

˙
(31.100c)

“ T
`
y ÞÑ pϕ ˚ ψ̌qpyq˘ (31.100d)

“ T pϕ ˚ ψ̌q. (31.100e)

Attention : Problèmes et choses à faire

Le passage à la ligne (31.100c) n’est pas justifié.

31.4.6 Approximation de la distribution de Dirac

Lemme 31.43 ([1]).
Soient des fonctions jn : RÑ R` de classe C8 telles que
(1) Pour chaque n, la fonction x ÞÑ jn

`|x|˘ est strictement décroissante et converge ponctuelle-
ment vers zéro.

(2) Pour chaque x, la suite n ÞÑ jnpxq est décroissante et converge vers 0.
(3) Pour tout M ą 0, la suite jn converge vers zéro uniformément sur Bp0,Mqc.
(4) Pour tout δ et ε, il existe un N P N tel que | şBp0,δq jnpxqdx´ 1| ď ε.
(5) Pour tout n, nous avons

ş
R
jn “ 1.

Alors si u P S pRq nous avons

lim
nÑ8

ż

R

upxqjnpxqdx “ up0q. (31.101)

Démonstration. Nous posons

In “
ż

R

jnu (31.102a)

Iδ,n “
ż

Bp0,δq
jnu (31.102b)

Zδ,n “
ż

Bp0,δq
up0qjn (31.102c)

Nous allons progressivement montrer qu’en prenant δ assez petit et n assez grand, les quantités
|In ´ Iδ,n|, |Iδ,n ´ Zδ,n| et |Zδ,n ´ up0q| peuvent être simultanément majorées par ε.

Soient δ ą 0 et ε ą 0 ; vu que u P S pRq, il existe M tel que
ş
|x|ąM |u| ă ε. Soit N1 P N tel que

pour tout n ą N1 nous avons |jnpxq| ă 1 dès que |x| ąM (hypothèse (3)). Alors
ż

|x|ąM
|jnpxqupxq| ă ε. (31.103)

De plus en posant s “ maxt|upxq| tel que δ ď |x| ď Mu (qui existe parce que u est continue et
prise sur un compact) nous pouvons considérer N2 tel que jnpxq ă ε{s pour tout |x| ą δ.

Avec n ą maxtN1, N2u nous avons

|
ż

Bp0,δq
jnu´

ż

R

jnu| “ |
ż

Bp0,δqc
jnu| (31.104a)

ď
ż

δď|x|ďM
|jnu| `

ż

|x|ěM
|jν| (31.104b)

ď εp1` |M ´ δ|q. (31.104c)
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En redéfinissant le ε nous avons donc montré que pour tout ε et δ, il existe un N P N tel que

|Iδ,n ´ In| ď ε (31.105)

dès que n ě N .
La fonction u est uniformément continue sur tout Bp0, δq, et nous pouvons donc choisir δ tel

que |up0q ´ upxq| ď ε pour tout x P Bp0, δq. Pour ce δ, nous avons déjà trouvé un N tel que
|Iδ,n ´ In| ď ε dès que n ą N . Nous avons :

|Iδ,n ´ Zδ,n| ď
ż

Bp0,δq
|upxq ´ up0q|jnpxqdx (31.106a)

ď ε

ż

Bp0,δq
jn (31.106b)

ď ε. (31.106c)

Nous avons donc prouvé que pour tout ε ą 0, il existe un δ et un N tels que
" |Iδ,n ´ In| ď ε (31.107a)
|Iδ,n ´ Zδ,n| ď ε (31.107b)

dès que n ě N .
Enfin nous avons

|zδ,n ´ up0q| “ up0q
˜ż

Bp0,δq
jn ´ 1

¸
, (31.108)

et par l’hypothèse (4) nous pouvons choisir n assez grand pour que la parenthèse soit plus petite
que ε.

Pour ε donné, nous avons donc trouvé un δ et un N tels que

|In ´ up0q| ď |In ´ Iδ,n| ` |Iδ,n ´ Zδ,n| ` |Zδ,n ´ up0q| ď 3ε. (31.109)

En passant à la limite nous avons bien In Ñ up0q dans R.

Il va sans dire que nous connaissons de telles fonctions. Nous en donnons une maintenant.

Exemple 31.44([443])
Nous introduisons la fonction fε (ε ą 0) donnée par

fεpxq “ e´ε|x|. (31.110)

Nous calculons la transformée de Fourier de fε en divisant le domaine d’intégration :

f̂εpkq “
ż

R

e´ikxe´ε|x|dx “
ż 0

´8
eεxe´ikxdx`

ż 8

0
e´εx e´ikxdx (31.111)

En décomposant les parties imaginaires et réelles, et avec un peu de changement de variables, nous
pouvons utiliser les intégrales (18.488) et (18.489) pour obtenir

f̂εpkq “ 2ε
k2 ` ε2 . (31.112)

Sachant que arctgpxq est une primitive de 1
x2`1 et avec encore un peu de changement de variables,

nous avons 11 ż

R

f̂εpkqdk “
ż 8

´8
2ε

k2 ` ε2 “ 2rarctgpx{εqs8́8 “ 2π. (31.113)

11. Et en écrivant correctement l’intégrale sur R comme une limite, etc.
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Cela montre que si nous introduisons la fonction δε donnée par

δεpkq “ 1
π

ε

ε2 ` k2 , (31.114)

alors nous avons une fonction qui tout en même temps ressemble à f̂ε et vérifie
ż

R

δεpkqdk “ 1 (31.115)

pour tout ε.
Jusqu’ici nous avons montré que

ż

R

e´ikxe´ε|x|dx “ 2πδεpkq. (31.116)

Pour chaque ε ą 0 nous avons δε P L1pRq. 4

Proposition 31.45 ([1]).
Soit g P S pRq. Alors nous avons

ż

R

ż

R

gpxqe´ixydx dy “ 2πgp0q. (31.117)

Démonstration. Soit u P S pRq ; nous multiplions l’équation (31.116) par upkq et nous intégrons
par rapport à k : ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ε|x|dx

dk “ 2π

ż

R

upkqδεpkqdk. (31.118)

Il s’agit de passer à la limite dans l’équation (31.118). Les intégrales à gauche peuvent effectuées
séparément parce qu’elles respectent le théorème de Fubini. En effet soit la fonction

fpk, xq “ upkqe´ikxe´ε|x| (31.119)

qui est dans L1pRˆRq en vertu du critère du corollaire 15.258 et du fait que à la fois k ÞÑ |upkq|
et x ÞÑ e´ε|x| sont dans L1pRq.

Nous pouvons donc grouper et dégrouper les intégrales et en particulier les inverser. Si nous
effectuons d’abord l’intégrale sur k nous trouvons

ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ε|x|dx

dk “

ż

R

e´ε|x|
ż

R

upkqe´ikxdk dx “
ż

R

e´ε|x|ûpxqdx. (31.120)

La fonction x ÞÑ |e´ε|x|ûpxq| est majorée (uniformément en ε) par x ÞÑ ûpxq qui est intégrable
parce que la transformée de Fourier d’une fonction de S est dans S par la proposition 30.14. Le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue 15.184 nous permet de permuter la limite εÑ 0
avec l’intégrale et obtenir

lim
εÑ0

ż

R

upkq
ż

R

e´ikxe´ε|x|dx dk “
ż

R

ûpxqdx “
ż

R

ż

R

upkqe´ikxdk dx. (31.121)

Notons qu’en passant à la limite nous avons perdu le droit de permuter les intégrales.
Nous devons encore prouver que

lim
εÑ0

ż

R

upkqδεpkqdk “ up0q. (31.122)

Cela n’est rien d’autre que le lemme 31.43 appliqué à la suite de fonctions jn “ δ1{n.

31.46.
Notons que les intégrales dans (31.117) ne peuvent pas être permutées parce que

ş
R
e´ixydy n’existe

pas. Il faut avouer que, malgré tous les conseils du type « attention : permuter des intégrales doit
être fait avec prudence », ce n’est pas tous les jours que nous trouvons des intégrales qui ne peuvent
pas être permutées, autrement que dans des exemples fait exprès.
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31.4.7 Peigne de Dirac

Proposition 31.47.
La formule

∆a “
ÿ

kPZ
δka (31.123)

définit un élément de D 1pRq.
La forme linéaire ∆a est le peigne de Dirac de pas a.

Démonstration. Nous utilisons le critère de continuité séquentielle en zéro du théorème 31.16. Soit
une suite ϕn Ñ 0 dans DpRq. Par le théorème 31.13 il existe un compact K de R pour lequel
ϕn P DpKq pour tout n et ϕn Ñ 0 dans DpKq. La somme 31.123 est donc finie et nous pouvons
la permuter avec une limite :

lim
nÑ8∆apϕnq “

ÿ

kPZ
lim
nÑ8ϕnpkaq. (31.124)

La limite ϕn Ñ 0 dans DpKq signifie que nous avons convergence uniforme de la fonction et de
toutes ses dérivées vers 0. En particulier }ϕn}8 Ñ 0 ; disons que la somme (qui est finie) fasse s
termes : ÿ

kPZ
ϕnpkaq ď s}ϕn}8. (31.125)

Le terme de droite tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.

Donc ∆a est bien une distribution au sens de la définition 31.15.

Lemme 31.48 ([417]).
Le peigne de Dirac vérifie la relation

∆a “ 1
a

∆1 ˝Da (31.126)

où Da est l’application Da : DpRq Ñ DpRq,
pDafqpxq “ afpaxq. (31.127)

Démonstration. Pour ϕ P DpRq nous avons

∆apϕq “
ÿ

kPZ
ϕpkaq “ 1

a

ÿ

kPZ
pDaϕqpkq “ 1

a
∆1pDaϕq. (31.128)

Proposition 31.49.
Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Notez qu’il y a plus de fonctions dans S pRq que dans DpRq ; il est donc plus difficile de rentrer
dans S 1pRq que dans D 1pRq : il est plus compliqué d’avoir existence de T pϕq pour tout ϕ P S pRq
que pour tout ϕ P DpRq.
Démonstration. Soit ϕ P S pRq. Nous avons

|∆apϕq| “ |
ÿ

k

ϕpakq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

p1` a2k2qϕpakq
1` a2k2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ďxPR

ˇ̌p1` x2qϕpxqˇ̌
ÿ

k

1
1` a2k2 . (31.129)

La somme
ř
k

1
1`a2k2 est une somme convergente, et et supremum est borné par la proposi-

tion 28.146 en prenant Qpxq “ 1 ` x2. En effet sur Bp0, rq la fonction x ÞÑ p1 ` x2qϕpxq est
bornée par ce que c’est une fonction continue sur un compact, et à l’extérieur de Bp0, rq cette
fonction est alors bornée par 1.
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Si aucune ambigüité n’est à craindre, nous noterons f la distribution Tf .

Exemple 31.50
La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est la fonction constante : δ̂ “ 1. En effet si
nous agissons sur une fonction test,

δ̂pϕq “ δpϕ̂q “ ϕ̂p0q “
ż

Rd
ϕpxqdx. (31.130)

4

31.5 L’espace C8pR,D 1pRdqq

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 9.84 dans notre contexte.

Proposition 31.51.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ D 1pRdq une fonction continue. Alors
(1) Pour tout ϕ P DpRdq, l’application t ÞÑ utpϕq est continue.
(2) Pour tout ϕ P DpRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpϕq “ ut0pϕq. (31.131)

(3) Nous avons la limite dans D 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (31.132)

En ce qui concerne la définition de l’espace C8pI,D 1pRdqq, c’est la définition 9.85. Grâce au
point (1) de la proposition 31.51, nous retenons que la propriété fondamentale d’une application
T P Ck`I,D 1pΩq˘ est que pour tout ϕ P pΩq, l’application

I Ñ C

t ÞÑ Ttpϕq (31.133)

est de classe Ck.

Proposition 31.52.
Soit pTtq P C0`I,D 1pΩq˘ et ψ P DpI ˆ Ωq. Alors l’application

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (31.134)

est continue sur I.

Démonstration. La fonction dont nous voulons prouver la continuité est une fonction R Ñ R ; il
est donc loisible de se contenter de la continuité séquentielle. Soient t0 P I et ptjq une suite dans I
convergeant vers t0. Nous posons Uj “ Ttj et ψj “ ψ

`
tj , .

˘
. Par hypothèse de continuité de pTtq nous

avons Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 . D’autre part le support de ψ étant compact nous avons supppψq Ă rc, ds ˆK

où rc, ds Ă I et K est compact dans Ω. Par conséquent nous avons aussi supppψjq Ă K.
Affin d’alléger les notations notons ψ̃pxq “ ψpt0, xq. Pour tout multiindice α et pour tout j

nous avons

pαpψi ´ ψ̃q “
ˇ̌
ˇBαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq

ˇ̌
ˇ ď |tj ´ t0| sup

tPrc,ds
xPK

|BtBαψpt, xq| Ñ 0. (31.135)

Nous avons donc la convergence
ψj

DpKqÝÑ ψpt0, .q. (31.136)
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Étant donné que Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 et ψj

DpΩqÝÑ ψ̃, le point (3) du corollaire 28.6 nous donne la
convergence

Ujpψjq Ñ Tt0pψ̃q (31.137)

dans C. Cela est bien la continuité de la fonction t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘.

Proposition 31.53 ([441]).
Soit pTtq P C0`I,D 1pΩq˘. Nous définissons l’application T : DpΩq Ñ C par la formule

T pψq “
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘ dt (31.138)

pour tout ψ P DpI ˆ Ωq. Alors T P D 1pI ˆ Ωq.
Démonstration. La proposition 31.52 nous indique que la fonction t ÞÑ Tt

`
ψpt, .q˘ est continue.

Étant donné qu’elle est seulement non nulle sur un compact, l’intégrale
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘dt (31.139)

a un sens et est finie. L’application T : DpIˆΩq Ñ C ainsi définie est linéaire. Il reste à voir qu’elle
est continue. Pour cela nous allons utiliser le théorème 31.16(2) qui nous dit que nous pouvons
nous fixer un compact rc, ds ˆK Ă I ˆ Ω et considérer ψ P D

`rc, ds ˆK˘
.

Soit, pour commencer, donnée une application ϕ P DpKq. L’application t ÞÑ Ttpϕq est continue
et non nulle sur le et il existe donc Cϕ ą 0 tel que

|Ttpϕq| ď Cϕ (31.140)

pour tout t P rc, ds.
Nous voulons utiliser le théorème de Banach-Steinhaus dans sa version 28.7 sur la famille

d’applications paramétrée par u P rc, ds :
Uu : D

`rc, ds ˆK˘Ñ R

ψ ÞÑ Tu
`
ψpu, .q˘. (31.141)

Commençons par prouver que cela est une application continue pour chaque u. Ce sera le cas si la
projection

proj : D
`rc, ds ˆK˘Ñ DpKq

ψ ÞÑ ψpu, .q (31.142)

est continue. Pour cela nous notons Pkl la semi-norme sur D
`rc, ds ˆK˘

donnée par

Pk,lpψq “
ÿ

nďk

ÿ

|α|ďl
sup
tPrc,ds
xPK

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌
. (31.143)

Nous montrons que proj est séquentiellement continue ; étant donné que les topologies sur DpKq
et D

`rc, ds ˆ K
˘
sont données par des métriques (proposition 31.14), cela suffit pour assurer la

continuité grâce à la proposition 9.14. Montrons que si ψn
D
`
rc,dsˆK

˘
ÝÑ 0, alors projpψnq DpKqÝÑ 0.

Pour cela nous remarquons que

pj
`
projpψq˘ “

ÿ

|α|ďj
sup
xPK

|Bαψpu, xq| (31.144a)

ď
ÿ

|α|ďj
sup
tPrc,ds

sup
xPK

|Bαψpt, xq| (31.144b)

“ P0,jpψq. (31.144c)
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Par conséquent
pj
`
projpψnq

˘ ď P0,jpψnq Ñ 0 (31.145)

où nous avons utilisé la proposition 9.77. Utilisant cette même proposition à l’envers, nous dédui-
sons que projpψnq DpKqÝÑ 0. Les applications Uu sont donc continues ; elles sont également bornées
parce que si ψ P D

`rc, ds ˆK˘
nous avons

sup
uPrc,ds

ˇ̌
Uupψq

ˇ̌ “ sup
u

ˇ̌
Tu

`
ψpu, .q˘ˇ̌, (31.146)

et la continuité déjà évoquée, sur le compact rc, ds, nous dit que cette quantité est finie. Le théorème
de Banach-Steinhaus peut maintenant être appliqué et il existe C ą 0 et k, l P N tels que pour
tout ψ P D

`rc, ds ˆK˘
,

ˇ̌
Uupψq

ˇ̌ ď CPk,lpψq “ C
ÿ

|α|ďk

ÿ

nďl
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌ ď C

ÿ

|α|`nďk`l
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌
. (31.147)

Quelques remarques
— Nous n’avons pas mis de maximum devant le supremum (alors que la conclusion (28.5) en

demande) parce que dans le cas des semi-normes Pkl, c’est toujours celle avec k et l le plus
grand possible qui sont les plus grandes parce qu’elles sont des sommes emboitées les unes
les autres.

— La fusion de deux sommes est bien une majoration parce qu’il y a plus de termes dans la
seconde que dans la première.

— La quantité la plus à droite est (à part le C) ce que nous pouvons noter Pk`lpψq : c’est bien
une des semi-normes associées à l’espace de dimension d` 1.

Nous majorons maintenant T pψq par
ˇ̌
T pψqˇ̌ ď

ż d

c

ˇ̌
Tt
`
ψpt, .q˘ˇ̌dt “

ż d

c

ˇ̌
Utpψq

ˇ̌
dt ď C|d´ c|Pk`lpψq. (31.148)

Maintenant le théorème 31.16(2) appliqué à l’ouvert I ˆ Ω et avec ψ au lieu de ϕ nous informe
que T P DpI ˆKq.

31.5.1 Dérivation

Quelques propriétés de dérivation des fonctions I Ñ DpΩq seront directement énoncées et
démontrées dans le cas des distributions tempérées. Les résultats 31.60 et 31.61 seront a fortiori
valables si nous remplaçons S par D .

31.6 L’espace C8pR,S 1pRdqq

Dans cette section nous notons I un ouvert de R et Ω un ouvert de Rd ; si ψ est une fonction
sur I ˆ Ω nous allons noter ψt : Ω Ñ R la fonction ψtpxq “ ψpt, xq. C’est une notation plus légère
que ψpt, .q.

31.6.1 Propriétés générales

La définition de l’espace C8pI,S 1pΩqq est encore la définition 9.85 et les propriétés énoncées
dans la proposition 31.51 sont encore bonnes ici.

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 9.84 dans notre contexte.

Proposition 31.54.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ S 1pRdq une fonction continue. Alors
(1) Pour tout ϕ P S pRdq, l’application t ÞÑ utpϕq est continue.
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(2) Pour tout ϕ P S pRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpϕq “ ut0pϕq. (31.149)

(3) Nous avons la limite dans S 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (31.150)

Lemme 31.55.
Nous avons C8pI,S 1pΩqq Ă C8pI,D 1pΩqq.
Démonstration. Soit pTtq P C8pI,S 1pΩqq. Pour chaque t nous avons

Tt P S 1pΩq Ă D 1pΩq. (31.151)

Ensuite il suffit de dire que pour tout ϕ P DpΩq la fonction

t ÞÑ Ttpϕq (31.152)

est de classe C8 parce que c’est le cas pour toute fonction dans S pΩq. La proposition 31.51 (en
changeant D en S ) conclut que pTtq P C8pI,D 1pΩqq.
Proposition 31.56.
L’espace S pΩq est complet et métrisable.

Démonstration. En ce qui concerne le métrisable nous reprenons la formule de l’écart (9.112).
Dans notre cas pour l’écrire explicitement il faudrait une énumération de N2 à partir de 1 (et non
de zéro). Cette formule donne bien une distance parce que si dpϕ1 ´ ϕ2q “ 0 alors en particulier
p00pϕ1 ´ ϕ2q “ }ϕ1 ´ ϕ2}8 “ 0 et donc ϕ1 “ ϕ2.

Nous montrons maintenant que S pΩq est complet en y considérant une suite de Cauchy pϕnq.
Soit ε ą 0 et α, β P N ainsi que k, l assez grands pour que ϕk ´ϕl P Bαβp0, εq. En particulier pour
α “ β “ 0 nous avons }ϕk ´ ϕl}8 ď ε, ce qui signifie que nous avons une suite vérifiant le critère
de Cauchy uniforme 13.279. Elle converge donc uniformément vers une certaine fonction ϕ que la
proposition 13.280 nous assure être continue. Il existe donc ϕ P CpΩq telle que

ϕk
unifÝÑ ϕ. (31.153)

Nous devons montrer que ϕ P S pΩq. Le fait que ϕ soit de classe C8 s’obtient en utilisant les
semi-normes p0,αpϕq “ }Bαϕ}8 de la même façon que dans la preuve que DpΩq était complet
(proposition 31.14). Nous obtenons en particulier que

Bαϕk unifÝÑ Bαϕ (31.154)

pour tout multiindice α. Montrons encore que ϕ est à décroissance rapide : nous devons montrer
que pour tout α et β nous avons

pαβpϕq “ sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαϕqpxqˇ̌ ă 8. (31.155)

Étant donné que pϕnq est de Cauchy dans S pΩq nous avons (pour ε fixé et k, l assez grands) :
ˇ̌
xβpBαϕk ´ Bαϕlqpxq

ˇ̌ ď ε (31.156)

pour tout x P Ω. En considérant l fixé et en prenant la limite k Ñ8 et en utilisant la convergence
uniforme (31.154) nous trouvons que

ˇ̌
xβpBαϕ´ Bαϕlqpxq

ˇ̌ ď ε (31.157)

Du coup nous pouvons faire la majoration

sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαϕqpxqˇ̌ ď sup

x

ˇ̌
xβpBαϕ´ Bαϕlqpxq

ˇ̌` sup
x

ˇ̌pBαϕlqpxq
ˇ̌ ď ε` pαβpϕlq ă 8 (31.158)

du fait que pαβpϕlq ă 8 parce que ϕl P S pΩq.
Donc ϕ P S pΩq et ce dernier est alors complet.
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Proposition 31.57.
Soit pTtq P C0`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Ttpψtq (31.159)

est continue sur I.

Démonstration. Soient t0 P I et une suite convergente vers t0 : tj Ñ t0 dans R. Vu que pTtq est
continue en t, elle est en particulier séquentiellement continue et nous avons

Ttj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . (31.160)

Montrons que nous avons aussi ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 . Pour cela nous utilisons les semi-normes 12 pαβ définies

en (28.567) :

pαβpψtj ´ ψt0q “
ÿ

xPΩ

ˇ̌
ˇxβ

`Bαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq
˘ˇ̌
ˇ (31.161a)

ď sup
xPΩ

ˇ̌
ˇxβ|t0 ´ tj | sup

tPrt0,tjs

ˇ̌BtBαψpt, xq
ˇ̌ˇ̌
ˇ (31.161b)

ď |t0 ´ tj | sup
xPΩ

sup
tPI

ˇ̌
xβBtBαψpt, xq

ˇ̌
(31.161c)

ď |t0 ´ tj |Ppαtq,βpψq. (31.161d)

Pour la première majoration nous avons utilisé le théorème des accroissements finie 13.252. Pour
la dernière ligne nous avons noté Pαβ les semi-normes de S pI ˆ Ωq et ptαq est le multiiindice qui
commence par la variable t et qui continue par α. Étant donné que Ppαtqβpψq ă 8 nous avons bien

pαβpψtj ´ ψt0q Ñ 0 (31.162)

et donc ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 .

Étant donné que S pΩq est métrisable et complet, le corollaire 28.6 nous dit que

Ttj pψtj q Ñ Tt0pψt0q, (31.163)

ce qui est bien le critère de continuité séquentielle de la fonction (31.159).

Remarque 31.58.
La proposition 31.53 nous dit, a fortiori, que si pTtq P C8

`
I,S 1pΩq˘ alors la formule

T̃ pψq “
ż

I
Ttpψtq (31.164)

donne un élément T̃ P D 1pIˆΩq. Au cas où aucune confusion n’est à craindre, nous pourrons noter
également T l’élément de D 1pI ˆ Ωq déduit de T P C8`I,S 1pΩq˘.

Notons que ce T ne sera pas toujours une distribution tempérée comme le montre l’exemple
suivant.

Exemple 31.59
En posant Ttpϕq “ et

2
ϕp0q avec I “ R, l’intégrale

T pψq “
ż

R

Ttpψtq “
ż

R

et
2
ψpt, 0qdt (31.165)

ne converge pas pour tout ψ P S pR ˆ Ωq. En effet par rapport à t, la fonction ψpt, 0q décroît
rapidement mais pas spécialement assez rapidement pour compenser et2 . 4

12. Pas parce que nous en avons envie, mais bien parce qu’elles font partie de la définition de la convergence et de
tous ces trucs.
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31.6.2 Dérivation

Proposition 31.60 ([441]).
Soit T P Ck`I,S 1pΩq˘ et 0 ď l ď k. Pour tout t0 P I l’application

T
plq
t0 : S pΩq Ñ C

ϕ ÞÑ
ˆ
dl

dt
Ttpϕq

˙
pt0q

(31.166)

est bien définie, est une distribution et de plus

t ÞÑ T
plq
t P Ck´l`I,S 1pΩq˘. (31.167)

Attention que la formule (31.166) est bonne si ϕ P S pΩq. Si par contre ψ P S pI ˆΩq et qu’on
veut regarder up1qt pψtq alors il faut regarder la proposition 31.61 et utiliser la formule (31.172) dans
laquelle se trouve up1qt pψtq.

Démonstration. Pour k “ 0 nous avons T p0qt “ Tt et c’est bon. Pour le cas k “ 1 et l “ 0 c’est
encore T p0qt “ Tt qui fonctionne.

Le premier cas non trivial à traiter est k “ 1 et l “ 1. Nous considérons t0 P I ; par définition
de la dérivée, pour tout ϕ P S pΩq, nous avons (pour peu que les limites existent) :

T
p1q
t0 pϕq “

d

dt

”
Ttpϕq

ı
t“t0

“ lim
jÑ8

Tt0`εj pϕq ´ Tt0pϕq
εj

“ lim
jÑ8Ujpϕq (31.168)

où
Uj “ 1

εj

`
Tt0`εj ´ Tt0

˘
. (31.169)

et pεjq est une suite de réels tendant vers zéro.
Vu que pTtq P CkpI,S 1pΩqq, l’application t ÞÑ Ttpϕq est de classe Ck et en particulier l’ex-

pression (31.168) a une limite lorsque j Ñ 8. Donc T p1qt0 pϕq est bien définie. Le point (1) du
corollaire 28.6 nous dit que limjÑ8 Ujpϕq “ T

p1q
t0 pϕq et T p1qt0 est une distribution (linéaire et conti-

nue).
Nous devons encore voir que t ÞÑ T

p1q
t est une application C0`I,S 1pΩq˘. Cela est une consé-

quence du fait que pTtq soit de classe C1, ce qui se traduit par le fait que l’application

t ÞÑ d

dt

´
Ttpϕq

¯
(31.170)

est continue (définition de la dérivée et point (1) de la proposition 31.54 appliquée à la dérivée).
Les cas k ě 1 se traitent par récurrence.

Proposition 31.61 ([441]).
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (31.171)

est de classe C1 sur I et

d

dt

´
Tt
`
ψpt, .q˘

¯
“ T

p1q
t

`
ψpt, .q˘` Tt

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(31.172)

Démonstration. Soient t0 P I et εj Ñ 0 une suite réelle. Le membre de gauche de (31.172), écrit
en t0, donne

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`εj
`
ψpt0 ` εj , .q

˘´ Tt0
`
ψpt0, .q

˘

εj
(31.173)



31.6. L’ESPACE C8pR,S 1pRDqq 1795

Afin d’alléger les notations nous allons écrire ψt “ ψpt, .q. Dans le numérateur de (31.173) nous
ajoutons et soustrayons la quantité Tt0`εj pψt0q et nous découpons la limite en deux morceaux :

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`εj pψt0`εj ´ ψt0q
εj

` lim
jÑ8

pTt0`εj ´ Tt0qpψt0q
εj

(31.174)

Le second terme vaut
d

dt

´
Ttpψt0q

¯
t“t0

“ T
p1q
t0 pψt0q (31.175)

par la proposition 31.60. Occupons nous de l’autre morceau de ♠. Nous posons Uj “ Tt0`εj et

ϕj “ 1
εj
pψt0`εj ´ ψt0q. (31.176)

Nous voulons utiliser le corollaire 28.6(3) pour obtenir

lim
jÑ8Ujpϕjq “ Tt0

´Bψ
Bt pt0, .q

¯
. (31.177)

D’une part pTtq est de classe C8 en t et nous avons donc la convergence Uj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . Reste à

prouver que
ϕj

S pΩqÝÑ Bψ
Bt pt0, .q. (31.178)

Cela en remarquant bien que la variable de dérivation n’est pas celle par rapport à laquelle nous
voulons la convergence Schwartz 13. Soient α et β des naturels et calculons un peu :

pαβ
`
ϕj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ sup
xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´ 1
εj

`
ψpt0 ` εj , xq ´ ψpt0, xq

˘´ BψBt pt0, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ (31.179)

Il est à présent l’heure d’utiliser un développement de Taylor avec le reste de la proposition 13.370 :

ψpt0 ` εj , xq “ ψpt0, xq ` εj BψBt pt0, xq `
ε2j
2
B2ψ

Bt2 pt̄, xq (31.180)

pour un certain t̄ P rt0, t0 ` εjs. En mettant ça dans le calcul (31.179) nous restons avec

pαβ
`
ϕj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ sup
xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´
εj
B2ψ

Bt2 pt̄, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ ď εjPα,2;β,0pψq (31.181)

où Pα,k;β,l sont les semi-normes de S pI ˆ Ωq avec la notation plus ou moins évidente de prendre
α dérivations sur x, k sur t puis de multiplier par xβtl. Au final nous avons bien

lim
jÑ8 pαβ

`
ϕj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ 0 (31.182)

et donc la convergence ϕj
S pΩqÝÑ Bψ

Bt pt0, .q.
Lemme 31.62.
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ alors si F dénote la transformée de Fourier nous avons

F
`
T
p1q
t

˘ “ pFT qp1qt (31.183)

où pFT q est la famille de distributions pFT qt “ FTt.

Démonstration. Pour la preuve il suffit de tester l’égalité sur une fonction ϕ P S pΩq :

pFT p1qt qpϕq “ T
p1q
t pFϕq “ d

dt

´
TtpFϕq

¯
“ d

dt

´
pFTtqpϕq

¯
“ pFT qp1qt pϕq. (31.184)

13. Je ne sais pas si je me suis bien fait comprendre là.
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31.7 Une équation de distribution
Nous allons étudier l’équation

px´ x0qαu “ 0 (31.185)

pour u P D 1pRq et α P N est donné fixé. Notons tout de suite que (31.185) est un petit abus
de notation pour dire qu’en vertu de la définition 31.21 du produit d’une distribution par une
fonction, pour tout φ P DpRq, nous avons u

´
x ÞÑ px´ x0qφpxq

¯
“ 0.

Lemme 31.63 ([168]).
Soit α P N. Une solution à l’équation

px´ x0qαu “ 0 (31.186)

est une distribution à support dans tx0u et d’ordre fini.

Démonstration. Nous commençons par prouver que u est une solution de (31.186) si et seulement
si 14 xu, φy “ 0 pour tout φ P D telle que

φpx0q “ . . . “ Bα´1φpx0q “ 0. (31.187)

Condition nécéssaire Supposons que u soit une solution. Alors le corollaire 18.29 du théorème
de Hadamard donne ψ P DpRq telle que φpxq “ px´ x0qαψpxq. Dans ce cas, si u est solution
de (31.186), alors

0 “ xpx´ x0qαu, ψy “ xu, px´ x0qαψpxqy “ xu, φy. (31.188)

Nous avons vu que si u est solution, alors xu, φy “ 0 pour tout φ satisfaisant la condition
(31.187).

Condition suffisante Supposons maintenant l’inverse : u est une distribution s’annulant sur
toute fonction φ P D 1 satisfaisant (31.187). Nous allons alors prouver que u est une solution.
Soit donc ψ P D et calculons

xpx´ x0qu, ψy “ xu, px´ x0qψy “ 0 (31.189)

parce que la fonction px´ x0qψpxq vérifie la condition (31.187).
Nous passons maintenant au cœur de la preuve : nous supposons que u est une solution. Si le

support de φ est contenu dans Rztx0u alors φ est nulle dans un voisinage de x0 (et donc Bkφ “ 0
pour tout k) et xu, φy “ 0. Autrement dit, pour tout φ P D

`
Rztx0u

˘
nous avons xu, φy “ 0, ce qui

signifie que supppuq X `
Rztx0u

˘ “ H ou encore que supppuq “ tx0u.
Maintenant que u a un support compact, la proposition 31.28 nous indique qu’elle est d’ordre

fini.

Théorème 31.64 ([168]).
Soit α P N et l’équation

px´ x0qαu “ 0 (31.190)

pour u P D 1pRq. Les solutions sont les combinaisons linéaires des dérivées de δx0 jusqu’à la
αeexclue.

Démonstration. D’abord montrons que les Biδx0 sont des solutions. Avec les définition 31.21 et 31.22
des dérivées de distributions et de leur produits avec des fonctions 15,

px´ x0qαBiδx0pφq “ δx0

´
Bi`px´ x0qαφpxq

˘¯
(31.191)

14. En réalité nous n’aurons besoin que de la condition nécessaire, en particulier pour le théorème 31.64.
15. Comme souvent, dans l’expression suivante, il y a un abus de notation parce que x est une variable muette :

il faudrait écrire « x ÞÑ » au début de la grade parenthèse.
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Si i ă α alors dans chaque terme de Leibnitz, il y aura un facteur px ´ x0q, et la prise de δx0

annulera. Si par contre i ě α alors il y aura le terme
ˆ
i

α

˙
Bα`px´ x0qα

˘Bi´α “
ˆ
i

α

˙
α!pBi´αφqpx0q (31.192)

qui est le seul terme contenant pBi´αφqpx0q. Il suffit alors de choisir φ P DpRq de sorte que

pBkφqpx0q “
#

0 si k ‰ i´ α
1 si k “ i´ α (31.193)

et alors on est certain que le tout n’est pas nul, et donc que px´ x0qαpBiδx0q ‰ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que Biδx0 est solution si et seulement si 0 ď i ă α.
Il faut encore prouver que les solutions sont toutes des combinaisons linéaires de dérivées de

delta de Dirac centrées en x0. Pour cela nous invoquons d’abord le lemme 31.63 qui nous assure
que u est d’ordre fini et de support tx0u. Ensuite la proposition 31.31 nous indique que u doit alors
être une combinaisons linéaire de dérivées de Dirac.
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Chapitre 32

Espaces de Sobolev, équations
elliptiques

32.1 Espaces de Sobolev
Rappel : la définition de la dérivée faible est 31.2.

32.1.1 Sur un intervalle de R

Sauf mention du contraire dans cette section I est un intervalle borné ouvert I “ sa, br de R.

Définition 32.1.
Soit I “ sa, br un ouvert borné de R. L’espace de Sobolev H1pIq est l’ensemble

H1pIq “
!
u P L2pIq tel que Dg P L2pIq tel que @ϕ P C8c pIq,

ż

I
uϕ1 “ ´

ż

I
gϕ

)
. (32.1)

L’unique élément g de L2pIq vérifiant şI uϕ1 “ ´
ş
I gϕ est noté u1 est est nommé dérivée ; nous

verrons dans les prochaines pages pourquoi.
L’espace H1 accepte le produit scalaire suivant :

xu, vy “
ż

I
uv `

ż

I
u1v1, (32.2)

et nous notons }.}H1 la norme correspondante qui n’est autre que

}u}H1 “ xu, uy “ }u}2L2 ` }u1}L2 . (32.3)

Nous introduisons l’espace L1
locpIq des fonctions étant L1 sur tout compact de I.

Corollaire 32.2.
Si u P H1pIq et si u1 “ 0 alors il existe une constant C telle que u “ C presque partout.

Démonstration. L’hypothèse u1 “ 0 signifie que pour tout fonction ϕ P C8c pIq,
ż

I
uϕ1 “

ż

I
u1ϕ “ 0. (32.4)

La proposition 28.133 nous dit alors qu’il existe une constante C telle que u “ C presque partout.

Lemme 32.3.
Tout élément de H1pIq admet un unique représentant continu.

Nous verrons dans le corollaire 32.5 que ce représentant pourra être prolongé par continuité
sur Ī.

1799
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Démonstration. Soient y0 P I et u P H1pIq. Nous considérons la fonction

ūpxq “
ż x

y0

u1ptqdt. (32.5)

Notons que par définition, u1 P L2 donc l’intégrale ne pose pas de problèmes. Montrons que ū est
continue sur Ī. Pour cela nous considérons x P Ī et h tel que x` h P Ī. Alors

ˇ̌
ūpx` hq ´ ūpxqˇ̌ “ ˇ̌ ż x`h

x
u1
ˇ̌ ď

ż x`h

x
|u1|. (32.6)

Mais la fonction |u1| est dans L1
locpIq par le lemme 28.35 ; elle est en particulier intégrable sur un

ouvert contenant x et par conséquent la dernière intégrale tend vers zéro lorsque h tend vers 0.
Nous prouvons à présent que ū est dans H1pIq et que sa dérivée est égale à u1 ; pour cela nous

allons montrer que pour tout ϕ P C8c pIq,
ż

I
ūϕ1 “ ´

ż

I
u1ϕ. (32.7)

Nous avons
ż

I
ūϕ1 “

ż

I

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
ϕ1pxqdx “

ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
ϕ1pxqdx`

ż b

y0

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
ϕ1pxqdx. (32.8)

Pour faire plus court, nous notons fpt, xq “ u1ptqϕ1pxq. La première intégrale vaut
ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqϕ1pxq
˙
“

ż y0

a

ˆż a

y0

fpt, xq1tăxpt, xqdt
˙
dx (32.9a)

“
ż a

y0

ż y0

a
fpt, xq1tąxdxdt (32.9b)

“
ż a

y0

ż t

a
fpt, xqdxdt (32.9c)

“ ´
ż y0

a

ż t

a
u1ptqϕ1pxqdx dt (32.9d)

La permutation d’intégrales pour obtenir (32.9b) est due au théorème de Fubini 15.259(3). Par le
même petit jeu, la seconde intégrale vaut

ż b

y0

ż b

t
u1ptqϕ1pxqdx dt. (32.10)

En refaisant la somme,
ż

I
ūϕ1 “ ´

ż y0

a
u1ptq

ˆż t

a
ϕ1pxqdx

˙
dt`

ż b

y0

u1ptq
ˆż b

t
ϕ1pxqdx

˙
dt (32.11a)

“ ´
ż y0

a
u1ptq`ϕptq ´ ϕpaq˘dt`

ż b

y0

u1ptq`ϕpbq ´ ϕptq˘ (32.11b)

“ ´
ż b

a
u1ϕ (32.11c)

“ ´
ż

I
u1ϕ. (32.11d)

Notons que ϕpaq “ ϕpbq “ 0 parce que ϕ est à support compact dans sa, br. Nous avons donc
prouvé que ū est dans H1pIq et que ū1 “ u1. Par le corollaire 32.2, nous avons une constante C
telle que ū “ u` C presque partout, c’est-à-dire u “ ū` C dans H1pIq.

En résumé, ũũ “ ū` C est un représentant continu de u dans L2pIq.
L’unicité du représentant continu est simplement le fait que deux fonctions continues égales

presque partout sont égales (proposition 21.154).
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Proposition 32.4.
Si u P H1pIq, alors

upxq ´ upyq “
ż x

y
u1 (32.12)

pour tout x, y P I.
Démonstration. Pour fixer les idées, nous supposons x ă y. Nous considérons une suite ϕn P C8c pIq
convergeant uniformément sur I vers 1rx,ys. Nous exigeons de plus que
— ϕ1n est positive sur ra, x` 1

n s
— ϕ1n est négative sur ry ´ 1

n , bs
— ϕn “ 1 sur rx` 1

n , y ´ 1
n s.

— ϕn “ 0 sur ra, x´ 1{ns et sur ry ` 1{n, bs.
Pour chaque n, nous découpons l’intégrale comme

´
ż

I
u1ϕn “

ż

I
uϕ1n “

ż a´1{n

a
uϕ1n`

ż x`1{n

x´1{n
uϕ1n`

ż y´1{n

x`1{n
uϕ1n`

ż y`1{n

y´1{n
uϕ1n`

ż b

y`1{n
uϕ1n. (32.13)

Par construction de ϕn, de ces 5 morceaux, il n’en reste que deux de non nulles :
ż

I
uϕ1 “

ż x`1{n

x´1{n
uptqϕ1nptqdt

looooooooooomooooooooooon
A

`
ż y`1{n

y´1{n
uptqϕ1nptqdt

loooooooooomoooooooooon
B

(32.14)

Soit ε ą 0 et n suffisamment grand pour avoir uptq P B`upxq, ε˘ pour tout t P Bpx, 1
nq et (en

même temps) uptq P B`upyq, ε˘ pour tout t P Bpy, 1
nq. C’est la continuité de u qui permet de

trouver un tel n. Pour cette valeur de n, en tenant compte des hypothèses sur la positivité de ϕ1n
nous avons

ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ´ ε˘ϕ1nptqdt ď

ż x`1{n

x´1{n
uptqϕ1nptqdt ď

ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ` ε˘ϕ1nptqdt, (32.15)

mais par hypothèse sur ϕn nous trouvons
ż x`1{n

x´1{n
ϕ1nptqdt “ ϕnpx` 1

n
q ´ ϕpx` 1

n
q “ 1. (32.16)

donc

upxq ´ ε ď
ż x`1{n

x´1{n
uptqϕ1nptqdt ď upxq ` ε. (32.17)

Pour encadrer la seconde, il faut être plus prudent avec les signes parce que ϕ1n y est négative. En
posant ψn “ ´ϕn nous avons

´B “
ż y`1{n

y´1{n
uptqψnptqdt, (32.18)

et donc
upyq ´ ε ď ´B ď upyq ` ε (32.19)

ou encore
´ ε´ upyq ď B ď ε´ upyq. (32.20)

En additionnant avec (32.17) nous voyons que pour tout ε ą 0 il existe un Npεq tel que nous ayons

upxq ´ upyq ´ 2ε ď
ż

I
u1ϕn ď upxq ´ upyq ` 2ε (32.21)
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pour tout n ě N . Nous voulons évidemment prendre la limite ε Ñ 0, c’est-à-dire n Ñ 8. Étant
donné que ϕnptq ă 1 pour tout t et pour tout n, la fonction t ÞÑ u1ptqϕnptq est dominée par u1,
qui est dans L1pIq par le lemme 28.35. Le théorème de la convergence dominée nous permet donc
d’affirmer que

lim
nÑ8

ż

I
u1ϕn “

ż

I
u11rx,ys “

ż y

x
u1, (32.22)

et donc les inégalités (32.21) donnent le résultat, grâce au signe dans (32.13).

Corollaire 32.5.
Si rus P H1pIq, le représentant continu u P C0pIq peut être prolongé par continuité en u P C0pĪq.
Démonstration. Soit pxnq une suite strictement croissante dans sa, br convergeant vers b. Nous
voulons montrer que la suite

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans R, ce qui nous permettra de définir

upbq “ lim
nÑ8upxnq. (32.23)

qui sera évidemment continue. Cette construction ne dépendra pas du choix de la suite pxnq parce
que deux fonctions continues sur Ī et égales sur I sont égales sur Ī.

En notant u1 la dérivée de u dans H1, nous avons par construction du représentant continu :
upxq “ şx

y0
u1ptqdt. Et donc

ˇ̌
upxnq ´ upxn`pq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż xn
y0

u1 ´
ż xn`p
y0

u1
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż xn`p
xn

u1
ˇ̌
ˇ̌ . (32.24)

Vu que la suite pxnq est de Cauchy et que u1 est intégrable (même sur Ī), la limite nÑ8 de cela est
zéro, quelle que soit la valeur de p. Donc

`
upxnq

˘
est ce Cauchy dans R et est donc convergente.

Proposition 32.6 ([43, 1]).
Quelques propriétés de l’espace de Sobolev H1pIq où I “ sa, br est un ouvert borné de R.
(1) H1pIq est un espace de Hilbert.
(2) H1pIq s’injecte de façon compacte dans C0pĪq.
(3) H1pIq s’injecte de façon continue dans L2pIq.

Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Le seul critère à vérifier est la complétude. Pour cela nous considérons une suite de Cauchy

punq dans H1pIq. Si ε ą 0, alors il existe N ą 0 tel que pour tout p ě 0 nous ayons
}un`p ´ un}2H1 ď ε, c’est-à-dire

}un`p ´ un}2L2 ` }u1n`p ´ u1n}2L2` (32.25)

En particulier les suites punq et pu1nq sont de Cauchy dans L2 qui est complet par le théorème
de Fischer-Riesz 28.41. Nous notons donc

un
L2Ñ u (32.26a)

u1n
L2Ñ v. (32.26b)

Nous allons maintenant montrer quelques limites.

unϕ
L2ÝÑ uϕ Si M est une constante qui majore ϕ alors }unϕ´ uϕ}2 ďM}un ´ u}2 Ñ 0.

u1nϕ
L2ÝÑ vϕ C’est la même chose avec }u1nϕ´ vϕ}2 ďM}u1n ´ v}2 Ñ 0.
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u P H1pIq avec u1 “ v Attendu le corollaire 28.36 qui permet de permuter intégrale et limite
dans L2pIq et les limites que nous venons de prouver,

ż

I
uϕ1 “ lim

nÑ8

ż

I
unϕ

1 “ ´ lim
nÑ8

ż

I
u1nϕ “ ´

ż

I
vϕ. (32.27)

Cela signifie que v est la dérivée faible de u : u1 “ v.

un
H1Ñ u Nous pouvons alors prouver que un Ñ u dans H1pIq :

}un ´ u}2H1pIq “ }un ´ u}2L2 ` }u1n ´ u1}2L2 . (32.28)

Mais nous savons déjà que un Ñ u dans L2 (d’ailleurs c’est la définition de u) et que
u1 “ v alors que par définition de v, nous avons u1n Ñ v dans L2.

Tout cela donne que un Ñ u dans H1pIq et donc que H1pIq est un espace complet.
(2) L’application que nous allons prouver être compacte entre H1pIq et C0pĪq est

ψ : H1pIq Ñ C0pĪq
rus ÞÑ ũ

(32.29)

où rus désigne une classe de fonction dans H1pIq et ũ est son représentant continu prolongé
par continuité à Ī 1, qui existe par le lemme 32.3 et le corollaire 32.5. Cette application est une
injection par l’unicité du représentant continu. Nous allons prouver que c’est une application
compacte en utilisant le critère (2) de la proposition 28.3. Pour cela nous allons commencer
par utiliser le théorème d’Ascoli sur l’ensemble B̃ des représentants continus des éléments de
B, prolongés par continuité sur Ī ; c’est-à-dire B̃ Ă C0pĪq.
Soit u P B̃ ; par la proposition 32.4, nous avons

ˇ̌
upxq ´ upyqˇ̌ “ ˇ̌ ż x

y
u1ptqdtˇ̌ (32.30a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ż

I
1rx,ysptqu1ptqdt

ˇ̌
ˇ̌ (32.30b)

ď }1rx,ys}L2}u1}L2 (32.30c)
ďa|x´ y|}u1}H1 (32.30d)
ďa|x´ y|. (32.30e)

où nous insistons sur le fait que la continuité n’impliquant pas la dérivabilité, le u1 ici est
la dérivé au sens de H1, et non la dérivée usuelle. Quoi qu’il en soit, l’ensemble B̃ est
équicontinu 2. Nous montrons à présent qu’il est également borné pour la norme uniforme.
Soit u P B̃ ; vu la construction du représentant continu au lemme 32.3, nous avons

ˇ̌
upxqˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a
upxqdy

ˇ̌
ˇ̌ (32.31a)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a

ˆż x

y
u1ptqdt´ upyq

˙
dy

ˇ̌
ˇ̌ (32.31b)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż

a

ż x

y
u1ptqdtdy ´ 1

b´ a
ż b

a
upyqdy

ˇ̌
ˇ̌ (32.31c)

ď 1
b´ a

ż b

a

ż b

a
|u1ptq|dt dy ` 1

b´ a
ż b

a
|upyq|dy. (32.31d)

1. Encore que par soucis d’économie d’encre nous n’allons pas écrire toujours les tildes et noter u le représentant
continu prolongé à Ī par le corollaire 32.5.

2. Définition 9.69.
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À ce niveau, il faut remarquer que dans la première intégrale, le passage de la valeur absolue
à l’intérieur de l’intégrale en même temps que l’élargissement des bornes n’a rien d’innocent.
Si x ă y, les bornes ne sont pas « dans le bon ordre » et nous ne pouvons pas faire la
majoration usuelle en entrant simplement la valeur absolue. Ici nous tenons compte de cela
en élargissant les bornes, et en les mettant dans le bon ordre. Le passage exact est le suivant :
si x, y P sa, br, nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż b

a
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ “

ż b

a
|fptq|dt. (32.32)

Notons en particulier que dans le cas du passage vers l’équation (32.31d), le nombre x est
fixé alors que y est une variable d’intégration. Donc l’ordre des deux est certainement de
temps en temps le « mauvais ».
Quoi qu’il en soit, la première intégrale se réduit à une multiplication par b ´ a et le calcul
continue :

ˇ̌
upxqˇ̌ ď

ż

I
|u1ptq|dt` 1

b´ a
ż

I
|u| (32.33a)

ď ?b´ a}u1}L2 ` 1?
b´ a}u}L2 (32.33b)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙`}u1}L2 ` }u}L2
˘

(32.33c)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙
}u}H1 (32.33d)

“ ?b´ a` 1?
b´ a. (32.33e)

Donc B̃ est borné pour la norme L8. Et c’est même borné par un nombre facilement calculable
connaissant I. En particulier l’ensemble

tupxq tel que u P H1u (32.34)

est pour, tout x, contenu dans la boule de rayon
?
a´ b ` 1?

a´b et donc est relativement
compact dans R. Par conséquent le théorème d’Ascoli 28.5 nous dit que l’ensemble B̃ est
relativement compact dans C0pIq.
Par conséquent nous avons montré que l’image par ψ de la boule unité fermée B de H1pIq
est relativement compacte dans C0pĪq, ce qui signifie que ψ est une application compacte.

(3) Les éléments de H1pIq sont des éléments de L2pIq ; donc l’identité est une injection. Nous
devons seulement étudier la continuité. Si punq est une suite dans H1 convergeant dans H1

vers u, alors
}un ´ u}L2 ď }un ´ u}L2 ` }u1n ´ u1}L2 “ }un ´ u}H1 Ñ 0. (32.35)

Donc la suite des images (par l’identité) converge dans L2. L’identité est donc continue.

32.1.2 Sur un ouvert de Rn

Soit Ω, un ouvert de Rn et v P L2pΩq (voir 28.72). Les fonctions considérées sont à valeurs
réelles.

32.1.2.1 Définition

Définition 32.7 (Espace de Sobolev H1pΩq).
Soit Ω une partie de Rn. L’espace de Sobolev H1pΩq est :

H1pΩq “ tv P L2pΩq tel que @i “ 1, . . . , n, Biv P L2pΩqu. (32.36)
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Nous munissons cet espace d’un produit scalaire

pu, vqH1 “ xu, vyL2 ` x∇u,∇vyL2 , (32.37)

où ∇u “ ř
i Biu P L2.

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u, v, ∇u et ∇v
sont dans L2pΩq. La définition du produit scalaire dans L2 est la définition 28.200 (mais sans la
conjugaison complexe).

Pour la même raison, pu, uqH1 “ 0 demande que chacun des deux termes est séparément nul,
et nous avons u “ 0 dans L2, et donc aussi dans H1.

Théorème 32.8 ([444]).
L’espace H1pΩq est un espace de Hilbert 3.

Démonstration. Nous devons nous assurer que l’espace H1 est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy punq dans H1. Soit ε ą 0 ; il existe N ą 0 tel que si n,m ą N alors
}un ´ um}H1 ă ε. Dans ce cas nous avons en particulier

}um ´ un}2H1 “ pu, uqH1 “ xu, uy ` x∇u,∇uy “ }u}2L2 ` }∇u}2L2 , (32.38)

et en particulier les suites punq et p∇unq sont de Cauchy dans L2. Vu que L2, lui, est complet
(théorème 28.40), il existe u P L2 et vi P L2 tels que

un
L2ÝÑ u (32.39a)

Biun L2ÝÑ vi. (32.39b)

Nous savons que l’injection i : L2 Ñ D 1 est continue par la proposition 31.20. Nous avons donc
aussi les limites

Tun
D 1ÝÑ Tu (32.40a)

TBiun
D 1ÝÑ Tvi . (32.40b)

La dérivée étant une opération continue sur D 1 nous avons de plus

BipTunq D 1ÝÑ BipTuq (32.41)

En utilisant le lemme 31.23 nous avons alors

TBiun “ BipTunq DÝÑ BipTuq “ TBiu. (32.42)

En comparant avec (32.40b) et par l’unicité de la limite, nous avons Tvi “ TBiu. Cela implique
vi “ Biu.

Vu que vi P L2 nous avons aussi Biu P L2. Par conséquent u P H1pΩq parce que ses dérivées
sont dans L2.

Nous devons maintenant prouver que un H1ÝÑ u. Nous avons

}un ´ u}H1 “ }un ´ u}L2 ` }∇un ´∇u}L2 (32.43)

Le premier terme tend vers zéro parce que un L2ÝÑ u et le second parce que Biun L2ÝÑ Biu.
3. Définition 26.1.
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32.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 32.9.
Pour m P N et un ouvert Ω de Rd nous définissons l’espace de Sobolev

HmpΩq “ tu P L2pΩq tel que Bαu P L2pΩq @|α| ď mu. (32.44)

Nous définissons également un produit scalaire sur Hm par

pu, vqHm “
ÿ

|α|ďm
xBαu, BαvyL2 . (32.45)

En particulier la topologie est celle de la norme dérivée du produit scalaire :

}u}HmpΩq “
ÿ

|α|ďm
}Bαu}L2pΩq. (32.46)

Le lemme suivant montre que la proposition 30.13 fonctionne encore avec L2 au lieu de S .

Lemme 32.10 (Lemme de transfert[445], thème 67).
Soit f P HmpRdq. Alors pour tout multiindice α avec |α| ď m nous avons

FpBαfq “ “
ξ ÞÑ i|α|ξαf̂pξq‰. (32.47)

Lemme 32.11.
Il existe des constantes c1 et c2 telles que pour tout x P Rd,

c1p1` }x}2qm ď
ÿ

|α|ďm
pxαq2 ď c2p1` }x}2qm. (32.48)

Lemme 32.12.
Soit u P L2pRdq. Nous avons u P HmpRdq si et seulement si l’application

ξ ÞÑ `
1` |ξ|2˘k{2û (32.49)

est dans L2pRdq pour tout k ď m. Ici |ξ| est la norme euclidienne de ξ dans Rd.

Démonstration. Vu le lemme 32.10, il suffit de montrer que
`
1` |ξ|2˘k{2û (32.50)

est dans L2 pour tout k ď m si et seulement si

ξαû (32.51)

l’est pour tout α avec |α| ď m.
L’expression (32.50) est une somme d’expressions du type (32.51). Donc l’implication dans un

sens est montrée. Pour l’autre sens, nous savons que

ξα “ ξα1
1 . . . ξαnn , (32.52)

et donc
|ξα| ď |ξ1|α1 . . . |ξn|αn . (32.53)

Or |ξ||α| “ |ξ|ři αi “ |ξ|α1 . . . |ξ|αn et |ξ| ě |ξi| pour tout i, donc
|ξα| ď |ξ||α|. (32.54)

D’autre part pour tout x P R` et tout k positif nous avons

p1` x2qk{2 ě xk (32.55)

qui est facile à vérifier en prenant le carré des deux membres.
En remettant tout ensemble,

|ξαû| ď |ξα||û| ď |ξ||α||û| ď `
1` |ξ|2˘|α|{2|û|. (32.56)

Donc si le membre de droite est de carré intégrable, celui de gauche l’est également.
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Définition 32.13 (Espace de Sobolev Hs[446]).
Pour s ą 0 nous définissons l’espace de Sobolev HspRdq par

HspRdq “ tu P L2pRdq tel que `
1` }ξ}2˘s{2û P L2pRdqu. (32.57)

Nous y mettons le produit scalaire

pu, vqHs “
ż

Rd
ûpξqv̂pξqp1` }ξ}2qsdξ. (32.58)

32.14.
Vu que DpRdq est dense dans L2pRdq (théorème 28.47), on pourrait croire à la densité a fortiori
dans HspRdq. Mais attention : DpRdq est dense dans L2 pour la norme L2. Nous n’avons encore
rien dit pour la norme HspRdq.
Proposition 32.15 ([447]).
La partie S pRdq est dense dans HspRdq.
Démonstration. Soit u P HspRdq. Par définition l’application

ξ ÞÑ p1` }ξ}2qs{2û (32.59)

est dans L2pRdq. Elle peut donc être approximée au sens L2 par des fonctions dans DpRdq (théo-
rème 28.47(5)), c’est-à-dire qu’il existe des fonctions φn P DpRdq telles que

φn
L2pRdqÝÑ p1` }ξ}2qs{2û. (32.60)

Nous posons
ψn “ φn

p1` ξ2qs{2 (32.61)

Cela est encore une fonction de DpRdq, et donc de S pRdq. Vu que la transformée de Fourier est
une bijection de DpRdq (proposition 30.14), nous pouvons considérer une suite ϕn P DpRdq telle
que ϕ̂n “ ψn, et nous allons montrer que ϕn

HspRdqÝÑ u.
Nous avons :

}ϕn ´ u}2Hs “
ż

Rd
|ϕ̂n ´ û|2p1` ξ2qsdξ (32.62a)

“
ż

Rd

ˇ̌ φnpξq
p1` ξ2qs{2 ´ ûpξq

ˇ̌2p1` ξ2qsdξ (32.62b)

“
ż

Rd
|φnpξq ´ ûpξqp1` ξ2qs{2|2dξ (32.62c)

“ }φn ´ p1` ξ2qs{2û}2L2 . (32.62d)

Par définition de la suite φn nous avons donc bien

}ϕn ´ u}2Hs “ }φn ´ p1` ξ2qs{2û}2L2 Ñ 0. (32.63)

Notons que même si φn est dans DpRdq, nous n’avons pas prouvé la convergence φn HsÝÑ u,
mais bien ϕn HsÝÑ u. Or les fonctions ϕn sont dans S pRdq, et rien n’assure qu’elles soient à support
compact. Nous avons donc bien prouvé la densité de S et non celle de D .

Remarque 32.16.
Pour qui a tout compris, cela peut sembler une évidence, mais nous précisions que nous parlons
de densité de S pRdq dans HspRdq, à aucun moment la topologie de S pRdq n’entre en compte.

Un peu moins évident : ce que nous avons réellement montré est la densité de ι
`
DpRdq˘ dans

HspRdq où ι est l’application « prise de classe ». Nous n’avons pas insisté là-dessus, mais il faut
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dire que dans la preuve de la proposition 32.15, u est un représentant d’un élément choisi dans
HspRdq.

Nous avons ensuite prouvé la convergence }ϕn ´ u}HspRdq Ñ 0 qui est une convergence d’une
suite dans R, et dans laquelle l’opération }.}Hs est définie sur un espace de fonctions et n’est pas
une norme (c’est pour que cela devienne une norme que l’on prend les classes).

Nous en avons déduit la convergence ϕn
HspRdqÝÑ u où maintenant ϕn et u sont des classes dans

HspRdq.
Proposition 32.17.
La partie DpRdq est dense dans

`
HspRdq, }.}HspRdq

˘
.

Démonstration. Nous savons déjà que DpRdq est dense dans HspRdq par la proposition 32.15.
Nous devons seulement prouver que DpRdq est dense dans

`
S pRdq, }.}H2pRdq

˘
. Pour cela nous

utilisons la densité de DpRdq dans S pRdq de la proposition 28.153. Soit donc f P DpRdq et une
suite fk dans DpRdq telle que

fk
S pRdqÝÑ f. (32.64)

Vu que la transformée de Fourier est continue sur S pRdq (proposition 30.14) nous avons aussi

f̂k
S pRdqÝÑ f̂ , (32.65)

et en particulier pour tout polynôme P nous avons la convergence uniforme

P f̂k
unifÝÑ P f̂. (32.66)

D’autre part la fonction ξ ÞÑ |f̂kpξq´ f̂pξq|2p1` ξ2qs est Schwartz et en tout point décroissante
en k. Soientt ε ą 0 et r ą 0 choisis de telle sorte à avoir

ż

}ξ}ąr
|f̂kpξq ´ f̂pξq|p1` ξ2qsdξ ă ε. (32.67)

pour tout k. La convergence uniforme (32.66) permet de considérer k0 tel que pour tout k ą k0,

|f̂k ´ f̂ |p1` ξ2qs ă ε

Vol
`
Bp0, rq˘ (32.68)

dans Bp0, rq. Avec tout cela, dès que k ą k0 nous avons

}fk ´ f}HspRdq “
ż

R

|f̂k ´ f̂ |p1` ξ2qsdξ “
ż

Bp0,rq
. . .`

ż

}ξ}ąr
. . . ď 2ε. (32.69)

Donc nous avons bien }fk ´ f}HspRdq Ñ 0 et convergence de fk vers f dans HspRdq.

32.2 Trace
Définition 32.18 ([446]).
Nous définissons la trace d’une fonction par

γ0 : DpRdq Ñ DpRd´1q
pγ0vqpx1, . . . , xd´1q “ vpx1, . . . , xd´1, 0q.

(32.70)

Théorème 32.19 ([448, 446]).
Si s ą 1

2 , alors γ0 accepte une unique extension en opérateur linéaire borné

γ0 : HspRdq Ñ Hs´ 1
2 pRd´1q. (32.71)

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs pas.
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Une inégalité pour ϕ P DpRdq Nous commençons par considérer v P DpRdq (fonction C8 à
support compact). Nous allons alors prouver que

}γ0ϕ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}ϕ}HspRdq (32.72)

pour une certaine constante K (qui ne dépend en particulier pas de ϕ).
Nous avons

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ pγ0ϕ, γ0ϕq
Hs´ 1

2
(32.73a)

“
ż

Rd´1
|{γ0ϕpξq|2p1` }ξ}2qs´ 1

2dξ (32.73b)

“
ż

Rd´1

ˇ̌
ˇ
ż

Rd´1
pγ0ϕqpxqe´iξxdx

ˇ̌
ˇ
2p1` }ξ}2qs´ 1

2dξ (32.73c)

(32.73d)

Nous appliquons la trace en appliquant la formule du corollaire 30.23,

pγ0ϕqpxq “ ϕpx, 0q “ 1
2π

ż

R

ż

R

e´ikyϕpx, yqdy dk (32.74)

En remplaçant dans (32.73c) nous avons

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1

ˇ̌ ż

Rd´1

ż

R

ż

R

e´ikye´iξxϕpx, yqdy dk dxˇ̌2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(32.75)
Nous voudrions permuter les intégrales en k et en x. Pour cela nous étudions la fonction
u : RˆRd´1 Ñ C donnée par

upk, xq “ e´ikx
ż

R

e´iξxϕpx, yqdy (32.76)

Effectuer l’intégrale par rapport à y revient à calculer la transformée de Fourier partielle dont
nous parlons dans la proposition 30.15 4. Elle est donc une fonction Schwartz de k et de x
(conjointement et non seulement séparément) et est donc dans L1pRˆRd´1q. Les intégrales
sur k et sur x peuvent donc être réunies et permutées par le théorème de Fubini 15.259
(n’oubliez tout de même pas de vous convaincre que la condition (2) est remplie).
Nous avons donc

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1
|
ż

R

ż

Rd´1

ż

R

e´ikye´iξxϕpx, yqdy dx dk|2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(32.77)
Étant donné que ϕ est à support compact, les intégrales sur x et sur y peuvent se réunir en
utilisant encore le théorème de Fubini ; ces intégrales donnent :
ż

Rd´1ˆR
e´ikye´iξxϕpx, yqdxbdy “

ż

Rd´1ˆR
e´ipξ,kq· px,yqϕpx, yqdxbdy “ ϕ̂pξ, kq. (32.78)

Nous restons avec

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1
|
ż

R

ϕ̂pξ, kqdk|2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ. (32.79)

Nous allons maintenant traiter la partie du milieu :

♣ “ |
ż

R

ϕ̂pξ, kqdk| “ |
ż

R

ϕ̂pξ, kqp1`ξ2`k2qs{2 1
p1` ξ2 ` k2qs{2dk| “ |xf1, f2yL2pRdq| (32.80)

4. Dont une relecture de la preuve ne serait vraiment pas de trop, ainsi que la preuve de 28.147.
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Ici ξ est vu comme une constante et les fonctions f1 et f2 sont

f1 : k Ñ ϕ̂pξ, kqp1` ξ2 ` k2qs{2 (32.81a)

f2 : k Ñ 1
p1` ξ2 ` k2qs{2 (32.81b)

Nous pouvons utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.10 :

♣ ď
ˆż

R

|ϕ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsdk
˙1{2 ˆż

R

1
p1` ξ2 ` k2qsdk

˙1{2
(32.82)

Nous notons gpξq ce qui se trouve dans la seconde parenthèse (après intégration sur k). Avec
cela nous continuons :

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď
1

2π

ż

Rd´1

ż

R

|gpξq||ϕ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsp1` }ξ}2qs´ 1
2dk dξ. (32.83)

Vu que ϕ̂ est Schwartz, la fonction qui est à l’intérieur des deux intégrales est dans L1pRd´1ˆ
Rq et nous pouvons réunir les deux intégrales :

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď
1

2π

ż

RˆRd´1
|gpξq||ϕ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsp1` }ξ}2qs´ 1

2dk b dξ. (32.84)

À ce point nous démontrons qu’en réalité la combinaison gpξqp1` ξ2qs´ 1
2 ne dépend pas de

ξ. En effet

gpξqp1` ξ2qs´ 1
2 “ p1` ξ2qs´ 1

2

ż

R

1
p1` ξ2 ` k2qdk (32.85a)

“ 1
p1` ξ2q1{2

ż

R

ˆ
1` ξ2

1` ξ2 ` k2

˙s
dk (32.85b)

“ 1
p1` ξ2q1{2

ż ˜
1

1` k2

1`ξ2

¸s

dk. (32.85c)

Nous effectuons le changement de variables t “ k?
1`ξ2 , dk “ p1` ξ2q1{2dt, et le tout vaut

ż

R

ˆ
1

1` t2
˙s

dt, (32.86)

qui est effectivement indépendant de ξ. Nous nommons cela K (auquel nous ajoutons le 1
2π ) :

}γ0ϕ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K

ż

RˆRd´1
|ϕ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsdk b dξ “ K}ϕ}2HspRdq. (32.87)

Nous avons donc prouvé pour tout ϕ P DpRdq (avec redéfinition du K) :

}γ0ϕ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}ϕ}HspRdq. (32.88)

À propos de classes Il serait tentant de conclure en disant que DpRdq est dense dans HspRdq.
Hélas, techniquement, l’ensemble DpRdq n’est même pas un sous-ensemble de HspRdq parce
que ce dernier est un ensemble de classes de fonctions. Ce petit détail a ici son importance
parce que γ0 n’est pas une application qui descend aux classes. En effet,Rd´1 étant de mesure
nulle dans Rd, deux fonctions de la même classe peuvent différer en tous les points de Rd´1

en même temps.
Si nous notons ι l’application qui consiste à prendre la classe ce qui est dense dans HspRdq,
c’est ιpDpRdqq. Or chaque classe contient au maximum une seule fonction continue (qui sera
même de classe C8 à support compact pour les éléments de ιpDq).
L’application γ0 considérée est l’application composée entre le γ0 classique et le choix du
représentant continu dans la classe. La formule (32.88) que nous venons de prouver est valide
pour l’application γ0 vue comme

γ0 : ι
`
DpRdq˘Ñ DpRd´1q. (32.89)

http://explosm.net/comics/3613/
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Densité et conclusion Ce que la majoration (32.88) prouve est la continuité de l’application

γ0 :
`
DpRdq, }.}HspRdq

˘Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (32.90)

Mais la proposition 32.17 nous donne la densité de la partie DpRdq dans HspRdq. La propo-
sition 18.121 nous donne alors une extension

γ0 :
`
HspRdq, }.}HspRdq

˘Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (32.91)

Remarque 32.20.
L’extension n’est pas évidente parce que les éléments de HspRdq sont en général des classes de
fonctions dont les valeurs sur le bord ne sont pas du tout fixées du fait que le bord soit de mesure
nulle.

32.3 Théorème de plongement
L’objet des théorèmes de plongement de Sobolev est de montrer que si s ą d

2 ` k alors les
éléments de HspRdq possèdent des représentants de classe Ck. Avant de démontrer le théorème,
pour alléger, nous allons donner deux lemmes.

Lemme 32.21.
Soit pujq une suite dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (32.92)

avec s ą 0. Alors nous avons aussi la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (32.93)

Démonstration. Vu que s ą 0 nous avons p1 ` k2qs ą 1 (ici nous écrivons k2 pour }k}2). Par
conséquent

pu, vqHspRdq “
ż

Rd
ûv̂p1` k2qsdk ě

ż

Rd
ûv̂dk “ xû, v̂yL2pRdq. (32.94)

Nous avons alors

}uj ´ u}L2 “ 1
p2πqd }ûj ´ û}L2 (32.95a)

“ 1
p2πqd

ż

Rd
|ûj ´ û|2 (32.95b)

ď 1
p2πqd

ż

Rd
|ûj ´ û|2p1` k2qsdk (32.95c)

“ 1
p2πqd }uj ´ u}HspRdq. (32.95d)

Lemme 32.22.
Soient des fonctions uj P S pRdq telles que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8
˘

ÝÑ v. (32.96)

Alors nous avons la convergence ż

Rd
ujϕÑ

ż

Rd
vϕ (32.97)

pour tout ϕ P S pRdq.
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Démonstration. La suite pujq est équibornée. En effet il existe une queue de suite pour laquelle
}uj ´ v}8 ă ε ; cette queue de suite est alors équibornée par }v}8 ` ε. Le début de la suite est un
nombre fini de fonctions, toutes bornées. Le maximum des bornes donne alors une borne.

Soit donc M ą 0 tel que |ujpxq| ă M pour tout x P Rd et pour tout j P N. Nous avons
alors |ujϕ| ă M |ϕ| pour tout j et les fonctions |ujϕ| sont majorées par la fonction M |ϕ| qui est
intégrable. Nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 15.184
nous donne

lim
jÑ8

ż

Rd
ujϕ “

ż

Rd
vϕ. (32.98)

Nous pouvons écrire la conclusion du lemme 32.22 sous la forme

xuj , ϕyL2pRdq Ñ xv, ϕyL2pRdq (32.99)

pour tout ϕ P S pRrq (et non pour tout ϕ P L2pRd).

Théorème 32.23 (Théorème de Sobolev avec k “ 0[449]).
Soit s ą d

2 et u P HspRdq. Alors u possède un représentant dans C0
0 pRdq (les fonctions continues

et qui s’annulent à l’infini). Nous écrivons cela HspRdq Ă C0
0 pRdq.

Démonstration. Nous commençons par supposer que u P HspRdq XS pRdq, et dans ce cas nous
notons u le représentant dans S pRdq. Nous allons prouver l’inégalité

}u}8 ď c}u}HspRdq. (32.100)

La formule d’inversion de Fourier 30.22 appliquée à uj donne

upxq “ 1
p2πqd

ż

Rd
eikxûpkqdk, (32.101)

nous avons alors

p2πqd|upxq| ď
ż

Rd
|ûpkq|dk (32.102a)

“
ż

Rd
p1` kqs{2|ûpkq|p1` k2q´s`2dk (32.102b)

“
ż

Rd

´
|ûpkq|2p1` k2qs

¯1{2
loooooooooooomoooooooooooon

f

´
p1` k2q´s

¯1{2
loooooooomoooooooon

g

dk (32.102c)

“ xf, gyL2pRdq. (32.102d)

Ici il convient nous arrêter un instant pour nous convaincre que f et g sont réellement des éléments
de L2. En ce qui concerne f , c’est facile : û est une fonction Schwartz. En ce qui concerne g il
faut l’intégrabilité de |g|2, c’est-à-dire de k ÞÑ p1 ` k2q´s. Cela a lieu si et seulement si 2s ą n
et donc a lieu dans les hypothèses du théorème. Nous utilisons le théorème de Cauchy-Schwarz 5

pour continuer :

p2πqd|upxq| ď }f}L2}g}L2 (32.103a)

“ c

ˆż

Rd
|ûpkq|2p1` k2qsdk

˙1{2
(32.103b)

“ c}u}HspRdq. (32.103c)

Donc en introduisant le facteur p2πqd dans la constante c nous avons

}u}8 ď c}u}HspRdq. (32.104)

5. Formule 11.9.
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Cela est tout ce que nous voulions faire avec u P S pRdq.
Nous considérons maintenant u P HspRdq. Vu que la densité des fonctions Schwartz dans Hs

(proposition 32.15) nous considérons une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (32.105)

Ici u est une classe, mais nous identifions uj avec sa classe (parce qu’il ne faut pas exagérer non
plus). La suite pujq est de Cauchy dans Hs, donc si ε ą 0 est donné, il existe N tel que si n,m ą N ,
}um ´ un} ď ε. Nous avons alors aussi

}um ´ un}8 ď cε, (32.106)

ce qui signifie que pujq est également une suite de Cauchy dans
`
C0pRdq, }.}8

˘
qui est un espace

complet par la proposition 13.282.
Il existe donc une fonction v P C0

0 pRdq telle que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8
˘

ÝÑ v. (32.107)

La question est de savoir si nous pouvons déduire que v est un représentant de u.
Par le lemme 32.21 nous avons également la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (32.108)

Pour tout ϕ P S pRdq nous avons alors
xuj , ϕyL2 Ñ xu, ϕyL2 . (32.109)

Mais en même temps, la convergence (32.107) couplée au lemme 32.22 donne également

xuj , ϕyL2 Ñ xv, ϕyL2 . (32.110)

Par unicité de la limite (dans R) nous avons

xv, ϕyL2 “ xu, ϕyL2 (32.111)

pour tout ϕ P S pRdq. La proposition 31.1 appliquée à u´ v montre alors que u´ v “ 0 presque
partout, c’est-à-dire que v est bien un représentant de u.

Le représentant v de u est non seulement continu (comme limite uniforme de fonctions conti-
nues), mais également bornée, comme limite uniforme de fonctions Schwartz.

Proposition 32.24 ([449]).
Si u P HspRdq (s P R) alors
(1) Bαu P Hs´|α|pRdq,
(2) l’application

Bα : HspRdq Ñ Hs´|α|pRdq (32.112)

est continue.

Note : ici B est l’opération de dérivée faible.

Démonstration. Nous allons seulement prouver que Bj : HspRdq Ñ Hs´1pRdq est bien définie 6 et
continue. Par composition, la thèse suivra.

Soit u P HspRdq par le lemme 32.10 nous avons

yBju “ iξj û. (32.113)

6. Au sens où l’espace d’arrivée est bien celui-là.
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D’autre part, la fonction
f : Rn Ñ R

x ÞÑ xi
1` }x}2

(32.114)

est bornée (et même indépendamment de i) par une constante K. Donc nous avons pour tout 7 s :

kip1` }k}2q´s ă Kp1` }k}2q´s`1. (32.115)

Avec cela nous pouvons calculer un peu : si u P HspRdq, nous avons

}Bju}Hs´1pRdq “
ż

Rd
|yBju|p1` k2qs´1dk (32.116a)

“
ż

Rd
kj |û|p1` k2qs´1dk (32.116b)

ď
ż

Rd
K|û|p1` k2qsdk (32.116c)

“ K}u}HspRdq. (32.116d)

Nous avons donc que }Bju}Hs´1pRdq est fini lorsque u P HspRdq.
La majoration }Bju} ď K}u} donne la majoration suivante pour la norme de l’opérateur Bj :

}Bj} “ sup
}u}Hs“1

}Bju}Hs´1 ď K. (32.117)

Le fait d’être borné implique d’être continu par la proposition 12.25.

Théorème 32.25 (Théorème de plongement de Sobolev [449]).
Soient k P N et m ą d

2 ` k. Alors
HspRdq Ă Ck0 pRdq. (32.118)

Remarques :
— L’espace Ck0 pRdq est l’ensemble des fonctions de classe Ck qui s’annulent à l’infini.
— L’inclusion (32.118) signifie que tout élément dans Hs possède un représentant dans Ck0 pRdq.

Démonstration. Pour k “ 0, c’est le théorème 32.23. Si |α| ă k nous savons que Bαu P Hs´k Ă
C0

0 pRdq. Cela signifie que les dérivées faibles sont continues, mais pas qu’il existe un représentant
qui est réellement k fois continument dérivable.

Soit u P HspRdq et une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u. (32.119)

Vu que l’espace topologique
`
Ck0 pRdq, }.}8

˘
est complet il existe v P Ck0 tel que

uj
Ck0ÝÑ v. (32.120)

Il reste à montrer que v est un représentant de u. Cela se fait comme plus haut en montrant que
uj

L2ÝÑ u.

7. Question : dans [449], il faut dépendre cette constante de s. Je ne comprends pas pourquoi.



Chapitre 33

Équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est la recherche de toutes les fonctions définie sur une partie
de R satisfaisant à une certaine égalité, faisant intervenir les dérivées de la fonction recherchée.

Dans la suite, I désignera un intervalle de R. Une fonction sera dérivable sur I si elle est
dérivable au sens usuel sur l’intérieur de I, et si elle est dérivable à droite (resp. à gauche) sur
l’éventuel bord gauche (resp. droit) de I.

Définition 33.1.
Une équation différentielle ordinaire d’ordre n sur I est la recherche d’une fonction y : I Ñ
R dérivable n fois, satisfaisant à une équation du type

F pt, yptq, y1ptq, . . . , yn1ptqq “ 0 pour tout t P I (33.1)

où I est un intervalle de R et F : pI ˆDq Ă pRˆRn`1q Ñ R est une fonction donnée.

Remarque 33.2.
L’équation différentielle (33.1) sera raccourcie sous la forme

F pt, y, y1, . . . , yn1q “ 0 (33.2)

où la dépendance en t est sous-entendue.

Exemple 33.3
Soit f : I Ñ R une fonction continue fixée. L’équation différentielle

y1 “ fptq (33.3)

se ramène à la recherche des primitives de f sur l’intervalle I. 4

Le lemme suivant sert de temps en temps.

Lemme 33.4 (Lemme de Grönwall).
Soient φ et ψ deux fonctions telles que pour tout t P rt0, t1s, φptq ě 0, ψptq ě 0 et

φptq ď K ` L
ż t

t0

ψpsqφpsqds (33.4)

où K et L sont des constantes positives. Alors

φptq ď K exp
`
L

ż t

t0

ψ
˘
. (33.5)

Lemme 33.5 (Lemme de Grönwall[450]).
Si u, a, b P C0`r0, T s,R`˘ sont telles que

uptq ď bptq `
ż t

0
apsqupsqds (33.6)

1815
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pour tout t P r0, T s alors pour tout t P r0, T s nous avons aussi

uptq ď bptq `
ż t

0
bpsqapsqe

şt
s apuqduds. (33.7)

33.1 Équation homogène, solution particulière

Voici un petit morceau d’algèbre linéaire. Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une ap-
plication linéaire D : V ÑW . Nous voulons résoudre Dpuq “ v, c’est-à-dire déterminer l’ensemble

D´1pvq “ tu P V tel que Du “ vu. (33.8)

Lemme 33.6.
Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une application linéaire D : V Ñ W . Si uP P V
satisfait à DuP “ v alors

D´1pvq “ kerpDq ` uP . (33.9)

Démonstration. Si u P kerpDq ` up alors u “ k ` up avec Dk “ 0, ce qui donne tout de suite
Du “ Dk `DuP “ v. Donc u P D´1pvq.

Dans l’autre sens, si u P D´1pvq alors nous pouvons écrire u “ pu´uP q` uP . Vu que u´uP P
kerpDq nous avons bien u P kerpDq ` uP .

Ce petit lemme explique pourquoi la résolution d’équation différentielles passe par le principe
« générale de l’homogène plus particulière de la non-homogène ». Cela marche autant pour les
équations différentielles ordinaires que pour celles aux dérivées partielles.

Exemple 33.7
Considérons l’équation différentielle ordinaire

y1 ´ y “ 4. (33.10)

L’opérateur dont nous parlons est par exemple

D : C8pRq Ñ C8pRqy ÞÑ y1 ´ y. (33.11)

Nous devons résoudre Dy “ 4 où « 4 » est l’élément fonction constante égale à 4 dans C8pRq.
L’ensemble kerpDq sont les éléments y P C8pRq tels que y1 “ y :

kerpDq “ tt ÞÑ Ket tel que K P Ru. (33.12)

Nous devons trouver un élément quelconque yP de D´1p4q. Facile : yP ptq “ ´4.
Au final,

D´1p4q “ tt ÞÑ Ket ´ 4 tel que K P Ru. (33.13)

4

Dans cet exemple nous avons pris V “ W “ C8pRq. Mais souvent nous sommes amenés à
considérer des espaces plus subtils, parce qu’il existe simplement pas de solutions dans C8, ou
alors parce que beaucoup de solutions n’y sont pas.

33.2 Que faire avec fpzqdz “ gptqdt ?

Dans de nombreux exercices d’équations différentielles, nous tombons sur u1 “ fptq, et nous
faisons formellement

du

dt
“ fptq ñ du “ fptqdt, (33.14)



33.2. QUE FAIRE AVEC F pZqDZ “ GpT qDT ? 1817

et ensuite, il y a la formule un peu magique

u´ u0 “
ż t

t0

fptqdt. (33.15)

Voyons ce qu’il en est. Tout d’abord, il faut comprendre ce que signifie la formule

fpzqdz “ gptqdt. (33.16)

Il s’agit d’une égalité entre deux formes différentielles sur R où z est une fonction de t. Étant donné
que z est une fonction de t, il faut voir dz comme la différentielle de cette fonction. La différentielle
d’une fonction à une variable est donné par la dérivée :

dzt “ z1ptqdt (33.17)

Écrire l’équation (33.16) pour chaque t revient donc à écrire

f
`
zptq˘z1ptqdt “ gptqdt (33.18)

Cela est une égalité entre deux formes différentielles. Nous avons donc égalité entre les intégrales
des formes sur un chemin. Prenons un chemin tout simple de t0 vers t :

ż t

t0

f
`
zptq˘z1ptqdt “

ż t

t0

gptqdt. (33.19)

Dans le premier membre, nous faisons un changement de variable ξ “ zptq, dξ “ z1ptqdt, et nous
obtenons ż zptq

z0

fpξqdξ “
ż t

t0

gptqdt. (33.20)

où nous avons remplacé la constante zpt0q par z0 dans la borne d’intégration. Si F est une primitive
de f et G une primitive de g, nous avons

F pzq ´ F pz0q “ Gptq ´Gpt0q. (33.21)

Si aucun problème de Cauchy n’est donné, les constantes F pz0q et Gpt0q sont mises en une seule
et nous écrivons la solution

F
`
zptq˘ “ Gptq ` C, (33.22)

qui est une équation implicite pour zptq.
Nous trouvons assez souvent le cas simple

fpzqdz “ dt. (33.23)

En remplaçant gptq “ 1 dans (33.20), nous trouvons la fameuse

t´ t0 “
ż z

z0

fpzqdz, (33.24)

dans laquelle il y a un abus de notation terrible entre le z de la borne (que les étudiants oublient
souvent) et la variable d’intégration z ! !

Le passage de (33.23) à (33.24) sera très souvent utilisé dans le cours de mécanique par exemple.



1818 CHAPITRE 33. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

33.3 Équations linéaires du premier ordre

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

y1 ` uptqy “ vptq. (33.25)

Exemple 33.8
Tant qu’il n’y a pas de second membre, c’est facile. Prenons l’exemple suivant :

y1 ` 2ty “ 0. (33.26)

Nous mettons tous les t d’un côté et tous les y et y1 de l’autre :

y1

y
“ ´2t, (33.27)

et puis on intègre sans oublier la constante d’intégration :

lnpyq “ ´t2 ` C, (33.28)

et donc yptq “ Ke´t2 . 4

Exemple 33.9

Lorsqu’il y a un second membre, il y a une astuce. Prenons par exemple

y1 ` 2ty “ 4t. (33.29)

L’astuce est de commencer par résoudre l’équation sans le second membre (l’équation homogène
associée). Nous notons yH la solution. Ici, la réponse est

yHptq “ Ke´t2 . (33.30)

Ensuite le truc est d’essayer de trouver la solution de l’équation (33.29) sous la forme

yptq “ Kptqet2 . (33.31)

L’idée est de prendre la même que la solution de l’équation homogène (sans second membre), mais
en disant que K est une fonction. Afin de trouver la fonction K qui donne la solution, il suffit de
remettre l’essai (33.31) dans l’équation (33.29) :

K 1e´t2 ´ 2tKe´t2loooooooooomoooooooooon
y1ptq

` 2tKe´t2looomooon
2typtq

“ 4t (33.32)

Les deux termes avec K se simplifient et il reste

K 1ptq “ 4tet2 , (33.33)

ce qui signifie Kptq “ 2et2`C . Nous avons donc déterminé la fonction qui fait fonctionner l’essai,
et la solution à l’équation est

yptq “ `
2et2 ` C˘e´t2 “ 2` Ce´t2 . (33.34)

4
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La technique pour résoudre cette équation est de commencer par résoudre l’équation homogène
associée. Si Uptq est une primitive de uptq, nous avons

y1Hptq ` uptqyHptq “ 0
y1H
yH

“ ´uptq
lnpyHq “ ´Uptq ` C
yHptq “ e´Uptq`C “ Ke´Uptq

(33.35)

où K “ eC .
Cela fournit la solution générale de l’équation homogène. Il existe un truc génial qui permet d’en

tirer la solution générale du système non homogène. Lorsque nous avons trouvé yHptq “ Ke´Uptq,
le symbole K désigne une constante. La méthode de variation des constantes consiste à essayer
la solution

yptq “ Kptqe´Uptq, (33.36)

c’est-à-dire à dire que la constante est en réalité une fonction. Afin de trouver quelle fonction Kptq
fait en sorte que l’essai (33.36) soit une solution, nous la remplaçons dans l’équation de départ
y1 ` uy “ v. Maintenant,

y1ptq “ K 1ptqe´Uptq ´Kptquptqe´Uptq. (33.37)

En remettant dans l’équation,

y1 ` uy “ K 1e´U ´Kue´U ` uKe´U “ K 1e´U “ v. (33.38)

Notez que les termes en K se sont miraculeusement simplifiés. Cela est directement dû au fait que
e´U est solution de l’équation homogène. Nous restons avec l’équation

K 1 “ v

e´U (33.39)

pour Kptq. La solution générale du problème non homogène est donc finalement donnée par

yptq “ `
W ptq ` C˘e´Uptq (33.40)

si W ptq est une primitive de vptqeUptq.
Tout ceci est un peu heuristique. La proposition suivante dit dans quels cas ça fonctionne.

Proposition 33.10.
Soient u et v continues sur I et U , une primitive de u sur I et W une primitive de ve´U sur I.
Une fonction y : I Ñ R est solution de y1 ` uptqy “ vptq si et seulement s’il existe une constante
C P R telle que

yptq “ `
W ptq ` C˘eUptq (33.41)

pour tout t P I.

33.3.1 Pourquoi la variation des constantes fonctionne toujours ?

Prenons une équation non homogène

z1ptq “ fptqzptq ` gptq, (33.42)

et supposons avoir une solution de l’homogène associée sous la forme zHptq “ Chptq. Le coup de
la variation des constates consiste à essayer une solution pour l’équation non homogène sous la
forme 1

zptq “ Kptqhptq. (33.43)

1. Je ne sais plus qui a eu l’idée de changer le nom de la constante de C vers K au moment de la transformer en
fonction, mais c’est une bonne idée.
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Nous injectons cette solution dans l’équation de départ en utilisant le fait que z1ptq “ K 1ptqhptq `
Kptqh1ptq :

K 1ptqhptq `Kptqh1ptq “ fptqKptqhptq ` gptq. (33.44)

Le terme Kptqh1ptq se récrit en utilisant la propriété de définition de h, c’est-à-dire que h1ptq “
fptqhptq. Nous voyons que les termes ne contenant pas de K 1 se simplifient ; il reste

K 1h “ g. (33.45)

Cette équation a comme solution
K “

ż
f

h
` C. (33.46)

J’insiste sur la constante d’intégration ! En réalité, celles et ceux qui auront compris l’équation
(33.24) sauront que K est donné par

Kptq “
ż t

ξ0

fpξq
gpξqdξ (33.47)

où ξ0 joue le rôle de la constante d’intégration.
Quoi qu’il en soit, la solution générale de l’équation non homogène est

zptq “ Kptqhptq “
ˆż

g

h
` C

˙
h. (33.48)

Cette solution comprend deux termes : Ch qui est solution de l’homogène, et
`ş g

h

˘
h qui est une

particulière de l’équation non homogène.
Quelques conclusions :

(1) Si vous avez encore du K (et pas que du K 1) dans votre équation qui donne K, c’est que
vous n’être pas dans le cadre d’une équation de type (33.42). Le plus souvent, c’est que vous
avez fait une faute de calcul quelque part.

(2) La méthode des variations des constantes n’est pas en contradiction avec le principe de
« SGEH+SPENH ». En effet, la SGEP et la SPENH sont toutes deux dans la solution (33.48).

(3) La variation des constantes peut être vue comme une façon cool de trouver une solution
particulière de l’équation non homogène.

(4) La simplification ne se fait que après avoir remplacé Kh1 par Kfh, c’est-à-dire après avoir
utilisé le fait que zH est solution de l’homogène. Sinon, la simplification n’est pas du tout
évidente a priori. Il se peut même que, visuellement, les termes Kh1 et Kfh ne se ressemblent
pas du tout. Un exemple de cela arrivera par exemple dans l’exemple 33.13, pour arriver à
l’équation (33.64).

33.4 Équations à variables séparées
Une équation à variables séparées est une équation de la forme

y1 “ uptqfpyq (33.49)

où u : I Ñ R et f : J Ñ R sont deux fonctions continues données. Les propositions 33.11 et 33.12
résolvent ce cas, mais avant de voir cela, nous allons donner quelques indications « pratiques ».

33.4.1 La méthode rapide

On peut évidemment mettre tous les y et y1 d’un côté :

y1

fpyq “ upxq. (33.50)
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Une fois que cela est fait, on écrit y1 “ dy
dx , et on envoie le dx du côté des x :

dy

fpyq “ upxqdx. (33.51)

Maintenant il suffit de prendre l’intégrale des deux côtés : comme la position des dx et dy l’in-
diquent, il faut intégrer par rapport à y d’un côté et par rapport à dx de l’autre côté.

L’intégrale à gauche est facile : c’est lnpyq. À droite, par contre, ça dépend tout à fait de u.

33.4.2 La méthode plus propre

y1ptq “ uptqf`yptq˘. (33.52)

Nous considérons U , une primitive de u sur I et G, une primitive de 1{f sur J . Si I 1 Ď I et
y : I 1 Ñ J , alors y est solution de (33.49) si et seulement s’il existe une constante C telle que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (33.53)

La recherche des solutions de l’équation différentielle se ramène donc à la recherche de primitives
et de solutions d’une équation algébrique (il faut isoler yptq dans (33.53)). Réciproquement toute
solution régulière de cette dernière relation est solution de l’équation différentielle.

Remarque : lorsque nous cherchons U et G, nous ne cherchons que une primitive. Il ne faut pas
considérer des constantes d’intégration à ce niveau.

33.4.3 Les théorèmes

Proposition 33.11.
Nous considérons l’équation (33.49) avec uptq continue sur I et f continue sur J avec fpηq ‰ 0
pour tout η P J . Soit U , une primitive de u sur I, et G, une primitive de 1{f sur J .

Si y : Y 1 Ñ J est une fonction sur un intervalle I 1 Ă I, alors y est solution de l’équation (33.49)
si et seulement s’il existe C P R tel que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (33.54)

Cette proposition dit que toutes les solutions qui ne s’annulent jamais sur un intervalle ont la
forme G

`
yptq˘ “ Uptq ` C et peuvent donc être trouvées en calculant des primitives.

La formule (33.54) peut être obtenue de la façon heuristique suivante, en écrivant y1 “ dy{dt,
et en passant le dt à droite. Nous trouvons successivement

y1 “ uptqfpyq
dy “ uptqfpyqdt
dy

fpyq “ uptqdt
ż

dy

fpyq “
ż
uptqdt

Gpyq “ Uptq ` C.

(33.55)

Proposition 33.12.
Soient u continue sur I et f continue sur J , et fpηq ‰ 0 sur J . Soient t0 P I et y0 P J . Alors il
existe I 1 Ă I avec t0 P I 1 et f P C1pI 1 Ñ Jq tels que
(1) y est solution de (33.49) sur I 1 et vérifie ypt0q “ y0,
(2) si z est une solution de (33.49) sur I2 Ă I 1 avec t0 P I2 et zpt0q “ y0, alors I2 Ă I 1 et

zptq “ yptq pour tout t P I2.
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Exemple 33.13
Résoudre l’équation différentielle

y ´ cosptqy1 “ cosptq`1´ sinptq˘y2. (33.56)

La fonction y “ 0 est solution. En posant z “ 1{y, nous trouvons l’équation
z ` cosptqz1 “ cosptq`1´ sinptq˘ (33.57)

à laquelle z doit satisfaire. L’équation homogène est

z1H “ ´
zH

cosptq . (33.58)

Ceci est une équation à variables séparées que nous résolvons en suivant les méthodes données plus
haut : nous posons

uptq “ 1
cosptq ,

fpzq “ ´z,
Uptq “ ln

„
tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙
(voir formulaire),

Gpzq “ ln
ˆ

1
z

˙
.

(33.59)

La solution zH est donnée par l’équation

ln
ˆ

1
z

˙
“ ln

„
K tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙
, (33.60)

c’est-à-dire
zHptq “ K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (33.61)

Nous appliquons maintenant la méthode de variation des constantes sur cette solution afin de
trouver la solution générale de l’équation (33.57). En utilisant la règle de Leibnitz, z1 “ K 1zH `
Kz1H , nous trouvons

K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ` cosptq

ˆ
K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ´ K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘
˙
“ cosptq`1´ sinptq˘. (33.62)

Malgré leurs apparences, les deux termes en K se simplifient. En effet, en vertu de l’équation
z1H “ ´zH

cosptq , nous avons
´K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘ “ ´K

cosptq tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (33.63)

Le travail de voir quel est le lien entre sin2 `π
4 ` t

2
˘
, tan

`
π
4 ` t

2
˘
et cosptq est en réalité fait dans

votre formulaire au moment où vous l’avez utilisé pour intégrer u pour obtenir le Uptq de (33.59).
Après cette simplification durement méritée, nous trouvons l’équation suivante pour Kptq :

K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ “ 1´ sinptq. (33.64)

Résoudre cela revient à trouver la primitive de
`
1´ sinptq˘ tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙
, (33.65)

ce qui est relativement compliqué. La réponse est

Kptq “ ln
ˆ

sin
ˆ

2x` π
4

˙
` 1

˙
` ln

ˆ
sin

ˆ
2x` π

4

˙
´ 1

˙

` 2 ln sec
ˆ

2x` π
4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙ (33.66)
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Nous pouvons un peu simplifier en utilisant le fait que lnpa` bq ` lnpa´ bq “ lnpa2 ´ b2q :

Kptq “ ln
ˆ
´ cos2

ˆ
2x` π

4

˙˙
` 2 ln sec

ˆ
2x` π

4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙
. (33.67)

Il me semble toutefois qu’il faudrait prendre des valeurs absolues pour les logarithmes.

4

33.5 Équations linéaires d’ordre supérieur

33.5.1 Équations et systèmes linéaire à coefficients constants

Nous regardons l’équation

ypnq ` a1y
pn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` an´1y

1 ` any “ vptq (33.68)

où les coefficients ak sont maintenant des constantes. Il faut commencer par résoudre le polynôme
caractéristique

rn ` a1r
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0. (33.69)

Si λ1, . . . , λk sont les solutions avec multiplicité µ1, . . . , µk, alors le système fondamental de
solutions linéairement indépendantes est l’ensemble suivant de solutions à l’équation homogène :

eλ1t, teλ1t, . . . , tµ1´1eλ1t

...
eλkt, teλkt, . . . , tµk´1eλkt.

(33.70)

Nous notons yi ces solutions. La solution générale de l’équation homogène est donc donnée par

yH “
ÿ

i

ciyi. (33.71)

Afin de trouver la solution générale de l’équation non homogène, nous appliquons la méthode de
variation des constantes, en imposant les n´ 1 conditions

nÿ

i“1
c1iptqyplqi ptq “ 0 (33.72)

avec l “ 0, . . . , n ´ 2. Ces conditions plus l’équation de départ (33.68) forment un système de n
équations différentielles pour les n fonctions inconnues ciptq.

Cette condition peut paraitre mystérieuse. Il est cependant encore possible de travailler sans
poser la condition (33.72) en suivant la recette, en calculant des déterminants de Wronskien. Des
exemples sont donnés dans les exercices sur le second ordre.

33.5.2 Si les coefficients ne sont pas constants ?

Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur I est une équation de la forme

ypnq ` u1ptqypn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` un´1ptqy1 ` unptqy “ vptq (33.73)

où v et uk sont des fonctions continues fixées de I vers R.
Pour résoudre cette équation, il faut commencer par résoudre l’équation homogène correspon-

dante (c’est-à-dire celle que l’on obtient en posant vptq “ 0). Ensuite, nous trouvons la solution de
l’équation (33.73) en appliquant la méthode de la variation des constantes.
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Donnons un exemple du pourquoi la méthode de variations des constantes est efficace. Soit
l’équation

u1 ` fptqu “ gptq, (33.74)

et disons que uH est une solution de l’équation homogène. La méthode de variations des constantes
consiste à poser uptq “ KptquHptq, et donc u1ptq “ K 1uH `Ku1H . En remettant dans l’équation de
départ,

K 1uH `Ku1H ` fKuH “ g. (33.75)

La somme Ku1H ` fKuH est nulle, par définition de uH . Par conséquent, il ne reste que

K 1 “ gptq
uH

. (33.76)

Lorsqu’on utilise la méthode de variation des constantes, nous trouvons toujours une simplification
« miraculeuse ».

Dans l’immédiat, nous ne considérons que le cas où les ui sont des constantes. Le cas où les ui
deviennent des fonctions de t sera vu plus tard.

33.6 Système d’équations linéaires

33.6.1 La magie de l’exponentielle. . .

Prenons l’équation différentielle très simple

y1 “ ay. (33.77)

La solution est yptq “ Aeat. Et si on a la donnée de Cauchy ypt0q “ y0, alors

yptq “ Aeate´at0eat0 “ eapt´t0qypt0q. (33.78)

Donc on a le facteur multiplicatif eapt´t0q qui sert à faire passer de yp0q à yptq. C’est un peu un
opérateur d’évolution. Ce qui fait la magie de l’exponentielle, c’est son développement en série

ex “ 1` x` x2

2 ` x3

3! `
x4

4! ` . . . (33.79)

qui est tel que chaque terme est la dérivée du terme suivant.
Maintenant, si on a un système

ȳ1 “ Aȳ, (33.80)

il n’est pas du tout étonnant d’avoir comme solution ȳptq “ eAt où l’exponentielle de la matrice est
définie exactement par la série (33.79). C’est un peu longuet, mais dans le cours, c’est effectivement
ce qui est prouvé. La matrice résolvante Rpt, t0q : ȳ0 Ñ ȳpt; t0, y0q est donné par

Rpt, t0q “ ept´t0qA, (33.81)

exactement comme dans l’équation (33.78).

33.6.2 . . .mais la difficulté

Maintenant, il est suffisant de calculer des exponentielles de matrices pour résoudre des sys-
tèmes. Hélas, il est en général très difficile de calculer des exponentielles. Tu peux essayer de
prouver les deux suivantes :

A “
ˆ

0 a
´a 0

˙
; eA “

ˆ
cospaq sinpaq
´ sinpaq cospaq

˙

S “
ˆ

0 a
a 0

˙
; eS “

ˆ
coshpaq sinhpaq
sinhpaq coshpaq

˙
.

(33.82)
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La première, tu vas la revoir si tu fais de la géométrie différentielle ou de la mécanique quantique :
l’algèbre de Lie du groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est l’algèbre des matrices
antisymétriques.

La seconde se retrouve en relativité parce que eS est la matrice qui préserve x2´y2, tout comme
eA préserve x2 ` y2. Quelques mots sur l’uutilisation des fonctions hyperboliques en relativité
dans 43.4.8.1.

33.6.3 La recette

Afin d’éviter de devoir calculer explicitement des exponentielles de matrices, nous faisons appel
à toutes sortes de trucs, dont la forme de Jordan. Le résultat final est la méthode suivante. Soit le
système homogène

ȳ1 “ Aȳ. (33.83)

(1) D’abord, nous calculons les valeurs propres de A.
(2) Ensuite les vecteurs propres.
(3) Une bonne valeur propre, c’est une valeur propre dont l’espace propre a une dimension égale

à sa multiplicité. C’est-à-dire que si λ est de multiplicité m, alors on a, dans les bons cas, m
vecteur propres linéairement indépendants.
Dans ce cas, si v1, . . . , vm sont les vecteurs, alors on a les solutions linéairement indépendantes
suivantes : ¨

˚̊
˝

...
v1
...

˛
‹‹‚e

λt, . . . ,

¨
˚̊
˝

...
vm
...

˛
‹‹‚e

λt. (33.84)

Pour chaque bonne valeur propre, ça nous fait un tel paquet de solutions linéairement indé-
pendantes.

(4) Si λ n’est pas une bonne valeur propre, alors les choses se compliquent. Mettons que λ ait
k vecteurs propres en moins que sa multiplicité. Dans ce cas, il faut chercher des solutions
sous la forme ¨

˚̋
a
pkq
1 tk ` ¨ ¨ ¨ ` ap0q1

...
a
pkq
1 tk ` ¨ ¨ ¨ ` ap0qn

˛
‹‚eλt. (33.85)

C’est-à-dire qu’on prend comme coefficient de eλt, un vecteur de polynômes de degré k. Il faut
mettre cela dans l’équation de départ pour voir quelles sont les contraintes sur les constantes
a
pjq
i introduites.

(5) Nous avons un cas particulier du cas précédent. Si λ est une valeur propre de multiplicité m
qui n’a que un seul vecteur propre v, alors il faut chercher des polynômes de degré m´ 1, et
on peut directement fixer le coefficient de tm´1, ce sera l’unique vecteur propre :

»
——–

¨
˚̊
˝

...
v
...

˛
‹‹‚`

¨
˚̋
a
pm´2q
1
...

a
pm´2q
n

˛
‹‚tm´2 ` . . .

fi
ffiffifl e

λt. (33.86)

Cela économise quelques calculs par rapport à poser brutalement (33.85).

33.6.4 Système d’équations linéaires avec matrice constante

Nous considérons l’équation différentielle

y1ptq “ Ayptq (33.87)
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pour la fonction y : R Ñ Rn et A est une matrice ne dépendant pas de t. Nous supposons que A
est diagonalisable pour les vecteurs propres vi et les valeurs propres λi correspondantes.

La matrice
Rptq “ “

eλ1tv1 . . . e
λntvn

‰
(33.88)

est la matrice résolvante du système. Alors la solution du système (33.87) pour la condition
initiale yp0q “ y0 est

yptq “ Rptqy0. (33.89)

En effet

ARptq “
»
–A

¨
˝

Ò
eλ1tv1
Ó

˛
‚ . . . A

¨
˝

Ò
eλntvn
Ó

˛
‚
fi
fl “ R1ptq. (33.90)

Par conséquent y1ptq “ R1ptqy0 “ ARptqy0 “ Ayptq.

33.6.5 Système d’équations linéaires avec matrice non constante

Théorème 33.14 ([451]).
Soient I un intervalle de R et M : RÑ LpRn,Rnq une fonction. Si les composantes Mij sont des
fonctions continues sur I alors :
(1) pour tout t0 P I et pour tout y0 P Rn le système

y1ptq “Mptqyptq (33.91)

admet une unique solution maximale définie sur I telle que ypt0q “ y0 ;
(2) l’ensemble des solutions de l’équation (33.91) sur I est un espace vectoriel de dimension n.

33.7 Réduction de l’ordre
Afin de diminuer l’ordre d’une équation dans laquelle le paramètre n’apparaît pas, il y a deux

changements de variables très utiles. Le premier, le plus simple, est simplement de poser zptq “
y1ptq, ce qui donne z1ptq “ y2ptq. Le second, qui n’est pas le même, est z

`
yptq˘ “ y1ptq, qui entraîne

y2ptq “ z1
`
yptq˘zptq. Dans ce second cas, il faut également changer de variable, et utiliser yptq

comme variable au lieu de t.
Si ça ne marche pas, il faut suivre la procédure ci-après.
Nous supposons avoir une équation différentielle d’ordre p dans laquelle yppq est isolée des autres

dérivées :
yppqptq “ f

`
t, yptq, y1ptq, . . . , ypp´1qptq˘ (33.92)

où f est une fonction f : RˆRp Ñ R, et la fonction cherchée est y : RÑ R.
La méthode proposée ici consiste à transformer cette équation d’ordre p en un système d’équa-

tions d’ordre 1. Pour cela nous posons

F : RˆRp Ñ Rp

pt, xq ÞÑ

¨
˚̊
˚̋

x2
...
xp

fpt, x1, . . . , xpq

˛
‹‹‹‚.

(33.93)

Nous considérons alors l’équation différentielle

Y 1ptq “ F
`
t, Y ptq˘. (33.94)

pour Y : R Ñ Rp. La fonction y “ Y1 résout l’équation (33.92) si et seulement si la fonction Y
résout l’équation (33.94).
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De plus si l’équation (33.92) est donnée avec les conditions initiales ypkq “ ak (k “ 0, . . . , p´1)
alors l’équation (33.94) vient avec les conditions initiales

Y pt0q “

¨
˚̋

a0
...

ap´1

˛
‹‚, (33.95)

c’est-à-dire Y pt0q “ A0 avec A0 P Rp.
Le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40 nous donne existence et unicité locale de la solution au

système 33.94. Lorsque le système est linéaire, c’est-à-dire sous la forme Y 1ptq “ MptqY ptq, alors
il y a mieux : le théorème 33.14.

Exemple 33.15
Nous considérons l’équation différentielle

$
’&
’%

´u2ptq ´ uptq “ 1 (33.96a)
up0q “ a0 P R (33.96b)
u1p0q “ a1 P R, (33.96c)

et nous voulons montrer que ce système accepte une unique solution. Vu que l’équation différentielle
se présente sous la forme u2 “ fpt, uq avec fpt, uq “ ´1´ u nous posons

F : RˆR2 Ñ R2

pt, xq ÞÑ
ˆ

x2
´1´ x1

˙
,

(33.97)

et nous considérons l’équation différentielle

Y 1 “ F pt, Y q (33.98)

pour la fonction Y : RÑ R2. La fonction F est Lipschitz (et même globalement) par rapport à Y .
En effet,

}F pxq ´ F pyq} “ px2 ´ y2q2 ` px1 ´ y1q2 “ }x´ y}2. (33.99)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40 s’applique et en posant Y0 “ pa0, a1q, il existe une unique
solution à l’équation Y 1 “ F pt, Y q vérifiant Y p0q “ Y0. Nous notons t ÞÑ Y ptq cette solution.

En quoi cela nous aide ? Nous posons uptq “ Y1ptq. Alors
u1ptq “ Y 11ptq “ F 11pt, Y q “ Y2ptq. (33.100)

En dérivant encore,

u2ptq “ Y 12ptq “ F 12pt, Y q “ ´1´ Y1ptq “ ´1´ uptq, (33.101)

ce qu’il fallait. La fonction t ÞÑ Y1ptq est solution de notre équation de départ. Quid des conditions
initiales ? Vu que u “ Y1 et u1 “ Y2 nous avons

up0q “ Y1p0q “ a (33.102)

et
u1p0q “ Y2p0q “ b. (33.103)

Toutes les prescriptions sont respectées.
Si vous voulez vraiment résoudre cette équation, il faudra plus de travail. D’abord résoudre

l’équation homogène associée, c’est-à-dire l’équation caractéristique r2 ` 1 “ 0, ce qui va donner

uHptq “ Aeit `Be´it, (33.104)
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et ensuite faire le coup de la variation des constantes pour déterminer la solution générale du
problème non homogène. 4

Exemple 33.16
Nous reprenons l’équation différentielle

´ u2ptq ´ uptq “ 1. (33.105)

Nous avons déjà vu dans l’exemple 33.15 que cette équation avait une solution unique pour toute
condition initiale. Cette fois nous voulons étudier les solutions lorsque nous imposons les conditions
aux limites up0q “ upπq “ 0. Nous allons voir qu’il n’y a pas de telles solutions.

Pour ce faire, soit une solution u. D’abord u2 existant, la fonction u est de classe au moins C1.
Mais u2 “ ´1´ u, donc u2 est également C1, ce qui donne la régularité C3 pour u. En continuant
ainsi nous trouvons que u est de classe C8.

Le truc est de considérer a fonction vptq “ sinptq qui vérifie l’équation différentielle
$
’&
’%

´v2 ´ v “ 0 (33.106a)
vp0q “ 0 (33.106b)
v1p0q “ 0. (33.106c)

Nous calculons le produit scalaire sur L2`s0, πr˘ de (33.105) avec v :

xu2, vy ` xu, vy “ ´xv, 1y. (33.107)

Le calcul de xv, 1y est simplement l’intégrale de sinptq pour t allant de 0 à π, c’est-à-dire xv, 1y “ 2.
Vu que u et v sont toutes deux des fonctions qui s’annulent en 0 et en π nous pouvons faire des
intégrations par partie les yeux fermés et exprimer xu2, vy sans dérivées sur u :

xu2, vy “ ´xu1, v1y “ xu, v2y “ ´xu, vy (33.108)

où la dernière égalité n’est autre que le fait que v “ sin, donc v2 “ ´v. Le membre de gauche de
(33.107) vaut donc zéro alors que celui de droite vaut ´2.

Nous concluons que le problème aux limites posé n’admet pas de solutions. 4

33.8 Autour de Cauchy-Lipschitz

Dans cette section nous étudions les équations différentielles du type
"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (33.109a)

ypt0q “ y0. (33.109b)

33.8.1 Fuite des compacts et explosion en temps fini

Théorème 33.17 (Fuite des compacts[452, 285]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (33.110a)

ypt0q “ y0, (33.110b)

où f : I ˆ Ω Ñ Rn est continue et Ω ouvert dans Rn. Soit la solution maximale yM : JM “
stmin, tmaxr Ñ Ω. Si tmax ă suppIq alors yM ptq sort de tout compact de Ω lorsque tÑ tmax.
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Démonstration. Soit K un compact de Ω et nous considérons une suite ptmq dans stmin, tmaxr telle
que tm Ñ tmax. Si nous supposons que yM ptq ne sort pas de K alors nous avons yM ptmq P K,
c’est-à-dire une suite dans un compact. Quitte à passer à une sous-suite, nous supposons qu’elle
est convergente. Soit x1 P K la limite limmÑ8 yM ptmq “ x1.

Vu que tmax P I, la condition initiale yptmaxq “ x1 est valide et le théorème de Cauchy-
Lipschitz 18.40 nous donne une unique solution maximale yP définie sur un ouvert JP autour de
tmax.

Nous allons maintenant construire une solution au problème initial qui contredit la maximalité
de yM . Attention : il n’est pas évident a priori que yP ptq “ yM ptq sur l’intersection des domaines.
Si c’était évident, la proposition serait démontrée.

Soit J̃ “ JM Y JP X stmin,`8r et la fonction

ỹptq “
#
yM ptq si t ă tmax

yP ptq si t ě tmax.
(33.111)

La fonction ỹ est continue par construction parce que

lim
tÑtmax

yM ptq “ x1 “ yP ptmaxq. (33.112)

Nous vérifions à présent que ỹ est une solution : ỹ1ptmaxq “ f
`
tmax, yptmaxq

˘
:

lim
εÑ0

ỹptmax ´ εq ´ ỹptmaxq
ε

“ lim
εÑ0

yM ptmax ´ εq ´ yP ptmaxq
ε

(33.113a)

“ lim
εÑ0

yM ptmax ´ εq ´ yP ptmax ´ εq ` yP ptmax ´ εq ´ yP ptmaxq
ε

(33.113b)

“ lim
εÑ0

yP ptmax ´ εq ´ yP ptmaxq
ε

(33.113c)

“ y1P ptmaxq. (33.113d)

Donc ỹ est solution pour la condition initiale ỹptmaxq “ x1 et coïncide avec yP en tmax et avec yM
avant tmax. Donc en réalité yP , yM et ỹ sont identiques et cela contredit la maximalité de yM .

Corollaire 33.18 (Explosion en temps fini).
Soit pym, Jq la solution maximale du problème de Cauchy (18.146) :

"
y1 “ fpt, yq (33.114a)
ypt0q “ y0, (33.114b)

avec f : U “ I ˆΩ Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz par rapport à y.

Si la solution maximale est définie sur J “ stmin, tmaxr alors nous avons l’alternative suivante :
(1) Soit tmax “ suppIq,
(2) soit tmax ă suppIq et limtÑtmax }yptq} “ 8.
Le résultat tient aussi mutatis mutandis pour tmin.

Remarque 33.19.
Attention : ceci n’est pas une simple paraphrase de la fuite des compacts. L’information supplé-
mentaire que ce corollaire donne est que la solution sort de tout compact pour ne plus y retourner.

Démonstration. L’hypothèse tmax ă suppIq signifie que la solution finit d’exister avant que les
hypothèses sur f cessent d’être vraies. C’est-à-dire que la solution maximale est moindre que ce
que nous aurions pu espérer.

Soit un compact K. Supposons que que pour tout t0 ă tmax il existe t P st, tmaxr tel que
yM ptq P K. Alors cela crée une suite tk dans J telle que yM ptkq est dans K. Comme dans le
théorème de la fuite des compacts nous concluons l’impossibilité de la chose.
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Donc pour tout compactK de Ω, il existe T ă tmax tel que yM ptq P ΩzK pour tout t P rT, tmaxr.
En prenant des boules fermées de plus en plus grandes en guise de compacts nous concluons que

lim
tÑtmax

}yM ptq} “ 8. (33.115)

33.20.
Notons que si tmax ă 8, si nous sommes dans l’alternative 33.18(2) et si la solution maximale y
est de classe C1 (ce qui est le cas lorsqu’on utilise Cauchy-Lipschitz 18.40) alors la dérivée de y est
également non bornée dans un voisinage de tmax.

Mais si f est globalement bornée, alors dans l’équation y1 “ fpt, yq, la dérivée y1 sera globale-
ment bornée. Dans ce cas, la solution ne peut pas exploser en temps fini et existe donc globalement.

Problèmes et choses à faire

Êtes-vous d’accord avec 33.20 ?

Exemple 33.21
Soit l’équation différentielle

$
&
%
y1 “ ypy ´ 1q sinpytq (33.116a)

yp0q “ 1
2 . (33.116b)

La fonction fpt, yq “ ypy´1q sinpytq ayant une dérivée bornée partout, elle est localement Lipschitz
et le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40 s’applique. Pour toute condition initiale, une solution
maximale unique existe.

Si nous oublions la condition initiale, il est facile de trouver des solutions constantes : y1 “ 0
avec yptq “ k donne l’équation

0 “ kpk ´ 1q sinpktq. (33.117)

Les solutions y1ptq “ 0 et y2ptq “ 1 sont des solutions existant pour tout t.
Le graphe de la solution correspondante à la condition initiale yp0q “ 1

2 ne pouvant pas croiser
les graphes de y1 et y2, elle est obligée d’exister pour tout t parce qu’elle ne peut pas exploser en
temps fini. 4

33.8.2 Écart entre deux conditions initiales

Proposition 33.22 ([450, 453]).
Soit une fonction f : I ˆ Ω Ñ Rn continue et globalement Lipschitz en sa seconde variable (Ω est
un ouvert de Rn). Soient deux solutions y1 : I1 Ñ Rn et y2 : I2 Ñ Rn aux problèmes

"
y1iptq “ f

`
t, yiptq

˘
(33.118a)

yipt0q “ ai. (33.118b)

Alors pour tout t P I1 X I2 nous pouvons estimer l’écart entre y1 et y2 par la formule

}y1ptq ´ y2ptq} ď eL|t´t0|}a1 ´ a2}, (33.119)

où L est la constante de Lipschitz de f .

Démonstration. Nous avons d’abord les majorations suivantes, qui semblent juste jouer avec les
notations, mais qui utilisent le fait (contenu dans le théorème de Cauchy-Lipschitz) que yi soit de
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classe C1 :

}y1ptq ´ y2ptq} “ }
ż t

t0

`
y11psq ´ y11psq

˘} (33.120a)

ď L

ż t

t0

}f`s, y1psq
˘´ f`s, y2psq

˘}ds (33.120b)

“ L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds. (33.120c)

C’est à ce moment que nous utilisons le lemme de Grönwall. Vu que

}y1ptq ´ y2ptq} ď L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds, (33.121)

nous sommes dans les hypothèses de Grönwall 33.5 en posant

uptq “ }y1ptq ´ y2ptq} (33.122a)
bptq “ }y1p0q ´ y2p0q} (33.122b)
aptq “ L. (33.122c)

Nous avons la majoration

}y1ptq ´ y2ptq} ď }y1p0q ´ y2p0q} ` L
ż t

0
}y1p0q ´ y2p0q}eLpt´sqds. (33.123)

Le calcul de l’intégrale intérieure donne
ż t

0
eLpt´sqds “ ´ 1

L
pe´Lt ´ 1q. (33.124)

Avec ça, nous avons
}y1ptq ´ y2ptq} ď eLt}y1p0q ´ y2p0q}. (33.125)

33.23.
Notons que la proposition 33.22 est plutôt une mauvaise nouvelle parce que les solutions restent
seulement linéairement proches l’une de l’autre lorsqu’on rapproche les conditions initiales, mais
elle divergent exponentiellement vite avec le temps. Donc deux trajectoires arbitrairement proches
au départ finissent assez vite par être bien séparées.

Cette proposition est cependant cruciale parce qu’elle explique que pour des petits t, les solu-
tions ne s’écartent pas beaucoup, c’est-à-dire que pour t fixé, l’application qui à une donnée initiale
fait correspondre la solution en t est continue. C’est le premier pas pour parler de régularité du
flot.

33.8.3 Flot d’un champ de vecteurs

Nous reprenons l’équation différentielle du théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40. En ce qui
concerne les notations, I est un intervalle ouvert de R contenant 0 et l’application f : IˆRn Ñ Rn

est continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons pJa, yaq la
solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème

"
yaptq “ f

`
t, yaptq

˘
(33.126a)

yap0q “ a. (33.126b)

Nous noterons aussi de temps en temps ϕpt, aq “ yaptq.
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Nous savons que t ÞÑ yaptq est de classe C1, et cela est directement dans le théorème de Cauchy-
Lipschitz. Une question d’une toute autre difficulté est la régularité de a ÞÑ yaptq pour t fixé, et
encore pire : celle de pt, aq ÞÑ yaptq.

Il se fait que l’application pt, aq ÞÑ yaptq a la même régularité que celle de f , mais cela va être un
peu long à prouver. En ce qui concerne la régularité C1, ce sera le théorème 33.28 dont la démons-
tration, comme vous pouvez le voir sera copieuse et demandera des propositions intermédiaires pas
simples.

Définition 33.24.
Si t est fixé, l’application

ϕt : Rn Ñ Rn

x ÞÑ ϕpt, xq “ yxptq, (33.127)

est le flot du problème de Cauchy (33.126).
L’application t ÞÑ ϕt est ce qui est appelé le groupe à un paramètre de flot, pour des raisons

qui arriverons plus tard 2.

Le but est d’étudier les propriétés du flot : est-il continu, un difféomorphisme, existe, pour
quels t ? Où se cache le champ de vecteurs du titre dans l’équation différentielle ?

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu

˘
. (33.128)

Comme tout produit d’espaces métrique, l’ensemble D est muni d’une métrique via la défini-
tion 9.65.

Proposition 33.25 ([450]).
Soit un intervalle I ouvert de R contenant 0 et Ω un ouvert connexe de Rn. Soit une application
f : IˆRn Ñ Rn continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons
pJa, yaq la solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème

"
yaptq “ f

`
t, yaptq

˘
(33.129a)

yap0q “ a. (33.129b)

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu

˘
. (33.130)

Nous définissons la fonction ϕ par ϕpt, xq “ yxptq là où ça existe.
L’ensemble D est ouvert. L’application ϕ : D Ñ Ω est localement Lipschitz.

Démonstration. Soit ps, aq P D et pJa, yaq la solution maximale passant par a en t “ 0. Par
définition de D nous avons s P Ja. Nous considérons J , un compact inclus dans Ja et contenant 0
et s en son intérieur. Nous posons

K “ J ˆ yapJq. (33.131)

Vu que ya est continue, cela est un compact. Chaque point de K possède un voisinage ouvert sur
lequel f est Lipschitz 3 ; nous considérons un sous recouvrement fini et le maximum des constantes
de Lipschitz. Cela nous crée un voisinage V de K dans I ˆ Ω dans lequel f est Lipschitz.

Vu que V est ouvert et K est compact avec K Ă V , nous pouvons trouver un ouvert V 1 et un
compact K 1 tels que

K Ă V 1 Ă K 1 Ă V. (33.132)

Sur ce V 1, la fonction f est de plus bornée parce que continue sur le compact K 1. Nous renommons
V 1 en V . Sur V nous avons :
— }f}8,V ďM ,

2. ou pas. . .
3. Cela est à peu près la définition d’être localement Lipschitz : 13.257, voir aussi 13.258.
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— f est Lipschitz en sa seconde variable, de constante de Lipschitz L.
En tant qu’espace produit, nous avons une distance sur I ˆ Ω donnée en 9.65 :

d
`pt, yq, pt1, y1q˘ “ max

 |t´ t1|, }y ´ y1}(. (33.133)

Nous posons

VεpKq “ tz P I ˆ Ω tel que dpz,Kq ă εu (33.134a)
Wε “ tpt, yq P J ˆ Ω tel que }y ´ yaptq} ă εu. (33.134b)

Wε Ă VεpKq Soit pt, yq PWε. Nous avons :

d
`pt, yq,K˘ “ inf

pt1,y1qPK
d
`pt, yq, pt1, y1q˘ (33.135a)

“ inf
pt1,y1qPK

maxt|t´ t1|, }y ´ y1}u. (33.135b)

Mais demander pt, yq PWε signifie que t P J et }y´ yaptq} ď ε. Dans K nous avons l’élément`
t, yaptq

˘
qui vérifie

d
`pt, yq, pt, yaptqq

˘ “ }y ´ yaptq} ď ε. (33.136)

Donc l’infimum de (33.135b) est majoré par ε. Nous avons prouvé que Wε Ă VεpKq et donc
même inclusion pour les fermetures.

Il existe ε ą 0 tel que VεpKq Ă V Supposons que VεpKq ne soit inclus dans V pour aucun ε.
Alors nous considérons

zn P V1{npKqzV. (33.137)

Nous avons par définition dpzn,Kq ď 1
n . Vu que K est compact, il comprend (au moins) un

élément réalisant la distance : soit z1n P K tel que

dpzn, z1nq “ dpzn,Kq. (33.138)

Nous avons dpzn, z1nq Ñ 0, de telle sorte que les valeurs d’adhérence de pznq et pz1nq sont les
mêmes. Et comme pz1nq est une suite dans un compact, elle a des valeurs d’adhérence. Soit
z8 l’une d’elles. Vu que c’est une valeur d’adhérence d’une suite contenue dans le compact
K, elle est également dans K : z8 P K. Mais en même temps, zn est hors de l’ouvert V , et
donc dans le fermé V c. Les valeurs d’adhérences restent dans le fermé, c’est-à-dire z8 R V .
Vu que K Ă V , il y a contradiction.
Donc il existe ε ą 0 tel que VεpKq Ă V .

Il existe ε tel que Wε Ă V Il suffit de prendre le ε dont nous venons de parler pour avoir

ε Ă VεpKq Ă V. (33.139)

Soit le ε en question, et T ą 0 tel que J Ă r´T, T s. Nous posons r “ εe´LT . Soit b P Bpa, rq et

X “ tτ P J` tel que s0, τ s Ă Jb et
`
t, ybptq

˘ PWε @ t P r0, τ su. (33.140)

Nous allons prouver que X “ J` en prouvant qu’il est ouvert, fermé et non vide dans J` “
J X s0,8r. Nous parlons bien de la topologie de J`, celle induite 4 de R. Vu que 0 P J , l’ensemble
J` est ouvert à gauche, mais comme il est compact, il ne va certainement pas jusqu’à `8, de telle
sorte qu’il est fermé à gauche. Les ouverts de J` sont les ensembles de la forme O X J` où O est
ouvert de R. Il y en a de la forme s0,ms.
X est fermé C’est parce que Wε et Jb sont fermés.

4. Définition 7.10.
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X est ouvert Soit τ P X. Si τ “ sup J` alors X “ J` est un ouvert de J`. Supposons donc que
0 ă τ ă sup J`. Dans ce cas nous avons

`
τ, ybpτq

˘ PWε Ă V, (33.141)

et nous pouvons résoudre localement le problème de Cauchy
"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (33.142a)

ypτq “ ϕpτ, bq “ ybpτq. (33.142b)

Ce y existe jusqu’à τ ` η (pour au moins un petit η), et par l’unicité de la solution, y “ yb
sur rτ, τ ` ηr. Ceci pour dire que le flot ϕp., bq existe au moins jusqu’à τ ` η.
Grâce à la proposition 33.22 nous pouvons évaluer

}ϕpτ, bq ´ ϕpτ, aq} “ }yapτq ´ ybpτq} ď eLτ }b´ a}. (33.143)

Comme nous avions choisi r “ εe´LT et b P Bpa, rq nous avons aussi }b´a} ď εe´LT et donc

}ϕpτ, bq ´ ϕpτ, aq} ď εeLpτ´T q ă ε (33.144)

parce que nous avions τ ă sup J` ď T , ce qui garantit que eLpτ´T q ă 1.
Est-ce que ceci nous garantit que τ ` η P X ? Il faudrait

`
τ ` η, ybpτ ` ηq

˘ PWε, c’est-à-dire
}ybpτ ` ηq ´ yapτ ` ηq} ď ε. L’ensemble J` étant fermé dans l’ouvert Ja, ce dernier déborde
certainement. Prenons donc η assez petit pour que ya existe jusqu’en τ ` η.
Vu que ya et yb sont continues, et qu’en τ elles sont distantes de moins de ε, en τ ` η, elles
restent distantes de moins de ε (quitte à prendre encore η plus petit).
Ceci nous permet de conclure que X est ouvert.

X est non vide La solution yb au problème
"
y1bptq “ f

`
t, ybptq

˘
(33.145a)

ybp0q “ b (33.145b)

existe au moins localement et vérifie }ybp0q ´ yap0q} “ }b ´ a} ď εe´LT ă ε. Par continuité
nous avons

}ybptq ´ yaptq} ă ε (33.146)
pour tout t dans un voisinage de 0. Donc X est non vide.

Conclusion pour X La partie X est ouverte, fermée et non vide dans J` qui est connexe. Donc
X “ J` par la proposition 7.39(3).

La conclusion X “ J` nous enseigne que pour tout t P J` nous avons s0, ts P Jb et
`
t, ybptq

˘ P
Wε. Nous pouvons faire la même chose pour J´ et au final nous avons que pour tout τ P J nous
avons d’abord τ P Jb, ce qui prouve J Ă Jb. De plus pour tout t P J nous avons aussi

`
t, ybptq

˘ PWε Ă V. (33.147)

Nous en concluons que
J ˆBpa, rq Ă V. (33.148)

Nous savons de plus que pour tout b P Bpa, rq, J Ă Jb. Cela signifie que

J ˆBpa, rq Ă D. (33.149)

Mais J ˆBpa, rq est un voisinage de ps, aq qui était au début de la preuve un point générique
choisi dans D. Donc D est ouvert parce qu’il contient un voisinage de chacun de ses points.

Il nous reste à voir que ϕ : D Ñ Ω est localement Lipschitz. Soit donc le point générique ps, aq
dans D et l’ensemble V qui avait été construit plus haut. Nous allons montrer que ϕ est Lipschitz
sur J ˆBpa, rq Ă V . D’abord sur V , l’application f est Lipschitz, donc

}ϕpt, b1q ´ ϕpt, b2q} ď eLt}b1 ´ b2} ď eLT }b1 ´ b2} (33.150)



33.8. AUTOUR DE CAUCHY-LIPSCHITZ 1835

pour tout t P J et b1, b2 P Bpa, rq.
Ensuite, f est bornée, majorée par M sur V , donc

}ϕpt1, bq ´ ϕpt2, bq} “ |
ż

rt1,t2s
y1psqds| (33.151a)

“ |
ż

rt1,t2s
f
`
s, ybpsq

˘| (33.151b)

ď
ż

rt1,t2s
|f`s, ybpsq

˘|ds (33.151c)

ďM |t1 ´ t2|. (33.151d)

Et enfin nous prouvons que ϕ est localement Lipschitz. En posant k “ maxteLT ,Mu nous avons
}ϕpt1, b1q ´ ϕpt2, b2q} ď }ϕpt1, b1q ´ ϕpt1, b2q} ` }ϕpt1, b2q ´ ϕpt2, b2q} (33.152a)

ď eLT }b1 ´ b2} `M |t1 ´ t2| (33.152b)
ď k

`}b1 ´ b2} ` |t1 ´ t2|
˘

(33.152c)
ď 2kmaxt}b1 ´ b2}, |t1 ´ t2|u (33.152d)
“ 2kd

`pb1, t2q, pb2, t2q
˘
. (33.152e)

Le flot ϕ est donc Lipschitz de constante 2k.

Exemple 33.26

Problèmes et choses à faire

Cet exemple doit être lu attentivement. Il me semble prouver que le flot n’est pas dérivable en la condition initiale sans que f le soit. Le document

[454] semble dire le contraire. Je ne suis pas assez sûr de mon coup pour contredire.

Il n’y a pas de raisons de penser que a ÞÑ yaptq soit mieux que continue en sans hypothèses
supplémentaires sur f . Pour illustrer cela nous considérons l’équation différentielle

$
&
%
BX
Bs “ f

`
Xpsq, s˘ (33.153a)

Xptq “ x (33.153b)

où t et x sont des paramètres fixés. Nous allons étudier la dérivabilité de X en x lorsque

fpx, tq “ |x|. (33.154)

Cela est un exemple typique de fonction autant Lipschitz que l’on veut sans être dérivable. L’équa-
tion différentielle est BX

Bs psq “ |Xpsq|. (33.155)

Si x ą 0 alors Xpsq ą 0 dans un voisinage de s “ t et nous avons Xpsq “ Kes. La constante K se
fixe par la condition initiale Xptq “ x :

Xpsq “ xes´t. (33.156)

Et cette solution tient en réalité pour tout s parce que Xpsq est alors toujours positif.
Si au contraire x ă 0 nous avons la solution

Xpsq “ xet´s. (33.157)

Au final,

Xps;x, tq “

$
’&
’%

xet´s si x ă 0
0 si x “ 0
xes´t si x ą 0

(33.158)
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L’application ps, x, tq ÞÑ Xps;x, tq est continue. En ce qui concerne la dérivée partielle BxX en
x “ 0 nous avons :

BX
Bx ps, 0, tq “ lim

εÑ0

Xps, ε, tq ´Xps, 0, tq
ε

“ lim
εÑ0

Xps, ε, tq
ε

. (33.159)

La limite à droite donne :
lim
εÑ0`

Xps, ε, tq
ε

“ εes´t

ε
“ es´t. (33.160)

La limite à gauche donne :
lim
εÑ0´

Xps, ε, tq
ε

“ et´s. (33.161)

Les deux limites n’étant pas égales, la limite (33.159) n’existe pas 5 et l’application ps, x, tq ÞÑ
Xps, x, tq n’est pas dérivable par rapport à x. 4

Lemme 33.27 ([455]).
Soit un application A : Bpt0, τq ˆ Bpa,Rq Ñ LpRnq continue par rapport à sa première variable
(t0 P R et a P Rn). Alors en posant l’équation

$
&
%
Bψ
Bt pt, bq “ Apt, bqψpt, bq (33.162a)

ψpt0, bq “ ψ0. (33.162b)

Nous avons l’estimation

}ψpt, vq ´ ψpt, wq} ď }ψ0}τ max
sPBpt0,τq

}Aps, vq ´Aps, wq}ˆ

ˆ exp
˜
τ max
sPBpt0,τq

maxt}Aps, vq}, }Aps, wq}u
¸

(33.163)
pour tout t P Bpt0, τq et v, w P V .

Théorème 33.28 (Régularité C1 du flot [455]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P C1`IˆΩ,R

˘
,

a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

ϕ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%
Bϕ
Bt pt, xq “ f

`
t, ϕpt, xq˘ (33.164a)

ϕpt0, xq “ x (33.164b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ ϕpt, xq est de classe C1.

Problèmes et choses à faire

La preuve qui suit doit être lue avec beaucoup d’attention, en particulier sur les incohérences possibles de notations, et sur les oublis possibles de

précautions oratoires type « quitte à encore réduire les voisinages V et W ».

Démonstration. En termes de notations, pour x P Ω fixé nous écrivons yxptq pour ϕpt, xq et pour
t P I fixé nous notons ϕtpxq pour ϕpt, xq.

De plus lorsque nous écrirons des choses comme g : R Ñ R, nous n’entendrons pas que g est
effectivement définie sur tout R. La notation « g : R Ñ R » indiquera seulement que la variable
de g est réelle, et que nous comptons préciser le domaine plus tard. Cette remarque s’applique
seulement à cette démonstration et non à l’ensemble du livre.

5. Si vous comptez donner ça à manger au jury d’un concours, soyez prudent et n’écrivez pas l’équation (33.159)
au tableau. Réfléchissez comment rédiger cela correctement.
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Nous considérons R ą 0 tel que Bpa, 2Rq Ă Ω et ensuite nous posons V “ Bpa,Rq. La fonction
yx, solution pour la condition initiale yxpt0q “ x est définie sur W “ rt0 ´ τ, t0 ` τ s et prend ses
valeurs dans Bpx,Rq. Ceci est parce que yx est continue, alors en prenant τ assez petit, la valeur
de yxptq ne va pas s’éloigner de x lorsque t ne s’éloigne pas de t0.

Nous savons déjà de la proposition 33.25 que ϕ est C1 en t et localement Lipschitz en sa seconde
variable, avec une constante Lipschitz uniforme sur W ˆ V . Elle est donc continue en tant que
fonction

ϕ : V ˆW Ñ Rd. (33.165)

La différentielle partielle Df Pout t fixé nous notons Dfpt,xq la différentielle de f par rapport
à x. C’est-à-dire que

Dfpt,xq : Rn Ñ Rn

u ÞÑ d

ds

”
fpt, x` suq

ı
s“0

.
(33.166)

C’est un élément de LpRnq, l’ensemble des applications linéaires de Rn vers Rn. Nous allons
montrer que

pt, xq ÞÑ Dfpt,xq (33.167)

est continue en tant qu’application RˆRn Ñ LpRnq. Pour cela nous introduisons l’applica-
tion d’inclusion i : Rn Ñ RˆRn, ipuq “ p0, uq. Elle donne

Dfpt,xqpuq “ d

ds

”
f
`pt, xq ` sp0, uq˘

ı
s“0

“ dfpt,xq ˝ ipuq. (33.168)

Autrement dit
Dfpt,xq “ dfpt,xq ˝ i. (33.169)

Or l’application pt, xq ÞÑ dfpt,xq est continue par hypothèse (f est de classe C1) et l’application

LpRˆRn,Rnq Ñ LpRn,Rnq
A ÞÑ A ˝ i (33.170)

est également continue. Donc pt, xq ÞÑ Dfpt,xq est continue 6.
L’équation aux variations Soit x P Ω. Nous introduisons l’opérateur

Sx : Rˆ LpRnq Ñ LpRnq
Sxpt, ψq “ Dfpt,yxptqq ˝ ψ.

(33.171)

Par ce que nous avons raconté, cela est une fonction continue en sa première variable et
Lipschitz en sa seconde variable. Nous identifions LpRnq à R2n .
Toujours pour chaque x considéré nous posons l’équation différentielle ordinaire

$
&
%
Bψ
Bt pt, xq “ Sx

`
t, ψpt, xq˘ (33.172a)

ψpt0, xq “ Id . (33.172b)

qui est une équation différentielle ordinaire pour ψ : RˆRn Ñ LpRnq rentrant dans le cadre
de Cauchy-Lipschitz.
Quel est le domaine de définition de ψ pour sa première variable ? C’est un ouvert autour
de t0. Nous réduisons W de telle sorte que la solution ψ soit définie sur W . Idem pour la
variable x qui est dans un voisinage de a.
L’équation (33.172) s’appelle l’équation aux variations. Nous allons montrer dans la dou-
leur que ψ est continue et est la différentielle de ϕt, c’est-à-dire que

pdϕtqb “ ψpt, bq. (33.173)
6. Si quelqu’un peut prouver ça de façon moins verbeuse, je suis preneur. Il me semble que quel que soit la façon dont

on s’y prend, sous le capot, on passe par la continuité de l’application (33.170).
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ψ est continue en pt, xq (début) Il s’agit de majorer les deux termes de

}ψpt1, a1q ´ ψpt2, a2q} ď }ψpt1, a1q ´ ψpt2, a1q} ` }ψpt2, a1q ´ ψpt2, a2q}. (33.174)

Premier terme Nous avons

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} “ }
ż

rt1,t2s
Bψ
Bt ps, bqds} (33.175a)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq}ds (33.175b)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,tbpsqq}}ψps, bq}ds (33.175c)

ď |t1 ´ t2| max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq} max
sPrt1,t2s

}ψps, bq}. (33.175d)

Nous allons majorer le second maximum. Prenons t P r0, τ s ; et posons Apu, bq “
Dfpu,ybpuqq pour alléger les notations. Par l’équation de définition de ψ nous avons

ψpt, bq “ ψp0, bq `
ż

r0,ts
Apu, bqψpu, bqdu, (33.176)

et donc
}ψpt, bq} ď }ψ0} `

ż

r0,ts
}Apu, bq}}ψpu, bq}du. (33.177)

En y appliquant le lemme de Grönwall dans sa version 33.4 nous trouvons

}ψps, bq} ď }ψ0} exp
˜ż

r0,ss
}Apu, bq}du

¸
(33.178a)

ď }ψ0} exp
ˆ
s max
uPr0,ss

}Apu, bq}
˙
. (33.178b)

En retournant à (33.175d) nous avons ψ0 “ Id et donc }ψ0} “ 1 et

max
sPrt1,t2s

}ψps, bq} ď max
sPrt1,t2s

exp
ˆ
s max
uPr0,ts

}Dfpu,ybpuqq}
˙

(33.179)

Là dedans nous pouvons remplacer t par maxt|t1|, |t2|u. Posons enfin, pour alléger les
expressions

apt1, t2, bq “ max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq}. (33.180)

La majoration que nous retenons est :

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} ď |t1 ´ t2|apt1, t2, bq exp
`

maxt|t1|, |t2|uap0, t, bq
˘
. (33.181)

Cela tend vers zéro lorsque t1 Ñ t2.
Deuxième terme En ce qui concerne le second terme,

}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} (33.182)

nous utilisons le lemme 33.27 qui donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,
}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} ď τ max

sPBp0,τq
}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq}ˆ

ˆ exp
´
τ maxt}Dfs,yb1 psq, }Dfs,yb2 psq}}u

¯
.

(33.183)

Dans notre cas, t0 “ 0, donc t P r´τ, τ s. Vu la continuité de Df , nous avons

max
sPBp0,τq

}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq} Ñ 0 (33.184)

lorsque b1 Ñ b2.
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ψ est continue en pt, xq (fin) Les deux bons calculs faits, nous avons, en repartant de
(33.174),

lim
pt1,b1qÑpt2,b2q

}ψpt1, b1q ´ ψpt2, b2q} “ 0, (33.185)

ce qui signifie que ψ est une fonction continue de ses deux variables en même temps.

Différentiabilité de ϕ (début) Nous montrons maintenant que Dϕpt, xq existe. Pour rappel, D
est la différentielle par rapport à la seconde variable. Nous sommes à étudier l’existence de
Dϕpt,bq “ dpϕtqb. Nous posons

θpt, hq “ ϕpt, b` hq ´ ϕpt, bq “ yb`hptq ´ ybptq (33.186)

où b est le point où nous étudions la différentiabilité. Il est dans un voisinage du point a fixé
depuis le début et autour duquel il existe un voisinage qui donne un sens à tout ce que nous
avons fait jusqu’à présent. La dépendance de θ en b est implicite. Vu que ϕ est Lipschitz en
sa seconde variable, nous avons la majoration

}θpt, hq} ď C}h} (33.187)

dès que t P V et b, b` h PW .
De plus, parce que t0 est le temps de la condition initiale nous avons

θpt0, hq “ yb`hpt0q ´ ybpt0q “ a` h´ a “ h. (33.188)

Et aussi, par définition de ψ :

ψpt, bq “ ψ0 `
ż t

t0

Bψ
Bt ps, bqds “ ψ0 `

ż t

t0

Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq (33.189)

En appliquant à h et en se souvenant que ψ0 “ Id,

ψpt, bqh “ h`
ż t

t0

´
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bq

¯
h ds. (33.190)

Puis on peut faire un calcul assez classique en se souvenant que θpt0, hq “ h :

θpt, hq “ θpt0, hq `
ż t

t0

“Bϕ
Bt ps, b` hq ´

Bϕ
Bt ps, bq

‰
ds (33.191a)

“ h`
ż t

t0

“
f
`
s, yb`hpsq

˘´ f`s, ybpsq
˘‰
ds. (33.191b)

On fait la différence entre les deux :

θpt, hq ´ ψpt, bqh “ ´
ż t

t0

“
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bqh´ f

`
s, yb`hpsq

˘` f`s, ybpsq
˘‰
ds. (33.192)

Nous y ajoutons et soustrayons Dfs,ybpsqθps, hq et nous retenons la majoration suivante :

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď
ż t

t0

}Dfps,ybpsqqψps, bq ´Dfps,ybpsqqθps, hq}ds

`
ż t

t0

}fps, yb`hpsqq ´ fps, ybpsqq `Dfps,ybpsqqθps, hq}ds.
(33.193)

Nous allons encore majorer ces deux termes séparément. Soit ε ą 0.
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Premier terme Ce qui est dans la norme à majorer est

Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘. (33.194)

Vu que Df est continue et que yb est continue 7, l’application s ÞÑ Dfs,ybpsq est continue
et donc de norme majorée sur le compact rt0, ts. Nous rapellons la notation

apt0, t, bq “ max
sPrt0,ts

}Dfs,ybpsq}, (33.195)

et nous majorons encore et toujours. D’abord
ż t

t0

}Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘}ds ď apt0, t, bq

ż t

t0

}ψps, bq ´ θps, hq}ds. (33.196)

Deuxième terme Pour traiter le deuxième terme, nous allons provisoirement noter x “
ybpsq et y “ yb`hpsq ; entre autres, y´x “ θps, hq. Ce qui est écrit dans le second terme
de (33.193) est

fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqθps, hq “ fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqpy ´ xq (33.197)

Comme D ne s’applique pas à la variable s, nous pouvons alléger la notation et déduire
de la différentiabilité de f qu’il existe un η ą 0 tel que x, y P W avec }y ´ w} ď η
implique

}fpyq ´ fpxq ´Dfxpy ´ xq} ď ε}y ´ x}. (33.198)

Prenons }h} ď η{C (le C de (33.187)) ; en déballant les notations,

}f`s, yb`hpsq
˘´ f`s, ybpsq

˘´Dfps,ybpsqqθps, hq} ď ε}θps, hq} ď εC}h}. (33.199)

Les deux termes ensemble En remettant les deux dans (33.193) nous trouvons la majo-
ration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|εC}h} ` apt0, t, vq
ż t

t0

}ψps, bqh´ θps, hq}ds (33.200)

qui est encore de la graine à Grönwall avec
$
’&
’%

uptq “ }θpt, hq ´ ψpt, bq} (33.201a)
bptq “ |t´ t0|εC}h} (33.201b)
apsq “ apt0, t, vq, (33.201c)

la troisième étant une fonction constante. Cela donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|εC}h} `
ż t

t0

ps´ t0qεC}h}apt0, t, bq exp
ˆż t

s
apt0, t, bqdu

˙
ds.

(33.202)
En valeur absolue, la différence s´ t0 est majorée par τ , l’intégrale dans l’exponentielle
vaut pt´ sqapt0, t, bq, et restons avec

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τεC}h} ` τ
ż t

t0

εC}h}apt0, t, bqeapt0,t,bqpt´sqds. (33.203)

En supposant t ą t0 nous pouvons calculer l’intégrale. Si vous m’avez suivi jusqu’ici,
vous devriez avoir de tels maux de tête que je vous donne la réponse :

ż t

t0

apt0, t, bqept´sqapt0,t,bqds “ ept0´tqapt0,t,bq ´ 1. (33.204)

7. Il faut encore réduire les voisinages V et W pour que ceci ait un sens.
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En remettant dans l’expression,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τεC}h} ` εC}h}apt0, t, bqτ
`
ept´t0q ´ 1

˘ “ τεC}h}ept´t0qapt,t0,bq.
(33.205)

Nous pouvons majorer t ´ t0 par τ et apt, t0, bq par apt0 ´ τ, t0 ` τ, bq pour avoir la
majoration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τεC}h}eτapt0´τ,t0`τ,bq. (33.206)

Différentiabilité de ϕpt, bq (fin) Nous écrivons la définition 12.133 de la différentiabilité :
nous voulons vérifier que

lim
hÑ0

ϕpt, b` hq ´ ϕpt, bq ´ ψpt, bqh
}h} “ 0. (33.207)

Nous remplaçons ϕpt, b`hq´ϕpt, bq par θpt, hq et prenons la norme avec les majorations
données :

lim
hÑ0

}ϕpt, b` hq ´ ϕpt, bq ´ ψpt, bqh}
}h} ď lim

hÑ0
τεCeτept0´τ,t0`τ,bq. (33.208)

Cela étant valable pour tout ε, nous en déduisons la nullité de la limite.
Nous avons démontré que ϕ était différentiable par rapport à sa deuxième variable et
que

Dϕpt,bq “ ψpt, bq. (33.209)

Conclusion : ϕ est de classe C1 Nous avons déjà prouvé que pt, bq ÞÑ ψpt, bq est continue. Donc
de (33.209) nous déduisons que les dérivées partielles pt, bq ÞÑ Bϕ

Bxi pt, bq sont continues. Mais
comme ϕ est Lipschitz en t, la dérivée partielle pt, bq ÞÑ Bϕ

Bt pt, bq est également continue.
La continuité de toutes les dérivées partielles de ϕ nous donne la classe C1 pour ϕ par la
proposition 13.239.

Proposition 33.29 (Régularité Cp du flot[456]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P Cp`IˆΩ,R

˘
,

ainsi que a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

ϕ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%
Bϕ
Bt pt, xq “ f

`
t, ϕpt, xq˘ (33.210a)

ϕpt0, xq “ x (33.210b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ ϕpt, xq est de classe Cp.

Démonstration. Nous savons déjà par le théorème 33.28 que pt, xq ÞÑ ϕpt, xq est de classe C1. Nous
supposons que f est de classe Cp avec p ě 2.

Vu que ϕ et f sont de classe C1, nous avons aussi que l’application pt, xq ÞÑ f
`
t, ϕpt, xq˘ est de

classe C1. L’équation donne alors immédiatement le fait que

pt, xq ÞÑ Bϕ
Bt pt, xq (33.211)

est de classe C1.
En ce qui concerne la régularité par rapport aux autres variables, il faudra travailler un peu

plus.
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Une équation différentielle pour le flot Nous allons commencer par un habile jeu d’écriture :
la formule

ϕpt, xq “ x`
ż t

t0

f
`
s, ϕps, xq˘ds (33.212)

devient
ϕtpxq “ x`

ż t

t0

f
`
s, ϕspxq

˘
ds. (33.213)

Dans le même ordre d’idée nous notons fspxq “ fps, xq, et ce qui se trouve dans l’intégrale
(33.213) n’est autre que la fonction

gspxq “ pfs ˝ ϕsqpxq. (33.214)

Tout cela pour différentier l’égalité (33.213) par la proposition 18.26 :

pdϕtqx “ Id`
ż t

t0

pdgsqxds (33.215a)

“ Id`
ż t

t0

pdfsqϕspxq ˝ pdϕsqsds. (33.215b)

Nous dérivons ensuite cela par rapport à t :
B
Bt
´
pdϕtqx

¯
“ pdftqϕtpxq ˝ pdϕtqx. (33.216)

Cela est une égalité dans LpRnq.
Nous introduisons la fonction

F : I ˆ LpRnq ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, A, xq ÞÑ pdftqϕtpxq ˝A.

(33.217)

En fait, à la place de I et Ω il faut prendre des petits voisinages dans lesquels les choses ont
un sens. Ce que dit l’équation 33.216 est que l’application

A : I ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, xq ÞÑ pdϕtqx (33.218)

vérifie l’équation différentielle
$
&
%
BA
Bt pt, xq “ F

`
t, Apt, xq, x˘ (33.219a)

Apt0, xq “ Id . (33.219b)

Une autre équation différentielle Nous n’oublions pas l’équation différentielle pour la dérivée
par rapport à t :

Bϕ
Bt pt, xq “ f

`
t, ϕpt, xq˘. (33.220)

Réécriture pour la différentielle Nous allons récrire l’équation (33.219) de façon à ce que le
paramètre x soit inclus dans la condition initiale. De cette manière, la solution pourra profiter
de la régularité C1 du flot déjà prouvée dans le théorème 33.28.
Soit

g : I ˆ `
LpRnq ˆ Ω

˘Ñ LpRnq ˆ Ω
`
t, pA, xq˘ ÞÑ

´
F pt, a, xq, 0

¯
.

(33.221)

Nous posons E “ LpRnq ˆ Ω ; c’est cet espace qui va jouer le rôle de Ω. Nous considérons à
présent l’équation différentielle suivante pour zx : I Ñ E :

$
&
%

ˆ
z11ptq
z12ptq

˙
“ z1ptq “ gpt, zptqq “

ˆ
F
`
t, z1ptq, z2ptq

˘

0

˙
(33.222a)

zpt0q “ pId, xq. (33.222b)
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Il devrait y avoir un indice pId, xq à z parce que c’est sa condition initiale. La fonction g est
de classe Cp, donc cette équation admet une unique solution dont le flot est de classe C1.
Autrement dit, si S est dans un voisinage de Id, l’application

pt, xq ÞÑ zptq (33.223)

est de classe C1. Nous allons montrer qu’en posant Apt, xq “ z1ptq, nous avons une solution de
(33.219) (l’unicité de la solution impose que cette solution est effectivement la différentielle de
dϕt). D’abord, la seconde ligne de l’équation différentielle est z12ptq “ 0, c’est-à-dire z2ptq “ x
pour tout t.
Sachant cela, la première équation devient

"
z11ptq “ F

`
t, z1ptq, x

˘
(33.224a)

z1pt0q “ Id, (33.224b)
qui est l’équation différentielle pour A. Rappel : il y a partout une dépendance de z en sa
condition initiale x que nous n’avons pas écrite pour des raisons de légèreté notionnelle. Il
n’en reste pas moins que le flot de l’équation différentielle pour z est C1, c’est-à-dire que
pt, xq ÞÑ z1ptq est de classe C1.
Par conséquent, pt, xq ÞÑ Apt, xq est également C1.

Régularité C2 du flot Le fait que A soit C1 n’implique pas que le flot le soit parce que le flot suit
la même équation différentielle que A ne signifie pas que il soit égal. Il y a un raisonnement
à faire.
Le fait est que si A est une solution de (33.219), alors zptq “ `

Apt, xq, x˘ est solution de
(33.222). C’est l’unicité de cette dernière qui permet de déduire l’unicité de la solution pour
A.
Nous avons donc que l’unique solution A du système (33.219) est égale à Apt, xq “ pdϕtqx et
est de classe C1 par rapport à pt, xq.
Donc pt, xq ÞÑ ϕpt, xq est de classe C2.

Régularité Cp Nous avons vu que le flot de y1 “ fpt, yq est de classe C2 dès que f est de classe
C2. Supposons que f soit de classe Cp et montrons que si le flot est de classe Ck (k ă p)
alors il est de classe Ck`1.
Vu que le flot d’une équation différentielle de classe Cp est de classe Ck, en particulier celui
de (33.222) est de classe Ck. Donc aussi la solution pour Apt, xq “ pdϕtqx est de classe Ck.
Et vu que pt, xq ÞÑ pdϕtqx est de classe Ck, l’application ϕ est de classe Ck`1.

33.30.
Le théorème d’inversion locale 18.48 nous permet de dire que, pour t fixé, le flot x ÞÑ ϕtpxq est un
Cp-difféomorphisme local.

Proposition 33.31 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre, régularité Cp[457, 458, 459]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f P CppI ˆ Ωˆ Λ,Rnq localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et λ0 P Λ. Il
existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1λptq “ f

`
t, yλptq, λ

˘
(33.225a)

yλpt0q “ y0 (33.225b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp par rapport à ses deux variables.

Démonstration. Nous récrivons immédiatement le problème pour la fonction y : IˆΛ Ñ Rn donné
par ypt, λq “ yλptq :

$
&
%
By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (33.226a)

ypt0q “ y0. (33.226b)
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Nous allons montrer que ce problème est en réalité équivalent à un problème sans paramètre. Nous
posons E “ Ωˆ Λ et

g : I ˆ E Ñ E

pt, xq ÞÑ `
fpt, x1, x2q, 0

˘ (33.227)

où x1 est la composante Ω de x et x2 est la composante Λ de x. Pour une valeur µ P Λ donnée
nous considérons le problème au condition initiales

"
x1ptq “ g

`
t, xptq˘ (33.228a)

xpt0q “ py0, µq. (33.228b)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz que nous prenons sous la forme 33.29 nous indique que ce pro-
blème admet une unique solution maximale et que le flot

`
t, py0, µq

˘ ÞÑ xpy0,µqptq est de classe
Cp.

Nous passons maintenant à la résolution du problème (33.226)

Existence d’une solution C1 Nous montrons à présent que la fonction y donnée par

ypt, µq “ xpt0,µqptq1 (33.229)

est solution de (33.226). Vu que x a deux composantes, nous pouvons un peu déballer l’équa-
tion. Afin d’éviter les notations laborieuses nous allons noter x pour xpt0,µq et donc x1ptq
pour xpt0,µqptq. Nous avons l’équation différentielle

ˆ
x11ptq
x12ptq

˙
“

ˆ
f
`
t, x1ptq, x2ptq

˘

0

˙
(33.230)

avec la condition initiale ˆ
x1pt0q
x2pt0q

˙
“

ˆ
y0
µ

˙
. (33.231)

La seconde ligne de l’équation donne immédiatement x2ptq “ µ pour tout t. En injectant
dans la première ligne :

x11ptq “ f
`
t, x1ptq, µ

˘
. (33.232)

Or vue la définition de y, le nombre x11ptq n’est autre que By
Bt pt, µq. La fonction y que nous

avons définie vérifie donc By
Bt pt, µq “ f

`
t, ypt, µq, µ˘ (33.233)

et la condition initiale ypt0q “ x1pt0q “ y0. Elle est donc bien solution du problème initial.
De plus l’application pt, µq ÞÑ ypt, µq “ xpt0,µqptq1 est de classe Cp.

Unicité Pour l’unicité, soit on invoque la proposition 18.43 qui donne l’unicité dans les fonctions
continues et a fortiori dans les fonctions C1. Soit on fait le jeu inverse : on prouve qu’à chaque
solution de (33.226) correspond une solution de (33.228), et l’unicité de la solution x donne
l’unicité du côté de y.

Lemme 33.32.
Soit le problème

$
&
%
By
Bs psq “ f

`
ypsq, s˘ (33.234a)

yptq “ x (33.234b)

avec t et x fixés. Nous supposons que f est de classe Cp.
Alors l’application t ÞÑ yxpsq est de classe Cp.
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Démonstration. Soit t fixé, et l’équation différentielle
$
&
%
Bz
Bs psqa´ “ f

`
zpsq, t´ s˘ (33.235a)

zp0q “ x. (33.235b)

Par le théorème 33.29, La solution z est de classe Cp en ps, xq. En posant ypsq “ zpt´ sq il est vite
vérifié que y est solution de (33.234). C’est alors bien de classe Cp en t.

33.8.4 Stabilité de Lyapunov

Définition 33.33.
Dans le cas de l’équation différentielle y1ptq “ f

`
yptq, t˘ pour y : RÑ Rn, un point a P Rn est un

point d’équilibre lorsque la fonction constante yptq “ a est une solution.
Le point d’équilibre a P Rn est stable si pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que }yp0q ´ a} ă δ

implique }yptq ´ a} ă ε pour tout t.

Théorème 33.34 (Théorème de stabilité de Lyapunov[1, 460, 168, 452]).
Soit l’équation différentielle

"
y1ptq “ fpyq (33.236a)
yp0q “ y0 (33.236b)

avec une fonction f : Rn Ñ Rn de classe C1 vérifiant fp0q “ 0 et y0 P Rn. Nous supposons que
l’application linéaire df0 n’a que des valeurs propres dont la partie réelle est strictement négative.

Alors

(1) Il existe k ą 0 tel que si }y0} ă k alors la solution maximale est définie sur R,

(2) pour le même nombre k ą 0, si }y0} ă k alors yptq tÑ8ÝÑ 0 exponentiellement vite,
(3) la solution y “ 0 est un point d’équilibre attractif.

Démonstration. Placer ici une phrase intelligente 8.

Prolégomène Le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40 nous enseigne que l’équation différentielle
considérée possède une unique solution maximale (entre autres parce qu’une fonction de
classe C1 est localement Lipschitz) et nous nommons J l’intervalle sur lequel elle est définie.

Système linéarisé Nous posons A “ df0. La fonction yLptq “ etAy0 est solution du système
linéarisé

"
y1ptq “ Ayptq (33.237a)
yp0q “ y0. (33.237b)

Pour évaluer la norme de yL nous utilisons le lemme 16.117 : il existe un polynôme P tel que

}yLptq} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
eReλit}y0}. (33.238)

Mais par hypothèse, Repλiq ă 0 et si nous posons λ “ maxtRepλiqu nous avons λ ă 0 et

}yLptq} ď P
`|t|˘eλt}y0}. (33.239)

Donc quel que soit y0 nous avons limtÑ8 }yLptq} “ 0 c’est-à-dire limtÑ8 yLptq “ 0.

8. Parce que sinon l’environnement description qui suit donne un mauvais effet.
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Une forme linéaire Nous définissons la forme bilinéaire suivante sur Rn :

bpx, yq “
ż 8

0
xetAx, etAyydt. (33.240)

D’abord cela est bien défini pour tout x, y P Rn parce que
ˇ̌xetAx, etAyyˇ̌ ď }etAx}}etAy} ď P1

`|t|˘P2
`|t|˘e2λt}x}}y}, (33.241)

qui est intégrable entre 0 et 8 à cause de la décroissance exponentielle 9. Montrons que b est
définie positive. Soit donc x ‰ 0 et calculons

bpx, xq “
ż 8

0
}etAx}2dt. (33.242)

Ce qui est dans l’intégrale est forcément (pas strictement) positif pour tout t. Mais si x ‰ 0
alors }x}2 est strictement positif et sur un voisinage de t “ 0 nous avons aussi }etAx}2 qui
est strictement positif. Ergo bpx, xq ą 0 dès que x ‰ 0, ce qui signifie que b est strictement
définie positive (lemme 11.196).
Nous notons q : V Ñ R la forme quadratique associée à b et aussi la norme qui va avec :
}x}q “

a
qpxq. En ce qui concerne le gradient ∇q : V Ñ V , nous avons le petit calcul

suivant[460] qui se base sur une des nombreuses formules du lemme 13.195 10 :

∇qpxq· y “ d

dt

”
qpx` tyq

ı
t“0

(33.243a)

“ d

dt

”
qpxq ` t2qpyq ` 2tbpx, yq

ı
t“0

(33.243b)

“ 2bpx, yq. (33.243c)

Nous avons aussi

∇qpxq·Ax “ 2bpx,Axq (33.244a)

“ 2
ż 8

0
xetAx, etAAxy (33.244b)

“
ż 8

0

B
Bt
´
xetAx, etAxy

¯
ptqdt (33.244c)

“ lim
TÑ8

”
xetAx, etAxy

ıt“T
t“0

. (33.244d)

Mais vu que }etAx} Ñ 0, pour tÑ8 il ne reste que terme t “ 0 de la différence, c’est-à-dire

∇qpxq·Ax “ 2bpx,Axq “ ´}x}2. (33.245)

Étant donné que ∇qpxq est le vecteur dirigé vers l’extérieur de l’ellipsoïde de la courbe de
niveau de q au point x, le vecteur Ax est dirigé vers l’intérieur.

‚x

∇qpxq

Ax

9. Proposition 16.81.
10. Le fait que q soit différentiable est simplement le fait que b soit bilinéaire.
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Majoration de q
`
yptq˘1 Nous posons

r : Rn Ñ Rn

x ÞÑ fpxq ´Ax. (33.246)

Soit y la solution maximale au problème (33.236) que nous pouvons aussi écrire sous la forme

y1ptq “ r
`
yptq˘`Ayptq. (33.247)

Calculons un peu . . .

q
`
yptq˘1 “ b

`
yptq, yptq˘1 (33.248a)

“ 2bpy, y1q (33.248b)
“ 2b

`
y,Ay

˘` 2b
`
y, rpyq˘ (33.248c)

“ ´}y}2 ` 2b
`
y, rpyq˘ (33.245) avec x “ yptq (33.248d)

ď ´}y}2 ` 2}yptq}q}r
`
yptq˘}q Cauchy-Schwarz : |bpa, bq| ď }a}q}b}q. (33.248e)

Chacun des deux termes peut encore être majoré. En ce qui concerne le premier, par équiva-
lence des normes 11, il existe une constante C telle que }y} ě C}y}q. En renommant immé-
diatement C2 en C, }y}2 ě C}y}2q “ Cqpyq.
Pour le second, nous allons utiliser la différentiabilité de r et le théorème des accroissements
finis. Vu que df0 “ A nous avons dr0 “ df0 ´ A “ 0 et de plus r est de classe C1 parce que
f l’est. Toutes les normes étant équivalentes 12 sur Rn nous pouvons exprimer la continuité
de dr pour la norme }.}q : si ε ą 0 est fixé alors il existe α ą 0 tel que }x} ă α implique
}drx}q ă ε. Nous pouvons écrire les accroissements finis 13 pour la fonction r :

}rpxq ´ rp0q}q ď sup
aPr0,xs

}dfa}}x}q. (33.249)

La chose facile à remarquer est que rp0q “ fp0q “ 0. En ce qui concerne les choses difficiles,
vu que dr est continue (parce que r est C1) il existe un δ ą 0 tel que }dra}q ă ε dès
que a P Bqp0, δq. Si nous prenons }x}q ă δ alors cette majoration est valable pour tous les
éléments sur lequel est pris le supremum dans la formule (33.249). Donc

}rpxq}q ď ε}x}q (33.250)

tant que }x}q ď δ. Par conséquent, tant que }yptq}q ď δ nous avons }r`yptq˘} ď ε}yptq}q.
Nous continuons le calcul (33.248) :

q
`
yptq˘1 ď Cqpyq ` 2ε}yptq}2q (33.251a)

“ ´pC ´ 2εqqpyq. (33.251b)

Si ε est petit on a C ´ 2ε ą 0 et on pose β “ C ´ 2ε pour écrire

q
`
yptq˘1 ď ´βq`yptq˘ (33.252)

tant que }yptq}q ă δ.
Si qpy0q ă δ alors q

`
yptq˘ ă δ Nous posons 14

t1 “ mintt ą 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu (33.253a)

t2 “ maxtt ă 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu. (33.253b)

11. Définition 12.3 et théorème 12.6.
12. Théorème 12.6.
13. Théorème 12.151.
14. t1 est bien définit et est bien un minimum. J’en veux pour preuve 15 que si q

`
yptsq

˘
“ δ, on peut prendre le

minimum seulement sur les t P r0, tss ; or par continuité q
`
yptq

˘
“ δ définit un fermé. Bref t1 est un infimum sur un

compact (fermé borné) et donc bien un minimum atteint.



1848 CHAPITRE 33. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

L’inégalité (33.252) est valable pour t “ 0, t “ t1 et t “ t2 ; nous l’écrivons pour t1 :

q
`
yptq˘1

t“t1 ď ´βq
`
ypt1q

˘ ď ´βδ ă 0 (33.254)

Nous avons donc q
`
ypt1q

˘ “ δ et q
`
yptq˘1

t“t1 ă 0. Par conséquent pour tout t proche de t1
avec 0 ă t ă t1 il y a q

`
yptq˘ ą δ.

Pour la même raison, prise en t “ 0 nous avons pour tout t proche de 0 avec t ą 0 que
q
`
yptq˘ ă δ. Par continuité de t ÞÑ q

`
yptq˘ cette fonction doit passer par la valeur δ dans

st2, 0r et s0, t1r, ce qui contredit la maximalité de t2 et la minimalité de t1.
Ci-dessous, une partie de ce à quoi ressemble le graphe de t ÞÑ q

`
yptq˘ :

‚δ

‚
t1

‚
t2

Deux conclusions :
— Vu que q

`
yptq˘ est borné pour tout t P R, nous sommes dans le cas (1) de l’alternative

du théorème d’explosion en temps fini 33.18. Donc la solution yptq existe sur tout R
pourvu que }y0} soit assez petit. Plus précisément par équivalence des normes, il existe
un nombre D ą 0 tel que }x} ě D}x}q pour tout x. Si }y0} ď Dδ alors

D}y0}q ď }y0} ď Dδ, (33.255)

qui donne immédiatement }y0}q ď δ, ce qui faut pour faire fonctionner l’existence de
yptq pour tout t.

— Nous pouvons maintenant d’utiliser l’inégalité (33.252) pour tout t P R sous la seule
hypothèse que qpy0q ă δ au lieu de q

`
yptq˘ ă δ.

La partie (1) de ce théorème est prouvée ; nous passons au reste à la partie (2). Pour cela
nous supposons que qpy0q ă δ.

À propos de eβtqpyq En sous-entendant la dépendance en t dans y nous avons
´
eβtqpyq

¯1 “ βeβtqpyq ` eβtqpyq1 “ eβt
`
βqpyq ` qpyq1˘, (33.256)

mais nous avons déjà prouvé que qpyq1 ď ´βqpyq (équation (33.252)), donc
´
eβtqpyq

¯1 ď 0 (33.257)

Décroissance exponentielle Si t ě 0, l’inégalité (33.257) donne

eβtq
`
yptq˘ ď qpy0q, (33.258)

c’est-à-dire
q
`
yptq˘ ď e´βtqpy0q (33.259)

lorsque t ě 0. Par équivalence des normes, nous avons des nombres D1 et D2 tels que

D1}x}q ď }x} ď D2}x}q (33.260)

pour tout x P Rn. Nous avons donc pour tout t ě 0 que

}yptq} ď D2}yptq}q ď D2}y0}qe´βt. (33.261)

Pour rappel, β ą 0, ce qui prouve la partie (2) du théorème.
Point d’équilibre Le point y “ 0 est point d’équilibre (définition 33.33) parce que fp0q “ 0,

donc yptq “ 0 fonctionne. Dans ce cas, y0 “ 0.
Stabilité La stabilité est le fait que }yptq}q ď δ dès que }y0}q ď δ.
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33.8.5 Système proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Le système de Lotka-Volterra est l’équation différentielle suivante :
"
x1 “ ax´ bxy (33.262a)
y1 “ ´cy ` dxy (33.262b)

où a, b, c, d sont des constantes positives, et avec la condition xpt0q ą 0, ypt0q ą 0.
En ce qui concerne l’interprétation des équations[461],

(1) xptq est le nombres de proies,
(2) yptq est le nombres de prédateurs,
(3) Les proies ont une reproduction rapide qui mène à une croissance exponentielle en absence

de prédation (d’où le terme ax).
(4) Au contraire, les prédateurs meurent (ou migrent) rapidement lorsqu’ils n’ont pas de proies

et nous supposons une décroissance exponentielle du nombre de prédateurs en l’absence de
proies. D’où le terme ´cy avec le signe négatif.

(5) Les termes ´bxy et dxy sont les termes d’interaction entre les proies et les prédateurs. Ils
sont proportionnels à la fréquence de leurs rencontres, lesquelles sont avantageuses pour les
prédateurs et problématiques pour les proies.

Théorème 33.35 (Lotka-Volterra[168]).
Soient des constantes positives a, b, c, d et le système équations différentielles

$
’&
’%

x1 “ ax´ bxy (33.263a)
y1 “ ´cy ` dxy (33.263b)
xpt0q ą 0, ypt0q ą 0. (33.263c)

Alors
(1) Les solutions sont positives sur leur domaines.
(2) Les solutions existent sur R.
(3) Les solutions sont périodiques.

Démonstration. Nous divisons la preuve.
Comment théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique Tel quel, le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40

ne s’applique pas parce qu’il demande une condition initiale pour avoir unicité. En ce qui
concerne les notations, ce qui est noté « y » dans le théorème est ici le couple x, y et la
fonction f est alors

f
`
t,

ˆ
x
y

˙˘ “
ˆ
ax´ bxy
´cy ` dxy

˙
. (33.264)

C’est une fonction continue localement Lipschitz partout par le lemme 13.261 et la proposi-
tion 13.260.
Nous savons cependant que les solutions sont de classe C1 et que moyennant la donnée d’une
condition initiale, la solution est unique.

Les solutions restent positives Supposons xpsq “ 0 pour un certain s ą t0. Alors le solution
"
xptq “ 0 (33.265a)
yptq “ expp´ctq (33.265b)

est une solution pour rt0, s ` εs. Par unicité de la solution avec condition initiale spsq “ 0,
nous avons aussi xpt0q “ 0 pour toutes les solutions, ce qui contredit notre condition.
De la même façon, avoir ypsq “ 0 donne une solution avec yptq “ 0 pour tout t et donc une
contradiction.
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Solutions sur R Nous montrons maintenant que les solutions sont définies sur R.
Nous avons x1 ă ax, donc pour tout t où la solution est définie,

0 ă xptq ă xpt0qeapt´t0q, (33.266)

c’est-à-dire que la solution ne peut pas exploser en temps fini 16 : elle est bornée par le haut
et le bas. Elle doit donc exister pour tout t P R. Par ailleurs, y1 ă dxy donc

0 ă yptq ă ypt0qed
şt
t0
xpsqds (33.267)

qui est également contraire à l’explosion en temps fini.
4 zones : monotonie Nous divisons R2 en quatre zones d’après les signes de a ´ by et c ´ dx.

Nous montrons que dans chacune de ces zones, les solutions sont monotones. Prenons par
exemple la partie

tpx, yq P R2 tel que a´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u. (33.268)

Vu l’équation x1 “ xpa ´ byq, tant que
`
xptq, yptq˘ est dans cette zone, la fonction x1 a le

signe de x et est donc positive. Donc x est croissante dans cette zone.
De la même façon, y1 “ ´ypc´ dxq, et y1 a un signe constant dans la zone.

4 zones : on bouge Nous prouvons à présent qu’une solution ne reste pas dans une zone.

(1) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ą 0u (33.269a)
x1 ą 0 y1 ă 0 (33.269b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Nous avons en particulier
x1 ą 0, donc x est croissante tout en ayant la borne supérieure x ă c{d. Par conséquent
x a une limite que nous appelons x1 P r0, cd s.
De la même façon, ; y est décroissante et bornée vers le bas par zéro. Donc y a une limite
que nous notons y1 P r0, ypt0qs.
Vu que x est bornée et de classe C1 nous avons forcément limtÑ8 x1ptq “ 0. Mais vu
que x1 “ ax´ bxy nous devons avoir

ax1 ´ bx1y1 “ 0. (33.270)

Mais ni x1 ą 0 donc a ´ by1 “ 0, ce qui donne y1 “ a
b et aussi x1 “ c

d . Bref, y est
décroissante et tend vers a{b ; donc ypt0q ą a{b, ce qui contredit que ypt0q soit dans la
zone considérée.
Étant donné que x1 ą 0 et y1 ă 0, la solution sort de la zone pour entrer dans la zone
. . .

(2) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u (33.271a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (33.271b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Les fonctions x et y sont
convergentes. Par conséquent lnpyq converge aussi et vu que x est croissante,

y1

y
“ ´c` dx ě ´x` dxpt0q ą 0 (33.272)

Cela signifie que lnpyq1 est toujours positive et bornée par le bas. Cela est impossible si
y est borné.
Donc on sort de la zone pour entrer dans . . .

16. Voir le corollaire 33.18.
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(3) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ă 0u (33.273a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (33.273b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0).
Le même type de raisonnement fait passer à la zone. . .

(4) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ą 0u (33.274a)
x1 ă 0 y1 ă 0 (33.274b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Encore une fois, cela nous fait
sortir de la zone et retourne vers la première zone.

À ce moment nous voyons déjà que la relation entre proies et prédateurs, c’est un peu le
mythe de Sisyphe. . .

Une intégrale première Posons la fonction

Hpx, yq “ by ` dx´ a lnpyq ´ c lnpxq. (33.275)

Une simple dérivation montre que x ÞÑ H
`
xptq, yptq˘ est constante. Nous considérons la

fonction
f : RÑ R

s ÞÑ H
` c
d
, s
˘ (33.276)

dont la dérivée n’est autre que f 1psq “ b´a
s . La fonction f est donc décroissante sur l’intervalle

rab ,8r et donc injective. Sur les changements de zones, il existe un t0 tel que

xpt0q “ d

c
(33.277a)

ypt0q ą 0. (33.277b)

Pour cette valeur t0 nous avons alors H
`
xpt0q, ypt0q

˘ “ f
`
ypt0q

˘
. En posant s0 “ ypt0q ą 0

nous avons
Hpx0, y0q “ fps0q (33.278)

et f étant injective, ce s0 est la seule valeur de s à vérifier Hpx0, y0q “ fpsq.
Conclusion La fonction x passant d’une zone à l’autre, il existe un t1 ą t0 tel que xpt1q “ a{b.

Nous avons évidemment
H
`
xpt1q, ypt1q

˘ “ Hpx0, y0q (33.279)

parce que H est constante le long du mouvement. Cela se traduit par

H
`a
b
, ypt1q

˘ “ fps0q, (33.280)

et donc ypt1q “ fps0q “ ypt0q. Avec tout cela nous avons
#
ypt1q “ ypt0q (33.281a)
xpt1q “ xpt2q “ a

b
. (33.281b)

Cela est donc un point par lequel la solution repasse. Par unicité de la solution, elle est donc
périodique.
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33.9 Équation du second ordre

33.9.1 Wronskien

Nous considérons ici une équation différentielle de la forme

y2ptq ` qptqyptq “ 0 (33.282)

Dans ce point nous allons considérer la fonction q sans hypothèse de périodicité. L’équation de Hill
(sous-section 33.9.4) sera la même équation, mais en supposant que q est périodique.

Nous commençons par argumenter que si q est continue, alors l’ensemble des solutions de
l’équation (33.282) est un espace vectoriel de dimension deux. Pour cela il suffit d’appliquer la
méthode de réduction de l’ordre (section 33.7) puis le théorème de dimension pour les systèmes
linéaires (théorème 33.14). En effet si la fonction y1 est solution de (33.282) si et seulement si le

vecteur Y “
ˆ
y1
y2

˙
est solution du système linéaire

Y 1ptq “
ˆ

0 1
´qptq 0

˙
Y ptq. (33.283)

Soient deux solutions y1 et y2 de l’équation différentielle. Le Wronskien de ces deux solutions
est le déterminant

W ptq “
∣∣∣∣∣y1 y2
y11 y12

∣∣∣∣∣ . (33.284)

Si nous considérons l’équation différentielle

y2 ` py1 ` qy “ 0, (33.285)

le Wronskien peut être déterminé sans savoir explicitement y1 et y2 parce que W “ y1y12 ´ y11y2,
et en dérivant,

W 1 “ y1y
2
2 ` y11y12 ´ y21y2 ´ y11y12 (33.286a)

“ y1p´py12 ´ qy2q ´ p´py11 ´ qy1qy2 (33.286b)

“ ´p
∣∣∣∣∣y1 y2
y11 y12

∣∣∣∣∣ , (33.286c)

c’est-à-dire
W 1 “ ´pW. (33.287)

Il suffit donc de savoir une condition initiale pour obtenir une équation différentielle pour W .

33.9.2 Avec second membre

Une équation différentielle du second ordre avec un second membre se présente sous la forme

ay2ptq ` by1ptq ` cyptq “ vptq (33.288)

où vptq est une fonction donnée. Le truc est de commencer par résoudre l’équation différentielle
sans second membre, c’est-à-dire trouver la fonction yHptq telle que

ay2Hptq ` by1Hptq ` cyHptq “ 0. (33.289)

Cela se fait en utilisant la méthode du polynôme caractéristique.
Ensuite, il faut trouver une solution particulière yP ptq de l’équation avec le second membre.

Une seule. Pour y parvenir, il faut du doigté et un peu de technique. Il faut faire des essais en
fonction de ce à quoi ressemble le vptq :
(1) Si vptq est un polynôme, alors il faut essayer un polynôme,
(2) Si vptq “ cospωtq ou bien vptq “ sinpωtq, alors essayer yP ptq “ A cosptq `B sinpωtq,
(3) Si vptq “ eωt, alors essayer yP ptq “ Aeωt.
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33.9.3 Équation y2 ` qptqy “ 0
Nous allons donner quelques propriétés des solutions de l’équation

y2 ` qy “ 0 (33.290)

en fonction de telle ou telle hypothèse sur q.

Proposition 33.36.
Si q : R` Ñ R est continue et si ż 8

0
|qptq|dt (33.291)

converge, alors
(1) toute solution bornée de y2 ` qy “ 0 vérifie limtÑ8 y1ptq “ 0,
(2) l’équation y2 ` qy “ 0 admet des solutions non bornées.

Démonstration. Soit y une solution bornée, et intégrons l’équation différentielle entre 0 et 8 :
ż 8

0
y2ptqdt “ ´

ż 8

0
qptqyptqdt. (33.292)

La fonction y étant bornée, l’hypothèse sur q permet de dire que l’intégrale de droite existe. Par
ailleurs, ż 8

0
y2 “ lim

aÑ8

ż a

0
y2 “ lim

aÑ8 y
1paq ´ y1p0q. (33.293)

Cela justifie que la limite limtÑ8 y1ptq existe. Posons α “ limtÑ8 y1ptq et supposons par l’absurde
que α ‰ 0. Soit ε ą 0 et λ assez grand pour que

}y1 ´ α}rλ,8r ă ε. (33.294)

Soit aussi x ą λ. Nous avons

ypxq “ ypλq `
ż x

λ
y1ptqdt (33.295a)

ě ypλq `
ż x

λ
pα´ εqdt (33.295b)

“ ypλq ` pα´ εqpx´ λq. (33.295c)

En prenant la limite des deux côtés on voit que ypxq Ñ 8 dès que α ‰ 0, ce qui est contraire aux
hypothèses. Donc α “ 0.

Pour la seconde partie de la proposition, nous devons prouver que l’équation y2 ` qy “ 0
possède des solutions non bornées. Si l’équation a seulement des solutions bornées et si tu, vu est
une base de solutions, alors nous avons u1, v1 Ñ 0. Si nous reprenons l’équation (33.287) avec p “ 0
nous savons que dans notre cas le Wronskien satisfait à W 1 “ 0, c’est-à-dire qu’il est constant.
Mais vu que u et v sont bornées et que les dérivées tendent vers zéro, nous avons W ptq Ñ 0 et
donc W ptq “ 0.

Or l’annulation identique du Wronskien contredit que tu, vu serait une base de solutions. Donc
il existe des solutions non bornées.

Proposition 33.37.
Soit l’équation différentielle y2`qy “ 0. Si q est C1, strictement positive et croissante, alors toutes
les solutions sont bornées.

Démonstration. Soit y une solution et multiplions l’équation par 2y1 (qui est non nulle par hypo-
thèse) :

2y1y2 ` 2qy1y “ 0. (33.296)
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Nous allons intégrer cela en nous souvenant que 2y1y2 est la dérivée de py1q2. Pour tout t ą 0 nous
avons

0 “ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ż t

0
qptqy1ptqyptqdt

looooooooomooooooooon
par partie

(33.297a)

“ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ˆ
rqy2st0 ´

ż t

0
q1y2

˙
(33.297b)

(33.297c)

Le terme qui nous intéresse est celui qui contient yptq :

2qptqyptq2 “ ´y1ptq2 ` y1p0q2 ` 2qp0qyp0q2 ` 2
ż t

0
q1y2 (33.298)

Nous pouvons majorer ´y1ptq2 par zéro et remplacer toutes les constantes par K :

qptqyptq2 ď
ż t

0
q1y2 `K “

ż t

0

q1

q
qy2. (33.299)

C’est le moment d’utiliser le lemme de Grönwall 33.4 avec φ “ qy2 et ψ “ q1{q. Les hypothèses de
croissance et de positivité ont été posées exprès. Bref, on a

qy2 ď K exp
ˆż t

0

q1psq
qpsq ds

˙
(33.300a)

“ K exp
ˆ

ln qptq
qp0q

˙
(33.300b)

“ K
qptq
qp0q . (33.300c)

Notons que qp0q est strictement positif. Nous déduisons que

y2 ď K

qp0q (33.301)

et donc y est bornée.

33.9.4 Équation de Hill

L’équation de Hill est une équation différentielle de la forme

y2 ` qy “ 0 (33.302)

où
(1) q P C1pR,Rq,
(2) q est paire et π-périodique

Nous nous intéressons aux solutions complexes de cette équation différentielle.
Nous nommons W Ă C2pR,Cq l’espace des solutions complexes de l’équation (33.302). Nous

savons par ce qui a été dit en 33.9.3 que cet espace est de dimension deux. De plus avec les
hypothèses faites ici sur q, nous savons que les solutions sont de classe C3 parce que si y est une
solution, alors l’équation y2 “ qy nous indique que y est C1 parce que y2 existe (y1 est dérivable et
donc continue). Mais si y est de classe C1, alors le membre de droite qy est C1 et donc y2 est C1,
ce qui prouve que y est de classe C3. La récurrence ne va pas plus loin parce que q est seulement
de classe C1.
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Nous considérons l’application de translation

T : C2pR,Cq Ñ C2pR,Cq
pTyqpxq “ ypx` πq. (33.303)

En utilisant la règle de dérivation de fonctions composées, pTyq1 “ Ty1 et pTyq2 “ Ty2, de telle
sorte que si u est solution de l’équation (33.302), alors Tu est également solution. Donc W est un
espace stable par T .

Le théorème 33.14 nous permet de choisir une base de W en imposant des conditions. Nous
choisissons une base ty1, y2u telles que

y1p0q “ 1 y2p0q “ 0
y11p0q “ 0 y12p0q “ 1.

(33.304)

Le théorème 33.14 nous assure que deux telles solutions existent et qu’elles forment une base de
W parce que W est de dimension 2.

Lemme 33.38 ([451]).
Avec ce choix de base ty1, y2u la matrice de T est donnée par

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y11pπq y12pπq

˙
. (33.305)

De plus la fonction y1 est paire et la fonction y2 est impaire.

Démonstration. Cherchons la matrice de T dans cette base en associant
ˆ

1
0

˙
à y1 et

ˆ
0
1

˙
à y2. Si

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors

Ty1 “
ˆ
a b
c d

˙ˆ
1
0

˙
“

ˆ
a
c

˙
“ ay1 ` cy2. (33.306)

En évaluant cela en t “ 0,
pTy1qp0q “ ay1p0q ` cy2p0q “ a, (33.307)

donc a “ pTy1qp0q “ y1pπq. En dérivant (33.306), en tenant compte du fait que pTy1q1 “ Ty11 et
en évaluant en t “ 0, nous trouvons de même c “ y11pπq. Puis le même cinéma avec y2 donne

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y11pπq y12pπq

˙
. (33.308)

Passons maintenant à la parité de y1 et y2. Nous posons ψptq “ y1p´tq. Alors ψ1ptq “ ´y11p´tq
et ψ2ptq “ y21ptq, tant et si bien que

ψ2ptq ` qptqψptq “ y21p´tq ` qptqy1p´tq “ 0. (33.309)

donc ψ est une solution de l’équation. Mais
"
ψp0q “ y1p0q (33.310a)
ψ1p0q “ ´y11p0q “ 0, (33.310b)

donc ψ a les mêmes conditions initiales que y1. Par conséquent ψ “ y1 (par le l’unicité donnée
dans le théorème de Cauchy-Lipschitz 18.40) et y1 est paire. Nous procédons de même en partant
de ϕptq “ ´y2p´tq pour trouver que ϕ “ y2 et que donc que y2 est impaire.

Remémorons nous toutefois, pour calmer tout enthousiasme excessif, que T dépend de deux
solutions et donc de la fonction q donnée dans l’équation.
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Proposition 33.39 ([43]).
Nous considérons l’équation y2 ` qy “ 0 et sa base de solutions ty1, y2u en suivant les notations
données plus haut.
(1) Si |TrpT q| ă 2, alors toutes les solutions de l’équation sont bornées.
(2) Si |TrpT q| “ 2 alors nous avons une solution non bornée.
(3) Si |TrpT q| ą 2 alors toutes les solutions de l’équation sont non bornées.
(4) Le cas |TrpT q| “ 2 se présente si et seulement si y11pπqy2pπq “ 0.

Démonstration. Remarquons que le déterminant de la matrice T est égal au Wronskien des solu-
tions y1 et y2 calculé en t “ π. Calculons sa valeur :

W py1, y2q “ det
ˆ
y1 y2
y11 y12

˙
“ y1y

1
2 ´ y11y12. (33.311)

En dérivant et en remplaçant y2i par ´qyi, nous trouvons tout de suite W py1, y2q1 “ 0. Donc le
Wronskien est constant et il est facile de le calculer en t “ 0 :

W py1, y2qp0q “ 1´ 0 “ 1. (33.312)

Donc pour tout t nous avons W py1, y2qptq “ 1. En particulier

detpT q “W py1, y2qpπq “ 1, (33.313)

et notons au passage que T est inversible.
Nous écrivons le polynôme caractéristique de T sous la forme χT “ X2 ´ TrpT qX ` detpT q,

c’est-à-dire
χT “ X2 ´ TrpT qX ` 1, (33.314)

dont le discriminant est ∆ “ TrpAq2 ´ 4.
Nous passons à présent aux différents points de la proposition.

(1) Si |TrpT q| ă 2, alors ∆ ă 0 et χT a deux racines complexes conjuguées que nous notons
ρ et ρ̄. De plus le produit des racines étant le terme indépendant, ρρ̄ “ 1 ; en particulier
|ρ| “ |ρ̄| “ 1. Notons tu, vu une base de vecteurs propres : Tu “ ρu et Tv “ ρ̄v. Il est vite
vu que la fonction |u| est π-périodique :

|u|pt` πq “ |upt` πq| “ |pTuqptq| “ |pρuqptq| “ |ρ||u|ptq “ |u|ptq. (33.315)

La fonction |u| est continue 17 et périodique ergo bornée. La fonction |v| est bornée pour la
même raison et par linéarité, toutes les fonctions de W sont bornées.

(2) Si TrpT q “ ˘2, alors ∆ “ 0 et χT a une racine réelle double 18 qui doit être ˘1. Soit u un
vecteur propre de T pour la valeur propre ˘1. Nous avons

|u|pt` πq “ |Tuptq| “ | ˘ uptq|, (33.316)

ce qui prouve encore que |u| est périodique et donc bornée.
Notons que nous n’avons pas d’informations sur le fait qu’une autre solution soit ou non
bornée.

(3) Si |TrpT q| ą 2, alors χT a deux racines réelles distinctes r et r1 avec rr1 “ 1 (toujours les
relations coefficients-racines). En raison de quoi r1 “ r´1 et quitte à échanger r et r1 nous
supposons |r| ą 1. L’opérateur est maintenant diagonalisable et nous considérons tu, vu une
base de vecteurs propres pour les valeurs propres r et r1. Une solution non nulle de l’équation
s’écrit donc sous la forme

y “ αu` βv (33.317)
avec pα, βq ‰ p0, 0q.

17. La fonction u elle-même n’est cependant pas garantie d’être périodique.
18. Ce qui n’implique pas le fait d’avoir deux vecteurs propres pour cette valeur propre, mais tout de même au

moins un, voir l’exemple 11.151.
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— Si α “ 0, alors β ‰ 0 et nous choisissons une valeur t telle que vptq ‰ 0. Dans ce cas,

ypt` nπq “ βvpt` nπq “ βpTnvqptq “ βpr1qnvptq, (33.318)

et en faisant nÑ ´8 nous obtenons ˘8 suivant le signe de β.
— Si α ‰ 0, alors nous fixons 19 t tel que uptq ‰ 0. Alors

ypt` nπq “ αrnuptq ` βpr1qnptq. (33.319)

En faisant n Ñ 8, nous avons pr1qn Ñ 0 tandis que le premier terme tend vers ˘8
suivant le signe de α.

(4) D’abord le théorème de Cayley-Hamilton 11.154 nous indique que χT pT q “ 0, c’est-à-dire
que

T 2 ´ TrpT qT ` 1 “ 0. (33.320)

Nous avons déjà mentionné le fait que T était inversible. Multiplions donc (33.320) par T´1 :

T ` T´1 “ TrpT q12. (33.321)

Vu que T´1 est l’endomorphisme T´1uptq “ upt´ πq, sa matrice est donnée par

T´1 “
ˆ
y1p´πq y2p´πq
y11p´πq y12p´πq

˙
“

ˆ
y1pπq ´y2pπq
´y11pπq y12pπq

˙
(33.322)

où nous avons utilisé le fait que y1 était paire et y2 impaire (lemme 33.38). Si nous notons

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors T´1 “

ˆ
a ´b
´c d

˙
et

T ` T´1 “
ˆ

2a 0
0 2b

˙
. (33.323)

L’équation (33.321) donne alors, vu que TrpT q “ a` d,
ˆ

2a 0
0 2b

˙
“

ˆ
a` d 0

0 a` d
˙
, (33.324)

ce qui donne immédiatement a “ d. La matrice de T a donc comme forme T “
ˆ
a b
c a

˙
et

TrpT q “ 2a.
Donc TrpT q “ ˘2 si et seulement si a “ ˘1 et vu que 1 “ detpT q “ a2 ´ bc, nous avons
a “ ˘1 si et seulement si bc “ 0, ce qui signifie exactement y11pπqy2pπq “ 0.

33.10 Différents types d’équations différentielles

33.10.1 Équation homogène

Une équation différentielle homogène est une équation de la forme

y1 “ fpt, yq (33.325)

où fpλt, λyq “ fpt, yq pour tout λ ‰ 0.
Elle se présente sous la forme

y1 “ degré n en t, y
degré n en t, y , (33.326)

avec pas de y1 à droite : juste du y et du t.
19. Mais pas trop hein ; nous aurons encore besoin d’assigner à t d’autres valeurs dans d’autres théorèmes.
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Lemme 33.40.
L’équation y1 “ fpt, yq est homogène si et seulement si fpt, yq est une fonction de y{t seulement.

Pour résoudre l’équation homogène, on pose

zptq “ yptq
t
, (33.327)

donc tz “ y, et
y1ptq “ tv1ptq ` vptq, (33.328)

à remettre dans l’équation de départ.

33.10.2 Équation de Bernoulli

C’est une équation du type
y1 “ aptqy ` bptqyα (33.329)

où α ‰ 0 ou 1. Pour la résoudre, on divise l’équation par yα, et on pose u “ y1´α, et on tombe sur
une équation linéaire

u1 “ p1´ αq`aptqu` bptq˘. (33.330)

33.10.3 Équation de Riccati

C’est une équation de la forme

y1 “ aptqy2 ` bptqy ` cptq. (33.331)

En général, on ne peut pas la résoudre, mais si on en connaît a priori des solutions particulières,
alors on peut s’en sortir.
(1) Si on sait que y1ptq est une solution, alors on pose

yptq “ y1ptq ` 1
uptq , (33.332)

et on obtient une équation linéaire

u1 “ ´`2y1ptqaptq ` bptq
˘
u´ aptq. (33.333)

(2) Si y1 et y2 sont solutions, alors nous avons y sous forme implicite
y ´ y1
y ´ y2

“ Ke
ş
aptq

`
y1ptq´y2ptq

˘
dt. (33.334)

Pour résoudre une équation de Ricatti, il faut donc d’abord deviner une ou deux solutions.

33.10.4 Équation différentielle exacte

33.10.4.1 Résolution lorsque tout va bien

Avant de vous lancer dans les équations différentielles exacte, vous devez lire la section sur les
formes différentielles 13.19. Une équation différentielle exacte est de la forme P pt, yq`Qpt, yqy1 “ 0
que nous allons écrire sous la forme

P pt, yqdt`Qpt, yqdy “ 0. (33.335)

Nous savons que si ByP “ BtQ, alors il existe une fonction fpt, yq telle que Pdt`Qdy “ df . Pour
trouver une telle fonction, nous pouvons simplement intégrer la forme Pdt ` Qdy. En effet, si
γ : r0, 1s Ñ R2 est un chemin tel que γp0q “ p0, 0q et γp1q “ pt, yq, alors en définissant

fpt, yq “
ż

γ
rPdt`Qdts “

ż 1

0

“pP ˝ γqpuqdt` pQ ˝ γqpuq‰`γ1puq˘du, (33.336)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Jacopo_Riccati
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nous avons df “ Pdt `Qdy. N’importe quel chemin fait l’affaire. Calculons avec γpuq “ ptu, yuq.
La dérivée de ce chemin est donnée par

γ1puq “ t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙
. (33.337)

Étant donné que dt
ˆ
a
b

˙
“ a et dy

ˆ
a
b

˙
“ b, nous avons

fpt, yq “
ż 1

0
rPdt`Qdys`γpuq˘

ˆ
t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙˙
du

“
ż 1

0
P
`
γptq˘tdu`

ż 1

0
Q
`
γptq˘ydu

“
ż 1

0

“
tP ptu, uyq ` yQptu, yuq‰du.

(33.338)

Nous retrouvons exactement la formule (21.303). Si ça t’étonne, c’est que tu n’as pas compris ;)
Dans le cas où nous avons la fonction f qui vérifie P “ Btf et Q “ Byf , l’équation (33.335) devient

Bf
Bt `

Bf
By

dy

dt
“ 0, (33.339)

c’est-à-dire
d

dt

”
f
`
t, yptq˘

ı
“ 0, (33.340)

dont la solution
f
`
t, yptq˘ “ C (33.341)

donne la solution yptq sous forme implicite.

33.10.4.2 Facteur intégrant (quand tout ne va pas bien)

Si la forme Pdt`Qdy n’est pas exacte, il n’existe pas de fonction f qui résolve l’affaire. Nous
pouvons toutefois essayer de trouver un facteur intégrant. Nous cherchons une fonction M telle
que

pMP qdt` pMQqdy (33.342)

soit exacte. Nous cherchons donc Mpt, yq telle que BypMP q “ BtpMQq. En utilisant la règle de
Leibnitz, nous trouvons l’équation suivante pour M :

MpByP ´ BtQq “ QpBtMq ´ P pByMq. (33.343)

Cette équation est en générale extrêmement difficile à résoudre, mais dans certains cas particuliers,
il est possible d’en trouver une solution à tâtons.

33.11 Distributions pour les équations différentielles

Nous commençons par définir l’espace C8
`
R,S 1pRdq˘ en disant que t ÞÑ ut est dans cet espace

si
(1) pour tout t P R nous avons ut P S 1pRdq,
(2) l’application t ÞÑ ut est de classe C8.

Pour définir ce que nous entendons par une fonction de classe Ck à valeurs dans S 1pRdq nous nous
souvenons de la proposition 31.36.
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33.11.1 Équation de Schrödinger

Théorème 33.41 (Équation de Schrödinger[43]).
Soit g P S 1pRdq et le problème

" Btũ´ i∆ũ “ 0 (33.344a)
u0 “ g (33.344b)

où ũ P C8`R,D 1pRdq˘ est lié à u par la remarque 31.58. Alors
(1) Il existe une unique solution dans C8

`
R,S 1pRdq˘.

(2) Cette solution u vérifie de plus ũ P S 1pRˆRdq.

Démonstration. Nous allons donner explicitement une fonction u P C8`R,S 1pRdq˘ et nous allons
vérifier l’équation (33.344a) en testant sur une fonction ψ P S 1pRˆRdq. Cela prouvera le point (2)
ainsi que la partie existence de (1). Dans ce qui suit toutes les transformées de Fourier seront par
rapport à la variable x P Rd ou par rapport à ξ. Jamais par rapport à t P R.
Existence Pour t P R nous posons 20

ut “ F´1pftĝq (33.345)

où ft P S pRdq est la fonction ftpxq “ e´it}x}2 . Pour toute fonction ϕ P S pRdq nous avons

utpϕq “ pfĝq
`
F´1pϕq˘ “ ĝ

`
fF´1pϕq˘ “ g

´
F
`
fF´1pϕq˘

¯
. (33.346)

Le fait que F´1pϕq soit une fonction Schwartz fait partie de la proposition 30.14. Pour chaque
t nous avons bien ut P S 1pΩq.
De plus la fonction hpt, xq “ e´it}x}2pF´1ϕqpxq est dans C8pR ˆ Rdq, et par conséquent
l’application

t ÞÑ ĝ
`
hpt, .q˘ (33.347)

est également C8 par la proposition 31.38. Ceci pour dire que u P C8`R,S 1pRdq˘. Il faut
encore vérifier que cette fonction est bien une solution de notre problème. Nous testons cette
équation sur ψ P S pRˆRdq. Pour alléger les notations nous posons ψt : x ÞÑ ψpt, xq et par
conséquent aussi pBtψtqpxq “ pBtψqpt, xq. Nous avons :

♥ “ pBtũ´ i∆ũqpψq (33.348a)
“ ´ũpBtψq ´ iũp∆ψq (33.348b)

“ ´
ż

R

ut
`pBtψtq ` ip∆ψtq

˘
dt (33.348c)

Ici nous nous souvenons du lemme 30.25 qui nous dit que nous pouvons permuter F´1 et Bt.
Et pour l’autre terme il faut utiliser le lemme 30.13 avec |α| “ 2 et une somme pour obtenir
que

y∆ϕpxq “ ´}x}2ϕ̂pxq, (33.349)

qui dans notre cas s’écrit sous la forme

F´1
´
p∆ψtq

¯
pxq “ ´}x}2F´1ψpt, xq. (33.350)

En remettant bout à bout,

♥ “ ´
ż

R

pftĝq
´
pBt ´ i}.}2qF´1ψt

¯
dt (33.351a)

“ ´
ż

R

ĝ
´
x ÞÑ e´it}x}2pBt ´ i}x}2qpF´1ψqpt, xq

¯
dt (33.351b)

20. En utilisant la définition (31.46) du produit d’une distribution par une fonction.
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Pour alléger les notations nous notons ψ̌tpxq “ pF´1ψqpt, xq. Nous avons

Bt
´
e´it}x}2ψ̌tpxq

¯
“ ´i}x}2e´it}x}2ψ̌tpxq ` e´it}x}2pBtψ̌tq, xq “ e´it}x}2

`Bt ´ i}x}2
˘
ψ̌tpxq;
(33.352)

cela nous permet d’un peu factoriser une dérivée dans ♥ :

♥ “ ´
ż

R

ĝ
´
Bt
´
e´it}.}2ψ̌tp.q

¯¯
dt (33.353a)

“ ´
ż

R

Btĝ
´
e´it}.}2ψ̌tp.q

¯
dt (33.353b)

“ ´ lim
NÑ8

”
ĝ
´
e´i}.}2ψ̌tp.q

¯ıt“N
t“´N

. (33.353c)

Histoire de bien comprendre les notations, il ne s’agit pas de calculer ĝ
`
e´it}.}2ψ̌t

˘
pour un t

général et de remplacer ensuite t par N et ´N . En effet la valeur de ĝ
`
e´it}.}2ψ̌t

˘
pour un t

donné est celle qu’on obtient en calculant ĝp. . .q après avoir remplacé t par ce que l’on veut.
Par conséquent, en posant ϕpt, ξq “ e´i}ξ}2ψ̌tpξq nous avons :

♥ “ lim
NÑ8

„
g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξϕpt, ξqdξ
˙t“N

t“´N
(33.354a)

“ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξϕpN, ξqdξ
˙
´ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξϕp´N, ξqdξ
˙

(33.354b)

La limite commute avec g parce que cette dernière est une distribution (continue). De plus
la limite commute avec l’intégrale parce que ce qui est dedans est Schwartz. La fonction ϕ
étant Schwartz, la limite est nulle. Donc

♥ “ 0. (33.355)

Cela signifie que la fonction u proposée est bien une solution de l’équation de Schrödinger
dans C8pR,S 1pRdqq.

Unicité Nous considérons deux solutions u1, u2 P C8
`
R,S 1pRdq˘ et la fonction u “ u1´ u2 doit

satisfaire au problème
" pBtũ´ i∆ũqpψq “ 0 (33.356a)
u0 “ 0. (33.356b)

Nous allons montrer que seule la fonction ut “ 0 peut satisfaire à cela pour tout ψ P S pRˆ
Rdq. Nous allons même montrer qu’en imposant ces équations seulement sur la partie de
S pR ˆ Rdq qui est à support compact par rapport à R, la seule solution est ut “ 0. Soit
donc ψ P S pRˆRdq à support compact vis-à-vis de sa variable t. Alors

0 “ ´ũpBtψ ` i∆ψq “ ´
ż

R

ut

´
pBtψtq ` ip∆ψtq

¯
dt (33.357)

où encore une fois Btψt est la fonction x ÞÑ pBtψqpt, xq. Maintenant nous utilisons la proposi-
tion 31.61 pour dire que

d

dt

´
utpψtq

¯
“ u

p1q
t pψtq ` ut

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(33.358)

pour écrire
0 “ ´

ż

R

d

dt

`
utpψtq

˘´ up1qt pψtq ` ut
`
ip∆ψqpt, .q˘dt (33.359)

Le premier terme est facile :
ż

R

d

dt

´
utpψtq

¯
dt “ lim

NÑ8

”
utpψtq

ıt“N
t“´N

“ 0 (33.360)
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parce que ψ est à support compact par rapport à t. Nous restons donc avec
ż

R

u
p1q
t pψtq ´ iut

`p∆ψqpt, .q˘dt “ 0 (33.361)

Nous traitons le terme en up1qt en utilisant le fait évident T pϕq “ pFT qpF´1ϕq et en remar-
quant le lemme 31.62 :

u
p1q
t pψtq “ pFup1qt qpF´1ψtq “ pFuqp1qt pF´1ψtq. (33.362)

Pour l’autre terme on fait un peu la même chose en nous souvenant ce que fait la transformée
de Fourier en traversant le laplacien :

utp∆ψtq “ pFutqpF´1∆ψtq “ pFutq
`
x ÞÑ ´}x}2pF´1ψtqpxq

˘
. (33.363)

En recollant encore :
ż

R

pFuqp1qt pF´1ψtq ` ipFutq
`}.}2F´1ψt

˘
dt “ 0. (33.364)

Cette équation est valable tant que ψ P S pRˆRdq avec support compact en t. Nous allons
nous en créer une super cool. D’abord nous choisissons ϕ P S pRdq et χ P DpRq et nous
considérons 21

ψpt, xq “ F
´
ξ ÞÑ eit}ξ}2ϕpξqχptq

¯
pxq. (33.365)

Notons que la transformée de Fourier conserve le fait qu’une fonction soit Schwartz 22, mais
pas le fait d’avoir support compact. Cependant nous ne prenons que la transformée de Fourier
par rapport à x. Le résultat est donc une fonction ψ qui est Schwartz par rapport à x et
support compact par rapport à t. Nous pouvons donc écrire (33.364) en utilisant la fonction
(33.365) :

0 “
ż

R

pFuqp1qt
´
x ÞÑ eit}x}2ϕpxqχptq

¯
` ipFutq

´
x ÞÑ }x}2eit}x}2ϕpxqχptq

¯
dt. (33.366)

Là dedans, χptq peut sortir à la fois de la transformée de Fourier et de l’application des
distributions ; il doit seulement rester dans l’intégrale. Dans le second terme nous allons
utiliser l’égalité (due entre autre à la proposition 31.61) :

d

dt

`
ûtpeit}.}2ϕq

˘ “ d

dt

´
ut
`
Feit}.}2ϕ

˘¯
(33.367a)

“ u
p1q
t

`
Feit}.}2ϕ

˘` ut
ˆ B
BtFe

it}.}2ϕ
˙

(33.367b)

“ pFup1qt q
`
x ÞÑ eit}x}2ϕpxq˘` pFutq

`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2ϕpxq˘ (33.367c)

“ pFuqp1qt
`
x ÞÑ eit}x}2ϕpxq˘` pFutq

`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2ϕpxq˘. (33.367d)

Et là, magie c’est exactement ce qui est dans (33.366). Donc
ż

R

d

dt
ût
`
x ÞÑ eit}x}2ϕpxq˘χptqdt “ 0 (33.368)

pour toute fonctions à support compact χ. Donc la proposition 31.1 nous dit que

Btût
`
x ÞÑ eit}x}2ϕpxq˘ “ 0. (33.369)

C’est zéro partout et non seulement presque partout parce qu’en plus nous avons la continuité.
Par conséquent pour tout t P R nous avons

ût
`
x ÞÑ eit}x}2ϕpxq˘ “ û0

`
x ÞÑ ϕpxq˘ “ 0. (33.370)

21. Le candidat qui parvient à effectivement présenter ça comme développement, il est fort.
22. Proposition 30.14.
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Et cela est vrai pour toute fonction ϕ P S pRdq. Nous considérons donc t0 P R et une fonction
θ P S pRdq pour construire

ϕpxq “ e´it0}x}2θpxq. (33.371)

Nous avons alors ût0
`
x ÞÑ θpxq˘ “ 0, ce qui signifie que ût0 “ 0. Du coup pour tout θ P S pRdq

nous avons ut0pFθq “ 0, mais comme la transformée de Fourier est une bijection de S pRdq
(proposition 30.14) nous avons en fait ut0pθq “ 0 pour tout θ P S pRdq, c’est-à-dire ut0 “ 0
pour tout t0 P R et au final u “ 0.

33.12 Équations différentielles du premier ordre
Définition 33.42 (Équation différentielle du premier ordre).
Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui, sur un intervalle donné,
I, décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et la
dérivée première de y qui on note y1.

Souvent on écrit «y1pxq “ une formule contenante x et ypxq», c’est à dire

y1pxq “ fpx, ypxqq, pour x P I, (33.372)

où f est une fonction de deux variables réelles.

Remarque 33.43.
La théorie des fonctions de deux variables ne sera pas abordée dans ce cours, nous allons nous
contenter de prendre f dans (33.372) comme une simple notation.

On peut presque toujours omettre d’écrire la dépendance de y en x et écrire simplement (33.372)
sous la forme y1 “ fpx, yq.
Définition 33.44 (Solution particulière d’une équation différentielle du premier ordre).
Une solution particulière de l’équation (33.372) sur l’intervalle I est une fonction z : I Ñ R

telle que :
(1) z est dérivable sur I ;
(2) z1pxq “ fpx, zpxqq, pour tout x P I.

Définition 33.45 (Solution générale d’une équation différentielle du premier ordre).
Résoudre une équation différentielle veut dire trouver l’ensemble qui contient toutes ses solutions
particulières. Cet ensemble s’appelle solution générale de l’équation.

Exemple 33.46

(1) Résoudre une équation du type y1pxq “ fpxq<++> revient à trouver l’ensemble des primi-
tives de la fonction f , qui est donc la solution générale de cette équation. Il y a donc une
infinité de solutions particulières, déterminées par une constante additive.
Si fpxq “ sinpxq alors la solution générale sera Y “ t´ cospxq ` C : C P Ru.

(2) L’équation
y1 “ y, x P R, (33.373)

a peut-être été abordée dans votre cours de terminale lors de la définition de la fonction
exponentielle. Sa solution générale est Y “ tCex : C P Ru. Ici aussi il y a une infinité de
solutions particulières.

4
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Remarque 33.47.
La solution générale d’une équation différentielle du premier ordre est une famille à un paramètre
de fonctions.

Définition 33.48 (Équation differentielle du second ordre).
Une équation différentielle du second ordre est une équation qui, sur un intervalle donne, I,
décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et les
dérivées première et seconde de y qui on note y1 et y2 respectivement.

On utilise la forme générale

y2 “ fpx, y, y1q, pour x P I. (33.374)

où f est une fonction de trois variables réelles.

On peut définir de manière analogue les équations différentielles d’ordre supérieur. Les défini-
tions de solution particulière et de solution générale se généralisent aux équations différentielles
d’ordre supérieur à un.

Définition 33.49 (Trajectoire).
La trajectoire tracée par une solution particulière y de l’équation (33.372) est le graphe de y en
tant que fonction de x.

Exemple 33.50
Nous allons regarder de plus près l’équation (33.373), y1 “ y, pour tout x P R. Soient y1 et y2 deux
solutions distinctes de cette équation. S’il existe un point x̄ tel que y1px̄q “ y2px̄q alors forcement
y1px̄q{y2px̄q “ 1. Or, la solution générale de l’équation est Y “ tCex : C P Ru, donc yipxq “ Cie

x,
i “ 1, 2, où les Ci sont des constantes. Le rapport y1px̄q{y2px̄q vaut C1{C2 et par conséquent
C1 “ C2. Ce résultat contredit l’hypothèse que les deux solutions soient distinctes. On a donc
montré que deux trajectoires distinctes de cette équations ne se croisent jamais.

´4 ´3 ´2 ´1 1 2

´40
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´20

´10

10
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Figure 33.1 – Quelques trajectoires de l’équation y1 “ y.

La figure 33.1 représente quelques trajectoires de l’équation. Si on les avait tracées toutes elles
recouvriraient tout le plan x-y. Cela veut dire que par tout point px, yq passe une et une seule
trajectoire de l’équation (33.373).
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4

Définition 33.51 (Condition initiale).
Une condition initiale pour l’équation (33.372) sur l’intervalle I est un point px̄, ȳq P I ˆR.

On dit que la solution particulière z de (33.372) satisfait la condition initiale px̄, ȳq P I ˆR si
zpx̄q “ ȳ.

Définition 33.52 (Problème de Cauchy).
L’association d’une équation différentielle et d’une condition initiale est appelée problème de
Cauchy #

y1 “ fpx, yq, x P I,
ypx̄q “ ȳ.

(33.375)

Remarque 33.53.
Sous des conditions assez générales qui seront toujours vérifiées dans ce cours, tout problème de
Cauchy admet une et une seule solution.

Pour passer de la solution générale d’une équation différentielle de premier ordre à une solution
particulière il faut choisir une valeur du paramètre. Comme il y a un seul paramètre une seule
condition (la trajectoire de la solution doit passer par un point fixe du plan) peut suffire. Pour une
équation différentielle de second ordre comme (33.374), nous aurons besoin de plus de conditions.
Sans rentrer dans les détails, nous allons constater ce fait dans l’exemple suivant.

Exemple 33.54
La solution générale de l’équation

y2 “ ´y, (33.376)

est Y “ tC1 cospxq ` C2 sinpxq : C1, C2 P Ru. Remarquez que l’équation est du second ordre et
que sa solution générale est une famille d’équations à deux paramètres réels. Ce sera toujours les
cas pour les équations abordées dans la section 33.15. Pour déterminer une solution particulière
de (33.376) il faut fixer les valeurs des deux paramètres et donc, en général, il sera nécessaire de
donner deux conditions. 4

Remarque 33.55.
Une condition comme yp0q “ 4 nous dit que la constante C1 “ 4 mais elle ne nous permet pas de
trouver C2. Il y a donc une infinité de solutions de (33.376) qui satisfont à la condition yp0q “ 4.

On peut fixer les deux conditions de deux manières différentes.

(1) Problème de Cauchy : on fixe une terne de valeurs réels x̄, ȳ, ȳ1 et on cherche la solution telle
que ypx̄q “ ȳ, y1px̄q “ ȳ1.

Exemple 33.56
Les conditions yp0q “ 4, y1p0q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. 4

(2) Problème aux bords : on fixe deux points dans le plan x-y, A “ px̄, ȳ) et B “ px̃, ỹq, et on
cherche la solution dont la trajectoire passe par A et B, c’est à dire, on impose ypx̄q “ ȳ,
ypx̃q “ ỹ.

Exemple 33.57
Les conditions yp0q “ 4, ypπ{2q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. 4
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33.13 Premier ordre, variables séparables
Pour certaines équations différentielles la recherche d’une solution particulière se réduit à une

recherche de primitive moyennant un changement de variables.

Définition 33.58 (Équation différentielle du premier ordre à variables separables).
Une équation différentielle du premier ordre à variables séparables est une équation qui,
pour tout les x dans un intervalle donné, I, peut se mettre sous la forme

fpyqy1 “ gpxq, (33.377)

où f et g sont deux fonctions de R dans R.

Nous pouvons intégrer les deux côtés de l’égalité par rapport à x et obtenir
ż
fpypxqqy1pxq dx “ Gpxq ` C,

où G est une primitive de g et C une constante réelle. Il est facile à ce point d’effectuer une
changement de variable dans le membre de gauche de l’équation en posant (sans surprise) y “ ypxq
et donc y1pxq dx “ dy.

ż
fpypxqqy1pxq dx “

ż
fpyq dy “ F pypxqq ` C,

où F est une primitive de f et C une constante réelle. En somme nous avons

F pypxqq “ Gpxq ` C,
et, si F admet une fonction réciproque, alors

ypxq “ F´1pGpxq ` Cq. (33.378)

Remarque 33.59.
L’expression de F´1 peut être difficile à calculer. Il sera alors préférable de garder y dans la forme
implicite.

Exemple 33.60
L’équation

3y2y1 “ x, pour tout x P R, (33.379)

est une équation à variables séparables. Pour reprendre les notations du début du chapitre, ici
fpyq “ 3y2 et gpxq “ x. En intégrant de deux côtés on trouve

y3 “ x2

2 ` C.

La fonction F pyq “ y3 est une bijection de R dans R, donc nous pouvons écrire la solution générale
de l’équation (33.379) dans la forme

Y “
#ˆ

x2

2 ` C
˙1{3

tel que C P R
+
.

4

Exemple 33.61
En intégrant de deux côtés l’équation à variables séparables

2yy1 “ x, pour tout x P R, (33.380)
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on trouve
y2 “ x2

2 ` C.
La fonction F pyq “ y2 est n’est pas inversible sur tout R, et on sait que

a
y2 “ |y|. Au moment

de rendre y explicite on doit choisir entre

y “
ˆ
x2

2 ` C
˙1{2

ou y “ ´
ˆ
x2

2 ` C
˙1{2

.

Ce choix se fait suivant la condition initiale, si elle est donnée. S’il n’y a pas de condition initiale
nous pouvons écrire que la solution générale est l’ensemble

Y “
"
y : RÑ R tels que y2 “ x2

2 ` C et C P R
*
.

4

Exemple 33.62
On considère le problème de Cauchy

#
eyy1 “ 1

x`3 , x Ps ´8,´3r,
yp´4q “ 0.

(33.381)

En intégrant des deux côtés nous trouvons

ey “ lnp|x` 3|q ` C.
Nous pouvons alors imposer la condition initiale et obtenir e0 “ lnp| ´ 4 ` 3|q ` C, c’est à dire
C “ 1´ lnp1q “ 1.

Remarque 33.63.
L’énoncé du problème de Cauchy dit que x peut varier dans s´8,´3r, mais nous voyons maintenant
que la solution n’est pas définie sur toute la demi-droite, parce que ey est toujours positif et
lnp|x` 3|q ` 1 est positif seulement pour x ă ´p1{e` 3q « ´3, 3679.

Donc la solution du problème de Cauchy est ypxq “ lnp|x`3|q`1 pour tout x Ps´8,´p1{e`3qr.
4

Exemple 33.64
Attention, cet exemple est le plus important de la section !

On considère l’équation à variables séparables

y1 “ sinpxqy, x P R. (33.382)

Dans ce cas, pour pouvoir écrire l’équation dans la forme (33.377) il faut pouvoir multiplier les
deux côtés par 1{y. Il faut donc éliminer tout de suite le cas où y “ 0.

Si y “ 0 alors y1 “ 0 et on a une solution constante (on dit souvent : une solution stationnaire)
de l’équation. Par ailleurs les trajectoires des solutions ne peuvent pas se croiser ; donc si yG est
une solution non nulle de l’équation (33.382) alors yGpxq ‰ 0 pour tout x 23. Il n’y a donc aucun
danger à diviser par y dans la recherche d’une solution non identiquement nulle.

Supposons maintenant que y ‰ 0 et écrivons y1{y “ sinpxq. En intégrant des deux côtés on
trouve

lnp|y|q “ ´ cospxq ` C,
d’où

|y| “ e´ cospxq`C “ eCe´ cospxq.

23. Ça vaut la peine de prendre un peu de temps pour bien comprendre cela.
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Si on avait impose une condition initiale alors on pourrait déterminer une solution particulière
de l’équation en choisissant une valeur de la constante C. Nous pouvons observer cependant que
la fonction exponentielle est bijective de R dans R`,‹ et par conséquent il n’y a pas de perte de
généralité en disant que la solution générale de l’équation est

Y “
!
y : |y| “ Ke´ cospxq, pour K P R`,‹

)
Y ty ” 0u.

Il n’empêche qu’il serait plus élégant d’écrire la solution générale de l’équation sous une forme plus
explicite, sans valeur absolue. Nous pouvons le faire en nous nous rappelant que

|x| “
#
x si x ě 0,
´x si x ă 0,

Il suffit alors d’autoriser K dans R‹ pour éliminer la valeur absolue.
Pour écrire la solution générale de façon encore plus compacte nous observons que si K “ 0

alors y ” 0, c’est à dire, on retrouve la solution constante nulle.
Finalement, la solution générale de cette équation sera toujours écrite sous la forme suivante

Y “
!
y “ Ke´ cospxq, pour K P R

)
. (33.383)

4

33.14 Équations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 33.65 (Équation différentielle linéaire du premier ordre).
Soit I Ă R un intervalle .

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de
la forme

apxqy1 ` bpxqy “ cpxq, pour x P I, (33.384)

où a, b, c sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .
On dit que a, b, c sont les coefficients de l’équation (33.384).

Remarque 33.66.
Une fonction f : R Ñ R est dite linéaire si pour tout x1, x2 dans R et pour tout couple de
constantes λ et µ on a

fpλx1 ` µx2q “ λfpx1q ` µfpx2q. (33.385)

Ces équations différentielles sont dites linéaires parce que la partie de l’équation qui contient y (le
membre de gauche) satisfait la propriété (33.385) par rapport à y. En effet par les propriétés de la
dérivée nous avons que

apxqpλy1 ` µy2q1 ` bpxqpλy1 ` µy2q “ λpapxqy11 ` bpxqy1q ` µpapxqy12 ` bpxqy2q.

Définition 33.67.
L’équation (33.384) est dite homogène quand c est la fonction nulle. Si (33.384) n’est pas homo-
gène on dit que l’équation

apxqy1 ` bpxqy “ 0, (33.386)

est son équation homogène associée.

Toute équation linéaire du premier ordre homogène est une équation du premier ordre à va-
riables séparables, comme nous en avons vu l’exemple 33.64. Nous n’allons pas répéter les détails
du procédé pour trouver sa solution générale, qui aura la forme suivante
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À retenir 33.68

Yh “
"
Ke

´ ş bpxq
apxq

dx : K P R
*
. (33.387)

Proposition 33.69. (1) Soit yp une solution particulière de l’équation (33.384) et yh une solution
particulière de l’équation homogène associé (33.386). Alors la fonction somme z “ yp ` yh
est encore une solution particulière de l’équation (33.384).

(2) Soient y1 et y2 deux solutions particulières de (33.384). Alors la fonction différence w “
y1 ´ y2 est un solution particulière de (33.386).

Démonstration. (1)

apxq pyp ` yhq1 ` bpxq pyp ` yhq ´ cpxq “
`
apxqy1p ` bpxqyp ´ cpxq

˘` `
apxqy1h ` bpxqyh

˘ “ 0.
(33.388)

(2)

apxq py1 ´ y2q1 ` bpxq py1 ´ y2q “
`
apxqy11 ` bpxqy1 ´ cpxq

˘´ `
apxqy12 ` bpxqy2 ´ cpxq

˘ “ 0.
(33.389)

Cette proposition permet de démontrer le théorème suivant, qui est le plus important de cette
section.

Théorème 33.70.
Soit yp une solution particulière de l’équation (33.384) et Yh la solution générale de l’équation
(33.386), alors la solution générale de l’équation (33.384) est l’ensemble

Y “ Yh ` yp “ tz “ yh ` yp : y “ h P Yhu . (33.390)

À retenir 33.71
La résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre comporte trois étapes :
(1) résolution de l’équation homogène associée ;
(2) recherche d’une solution particulière de l’équation non homogène ;
(3) somme de la solution générale de l’équation homogène et de la solution particulière

trouvée au point précédent.

La partie qui nous manque encore est de savoir comment trouver une solution particulière de
l’équation non homogène (33.384). Si la fonction c dans (33.384) est une constante ou un polynôme
simple, ou une exponentielle alors on peut essayer de deviner. Cette méthode cependant n’est pas
la plus sure pour des débutants.

Exemple 33.72
On considère l’équation

y1 ´ 5y “ 10, x P R. (33.391)

Comme tous les coefficients de l’équation sont constants on peut essayer de trouver une solution
constante.

Toutes les fonctions constantes ont une dérivée nulle, par conséquent, si une solution constante
existe elle doit satisfaire ´5y “ 10, ce qui veut dire que la solution constante est ypxq ” ´2. 4
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Exemple 33.73
On considère l’équation

xy1 ` y “ x` 1, x P R`,‹. (33.392)

Comme le membre de droite de l’équation est un polynôme de degré un on cherche une solution
de la forme ypxq “ Ax`B avec A et B dans R.

Par substitution on obtient Ax ` pAx ` Bq “ x ` 1, c’est-à-dire que une solution particulière
de l’équation est ypxq “ x{2` 1. 4

Exemple 33.74
L’équation

xy1 ´ y “ x` 1, x P R`,‹. (33.393)

ressemble beaucoup à celle de l’exemple précédent, cependant il n’existe pas un polynôme de degré
un qui en soit solution.

Dans un cas comme celui-ci, il faut rapidement abandonner la divination et replier sur la
méthode, plus technique mais plus sure, dite variation de la constante. 4

33.14.1 Méthode de variation de la constante

— Soit Yh la solution générale de l’équation homogène associé à (33.384). Il s’agit d’une famille
à un paramètre de fonctions. La première étape de cette méthode consiste à construire
un candidat solution particulière yp en remplaçant le paramètre dans Yh par une fonction
C : RÑ R à déterminer.

Exemple 33.75
L’équation homogène associée à y1 ´ y “ cospxq est y1 ´ y “ 0, dont la solution générale
est Yh “ tCex : C P Ru. Le candidat solution sera alors yp “ Cpxqex, avec C fonction à
déterminer. 4

— La deuxième étape de cette méthode consiste à injecter yp dans l’équation. Cela permet de
trouver une équation différentielle à variables séparables pour C, en principe plus facile à
résoudre que l’équation de départ.

Exemple 33.76
On continue avec l’exemple précédent. On a y1p “ C 1pxqex ` Cpxqex, d’où

pC 1pxqex ` Cpxqexq ´ Cpxqex “ cospxq,

c’est-à-dire
C 1pxq “ cospxqe´x.

4

— La troisième étape de la méthode consiste à trouver une solution particulière de l’équation
différentielle pour C et, par conséquent déterminer une yp.

Exemple 33.77
La solution générale de

C 1pxq “ cospxqe´x.
est C “

!
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K : K P R
)
. Il nous suffit une solution particulière, nous pou-

vons donc choisir K “ 0 et alors la solution particulière de (33.384) sera yppxq “ sinpxq´cospxq
2 .

4
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Remarque 33.78.
Le plus souvent en intégrant l’équation pour C on en trouvera la solution générale. Dans ce cas
on peut remplacer C par cette solution générale et obtenir d’un seul coup la solution générale
de l’équation (33.384) , c’est-à-dire sans faire la somme entre la solution générale de l’homogène
associée et la solution particulière.

Exemple 33.79
Dans l’exemple qu’on vient de voir la solution générale de (33.384) est

Y “ Yh ` yp “
"
Cex ` psinpxq ´ cospxqq

2 : C P R
*
. (33.394)

On obtient le même résultat est écrivant Y “
!
e´x

´
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K
¯

: K P R
)
. Notez qu’on

a changé le nom du paramètre de C à K seulement pour souligner qu’on obtient de même résultat
par deux chemins différents, sinon les deux expressions sont équivalentes ! 4

33.15 Équations différentielles linéaires du second ordre
Définition 33.80 (Équation différentielle linéaire du second ordre).
Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation différentielle de la
forme

apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy “ dpxq, pour x P I, (33.395)
où a, b, c et d sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .

On dit que a, b, c et d sont les coefficients de l’équation (33.395).

Dans ce cours nous allons étudier exclusivement le cas où a, b et c sont des fonctions constantes.

Définition 33.81 (Équation différentielle linéaire du second ordre homogène).
Une équation différentielle linéaire du second ordre homogène est une équation différen-
tielle de la forme (33.395), telle que le coefficient d est nul.

À toute équation de la forme (33.395) on peut associer une équation homogène exactement
comme on a fait dans la section précédente pour les équations linéaires du premier ordre.

33.15.1 Équations différentielles linéaires du second ordre homogènes à coeffi-
cients constants

Remarque 33.82.
L’application qui à la fonction y fait correspondre apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy est linéaire, au sens de
la remarque 33.66.

Cela nous dit en particulier, que si y1 et y2 sont deux solutions de l’équation homogène alors
toute leur combinaison de la forme z “ λy1 ` µy2, avec λ et µ dans R, est encore une solution.

Jusqu’ici nous avons toujours travaillé avec des fonctions définies sur R et à valeurs dans R.
Dans cette section nous nous autorisons à passer par des fonctions définies sur R et à valeurs
dans C, mais cela sera uniquement une étape dans nos calculs. Au final toutes les solutions
que nous allons considérer sont des fonctions à valeurs dans R.

La solution générale à valeurs dans les complexes d’une équation de ce type a la forme

YCh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P C, x P Iu , (33.396)

où r1 et r2 sont aussi des nombres complexes. Remarquez que la solution générale est une famille
à deux paramètres. Il faut aussi observer que en tout cas l’intervalle I dans lequel varie x est un
intervalle dans R, parce que I est une des données du problème.
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À partir de cette information nous pouvons, pour toute équation donnée, chercher la solution
générale complexe par substitution. Il suffit de remplacer y dans l’équation par erx et chercher
les valeurs de r qui nous conviennent.

Si notre équation de départ est

ay2 ` by1 ` cy “ 0, pour x P I, (33.397)

alors la substitution nous donne
erx

`
ar2 ` br ` c˘ “ 0.

Il est connu que la fonction exponentielle ne prend pas la valeur 0, par consequent ce qui s’annule
est le polynôme de degré deux ar2` br` c. Il est donc très facile de trouver les valeurs de r qu’on
pourra utiliser comme r1 et r2 dans la solution générale complexe.
Si b2 ´ 4ac ą 0 : le polynôme admet deux solutions réelles et distinctes, r1 et r2 ;
Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “

α´ iβ ;
Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2.
Il faut maintenant écrire la solution générale réelle de l’équation, qui est celle que nous intéresse
vraiment. La façon de l’obtenir est différente dans les trois cas.
Si b2 ´ 4ac ą 0 : la solution générale réelle a la même forme que la solution complexe, (33.396),

il suffit de prendre les paramètres C1 et C2 dans R plutôt que dans C.

Yh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P R, x P Iu , (33.398)

Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “
α´ iβ ; Il faut alors utiliser les formules suivantes

eα`iβ “ eαpcospβq ` i sinpβqq
eα´iβ “ eαpcospβq ´ i sinpβqq. (33.399)

La somme er1x ` er2x, où x est dans I P R, vaut

epα`iβqx ` epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ` eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx cospβxq

et la différence er1x ´ er2x vaut

epα`iβqx ´ epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ´ eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx sinpβxq.

Par ces deux calculs élémentaires nous avons trouvé deux fonctions à valeurs dans R qui
n’ont pas de zéros en commun. Elles sont les génératrices de la famille des solutions réelles
de l’équation différentielle (la solution générale)

Yh “ teαx pC1 cospβxq ` C2 sinpβxqq : C1, C2 P R, x P Iu , (33.400)

Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2. Dans ce cas la solution
générale de l’équation est la famille

Yh “ tpC1 ` C2xqerx : C1, C2 P R, x P Iu . (33.401)

Pour justifier cette formule nous observons d’abord que toute fonction x ÞÑ Cerx, pour
C P R est une solution de l’équation différentielle (par construction). Ensuite nous utilisons
la méthode de variation de la constante. On trouve rapidement que si une fonction de la forme
x ÞÑ Cpxqerx est une solution alors Cpxq est un polynôme de degré au plus 1, c’est-à-dire
Cpxq “ C1 ` C2x avec C1 et C2 dans R.
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33.15.2 Linéaires du second ordre à coefficients constants, non homogènes

Nous ne présentons pas une méthode générale pour la résolution de ces équations. Comme dans
le cas des équations différentielles linéaires du premier ordre non homogènes, la solution générale
de (33.395) est donnée par la somme d’une solution particulière et de la solution générale de
l’équation homogène associée. La recherche d’une solution particulière est facilitée par le fait que
les coefficients de (33.395) sont supposés constants, c’est-à-dire que a, b et c sont des fonctions
constantes. Il faut essayer de deviner la forme d’une solution particulière à partir de la forme du
second membre de l’équation, la fonction d. Si d est un polynôme il faut essayer avec un polynôme
du même degré, si d est une exponentielle, par exemple dpxq “ e5x, on pourra essayer avec un
multiple de la même fonction exponentielle, dans l’exemple fpxq “ ke5x, avec k à determiner. Si d
est une combinaison linéaire de sinus et cosinus, comme par exemple 12 cospxq ` 2 sinpxq, on peut
essayer avec k1 cospxq ` k2 sinpxq.
Exemple 33.83
On considère l’équation différentielle

y2 ` 12y1 ` 36y “ ´192e2x, x P R. (33.402)

Son équation homogène associée est

y2 ` 12y1 ` 36y “ 0, (33.403)

dont le polynôme caractéristique est r2` 12r` 36. Ce polynôme admet une racine double, qui est
´6, par conséquent la solution générale de (33.403) est

Yh “
 pC1 ` C2xqe´6x : C1, C2 P R, x P R

(
.

Le membre de droite de (33.402) est une fonction exponentielle, nous allons donc chercher une
solution particulière de (33.402) de la forme fpxq “ ke2x. Par substitution nous trouvons

ke2xp4` 12ˆ 2` 36q “ ´192e2x,

ce qui veut dire que k doit être ´3.
La solution générale de l’équation (33.402) est donc

Y “  pC1 ` C2xqe´6x ´ 3e2x : C1, C2 P R, x P R
(
.

4

Exemple 33.84
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 12 cospxq ` 2 sinpxq, x P R. (33.404)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (33.403), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (33.402).

Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1 cospxq ` k2 sinpxq. Par substitution on trouve

´pk1 cospxq ` k2 sinpxqq ` 12 p´k1 sinpxq ` k2 cospxqq ` 36 pk1 cospxq ` k2 sinpxqq
“ 12 cospxq ` 2 sinpxq

Cette équation doit être satisfaite pour tout valeur de x, en particulier pour x “ 0 et x “ π{2.
Cela revient à considère séparément les coefficients des fonctions sinus et cosinus. Il faut alors que
k1 et k2 soient solutions du système

#
´k1 ` 12k2 ` 36k1 “ 12,
´k2 ´ 12k1 ` 36k2 “ 2.
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On trouve k1 “ 396{1369 et k2 “ 214{1369, et la solution générale de notre équation est

Y “
"
pC1 ` C2xqe´6x ` 396

1369 cospxq ` 214
1369 sinpxq : C1, C2 P R, x P R

*
.

4

Exemple 33.85
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 10x2 ` 3, x P R. (33.405)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (33.403), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (33.402).

Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1x2 ` k2x` k3. Par substitution on trouve

p2k1q ` 12 p2k1x` k2q ` 36
`
k1x

2 ` k2x` k3
˘ “ 10x2 ` 3.

Pour trouver les bonnes valeurs des coefficients nous devons résoudre le système
$
’&
’%

36k1 “ 10,
24k1 ` 36k2 “ 0,
2k1 ` 12k2 ` 36k3 “ 3,

ce qui donne k1 “ 5{18, k2 “ ´5{27 et k3 “ 7{54. La solution générale de notre équation est

Y “
"
pC1 ` C2xqe´6x ` 5

18x
2 ´ 5

27x`
7
54 : C1, C2 P R, x P R

*
.

4

33.16 Fonction de Green

Soit l’équation différentielle
"
y2pxq “ gpxq (33.406a)
yp0q “ yp1q “ 0 (33.406b)

pour x P s0, 1r et où g est continue sur s0, 1r.
Nous définissons la fonction de Green

Gpx, tq “
#
tpx´ 1q si 0 ď t ď x ď 1
xpt´ 1q si 0 ď x ď t ď 1,

(33.407)

et nous allons montrer que

ypxq “
ż 1

0
Gpx, tqgptqdt (33.408)

est l’unique solution.

Unicité Si y1 et y2 sont des solutions, alors y21 “ y22 et donc y1pxq “ y2pxq`ax` b. Les conditions
aux bords donnent alors 0 “ y1p0q “ y2p0q ` b “ b. D’où b “ 0. En imposant y1p1q “ 0 nous
trouvons alors immédiatement a “ 0, ce qui donne y1 “ y2.
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Existence Il est vite vérifié qu’avec (33.408) nous avons yp0q “ yp1q “ 0 parce que Gp0, tq “
Gp1, tq “ 0 pour tout t. Nous fixons une valeur pour x P s0, 1r et nous découpons l’intégrale :

ypxq “
ż x

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

x
Gpx, tqgptqdt. (33.409)

Pour calculer y1pxq, il faut dériver à la fois à travers l’intégrale et dans la borne. Si vous
connaissez une formule pour faire cela, c’est bien pour vous. Nous allons faire ça à la main
et poser

Ipx, yq “
ż y

0
tpx´ 1qgptqdt. (33.410)

La dérivation de I par rapport à x se fait en utilisant le théorème 18.25 :
BI
Bxpx, yq “

ż y

0
tgptqdt. (33.411)

Pour la dérivation par rapport à y, il s’agit du théorème fondamental de l’analyse, plus
précisément le lien primitive et intégrale de la proposition 15.232 :

BI
By px, yq “ ypx´ 1qgpyq. (33.412)

Maintenant nous considérons la fonction ϕIpxq “ Ipx, xq. Elle satisfait à

ϕ1Ipxq “
BI
Bxpx, xq `

BI
By px, xq “

ż x

0
tgptq ` xpx´ 1qgpxq. (33.413)

Le même jeu avec Jpx, yq “ ş1
y xpt´ 1qgptqdt donne

ϕ1Jpxq “
ż x

0
fgptqdt` xpx´ 1qgpxq. (33.414)

En remettant les bouts ensemble,

ypxq “
ż x

0
tgptqdt`

ż x

1
p1´ tqgptqdt. (33.415)

Le calcul de la dérivée seconde donne alors
y2pxq “ xgpxq ` p1´ xqgpxq “ gpxq. (33.416)

Nous pouvons aussi, sur cette équation, estimer la variation de la solution en termes d’une
variation de g. Soit donc une fonction continue δg sur r0, 1s et g̃ “ g ` δg. Nous considérons
l’équation différentielle

"
ỹ2pxq “ g̃pxq (33.417a)
ỹp0q “ ỹp1q “ 0. (33.417b)

Par ce que nous venons de faire, l’unique solution est

ỹpxq “
ż 1

0
Gpx, tqg̃ptqdt “

ż 1

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt “ ypxq ` δypxq (33.418)

où δy est une fonction continue ainsi définie :

δypxq “
ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt. (33.419)

Supposons que }δg}8 “ ε. Alors des majorations donnent

|δypxq| ď ε

ż 1

0
|Gpx, tq|dt “ εp1´ xq

ż x

0
tdt` εx

ż 1

x
p1´ tqdt “ ε

2xp1´ xq. (33.420)

Mais la fonction x ÞÑ xp1´xq a son maximum en x “ 1
2 , donc nous pouvons donner une majoration

indépendante de x :
}δy}8 ď 1

8}δg}8. (33.421)

Notons que la majoration (33.421) en norme uniforme a l’air plus impressionnante, mais la majo-
ration (33.420) donnant une majoration séparée pour chaque x est en réalité plus précise.
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Chapitre 34

Équations aux dérivées partielles

34.1 Symbole principal, équation des caractéristiques
Soit l’équation différentielle semi-linéaire d’ordre k

ÿ

|α|“k
aαpxqpBαuqpxq ` F

´
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1uqpxq

¯
“ 0 (34.1)

pour la fonction u : Rd Ñ R.

Définition 34.1.
Le symbole principal de l’équation (34.1) est l’application

σ : Rd ˆRd Ñ R

px, ξq ÞÑ
ÿ

|α|“k
aαpxqξα (34.2)

où si α “ pα1, . . . , αdq et ξ “ pξ1, . . . , ξdq alors ξα “ ξα1
1 . . . ξαdd .

Définition 34.2.
Les caractéristiques de l’équation (34.1) est une surface S de Rd donné par une équation de la
forme φpxq “ 0 où φ satisfait à

σ
`
x,∇φpxq˘ “ 0 (34.3)

et ∇φpxq ‰ 0 pour tout x P S.

34.2 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 1
Nous[462, 463] voulons étudier l’équation d’ordre 1

apx, yqBuBxpx, yq ` bpx, yq
Bu
By px, yq ` cpx, yqupx, yq “ fpx, yq (34.4)

Le champ de vecteurs associé à cette équation est

v “
ˆ
a
b

˙
, (34.5)

et l’équation peut être écrite sous la forme

pv· ∇q ` cu “ f. (34.6)

Définition 34.3.
Le flot de ce champ de vecteurs sont les courbes paramétriques γptq “ `

xptq, yptq˘ vérifiant γ1tptq “
v
`
γptq˘.

1877
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Les équations du flot pour l’équation (34.4) sont
#
x1ptq “ a

`
xpyq, yptq˘ (34.7a)

y1ptq “ b
`
xpyq, yptq˘. (34.7b)

Ce sont des équations différentielles ordinaires. Un système de deux équations couplées du premier
ordre.

Quel est l’intérêt du flot ? Nous allons voir que sur la ligne t ÞÑ γptq, la fonction u est constante.
Or des solutions γ au système (34.7), il y en aura plusieurs : une pour chaque valeur des constantes
d’intégration. Pour peu que ces lignes recouvrent tout le plan, nous pourrons résoudre l’équation
de départ ligne par ligne.

Nous posons

ũptq “ u
`
xptq, yptq˘ (34.8a)

c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ (34.8b)

f̃ptq “ f
`
xptq, yptq˘. (34.8c)

La fonction ũ est une fonction R Ñ R normale qui se dérive normalement, en suivant la règle de
dérivation des fonctions composées :

ũ1ptq “ BuBx
`
xptq, yptq˘x1ptq ` BuBy

`
xptq, yptq˘y1ptq (34.9a)

“ a
Bu
Bx ` b

Bu
By (34.9b)

“ f
`
xptq, yptq˘´ c`xptq, yptq˘u`xptq, yptq˘ (34.9c)

“ f̃ptq ´ c̃ptqũptq. (34.9d)

Nous avons pour ũ l’équation différentielle ordinaire

ũ1 ` c̃ũ “ f̃ (34.10)

qui est résolue par la proposition 33.10.

34.2.1 Un exemple complet un peu minimal

Nous considérons l’équation différentielle[462]

Bu
Bx ´

Bu
By ´ px´ yqu “ 0. (34.11)

Et nous allons la résoudre.
Les équations du flot, sont simples parce que les coefficients sont des constantes : x1ptq “ 1,

y1ptq “ ´1. Donc

xptq “ t` C1 (34.12a)
yptq “ ´t` C2. (34.12b)

A priori nous avons une caractéristique pour chaque choix de pC1, C2q et nous espérons que le tout
recouvre le plan R2. En fait seule une des deux constantes doit être laissée libre, l’autre consiste
seulement en décaler le paramètre t. Nous posons donc C1 “ 0 et nous considérons les courbes
caractéristiques

γCptq “
ˆ

t
´t` C

˙
. (34.13)

Ces courbes recouvrent bien tout le plan. Pour savoir les valeurs de u sur la courbe γC , nous devons
résoudre l’équation différentielle ordinaire

ũ1C ` c̃ũC “ f̃ , (34.14)



34.2. MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES POUR L’ORDRE 1 1879

en sachant que c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ “ ´`xptq ´ yptq˘ “ 2t ´ C. Cela se fait en suivant la méthode

décrite dans l’exemple 33.8 et résumée dans la proposition 33.10.
En termes de notations, ũCptq “ u

`
γCptq

˘
. Récrivons l’équation :

ũ1ptq ´ p2t´ Cqũptq “ 0. (34.15)
La méthode pour la résoudre est de mettre les ũ d’un côté et les t de l’autre :

ũ1

u
“ 2t´ C. (34.16)

En intégrant par rapport à t des deux côtés,
lnpũq “ t2 ´ Ct`KC , (34.17)

c’est-à-dire (avec redéfinition de KC)

ũptq “ KCe
t2´Ct (34.18)

ou encore
u
`
γCptq

˘ “ KCe
t2´Ct (34.19)

où C est le paramètre que nous déterminons en sachant sur quelle caractéristique se trouve le point
px, yq où nous voulons calculer upx, yq et K est une constante (strictement positive parce que si
vous avez suivi le mouvement, c’est une exponentielle) qui doit être déterminée par les conditions
initiales. Dès que K est fixé pour un des points de la courbe γC , alors il est fixé pour tous les
points.

Ce que nous avons obtenu est qu’il existe un KC tel que pour tout t nous avons
u
`
γCptq

˘ “ KCe
t2´Ct. (34.20)

Soit donc un point px0, y0q P R2. Nous devons d’abord déterminer où ce point se trouve par
rapport aux caractéristiques, c’est-à-dire quelle est la valeur de C pour laquelle px0, y0q est sur la
courbe γC , et ensuite déterminer pour quelle valeur de t nous aurons γCptq “ px0, y0q. À résoudre :

γCpt0q “
ˆ

t0
´t0 ` C

˙
“

ˆ
x0
y0

˙
. (34.21)

Donc t0 “ x0 et C “ x0 ` y0. En reprenant (34.19) nous avons

u
`
γCpt0q

˘ “ Kex
2
0´px0`y0qx0 “ Ke´x0y0 . (34.22)

Pour peu que des conditions soient donnée sur chaque caractéristique, nous pouvons déterminer
K. Attention : ce K est une constante d’intégration de l’équation différentielle ordinaire pour ũ.
Donc elle n’est valable que sur chaque caractéristique séparément. Cela n’est donc pas du tout une
constante sur R2.

Nous pouvons maintenant écrire la solution générale de l’équation de départ. L’équation car-
tésienne de la courbe γC est

x` y “ C. (34.23)
Donc K est une fonction de x` y, pas de x et y séparément. Cela est important à comprendre. A
priori nous avons

upx, yq “ Kpx, yqe´xy (34.24)
où Kpx, yq est constante sur la courbe γC contenant px, yq. Nous avons

— si x1 ` y1 “ x2 ` y2,
— alors il existe C tel que px1, y1q et px2, y2q sont sur γC ,
— alors Kpx1, y2q “ Kpx2, y2q.

Donc il existe une fonction RÑ R telle que Kpx, yq “ fpx` yq.
Au final, la solution générale de l’équation est

upx, yq “ fpx` yqe´xy (34.25)
où f est une fonction à déterminer par les conditions initiales qui peuvent être données. Typi-
quement nous espérons que les conditions imposent une et une seule valeur de u sur chacune des
courbes γC .
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34.2.2 Un théorème d’existence et d’unicité

La méthode des caractéristiques donne essentiellement une preuve de l’unicité des solutions
aux équations de transport, et une méthode pour construire cette solution. En effet, la procédure
suivante permet de construire upx0, y0q.
— Trouver la caractéristique passant par le point px0, y0q
— Calculer en quel point elle passe par une condition initiale donnée.
— Attribuer à upx0, y0q la valeur trouvée sur la caractéristique là où elle passe par une condition

initiale.
Rien ne permet a priori de savoir que cette procédure construit effectivement une solution. En
particulier, comment calculer Bxu ? Le quotient différentiel serait

Bu
Bxpx, yq “ lim

εÑ0

upx` ε, yq ´ upx, yq
ε

, (34.26)

mais la caractéristique donnant la valeur de upx` ε, yq est différente pour chaque ε. Rien a priori
ne permet d’affirmer que le calcul soit simple, ni qu’il arrive à une solution du problème donné.

D’où la nécessité d’avoir un résultat un peu rigoureux donnant des conditions sous lesquelles
les choses vont bien.

Proposition 34.4 (Équation de transport à coefficients variables[463, 454]).
Soit une fonction c : R2 Ñ R de classe C2 en ses deux variables et uniformément Lipschitziennes
en sa première variable 1 et g P C1pRq. Alors l’équation aux dérivées partielles de premier ordre

$
&
%
Bu
Bxpx, tq ` cpx, tq

Bu
Bt px, yq “ 0 (34.27a)

upx, 0q “ hpyq (34.27b)

admet une unique solution de classe C1.
Cette solution est construite de la façon suivante 2. D’abord nous considérons la solution X au

problème
$
&
%
BX
Bs ps;x, tq “ c

`
Xps;x, tq, s˘ (34.28a)

Xpt;x, tq “ x, (34.28b)

et ensuite le problème (34.27) a pour unique solution

upx, tq “ h
`
Xp0;x, tq˘. (34.29)

Démonstration. Nous commençons par étudier l’existence et l’unicité de la fonction X définie par
le problème 34.28. La fonction c ici est dans les hypothèses de la fonction f du théorème de Cauchy-
Lipschitz global 18.41. D’où l’existence et l’unicité de la fonction s ÞÑ Xps;x, tq sur R pour chaque
px, yq donné 3.

Le lemme 33.32 nous dit que X est de classe C2 en ps, x, tq. Donc nous pourrons dériver et
permuter les dérivées autant que nous voudrons (sans exagérer : ordre 2 au maximum).

Unicité Nous montrons que u doit être constante sur le chemin

γpx,tqpsq “
ˆ
Xps;x, tq

s

˙
. (34.30)

1. Dans [454], on ne demande que continue puis uniformément Lipschitz. Moi je crois que ce n’est pas assez pour
assurer la dérivabilité de X par rapport à x, et encore moins pour permuter les dérivées dans B2

txY .
2. Le fait que la construction ait un sens fait partie des choses à prouver
3. Avec l’énoncé tel que donné dans [463], il faut utiliser la technique de 33.20 pour l’existence globale, parce que

la fonction b là-dedans n’est pas dans les mêmes hypothèses.
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En effet, en posant
ϕpsq “ u

`
γpsq˘ “ u

`
Xps;x, tq, s˘, (34.31)

et en dérivant nous obtenons

ϕ1psq “ BuBt
`
Xps;x, tq, s˘BXBs ps;x, tq `

Bu
Bt

`
Xps;x, tq˘ “ 0. (34.32)

Par conséquent la valeur commune de tous les u
`
γpx,tqpsq

˘
doit être celle en γpx,tqp0q “

hpXp0;x, tqq
Cela prouve l’unicité parce que la valeur de u est fixée en tout point. Nous devons encore
vérifier que la fonction u ainsi construite est bien une solution du problème. C’est l’objet de
la partie « existence » de la preuve.

Existence Même l’existence est divisée en plusieurs étapes.
Mise en place Nous prouvons que la fonction u donné par (34.29) est une solution du

problème. Nous avons :
Bu
Bt px, tq “ h1

`
Xp0;x, tq˘BXBt p0;x, tq (34.33)

et Bu
Bxpx, tq “ h1

`
Xp0;x, tq˘BXBx p0;x, tq, (34.34)

de sorte qu’en posant

gps;x, tq “ BXBt ps;x, tq ` cpx, tq
BX
Bx ps;x, tq (34.35)

nous avons Bu
Bt ` c

Bu
Bx “ h1

`
Xp0;x, tq˘gp0;x, tq. (34.36)

Une équation différentielle pour g Nous allons prouver que

Bg
Bs ps;x, tq “ αpx,tqpsqgps;x, tq (34.37)

avec 4

αpx,tqpsq “ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘. (34.38)

D’abord nous avons
Bg
Bs ps;x, tq “

B2X

BsBtps;x, tq ` cpx, tq
B2X

BsBxps;x, tq. (34.39)

Nous permutons les dérivées et nous tenons compte de (34.28) :
Bg
Bs ps;x, tq “

B
Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
` cpx, tq BBx

´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
. (34.40)

Nous dérivons maintenant plus en profondeur. D’une part
B
Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc
Bx

´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bt ps;x, tq (34.41)

et d’autre part,
B
Bx

´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc
Bx

´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bx ps;x, tq, (34.42)

de telle sorte que
Bg
Bs ps;x, tq “

Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘

”BX
Bt ps;x, tq ` cpx, tq

BX
Bx ps;x, tq

ı
(34.43a)

“ αpx,tqpsqgps;x, tq. (34.43b)
4. La ligne suivante est une de celles qui me font penser qu’il manque des hypothèses dans [454]. Il faut bien pouvoir

dériver c.
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Une condition initiale pour g Nous montrons maintenant que gpt;x, tq “ 0. La condition
initiale pour X est Xpt;x, tq “ x pour tout t, x P R. Nous dérivons cette dernière par
rapport à x et à t :

BX
Bx pt;x, tq “ 1 (34.44a)

BX
Bs pt;x, tq `

BX
Bt pt;x, tq “ 0. (34.44b)

Mais BsXpt;x, tq “ c
`
Xpt;x, tq, t˘, donc la relation (34.44b) donne

BX
Bt pt;x, tq “ ´c

`
Xpt;x, tq, t˘ “ ´cpx, tq (34.45)

où nous avons tenu compte du fait que Xpt;x, tq “ x.
Voyons à présent ce que (34.44a) et (34.45) donnent pour gpt;x, tq :

gpt;x, tq “ BXBt pt;x, tq ` cpx, tq
BX
Bx pt;x, tq “ ´cpx, tq ` cpx, tq “ 0. (34.46)

Conclusion pour g La fonction g vérifie l’équation différentielle
$
&
%
Bg
Bs psq “ αpsqgpsq (34.47a)

gptq “ 0. (34.47b)

Bien entendu, gpsq “ 0 est une solution. Mais la solution à ce système est unique par
Cauchy-Lipschitz 18.40. Ici nous utilisons le fait que

ps, yq ÞÑ αpsqy (34.48)

est continue. C’est-à-dire entre autres que

s ÞÑ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘ (34.49)

doit être continue. C’est le cas parce que c est de classe C1 en sa première variable.

Les hypothèses de la proposition 34.4 sont loin d’être optimales. Voici un exemple dans lequel
c n’est même pas dérivable par rapport à t et qui se passe très bien quand même.

Exemple 34.5
Soit l’équation différentielle

$
&
%
Bu
Bt px, tq ` |t´ 1|BuBxpx, tq “ 0 (34.50a)

upx, 0q “ hpxq (34.50b)

où h est une fonction bien régulière ; mettons Cp. En suivant la méthode de la proposition nous
devrions poser l’équation différentielle

$
&
%
BX
Bs ps;x, tq “ |s´ 1| (34.51a)

Xpt;x, tq “ x. (34.51b)

Cela est la caractéristique passant par px, tq. Cependant il sera plus simple de chercher les carac-
téristiques en demandant qu’elles passent par px0, 0q. Nous allons donc plutôt résoudre pour Xx0

l’équation différentielle
$
&
%
BX
Bs psq “ |s´ 1| (34.52a)

Xx0p0q “ x0 (34.52b)
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et les courbes caractéristiques seront les chemins

γx0psq “
ˆ
Xx0psq
s

˙
. (34.53)

La résolution donne d’abord

Xx0psq “
#
´ s2

2 ` s`K1 si s ă 1
s2

2 ´ s`K2 si s ą 1.
(34.54)

Vu que la condition initiale est donnée pour s “ 0, nous fixons K1 pour la condition initiale et K2
pour la continuité :

Xx0psq “

$
’&
’%

´ s2

2 ` s` x1 si s ă 1
1
2 ` x0 si s “ 1
s2

2 ´ s` 1` x0 si s ą 1.
(34.55)

Soit px, tq P R2. Quelle caractéristique passe par là ? Nous allons déterminer la fonction x0px, tq
qui donne le x0 tel que la caractéristique γx0 passe par px, tq. Nous devons résoudre

ˆ
Xx0psq
s

˙
“

ˆ
x
t

˙
. (34.56)

Directement : s “ t. Et ensuite Xx0ptq “ x. Nous avons

x0px, tq “

$
’&
’%

x` t2

2 ´ t si t ă 1
x´ 1

2 si t “ 1
x´ t2

2 ` t´ 1 si t ą 1.
(34.57)

Le truc presque étonnant est que x0 est de classe C1. En effet le calcul de

Bx0
Bt p1q “ lim

εÑ0

x0px, 1` εq ´ x0px, 1q
ε

(34.58)

se fait en séparant les limites εÑ 0` et εÑ 0´. Le résultat est que Btx0p1q “ 0. Nous avons donc

Bx0
Bt ptq “

$
’&
’%

t´ 1 si t ă 1
0 si t “ 1
´t` 1 si t ą 1.

(34.59)

Cela étant continu, la fonction x0 est de classe C1 en t, et la dérivée en x étant toujours 1, elle est
de classe C1.

En ce qui concerne la solution de l’équation de départ,

upx, tq “ h
`
Xx0px,tqp0q

˘ “ h
`
x0px, tq

˘
. (34.60)

Pourvu que h soit assez régulière, la fonction u est facilement de classe C1. 4

34.3 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 2
34.3.1 Principe général

Soit l’opérateur différentiel agissant sur C2pR2q :

D “ apx, yq B
2

Bx2 ` bpx, yq
B2

BxBy ` cpx, yq
B2

By2 . (34.61)
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Nous voulons résoudre des équations du type Du “ 0 pour u : R2 Ñ R.
Pour commencer[462], et c’est le point crucial, nous voyons D comme un polynôme en Bx et By

et nous le factorisons : si

aX2 ` bXY ` cY “ pαX ` βY qpγX ` δY q (34.62)

alors nous avons

D “
ˆ
α
B
Bx ` β

B
By

˙ˆ
γ
B
Bx ` δ

By
B
˙
` termes d’ordre inférieurs. (34.63)

Les « termes d’ordre inférieurs » sont ceux de la forme αpx, yq BδBx BBy .
L’astuce est de poser

v “ pγBx ` δByqu, (34.64)

et de résoudre le système
" pαBx ` βByqv “ 0 (34.65a)
pγBx ` δByqu “ v. (34.65b)

Cela sont deux équations différentielles du premier ordre pour lesquelles nous avons déjà des
techniques décrites en la section 34.2.

Afin que les fonctions α, β, γ et δ soient réelles, il faut que b2 ´ 4ac ě 0. Sachant que a “ αγ,
b “ αδ ` βγ et c “ βδ cette condition sur a, b et c donne

pαδ ` βγq2 ´ 4αγβδ ě 0. (34.66)

Cela revient à
pαδ ´ βγq2 ě 0. (34.67)

Nous supposons à présent que l’inégalité soit stricte (cas hyperbolique). Nous avons en particulier
que

αδ ´ βγ ‰ 0. (34.68)

Cette condition implique que les équations

dx

dt
“ αpx, yq dy

dt
“ βpx, yq (34.69)

sont indépendantes des équations

dx

dt
“ γpx, yq dy

dt
“ δpx, yq (34.70)

Ce sont les équations caractéristiques des équations (34.65).

34.3.2 Exemple : l’équation d’onde

Nous considérons l’équation aux dérivées partielles

B2u

Bt2 ´ c
2 B2u

Bx2 “ 0 (34.71)

où c est une constante réelle. Nous en cherchons des solutions de classe C2.
L’opérateur différentiel est donné par le polynôme P pT,Xq “ T 2 ´ c2X2 qui se factorise en

P “ pT ` cXqpT ´ cXq, (34.72)

c’est-à-dire que nous pouvons récrire l’équation des ondes sous la forme

pBt ` cBxqpBt ´ cBxqu “ 0. (34.73)
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Nous posons donc v “ pBt ´ cBxqu et nous avons le système[453]
" pBt ` cBxqv “ 0 (34.74a)
pBt ´ cBxqu “ v. (34.74b)

La méthode des caractéristiques est efficace pour résoudre la première, et pour trouver la solution
générale de l’homogène associée à la seconde.

Nous nous lançons dans la résolution de (34.74a). Le flot est v “
ˆ

1
c

˙
, et nous cherchons ses

courbes intégrales sous la forme ϕptq “ `
t, xptq˘. Immédiatement, x1ptq “ c, ce qui donne

γCptq “
ˆ

t
ct` C

˙
. (34.75)

Cela donne une caractéristique pour chaque valeur de C. En posant ṽCptq “ vpt, ct`Cq nous avons

ṽ1Cptq “
Bv
Bt

`
γCptq

˘` cBvBt
`
γCptq

˘ “ 0. (34.76)

Donc ṽC est une fonction constante. Donc u est constant sur la courbe γC dont l’équation carté-
sienne est x´ ct “ C. Cela implique que

vpt, xq “ fpx´ ctq (34.77)

où f est une fonction de classe C1. En effet si pt1, x1q et pt2, x2q vérifient x1 ´ ct1 “ x2 ´ ct2 alors
vpt1, x2q “ vpt2, x2q. Le fait que f soit C1 est une demande que u soit au final dans C2.

Nous devons maintenant résoudre l’équation (34.74b)

pBt ´ cBxqu “ v. (34.78)

Nous allons agir conformément à la stratégie expliquée par le lemme 33.6. Nous devons résoudre
Du “ v avec

D : C2pRq Ñ DpC2pRqq
u ÞÑ pBt ´ cBxqu. (34.79)

Par la même méthode des caractéristiques que celle déjà menée plus haut nous trouvons kerpDq
comme solution générale de pBt ´ cBxquG “ 0. C’est-à-dire

uG “ gpx` ctq (34.80)

où g est une fonction quelconque de classe C2.
Il nous faut maintenant une solution particulière de

pBt ´ cBxquP pt, xq “ fpx´ ctq. (34.81)

Si F est une primitive de f alors

uP pt, xq “ ´ 1
2cF px´ ctq (34.82)

fonctionne. Vu que f est quelconque dans C1pRq, la fonction F est un élément quelconque de
C2pRq. Au final, la solution générale de l’équation des ondes est

upt, xq “ g1px` ctq ` g2px´ ctq (34.83)

où g1 et g2 sont des éléments de C2pRq.
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34.4 Classification des équations du second ordre
Soit une équation générale d’ordre 2 sur R2 :

a
B2u

Bx2 ` b
B2u

BxBy ` c
B2u

By2 ` d
Bu
Bx ` e

Bu
By ` βu “ f. (34.84)

En ce qui concerne son symbole principal nous avons

σpx, y, ξ1, ξ2q “ apx, yqξ2
1 ` bpx, yqξ1ξ2 ` cpx, yqξ2

2 , (34.85)

ce qui donne l’équation des caractéristiques

a

ˆBφ
Bx

˙2
` bBφBx

Bφ
By ` c

ˆBφ
By

˙2
“ 0. (34.86)

Si nous nous posons sur un point px0, y0q tel que ∇φpx0, y0q “ 0 et Bxφpx0, y0q ‰ 0 alors, via le
théorème de la fonction implicite 5, la condition φpx, yq “ 0 définit une fonction y ÞÑ xpyq vérifiant

φ
`
xpyq, y˘ “ 0 (34.87)

pour tout y dans un voisinage de y0.
Nous pouvons obtenir une équation différentielle ordinaire pour x de la façon suivante. D’abord

nous posons ϕpyq “ φ
`
xpyq, y˘ et ensuite nous calculons la dérivée de ϕ (qui est nulle par construc-

tion) :
0 “ ϕ1pyq “ BφBxx

1 ` BφBy . (34.88)

Nous pouvons donc remplacer Byφ par x1Bxφ dans l’équation des caractéristiques (34.86) :

a

ˆBφ
Bx

˙2
` bx1

ˆBφ
Bx

˙2
` c

ˆBφ
Bx

˙2
px1q2 “ 0. (34.89)

Vu que nous avons supposé pBxφq ‰ 0 sur un voisinage de px0, y0q nous pouvons simplifier par
pBxφq2 et avoir l’équation différentielle ordinaire

a
`
xpyq, y˘` b`xpyq, y˘x1pyq ` c`xpyq, y˘x1pyq2 “ 0. (34.90)

Notons que, conformément à ce que raconte le théorème des fonctions implicites, nous avons pris
un voisinage de y0 suffisamment petit pour que xpyq reste dans un voisinage de x0. Ce voisinage
étant, nous pouvons le restreindre pour nous assurer du signe de a, b et c. Cela est évidemment
très théorique parce que le théorème de la fonction implicite parle de l’existence de voisinages,
mais pas de façon de les construire.

Nous donnons la classification suivante.

Définition 34.6.
Si b2 ´ 4ac ă 0 alors l’équation est elliptique.

Si b2 ´ 4ac ą 0 alors l’équation est hyperbolique.
Si b2 ´ 4ac “ 0 alors l’équation est parabolique.

Exemple 34.7
Un exemple d’équation parabolique est l’équation de la chaleur

Bu
Bt ´ α

B2u

Bx2 “ 0 (34.91)

où α ą 0 est une constante. Cette équation est avec a “ c “ 0, donc elle est parabolique. 4
5. Théorème 18.49.



34.4. CLASSIFICATION DES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE 1887

Une équation aux dérivées partielles peut changer de nature selon le point.

Exemple 34.8
Soit l’équation

B2u

Bx2 ´ px2 ´ y2qB
2u

By2 “ 0. (34.92)

Son b2 ´ 4ac vaut 4px2 ´ y2q. Elle peut donc être hyperbolique, parabolique ou elliptique selon le
point où l’on se trouve. 4

34.4.1 Problème au limite

Dans les définitions qui suivent nous considérons un ouvert Ω Ă Rd assez régulier et possédant
en particulier un vecteur normal extérieur npxq pour tout point x P BΩ.

Définition 34.9.
Un problème aux limites de Dirichlet est d’imposer la condition

upxq “ gpxq (34.93)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer la valeur de u sur une partie du bord du domaine.

Définition 34.10.
Un problème aux limites de Von Neumann est d’imposer

Bu
Bn ·x “ gpxq (34.94)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer les valeurs de la dérivée normale de u sur une partie
du bord.

Exemple 34.11
Lorsqu’on veut imposer un flux de chaleur aux bords d’un domaine pour l’équation de la chaleur,
il s’agit de poser des conditions de type Von Neumann. 4

Définition 34.12.
Soit un domaine Ω de Rd et un opérateur différentiel L sur une partie de FunpΩq. Soit une fonction
g sur BΩ. Un problème aux limites stationnaires est un problème du type : trouver u définie
sur Ω telle que

"
Lpuq “ f (34.95a)
u|BΩ “ g. (34.95b)

Définition 34.13.
Un problème aux limites d’évolution est du type : trouver u P Fun

`s0,8r ˆ Ω
˘
tel que

$
’&
’%

Bmu
Btm ` Lpuq “ f sur s0,8r ˆ Ω
upt, .q “ gpt, .q sur s0,8r ˆ BΩ
up0, .q “ u0 sur Ω

(34.96)

où u0 est une fonction sur Ω.
L’opérateur L ne doit pas opérer sur la partie « t » de u.

Définition 34.14 (Problème bien posé au sens de Hadamard).
Un problème aux limites est bien posé au sens de Hadamard si
(1) Il admet une unique solution.
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(2) La solution dépend de façon continue en les données du problème.
La continuité est au sens des normes sur les fonctions sur BΩ et sur Ω en ce qui concerne les
fonctions « données » du problème et des normes pour les fonctions sur Ω ou Ω̄ en ce qui concerne
la solution.

Exemple 34.15(Un problème de Dirichlet bien posé)
Trouver la fonction u définie sur Ω “ r0, 1s2 telle que

#
´∆u “ 0 sur Ω
u “ g sur BΩ. (34.97)

4

34.5 Principe du maximum

Lemme 34.16 ([352]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P COpΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω 6.

Nous posons L1 “ ´ř
ij AijBij. Si u P C2pΩq atteint un minimum local en x0 P Ω, alors

pL1uqpx0q ď 0. (34.98)

Démonstration. Nous allons bien entendu diagonaliser A. Si T est une matrice nous avons, en
posant upxq “ vpTxq :

Bu
Bxi pxq “

ÿ

k

Bv
Bxk pTxqTki (34.99)

et
B2u

BxjBxi pxq “
ÿ

kl

TkiTlj
B2v

BxlBxk pTxq. (34.100)

Si T est en particulier une matrice orthogonale diagonalisant A (théorème 11.189) nous avons
T´1 “ T t et ÿ

ij

TkiAijT
´1
jl “ Dkl “ λkδkl (34.101)

où les λk sont les valeurs propres de A. Notons que partout ici, tout est fonction de x sur Ω : tant
A que T que les λk. Avec tous ces résultats nous calculons vite que

pLuqpx0q “ ´
ÿ

k

λkpB2
kvqpTx0q. (34.102)

Si x0 P Ω est un minimum local de u, alors l’application v a un minimum local en T´1x0. Et donc

B2v

Bx2
k

pTx0q ě 0. (34.103)

Du coup,
pLuqpx0q ď 0. (34.104)

6. Cela est plus que dire que toutes les Apxq son symétriques strictement définie positive.
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Lemme 34.17 ([352]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P COpΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω.

Nous posons
L “ ´

ÿ

ij

AijB2
ij `

ÿ

i

biBi ` c (34.105)

où bi, c P C0pΩ̄q.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que Lu ě 0 sur Ω. Alors

(1) Si c “ 0 alors
min

Ω̄
puq “ minBΩ puq. (34.106)

(2) Si c ě 0 alors
min

Ω̄
puq ě minBΩ p´u´q (34.107)

où u´ est défini par

u´pxq “
#

0 si upxq ě 0
´upxq si upxq ď 0.

(34.108)

Démonstration. D’abord, vu que Ω est borné, la fermeture Ω̄ est compacte et u y atteint son
minimum. De plus BΩ est également compact (borné et le complémentaire est ouvert parce que Ω
est ouvert). Donc u y atteint également son minimum. Cela pour dire que les minima écrits dans
(34.106) et (34.107) ont un sens.

Pour (1).
Lu ě η ą 0 Nous supposons qu’il existe η ą 0 tel que pLuqpxq ě η pour tout x P Ω. Soit x0 le

point minimum sur Ω̄. Si x0 P Ω alors il est intérieur et Biupx0q “ 0 par la proposition 18.69.
Dans ce cas nous avons

pLuqpx0q “ pL1uqpx0q ą 0, (34.109)

ce qui contredit le lemme 34.16. Nous en déduisons que le minimum de u sur Ω̄ n’est pas
atteint dans Ω, mais sur BΩ. Pour la définition de la frontière, voir 8.52. Ici nous avons
Ω̄zΩ “ BΩ.
Cela prouve (34.106) dans ce cas.

Lu ě 0 sur Ω Nous prenons maintenant le cas général. Nous posons

uγ,εpxq “ upxq ´ εeγx1 . (34.110)

Nous avons 7
Lpeγx1q “ eγx1

`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ
˘
. (34.111)

Soit γ suffisamment grand pour que

λγ2 ´ }b1}Ω̄γ ą 0. (34.112)

Ici λ minore toutes les valeurs propres des Apxq et nous notons que γ ne dépend pas de ε.
En utilisant l’inégalité du lemme 11.19611.196, pour tout ξ P Rn nous avons

ÿ

ij

Aijξiξj ě λ|ξ|2, (34.113)

ce qui donne avec ξ “ e1 : A11 ě λ, et même pour être plus précis : A11pxq ě λ pour tout x.
Ces inégalités donnent

´A11pxqγ2 ` b1pxqγ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (34.114)

7. Nous abusons un peu de l’écriture parce que ce que nous calculons vraiment est L
`
x ÞÑ eγx1

˘
.
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Nous avons donc

Lpeγx1q “ eγx1
`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ

˘ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (34.115)

Nous posons
η “ ε

`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
min

Ω̄
peγx1q, (34.116)

où le minimum a un sens parce que Ω est borné. Nous avons η ą 0.
C’est le moment de calculer ce que uε peut pour nous :

Lpuεq “ Lu´ εLpeγx1q (34.117a)
ě ´εLpeγx1q (34.117b)
“ ´εeγx1

`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ
˘

(34.117c)
ě ´εeγx1

`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
(34.117d)

ě η ą 0. (34.117e)

Justification :
— (34.117b) parce que Lu ě 0.
— (34.117d) par (34.115).

La fonction uε est donc dans le cas précédent et nous avons

min
xPΩ̄

`
upxq ´ εeγx1

˘ “ min
xPBΩ

`
upxq ´ εeγx1

˘
. (34.118)

Mentionnons le fait que le choix fait de γ ne dépend pas de ε. Nous pouvons donc encore
faire varier ε sans toucher à γ et en maintenant toutes les inégalités prouvées jusqu’ici.
Vu que l’expression eγx1 est majorable sur Ω̄ nous avons convergence uniforme

uε
}.}Ω̄ÝÑ u (34.119)

pour εÑ 0.
Supposons qu’aucun point de BΩ ne réalise le minimum de u. Alors il existe x0 P Ω tel que
upx0q ą upxq pour tout x P BΩ. Mais comme BΩ est compact, il existe η ą 0 tel que

upx0q ă upxq ` η. (34.120)

Soit ε tel que }u´ uε}Ω̄ ă η{2. Nous avons
upx0q ă upxq ´ η (34.121)

et donc aussi
uεpx0q ă upx0q ` η

2 ă upxq ´ η

2 ă uεpxq, (34.122)

ce qui signifierait que uε prend son minimum dans Ω. Or nous savons que ce n’est pas le cas.
Donc il existe un point de BΩ qui réalise le minimum de u.

Pour (2).
Supposons pour commencer que u ě 0 sur Ω. Alors par continuité u ě 0 sur Ω̄. Alors u´ “ 0

et
min

Ω̄
u ě 0, (34.123)

ce qui fait que l’inégalité (34.107) est évidente.
Nous supposons donc que l’ensemble

Ω´ “ tx P Ω tel que upxq ă 0u (34.124)

est non vide. Notons que c’est également un ouvert.
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Soit L̄u “ Lu ´ cu. Vu que c ě 0 et que Lu ě 0 nous avons L̄u ě 0 sur Ω´. Par le point (1)
nous avons

min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩupxq. (34.125)

Mais le minimum de u est certainement atteint dans Ω´, donc

min
xPΩ̄´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (34.126)

Cela nous donne une première bonne égalité :

min
xPBΩ´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (34.127)

Nous pouvons la prolonger :

min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩ´

upxq (34.128a)

“ min
xPBΩ´

`´ u´pxq
˘

(34.128b)

“ min
xPBΩ´XBΩ

`´ u´pxq
˘

(34.128c)

“ min
xPBΩ

`´ u´pxq
˘

(34.128d)

Justifications :
— Pour (34.128c) nous avons la décomposition

BΩ´ “
`BΩ´ X Ω

˘Y `BΩ´ X BΩ
˘
. (34.129)

Or sur BΩ´ X Ω nous avons upxq “ 0 et donc pas le minimum.
— Pour (34.128d). Sur BΩ, le minimum est atteint dans la partie BΩ´ parce que le reste ne

contient que des valeurs positives de u.
Cela prouve ce que nous voulions.

Théorème 34.18.
(Principe du maximum fort) Soit un ouvert borné Ω de Rn. Soit une matrice A dont
— Aij est dans C0pΩ̄q
— Apxq est symétrique strictement définie positive pour tout x.
— Il existe λ ą 0 minimisant toutes les valeurs propres des toutes les matrices Apxq sur Ω̄.

Soit bi, c P C0pΩ̄q avec cpxq ě 0 sur Ω̄.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que

$
&
%
´
ÿ

ij

AijBijupxq `
ÿ

i

biBiupxq ě 0 (34.130a)

upxq ě 0 @x P BΩ. (34.130b)

Alors u ě 0 sur Ω̄.

Démonstration. Nous appliquons le lemme 34.17(2) :

min
Ω̄
u ě minBΩ p´u´q. (34.131)

Vu que upxq ě 0 sur BΩ, nous avons u´ “ 0 sur BΩ et donc minΩ̄ u ě 0.



1892 CHAPITRE 34. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

34.6 Quelques exemples

34.6.1 Un changement de variables

Soit l’équation différentielle
Bu
Bt ´

B2u

Bx2 “ 0 (34.132)

sur Ω “ s0,8r ˆR. Nous imposons la condition aux bords

up0, xq “
#

0 si x ă 0
1 si x ą 0.

(34.133)

Nous cherchons les solutions sous la forme

upt, xq “ f

ˆ
x?
t

˙
. (34.134)

Nous avons Bu
Bt “ ´

1
2xt

´3{2f 1
ˆ
x?
t

˙
q (34.135)

ainsi que
Bu
Bx “

1?
t
f 1
ˆ
x?
t

˙
(34.136)

et
B2u

Bx2 “
1
t
f2

ˆ
x?
t

˙
. (34.137)

En remettant le tout dans l’équation de départ et en simplifiant par 1{t (qui est permis parce que
t ą 0) :

´ 1
2f
1
ˆ
x?
t

˙
x?
t
´ f2

ˆ
x?
t

˙
“ 0. (34.138)

Nous résolvons l’équation différentielle
z

2g
1pzq ` g2pzq (34.139)

pour la fonction g de la variable réelle z. Cela fait, la réponse sera f “ g ˝ z où z serait la fonction

zpx, tq “ x{?t, (34.140)

Pour résoudre (34.139) nous commençons par résoudre pour la dérivée h “ g1, c’est-à-dire
l’équation différentielle

z

2hpzq ` h
1pzq “ 0 (34.141)

qui donne
g1pzq
g1z “ ´z{2. (34.142)

Une intégration fournit ln
`
hpzq˘ “ ´z2{4`K et donc

hpzq “ Ke´z2{4 (34.143)

et
gpzq “ C `K

ż z

0
e´s2{4ds. (34.144)

Nous ne pouvons pas aller plus loin parce que nous ne sommes pas capables de calculer la primitive
demandée. Nous laissons donc g sous cette forme et nous posons

upx, tq “ gpx{?tq, (34.145)
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en pleine confiance du fait que cela soit une solution de l’équation aux dérivées partielles (34.132).
Nous devons fixer K et C de telle façon à respecter les conditions aux bords (34.133). D’abord

écrivons aussi explicitement que possible la fonction u :

upt, xq “ K ` C
ż x?t

0
e´s2{4ds. (34.146)

Il faut calculer up0, xq en termes de C et K. Pour cela nous calculons, pour un x fixé :

lim
tÑ0`

upt, xq “ K ` C lim
tÑ0`

ż x{?t

0
e´s2{4ds. (34.147)

En utilisant un petit changement de variables sur l’intégrale gaussienne de l’exemple 15.262, et en
remarquant que la fonction est symétrique,

lim
tÑ0`

upt, xq “
#
K ` C?π si x ą 0
K ´ C?π si x ă 0.

(34.148)

À résoudre :
"
K ` C?π “ 1 (34.149a)
K ´ C?π “ 0. (34.149b)

Solution : C “ 1{2?π et K “ 1{2. Au final,

upt, xq “ 1
2 `

1
2
?
π

ż x{?t

0
e´s2{4. (34.150)

Notons que cela donne une valeur pour upt, 0q :

upt, 0q “ 1
2 . (34.151)
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Chapitre 35

Numérique

D’autres lectures agréables dans [464].

35.1 Introduction
À quels types de problèmes peut-on s’attendre lorsqu’on se lance dans du calcul numérique, et

en particulier dans la résolution numérique d’équations (algébrique, différentielles ou aux dérivées
partielles, etc) ?

Quelques réflexions en vrac sur ce sujet.
(1) Les erreurs de représentation de nombres : troncature et propogation de décalales (drift),
(2) Erreur de compensation (cancellation),
(3) Conditionnement, stabilité : les réponses peuvent fortement dépendre des paramètres,
(4) Si on utilise une méthode itérative, comment savoir à quel moment on s’arrête ? Calculer la

différence |xk ´ xk´1| mène t-il à une erreur de cancellation ?
(5) Lors d’une implémentation, les matrices des systèmes à résoudre sont souvent très grandes

et/ou très creuses. Cela pose la question de la manière de les enregistrer.
(6) Pour la parallélisation, il faut faire attention au fait que parfois créer un nouveau processus

demande plus de ressources que le mini-calcul qu’on voulait faire. Donc il ne faut pas toujours
paralléliser tout ce qui est théoriquement parallélisable.

(7) Le fait que certaines méthodes sont non-déterministes (Monté-Carlo) mène à des problèmes
pour les tests unitaires des implémentations.

35.2 Représentations numériques
Dans cette section, les séquences de chiffres écrites entre crochet sont à comprendre comme des

séquences de chiffres qui représentent une quantité suivant un codage donné.

35.2.1 Entier relatif en complément à deux (binaire)

Si nous avons m bits pour coder un entier relatif, une idée serait de prendre le premier bit pour
le signe (0 pour positif et 1 pour négatif) et les autres pour la valeur absolue. Deux inconvénients :
(1) Il y a deux codages pour le zéro, donc gaspillage.
(2) L’algorithme pour faire la somme passe mal. Par exemple pour faire 1` p´1q, le 1 est codé

comme r001s et le ´1 par r101s et la somme se ferait naïvement comme

0 0 1
1 0 1
1 1 0

Donc le résultat est r110s qui s’interprète comme ´2. Complètement faux.

1895
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Une solution est d’utiliser le complément à deux, qui est la façon usuelle de représenter des
entiers signés.
Les entiers positifs se codent normalement, en laissant à zéro le premier bit (donc si nous dis-

posons de m bits, nous codons sur m´ 1 bits).
Les entiers négatifs se codent en trois étapes.

— coder la valeur absolue
— inverser tous les bits (d’où le nom de « complément à deux » )
— soustraire 1.

Exemple 35.1
Pour coder ´1 nous faisons
— Nous codons 1 : r001s
— Nous inversons tous les bits : r110s
— Nous faisons ´1 : r101s.

4

Avec ce système, la somme passe bien : calculer 1` p´1q donne
0 0 1
1 0 1
1 1 0

La réponse est donc r110s qu’il faut interpréter via le complément à deux.

110 `1ÝÑ 111 complémentÝÑ 000. (35.1)

Et ce dernier r000s s’interprète comme zéro.

Définition 35.2 (Entier signé en complément à deux[465]).
La suite de bits ram´1 . . . a0s s’interprète via la formule

´ am´12m´1 `
m´2ÿ

i“0
ai2i. (35.2)

Le premier bit donne effectivement le signe du nombre, mais l’interprétation d’un nombre n’est
pas aussi simple que ce que l’on pourrait croire de prime abord.

Exemple 35.3(Entier signé en 8 bits)
Que pouvons nous faire avec 8 bits ? Le plus grand nombre est codé par r01111111s qui vautř6
k“0 2k “ 27 ´ 1 “ 127. (avez-vous utilisé la somme (12.142) ?)
Le plus petit nombre codable en 8 bits n’est pas r11111111s mais bien r10000000s (cela est plus

clair en regardant la formule (35.2) qu’en tentant de suivre la construction du complément à deux)
qui signifie ´27 “ ´128.

Nous pouvons donc coder tous les nombres de ´128 à 127. 4

Plus généralement un système qui codes des entiers signés en N bits utilisant le complément à
deux peut coder de ´p2N´1q à 2N´1 ´ 1.

35.4 (Le dépassement).
Que se passe-t-il lorsque nous commettons un dépassement ? Calculons sur 3 bits la somme r011s`
r001s qui revient à ajouter 1 au nombre le plus grand :

0 1 1
0 0 1
1 0 0
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qui signifie ´22 “ ´4. Lors d’un dépassement, nous retombons automatiquement sur le plus petit.
Ce phénomène est bien connu des personnes qui programment sans faire attention dans certains

languages de programmation qui ne font pas attention à votre place.

Définition 35.5 (Représentation en virgule fixe).
Soit x un réel. On définit sa représentation en virgule fixe par

x “ trxnxn´1...x0, x´1...x´ms, b, su (35.3)

avec b P N, b ě 2, s P t0, 1u et xj P N, xj ă b suivant la formule

x “ p´1qs
nÿ

j“´m
xj .b

j . (35.4)

35.2.2 Représentation en virgule flottante

Définition 35.6 (Représentation en virgule flottante).
La représentation en virgule flottante normalisée en base b d’un nombre est la donnée de
(1) Un bit s pour le signe
(2) Un entier non signé q de e chiffres pour l’exposant
(3) Une suite de chiffres ra1 . . . ams pour la mantisse.

Ces données s’interprètent via la formule

flps, q, ra1, . . . , amsq “ p´1qs
mÿ

j“1
bjaj ˆ bq´d (35.5)

où d “ be´1 est le décalage.

Une idée à retenir est que l’exposant est un entier non signé parce qu’il est plus simple d’intro-
duire un décalage dans la formule (35.5) que de compliquer l’écriture de l’exposant.

35.2.3 Simple précision, IEEE-754

En écriture binaire, la représentation en virgule flottante est un peu différente parce qu’il y a
une idée supplémentaire ; la simple précision que nous allons voir maintenant n’est donc pas un
cas particulier de 35.6 avec b “ 2.

Nous commençons par une description informelle de la précision simple avant de donner la
définition. La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme
suit :
(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Soit le triple `
s, q, ra1, . . . , a23s

˘
(35.6)

Dans le cas générique, l’idée est de donner 24 bits pour la mantisse, mais en gardant en tête le fait
que de toutes façons, le premier bit doit être 1, sinon il suffirait de décaler, c’est-à-dire changer
l’exposant. Par conséquent la mantisse ne reçoit que 23 bits ; il y a un « 1 » sous-entendu en
première position. Donc la mantisse ra1, . . . , a23s est à lire comme le nombre

1, a1 . . . a23 “ 1`
23ÿ

j“1
aj2´j . (35.7)

Exemple 35.7

https://docs.python.org/tutorial/floatingpoint.html
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La mantisse r011100 . . . 0s signifie 1, 0111 “ 1` 2´2 ` 2´3 ` 2´4 “ 1` 1
4 ` 1

8 ` 1
16 . 4 Cela pour

justifier la formule

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs`1`
23ÿ

j“1
aj2´j

˘
2q´127. (35.8)

Notons :
(1) Le « 1` » dans la parenthèse correspond au 1 implicite en première position de la mantisse.
(2) Il y a un décalage de 127 dans l’exposant, parce que q est un entier non signé.
Notons que cette règle du 1 implicite dans la mantisse empêche d’écrire le nombre 0, et ne

permet pas d’écrire des nombres franchement petits parce que le 1 implicite est en première position
dans la mantisse.

D’où l’idée de donner une règle particulière lorsque l’exposant vaut 0. Lorsque l’exposant est
q “ 0, alors nous ne considérons pas de 1 implicite dans la mantisse, et le décalage de l’exposant
est ´126 au lieu de ´127. D’où la formule

spps, q “ 0, ra1 . . . a23sq “ p´1qs2´216
23ÿ

j“1
aj2´j . (35.9)

En particulier, si q “ 0 et a “ r0 . . . 0s, nous avons le nombre zéro exact (il y a deux possibilités
pour le code).

Enfin, nous avons des cas particuliers lorsque l’exposant est maximum, c’est-à-dire q “ r1111 1111s “
28 ´ 1 “ 255. Dans ce cas, le nombre codé est soit `8 soit NaN. Nous posons spps, q “ 255, a “
0q “ `8 et spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN . Il y a en réalité plusieurs valeurs différentes de NaN,
mais nous n’entrons pas dans ces détails[466].

Définition 35.8 (Représentation en simple précision (binaire)).
La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme suit :
(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse
Un nombre est représenté par un triple

`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘
(35.10)

Selon que l’exposant q´ d soit égal à 0, 28´ 1 “ 255 ou autre chose, les règles d’interprétation
sont différentes. Il y a donc trois cas.
Exposant q générique[467] Si q ‰ 0 et q ‰ 255 alors le nombre est normalisée. La règle de

lecture est alors

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs`1`
23ÿ

j“1
aj2´j

˘
2q´127. (35.11)

Exposant q égal à 0 Le nombre est dit dénormalisé et la règle de lecture est

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs2´126
23ÿ

j“1
aj2´j . (35.12)

Exposant q égal à 255 La règle de lecture est alors au cas pas cas ou à peu près.
(1) spps, q “ 255, a “ 0q “ `8.
(2) spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN.
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Vous pouvez jouer avec la simple précision dans [468].

Exemple 35.9(Plus petit normalisé)
Pour faire un nombre normalisé, il faut au minimum q “ 1. En prenant aj “ 0 nous obtenons le
plus petit nombre normalisé possible en simple précision. La formule (35.11) donne

spp1, q “ 1, a “ 0q “ 21´127 “ 2´126 » 1.17549435082229ˆ 10´38. (35.13)

4

Exemple 35.10(Plus grand normalisé)
L’exposant q ne peut pas être maximum, sous peine de tomber dans les règles spéciales de `8
ou NaN. Donc q “ r1111 1110s “ 28 ´ 2 “ 254. En ce qui concerne la mantisse, il faut la prendre
maximale, c’est-à-dire aj “ 1 pour tout j. Nous avons alors le nombre

spp1, q “ 254, a “ r1 . . . 1sq “ `
1`

23ÿ

j“1
2´j

˘
2254´127 “ p1´ 1

224 q2128 (35.14a)

“ 3.40282346638528859811704183484516925440ˆ 1038 (35.14b)

où nous avons utilisé la somme (12.142) (et Sage pour le dernier calcul). 4

Notons ceci avec Sage :

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: A=(1- (1/2**24) )*2**(128)
7 sage: type (A)
8 < type ’ sage . rings . rational . Rational ’>

tex/sage/sageSnip003.sage

La précisions du nombre donné en (35.14b) aurait été embarrassante si le type avait été un
nombre en simple précision. Précision technique : en Python, le type int n’a pas de limite supérieure
à part la mémoire.

Exemple 35.11(Plus petit non nul dénormalisé)
Pour être dénormalisé il faut q “ 0 (ce qui est toutefois assez logique si nous voulons un petit
nombre), et pour ne pas être nul, il faut une mantisse non nulle. Donc a “ r0 . . . 01s. La formule
(35.12) donne alors

spps “ 0, q “ 0, a “ r0 . . . 01sq “ 2´1262´23 “ 2´149 » 1.40129846432482ˆ 10´45. (35.15)

4

Exemple 35.12(Plus grand dénormalisé)
Pour être dénormalisé il faut toujours q “ 0, mais cette fois nous prenons la plus grande mantisse
possible :

spps “ 0, q “ 0, a “ r1 . . . 1sq “ 2´126
23ÿ

j“1
2´j “ 2´216p1´ 2´23q “ 1.17549421069244ˆ 10´38

(35.16)
4

Notons ceci avec Sage :
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1 sage: B=2**( -126) *(1 -2**( -23))
2 sage: A=2**( -126)
3 sage: n(A-B)
4 1.40129846432482e-45

tex/sage/sageSnip004.sage

Vu que 2´23 » 1.2 ˆ 10´7, approximer la parenthèse par 1 donne une faute sur la septième
décimale, ce qui est visible en simple précision.

35.3 Problèmes pour écrire des nombres

Définition 35.13.
L’erreur relative commise en remplaçant un nombre réel x par une valeur approchée x̂ est définie
par

εx :“
ˇ̌
ˇ̌x´ x̂
x

ˇ̌
ˇ̌ . (35.17)

L’erreur relative n’est pas influencée par l’ordre de grandeur de x. En effet, l’ordre de grandeur
de x̂ est certainement la même que celle de x, dans la majorité des cas sans problèmes. Du coup
si x1 “ 200x alors x̂1 » 200x̂ et le 200 se simplifie.

Le nombre de chiffres significatifs correct dans l’approximation est donné par ´ log10pεxq. La
partie entière de ce nombre est le nombre de chiffres tout à fait exacts et la partie décimale donne
une idée sur le fait que le chiffre suivant est plus ou moins bien.

Remarque 35.14.
Si nous voulons donner x P R à un ordinateur, nous sommes soumis à deux erreurs :
(1) D’abord, vu que nous ne pouvons pas taper sur le clavier toutes les décimales de x, nous

faisons une erreur de troncature.
(2) L’ordinateur devant convertir cela en base deux, il commet une seconde erreur, dite erreur

d’assignation.

35.3.1 Troncature : la base

Supposons que nous voulions écrire le nombre (écrit ici en base 10)

0.4567894251 (35.18)

de façon plus facile à lire, on peut demander de ne laisser que t chiffres significatifs. Disons t “ 3.

Technique de troncature On garde 3 chiffres significatifs : 0.456. Facile.
Technique d’arrondi Vu que le premier qu’on supprime est un 7, le dernier qu’on garde est

majoré de 1 : on écrit 0.457.

Que faire si le premier chiffre rejeté est un 5 ? En première approximation, nous pouvons prendre
la règle suivante : si le premier chiffre rejeté est un 5, il faut augmenter de 1 de dernier chiffre
gardé parce qu’il y a presque certainement encore un chiffre non nul derrière.

Remarque 35.15.
Les ordinateurs travaillent tous en mode d’arrondi.

Exemple 35.16
Si on doit entrer le nombre 0.38358546 dans un ordinateur qui ne garde que 3 chiffres significatifs,
il faut taper 0.384 au clavier (erreur classique dans les exercices). 4
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35.3.2 Troncature : le drift

Soit une machine ne pouvant retenir que 3 chiffres significatifs et effectuant les arrondis vers
le haut lorsque le chiffre à éliminer est un 5. Nous notons ‘ et a les opérations d’addition et
soustraction avec arrondis[469]. Les égalités comprenant plus de trois chiffres significatifs sont des
égalités au sens de la machine. Nous écrirons donc sans états d’âme :

1‘ 0.555 “ 1.555 “ 1.56. (35.19)

Considérons la suite numérique
"
x0 “ 1.00 (35.20a)
xn “ pxn´1 a yq ‘ y (35.20b)

avec y “ ´0.555.
Nous avons

x1 “ p1‘ 0.555q a 0.555 “ 1.56a 0.555 “ 1.005 “ 1.01 (35.21)

et ensuite

x2 “ p1.01‘ 0.555q a 0.555 “ 1.565a 0.555 “ 1.57a 0.555 “ 1.015 “ 1.02. (35.22)

Et ainsi de suite. La suite est donc croissante alors que la définition nous donnerait envie d’avoir
xn “ x0 pour tout n.

Remarque 35.17.
En réalité, cette suite se stabilise à xn “ 10 pour tout n à partir de n “ 845. En effet,

p10‘ 0.555q a 0.555 “ 10.555a 0.555 “ 10.6a 0.555 “ 10.045 “ 10. (35.23)

Le fait est qu’à ce moment, l’erreur de troncature est assez loin dans les décimales pour que le
premier chiffre négligé soit un “0” au lieu d’un “5”.

Notons toutefois que cette stabilité n’est pas là pour nous rassurer parce qu’elle n’en est pas
moins complètement fausse.

La règle de troncature adoptée dans Sage est d’arrondir au nombre pair le plus proche lorsque
le premier nombre à négliger est un 5. Donc 12.5 s’arrondit à 12 plutôt que 13.

Exemple 35.18
Soient les expressions (algébriquement égales) :
(1) A “ xpx` 1q
(2) B “ x2 ` x

Nous savons que
x “ flpxq “ 10´30 (35.24)

et
1 “ flp1q (35.25)

parce que pour 1 et 10´30, il n’y a pas d’erreurs d’assignation.
En précision simple, 10´30 ` 1 “ 1 parce qu’en précision simple, il n’y a que 7 ou 8 chiffres

significatifs 1.
Nous avons A “ 10´30, mais x2 donne un underflow parce que 10´60 ne peut pas être représenté

en précision simple. En pratique, beaucoup de logiciels en font 0. Dans ce cas, en réalité B donne
effectivement 10´30 après avoir fait x2 ` x “ 0` x “ 10´30. 4

1. Erreur de « relation normale ».
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35.3.3 Quelques bonnes règles

(1) Si on a plusieurs nombres à additionner ou soustraire, il vaut mieux commencer par sommer
ou soustraire ceux dont on sait qu’ils ont le même ordre de grandeur. Il n’y a donc pas tout
à fait « associativité » des erreurs.

(2) Les opérations délicates sont l’addition et la soustraction. La multiplication et la division
sont sans dangers, à part l’erreur de dépassement du maximum. Dans une multiplication, on
perd au pire quelques chiffres significatifs, mais certainement les derniers, pas les premiers.

35.3.4 Erreur de “cancellation”

Lorsque deux nombres sont de même ordre de grandeur, avec plusieurs nombres significatifs
identiques. La cancellation est le fait que, suite à la soustraction, tous les chiffres significatifs ou
presque se sont simplifiés et qu’il ne reste plus que des chiffres non significatifs.

Exemple 35.19([470])
Sur une machine ne gardant que 4 chiffres significatifs, faire

0.5678ˆ 106 ´ 0.5677ˆ 106 “ 0.0001ˆ 106 “ 0.1000ˆ 103. (35.26)

Le fait est que les trois derniers zéros ne sont pas significatifs, mais maintenant la machine nous
fait croire qu’ils le sont.

Une autre façon de voir ce problème est d’imaginer qu’il faille calculer la différence

0.5678 289798ˆ 106 ´ 0.5677 3136907 (35.27)

sur cette machine. Certes la machine nous autorise à avoir 4 chiffres significatifs, donc au moment
d’entrer les nombres nous perdons un beau paquet de chiffres. Mais au moment de faire la différence,
nous perdons (presque) tout le reste. Donc là où nous pouvions espérer avoir 4 chiffres significatifs
de la différence, nous n’en avons que 1. Les trois derniers zéros de la réponse (0.1000 ˆ 103) sont
faux. 4

Remarque 35.20.
L’erreur de cancellation provoque des chiffres significatifs faux, mais ne provoque pas de faute dans
l’ordre de grandeur des réponses 2. Donc si nous voulons nous assurer que a et b sont égaux « à
erreur numérique près », le test

|a´ b| ă ε (35.28)
est valide, malgré l’erreur de cancellation qui ne manquera pas de se produire dans le calcul de la
différence.

Exemple 35.21
Soit à résoudre l’équation ax2 ` bx` c “ 0 avec a, b, c ‰ 0 et b2 ´ 4ac ą 0. Solution :

x1,2 “ ´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a . (35.29)

Supposons que |4ac| ! b2 avec tout de même pas tellement petit qu’on se perd dans la précision.
Bref, on suppose que seules quelques dernières décimales de b2 ´ 4ac sont différentes de zéro.

On a :
a
b2 ´ 4ac “

a
b̃ “ |b̃| (35.30a)

x1 “ ´b´
?
b2 ´ 4ac

2a (35.30b)

x2 “ ´b`
?
b2 ´ 4ac

2a (35.30c)

2. Est-ce bien vrai, cela ?
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Si b ą 0, nous avons une erreur de cancellation dans x2 parce qu’on fait la différence entre deux
nombres presque égaux. Donc x2 mal calculé. Par contre x1 est bien calculé.

Si par contre b ă 0, c’est le contraire.
Avec a “ 10´3, b “ 0.8, c “ ´1.2ˆ10´5. À la main nous obtenons : x1 “ ´800, x2 “ 1.5ˆ10´5,

et un ordinateur se tromperait . . .

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: f(x)=10**( -3)*x**2+0.8*x -1.2*10**( -5)
7 sage: solve(f(x)==0,x)
8 [x == -1/50* sqrt (400000030) - 400, x == 1/50* sqrt (400000030) - Ðâ

400]
9 sage: numerical_approx ( -1/50* sqrt (400000030))

10 -400.000015000000
11 sage: numerical_approx( 1/50* sqrt (400000030) - 400 )
12 0.0000149999996779115

tex/sage/sageSnip001.sage

Donc Sage ne tombe pas dans le piège. 4

Comment résoudre ce problème ? Ou, autre façon de poser la question : comment Sage a fait
pour résoudre le problème ?

Utilisons les relations coefficients-racines :

x1 ` x2 “ ´b{a (35.31a)
x1x2 “ c{a (35.31b)

La première lie les deux racines par des opérations de addition et soustractions, et donc n’est pas
intéressantes. La seconde est bien. Si nous connaissons x1, nous calculons

x2 “ c

ax1
. (35.32)

Quitte à redéfinir x1 et x2, la solution bien calculée est :

x1 “ ´b´ sgnpbq?b2 ´ 4ac
2a . (35.33)

Exemple 35.22
Nous considérons :

fpxq “ cospx` δq ´ cospxq. (35.34)

Cela a une erreur de cancellation lorsque |δ| ! |x|. On élimine l’erreur de cancellation par

fpxq “ ´2 sinpδ{2q sin
ˆ
x` δ

2

˙
. (35.35)

Problèmes et choses à faire

Pourquoi la condition pour avoir l’erreur est δ ! x et non simplement δ ! 1 ?

4
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Exemple 35.23
Pour

fpxq “ ?x` δ ´?x. (35.36)

On fait la coup du binôme conjugué :

fpxq “ δ?
x` δ `?x. (35.37)

Plus d’erreur de cancellation, vu qu’au dénominateur nous avons une somme de deux positifs. 4

Les erreurs de cancellation ne se résolvent pas en augmentant la précision des nombres donnés.

Exemple 35.24(Dans la vie réelle)
La préparation de l’exemple 18.45 nous a porté à calculer la différence entre exppxq et f30pxq où
f30 est censée être une bonne approximation de l’exponentielle. Des erreurs de cancellation sont
donc à craindre.

Et en effet, le code suivant produit un résultat non déterministe :

1 f=1/152444172305856930250752000000*x^28 + Ðâ

1/10888869450418352160768000000*x^27 + Ðâ

1/15511210043330985984000000*x^25 + Ðâ

1/310224200866619719680000*x^24 + 1/25852016738884976640000*xÐâ

^23 + 1/51090942171709440000*x^21 + 1/1216451004088320000*x^20Ðâ

+ 1/121645100408832000*x^19 + 1/355687428096000*x^17 + Ðâ

1/10461394944000*x^16 + 1/1307674368000*x^15 + 1/6227020800*xÐâ

^13 + 1/239500800*x^12 + 1/39916800*x^11 + 1/362880*x^9 + Ðâ

1/20160*x^8 + 1/5040*x^7 + 1/120*x^5 + 1/12*x^4 + 1/6*x^3 + x Ðâ

- cos(x) + 2 -exp(x)
2 a=numerical_approx (10)
3 print (f(a))

tex/sage/sageSnip016.sage

Voir la question ici :
https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/

4

35.3.5 Calcul d’une dérivée

Pour calculer la dérivée de f en a, il est loisible d’utiliser la formule

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

. (35.38)

Le numérateur est alors sujet à une erreur d’absorption dans le calcul de a`h et ensuite une erreur
de cancellation dans le calcul de la différence.

En utilisant la formule

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpa´ hq
2h (35.39)

nous pouvons espérer avoir une erreur de cancellation plus petite.

https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/
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35.3.6 Erreur d’absorption

L’addition d’un nombre avec un nombre très différent peut faire perdre de l’information sur le
plus petit. Par exemple avec 4 chiffres significatifs,

0.5678‘ 0.0001237 “ 0.5679 (35.40)

où nous avons perdu presque toute l’information du petit nombre.
Une situation particulièrement ennuyeuse est celle où justement c’est le petit nombre qui nous

intéresse parce que le grand est censé se simplifier :

p0.0001327‘ 0.5678q a 0.5678 “ 0.5679a 0.5678 “ 0.0001 (35.41)

qui ne possède qu’un seul chiffre significatif correct alors que voyant le calcul, la réponse aurait pu
être trouvée.

Moralité : si certains manipulations algébrique peuvent faire apparaitre des simplifications
avant de passer le calcul à la machine, il est bon de les effectuer.

35.4 Conditionnement et stabilité
Définition 35.25.
Soit F une fonction à valeurs réelles définie sur XˆD où X et D sont des espaces vectoriels réels
normés. Le problème de la recherche des solutions de

F px, dq “ 0 (35.42)

est dit stable autour de d0 P D si
(1) la solution x “ xpdq existe et est unique pour tout d ;
(2) Pour tout η ą 0, et pour tout d0, il existe un nombre K ą 0 tel que }d ´ d0} ă η entraine

}xpdq ´ xpd0q} ď K }d´ d0}.
La seconde condition est le fait que x soit Lipschitz 3 sur un voisinage de d0.

Exemple 35.26(Stabilité de la différence)
Prenons le problème qui consiste à calculer la différence entre deux nombres : x “ a ´ b. Cela se
traduit par

F : RˆR2 Ñ R

x ÞÑ x´ a` b. (35.43)

Nous avons :
ˇ̌
xpa, bq ´ xpa1, b1qˇ̌ “ |a´ b´ a1 ` b1| (35.44a)

ď |a´ a1| ` |b´ b1| (35.44b)
“ }pa, bq ´ pa1, b1q}1 (35.44c)

où nous avons utilisé la norme }.}1 sur R2. Par la proposition 12.5 sur les équivalences de normes,
le nombre K “ ?2 fonctionne pour toute valeurs de η.

La problème de la différence est donc un problème stable. 4

Exemple 35.27(Stabilité de la multiplication)
Si a est fixé, le problème de calculer ab (b est la donnée) est stable. En effet ce problème est donné
par la fonction F px, bq “ x´ ab, dont la solution est xpbq “ ab. Nous avons donc

ˇ̌
xpbq ´ xpb1qˇ̌ “ |ab´ ab1| “ |a||b´ b1|. (35.45)

La constante de Lipschitz de ce problème est donc |a|. 4

3. Définition 13.254.
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Définition 35.28.
Le nombre

Kabspd0, ηq :“ sup
d tel que |d0´d|ăη

}xpdq ´ xpd0q}X
}d´ d0}D (35.46)

est appelé le conditionnement absolu du problème autour de d0.
Soit F px, dq “ 0 un problème stable de conditionnement absolu Kabspd, ηq. Le conditionnement

relatif est défini par

Krelpd, ηq :“ Kabspd, ηq }d}D
}xpdq}X . (35.47)

Le problème est dit bien conditionné près de d si Krelpd, ηq est petit.

Exemple 35.29(Mauvais conditionnement de la différence)
Reprenons le problème de la différence, mais en fixant a. Nous avons donc xpbq “ a ´ b et le
conditionnement absolu est

sup |xpbq ´ xpb0q||b´ b0| “ 1 (35.48)

Le conditionnement relatif est :
Krelpb0, ηq “ |b|

|a´ b| . (35.49)

Et donc le problème est mal conditionné autour de a.
Autrement dit, si a1 est un nombre proche de a, calculer la différence a ´ a1 est un problème

mal conditionné. 4

Exemple 35.30(Bon conditionnement de la multiplication)
Pour le problème F px, bq “ x´ ab nous avons

Kabs “ sup
b1

|ab´ ab1|
|b´ b1| “ |a|. (35.50)

Et aussi
Krel “ a

|b|
|ab| “ 1. (35.51)

Le conditionnement relatif du problème de la multiplication est donc toujours 1. Il est donc un
toujours un problème bien conditionné. 4

Ne pas confondre :
Le conditionnement provient du problème lui-même.
La stabilité provient de l’algorithme de résolution.

Exemple 35.31(Un problème mal conditionné)
Le système

" 2.1x` 3.5y “ 8 (35.52a)
4.19x` 7.0y “ 15 (35.52b)

Solution : x “ 100, y “ ´57.714285 . . . (périodique)
Perturbons : nous remplaçons 4.19 par 4.192. L’erreur relative est : 4.77ˆ 10´4.
Solution : x̄ “ 125, ȳ “ ´72.714285 . . ., avec donc erreur relative de 0.26. Autrement dit :

l’erreur relative sur la solution est grande même avec une petite erreur relative sur la donnée.
C’est un problème mal conditionné.
Le fait est que c’est une intersection de deux droites presque parallèles. Donc effectivement une

petite perturbation d’une des deux droites donne une grande perturbation du point d’intersection.
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Le fait est qu’un ordinateur effectue toujours une perturbation, au moins de l’ordre 10´16 pour
ne fut-ce que représenter les nombres. C’est-à-dire une perturbation sur les six nombres définissant
le système. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir un algorithme donnant une bonne réponse. 4

Un résultat pratique pour étudier le conditionnement d’un problème est le suivant.

Corollaire 35.32.
Soit x “ xpdq un problème stable. Supposons D de dimension finie, supposons que U est ouvert
dans D. Supposons encore x : U Ñ R différentiable en d0. Alors quand η est petit, on a

Kη
abspd0q „ }∇xpd0q}. (35.53)

Lemme 35.33.
Tout problème de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C1pRq est stable.
Démonstration. Il faut démontrer qu’une fonction C1 sur R vérifie automatiquement la condi-
tion (2) de la définition de la stabilité. Pour cela, remarquons qu’une fonction C1 possède une
dérivée continue, et donc bornée sur tout compact 4

Prenons η ą 0 et d0 P R et puis un d tel que |d´d0| ă η. Par le théorème des bornes atteintes,
la fonction x1 est bornée sur l’intervalle rd0 ´ η, d0 ` ηs. Appelons K un majorant de x1 sur cet
intervalle. La fonction

fpdq “ xpd0q `K|d´ d0| (35.54)

majore xpdq, et donc on a ˇ̌
xpdq ´ xpd0q

ˇ̌ ď K|d´ d0|. (35.55)

Attention : vérifier si ce raisonnement est correct avec d0 ą d, et adapter au besoin.

Exemple 35.34
Un exemple de problème stable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRqzC1pRq.

La fonction

xpdq “
#

0 si x ě 0
x si x ą 0

(35.56)

est continue, mais pas C1 (non dérivable en x “ 0). La dérivée est partout bornée par 1, et donc
le problème est stable.

Un autre exemple très classique serait de prendre xpdq “ |d|. Dans ce cas, on peut prendre
n’importe que η et K “ 1. Le calcul est que

|xpdq ´ xpd0q| ă K|d´ d0| (35.57a)ˇ̌|d| ´ |d0|
ˇ̌ ă |d´ d0|. (35.57b)

Cette dernière inéquation est correcte, comme on peut le voir en mettant au carré les deux membres.

4

Exemple 35.35
Un exemple de problème instable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRq.

Un exemple assez classique de fonction dont la dérivée n’est pas bornée sans pour autant que
la fonction aie un comportement immoral 5 est x ÞÑ ?

x. Afin d’avoir une fonction définie sur R
tout entier, nous regardons la fonction

xpdq “a|d|. (35.58)

4. Un compact est un ensemble fermé et borné, typiquement un intervalle du type ra, bs.
5. Penser à x ÞÑ x sinp1{xq.
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Si nous considérons maintenant d0 “ 0 et n’importe quel η, nous avons

|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “

?
d

d
“ 1?

d
. (35.59)

Il n’est pas possible de trouver un K qui majore ce rapport. Le problème est donc mal conditionné.
Attention : dans ce calcul nous avons supposé d ą 0. Pensez à adapter au cas d ă 0. 4

Exemple 35.36(Problème bien conditionné avec algorithme instable)
Soit à calculer

In “ 1
e

ż 1

0
xnexdx (35.60)

avec n ě 0. Par partie, nous obtenons :

In “ 1´ nIn´1. (35.61)

D’autre part, I0 “ e´1
e , I1 “ 1

e . Puis par récurrence, c’est tout en main.
Du côté de l’ordinateur, nous lui donnons forcément une approximation de I1, parce que nous

lui donnons une approximation de e. Soit l’erreur ε1 sur I1.
Sans démonstration :

Lemme 35.37.
Nous avons limnÑ8 In “ 0.

Mais numériquement, il n’est pas possible de rester longtemps sous ε1 parce que nous n’espérons
pas avoir une erreur plus petite que ça. Donc à partir du moment où In ă ε1, les valeurs sont toutes
complètement fausses. Cela est le mieux que l’on puisse espérer. Mais la réalité est pire.

En réalité, en lançant le calcul sur un ordinateur, les valeurs sont même croissantes avec n à
partir d’un certain moment.

On peut étudier l’erreur et montrer que l’erreur est donnée par :

εn “ p´1qn´1n!ε1. (35.62)

Mais comme la factorielle est tellement forte que c’est sans espoir d’aller loin en essayant très fort
de donner une petite erreur sur ε1.

4

Il existe heureusement un algorithme stable pour cette intégrale. La formule est :

In´1 “ 1
n
p1´ Inq. (35.63)

Si nous savons un IN avec N grand, cette formule donne les Ii avec i “ N,N ´ 1, . . . , 2. Posons
donc IN “ a P R n’importe comment. Donc εN est grand. Mais il se trouve que l’erreur sur ε1 est
donnée par

ε1 “ p´1qN´1

N ! εN . (35.64)

Donc même en prenant vraiment n’importe quoi pour IN , nous obtenons de bonnes approximations
pour Ii avec les petits i. Même avec I20 “ 1000 (qui est complètement faux), nous trouvons
énormément de chiffres significatifs corrects pour I1.

35.4.1 Comment choisir et penser le K ?

La formule (35.46) contient une formule qui ressemble étrangement à la dérivée. La stabilité
d’un problème est très liée à la dérivée de F . La stabilité et la dérivée ne sont pas les mêmes choses,
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mais il n’est pas mauvais de penser au K de la stabilité comme la dérivée. Ou plus précisément :
le supremum de la dérivée.

Un fil conducteur du lemme 35.33 et des exemples 35.34, 35.35 est que l’on a unK qui fonctionne
lorsque la dérivée est bornée sur l’intervalle sd0´ η, d0` ηr. Dans le cas où ce supremum existe, le
prendre en guise de K fonctionne souvent.

Il faut cependant parfois faire acte d’imagination. La fonction x ÞÑ |x| n’est pas dérivable en
0. Il n’empêche que K “ 1 fait fonctionner la définition de la stabilité. Remarquez que K “ 1 est
le supremum de la dérivée là où elle existe.

À partir du moment où c’est clair que leK est le supremum de la dérivée, on comprend pourquoi
c’est le gradient qui arrive dans le corollaire 35.32. En effet, le gradient indique la direction de plus
grande pente. C’est donc bien dans cette direction qu’il faut chercher la « plus grande dérivée ».

Proposition 35.38.
Pour le problème stable x “ xpdq avec x P C1pRn,Rq, on a

Kabspdq „ }dxd} (35.65)

où dxd désigne la différentielle de x en d et la norme est la norme opérateur.

35.5 Un peu de points fixes

35.5.1 Choix de la fonction à point fixe

Pour l’équation fpxq “ 0, il existe une infinité de fonctions g pour lesquelles l’équation est
équivalente à x “ gpxq.

Exemple : fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq, nous pouvons faire
(1) x “ x2 ´ 2´ lnpxq ` x
(2) Poser x2 “ 2` lnpxq et donc

x “ ´a2` lnpxq (35.66a)
x “a

2` lnpxq. (35.66b)

(3) Ou encore

x “ 2` lnpxq
x

(35.67)

où nous savons déjà que x ‰ 0 parce que x “ 0 n’est pas dans le domaine de f .

(4) Ou par l’exponentielle :

x “ ex
2´2. (35.68)

Dans tous ces cas nous pouvons construire une suite pxnq en posant un nombre arbitraire pour x0
et ensuite la récurrence

xn`1 “ gpxnq. (35.69)

Graphiquement, la solution de l’équation est l’intersection entre les courbes y “ x et y “ gpxq.
Un petit dessin pour montrer la convergence :
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‚ P0‚Q0

‚
x0

‚P1 ‚Q1

‚
x1

‚ P2‚Q2

‚
x2

Attention : cette méthode ne converge pas toujours. Parfois elle converge de façon monotone,
et parfois pas. Le choix de la fonction g qui fait x “ gpxq peut énormément changer la vitesse de
convergence.

Théorème 35.39 (Condition suffisante pour existence d’un point fixe).
Une fonction continue f : ra, bs Ñ ra, bs admet au moins un point fixe dans ra, bs.
Théorème 35.40 (Condition suffisante pour l’unicité).
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons qu’il existe 0 ă k ă 1
tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k alors
(1) La fonction g possède un unique point fixe dans ra, bs.
(2) Pour tout x0 P ra, bs, tous les termes de la suite xn`1 “ gpxnq sont dans ra, bs.
(3) Ladite suite pxnq converge vers le point fixe.

Théorème 35.41.
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons
(1) qu’il existe 0 ă k ă 1 tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k et
(2) g est p fois dérivable sur ra, bs.
(3) g1pαq “ g2pαq “ . . . “ gpp´1qpαq et gppqpαq ‰ 0 où α est l’unique point fixe.

Alors la suite pxnq converge avec un ordre p.

Exemple 35.42
Nous reprenons

fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq. (35.70)

Et nous voulons résoudre fpxq “ 0. Graphiquement c’est l’intersection entre y “ x2´2 et y “ lnpxq.
Il est vite tracé de savoir qu’il y a deux solutions : α1 P r0, 1s et α2 P r

?
2, 2s.

Déjà un petit problème : l’intervalle r0, 1s ne va pas parce que f n’y est pas continue. Un petit
raffinement d’analyse nous fournit α1 P re´2, 1s.

Nous avons au moins les fonctions de points fixes suivantes :

g1pxq “
a

2` lnpxq (35.71a)
g2pxq “ ex

2´2. (35.71b)

Pour la première, il y avait un ˘ qui a été négligé parce que nous savons que les deux solutions
cherchées sont positives. Travaillons avec la première. D’abord

g11pxq “
1

2x
a

2´ lnpxq . (35.72)
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Nous avons limxÑe´2 g12pxq “ `8. Il ne sera donc pas possible de trouver 0 ă k ă 1 tel que
|g1pxq| ď k. Tentons quand même la méthode :

x0 “ 0.5 (35.73)

Il se fait que cela est plus proche de α1 que de α2. Mais en réalité la suite converge vers α2.
Passons à la seconde méthode.

g12pxq “ 2xex2´2. (35.74)
Sur l’intervalle re´2, 1s, g12 est croissante et prend toutes ses valeurs dans re´2, 1s. Nous pouvons
prouver que

|g12pxq| ď 2e´1 ă 1. (35.75)
Donc poser k “ 2e´1 fait fonctionner la proposition. Donc quel que soit le x0 pris dans cet
intervalle, nous aurons une suite convergente vers un point fixe à l’intérieur de l’intervalle. C’est-
à-dire convergente vers α1.

Cela est un exemple de problème pour lequel changer de fonction g change réellement la vie.
4

35.5.2 Convergence quadratique

Définition 35.43.
Une suite pxnq a une convergence quadratique vers α si elle converge vers α et s’il existe un C
tel que pour tout n nous ayons

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2. (35.76)

Il est bien entendu possible de parler de convergence quadratique si la relation (35.76) a lieu
seulement à partir d’un certain indice.

Le lemme suivant donne l’importance du choix de point de départ lorsqu’on utilise une méthode
itérative dont la convergence est quadratique.

Lemme 35.44.
Soit une suite xn Ñ α de convergence quadratique. Si }x0 ´ α} ď r alors

}xn ´ α} ď 1
C
pCrq2n (35.77)

Démonstration. Nous pourrions directement prouver la formule (35.77) par récurrence, mais nous
allons la reconstruire un peu. Nous cherchons

}xn ´ α} ď Ckpnqr2n . (35.78)

Nous avons les inégalités

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2 (35.79a)
ď CC2kpnqr2n`1 (35.79b)
“ C2kpnq`1r2n`1 (35.79c)

d’où nous voyons que la fonction k doit vérifier
"
kp0q “ 0 (35.80a)
kpn` 1q “ 2kpnq ` 1 (35.80b)

La première équation est l’hypothèse }x0´α} ď r comparée à la formule (35.78). Il est vite vérifié
que kpnq “ 2n ´ 1. D’où le résultat.

Si le point de départ est choisi de façon à avoir Cr ă 1 alors nous avons là un très bon majorant
parce qu’il s’agit d’un majorant convergeant très rapidement vers zéro. Si au contraire Cr ą 1 alors
ce majorant ne sert à rien.
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35.45.
Le fait d’avoir une convergence quadratique signifie que le nombre décimales correctes double
(environ) à chaque itération, dans n’importe quelle base. En effet supposons que xn ait k décimales
correctes ; cela signifie que |xn ´ α| „ 10´k. Donc

|xn`1 ´ α| ÆM10´2k. (35.81)

Cela est le double de décimales correctes de |xn ´ α|, moins l’ordre de grandeur de M .
Pour la méthode de bisection, le nombre de décimales augmente de 1 à chaque itération, mais

seulement en base 2. En base 10, de façon générique 6 il faut entre 3 et 4 itérations pour avoir une
décimale de plus.

35.46 (Condition d’arrêt[471]).
D’autre part, lorsqu’une méthode a une convergence quadratique, nous avons un test d’arrêt. Pour
ce voir, nous avons la limite

lim
nÑ8

|xn`1 ´ α|
|xn ´ α| ď lim

nÑ8
C|xn ´ α|2
|xn ´ α| “ 0. (35.82)

Cette limite est alors également valable sans les valeurs absolues et si nous soustrayons xn ´ α au
numérateur, la limite devient ´1 :

´ 1 “ lim
nÑ8

xn`1 ´ xn
xn ´ α . (35.83)

Ou encore
lim
nÑ8

xn ´ xn`1
xn ´ α “ 1. (35.84)

Cela a pour conséquence que si n est grand,
(1) xn`1 a le même ordre de grandeur que xn ´ α.
(2) xn ´ xn`1 et xn ´ α ont le même signe.

Donc si nous voulons une approximation de α avec une erreur ε, il suffit d’arrêter le calcul lorsque
|xn`1 ´ xn| ď ε. Et ce faisant nous savons de plus si l’approximation est par excès ou par défaut.

35.5.3 Convergence

Proposition 35.47 (Convergence d’une méthode de point fixe[471]).
Soit g : R Ñ R de classe C1 et α un point fixe attractif 7 de g. Soit k tel que |g1pαq| ă k ă 1 et δ
tel que }g1}Bpα,δq ă k.

Alors
(1) La fonction g est k-contractante 8 sur Bpα, δq.
(2) Nous avons g

`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

(3) Pour tout x0 P Bpα, δq la suite xn`1 “ gpxnq converge vers α et

|xn ´ α| ď |x0 ´ α|kn. (35.85)

Si de plus g1pαq “ 0 et g est de classe C2 alors nous avons convergence quadratique (défini-
tion 35.43).

Démonstration. Vu que α est un point fixe attractif de g nous pouvons considérer un k tel que
|g1pαq| ă k ă 1. Et comme g est de classe C1, la fonction g1 est continue et donc bornée sur toute
boule du type Bpα, δq. Soit δ le plus grand nombre tel que }g1}

Bpα,δq ď k. Nous notons I “ Bpα, δq
pour cette valeur de δ.

6. C’est-à-dire sauf coup de malchance ou coup de chance.
7. Définition 18.30.
8. Définition 18.33
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Pour tout x P I nous avons, en utilisant le théorème des accroissements finis 13.129(2) :

|gpxq ´ α| “ |gpxq ´ gpαq| (35.86a)
ď sup

tPI
|g1ptq||x´ α| (35.86b)

ď k|x´ α| (35.86c)
ă δ (35.86d)

parce que k ă 1 et |x ´ α| ď δ. Par conséquent gpxq P Bpα, δq. Cela prouve le point (2). Pour le
point (1), soient x, y P Bpα, δq et

|gpxq ´ gpyq| ď sup
aPI
|g1paq||x´ y| ď k|x´ y|. (35.87)

Pout le point (3) nous avons |gpxnq ´ α| ď k|xn ´ α|, c’est-à-dire
|xn`1 ´ α| ď k|xn ´ α|. (35.88)

Le résultat annoncé s’obtient par récurrence sur n.
En ce qui concerne la convergence quadratique, c’est du Taylor (proposition 13.369). Dévelop-

pons gpxnq autour de gpαq :

gpxnq “ gpαq ` g1pαqpxn ´ αq ` 1
2pxn ´ αq

2εpxn ´ αq (35.89)

avec limtÑ0 εptq “ 0. En posant C “ 1
2 suptăδ |εptq| nous avons |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2,

c’est-à-dire
|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2. (35.90)

Ce corollaire est une paraphrase de la proposition 35.47. Il en retient seulement les points
intéressants en pratique.

Corollaire 35.48.
Soit α une solution de l’équation x “ gpxq, avec g continue sur un voisinage de α et dérivable dans
l’intérieur. Nous supposons que

|g1pαq| ă 1. (35.91)
Alors il existe un rayon δ tel que si x0 P Bpα, δq, la suite pxnq converge vers α.

Certes cette proposition demande moins d’hypothèses, mais en réalité, il ne donne pas de vrais
moyens de choisir un point de départ x0. Avec les deux théorèmes précédents, nous pouvions
prendre x0 n’importe où dans ra, bs. Le fait est que pour choisir x0 nous pouvons tracer et donner
à la main un x0 proche de ce qui semble être α. Si ça ne converge pas, il faut donner un x0 plus
proche. La proposition nous assure que si nous jouons bien à choisir x0 très proche, la suite finira
par converger.

Notons que le corollaire 35.48 a encore l’inconvénient de demander de calculer g1pαq alors que
α est inconnu. La résolution de l’inéquation |g1pxq| ă 1 nous donne un certain nombre d’intervalles
dans R.

Soient In les intervalles solutions de l’inéquation. Si α P In alors la méthode converge. Sinon,
c’est pas garantit. En tout cas nous ne devons pas savoir réellement α pour appliquer le théorème.
Il suffit de savoir que α est dans un des In.

35.6 Méthode de Newton
L’objectif de la méthode de Newton est d’évaluer une racine α de l’équation fpxq “ 0 lorsque

nous avons déjà une approximation x0 de la racine α.
C’est la méthode de Newton qui est à l’origine de la suite de la proposition 1.91 donnant une

suite dans Q qui converge vers
?
A.
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Définition 35.49.
Le nombre α est une racine simple de l’équation fpxq “ 0 si fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Le nombre
α est une racine multiple d’ordre r de fpxq “ 0 si

fpαq “ f 1pαq “ . . . “ f pr´1qpαq “ 0 (35.92)

et f prqpαq ‰ 0.

Exemple 35.50
La fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 est un racine d’ordre 3. 4

35.6.1 « Justification » par la formule par Taylor

Soit une fonction f continue et dérivable sur ra, bs. Soit α une racine de f et xn une de ses
approximations. Nous notons l’erreur θ et nous avons α “ xn`θ. Du coup nous avons fpxn`θq “
fpαq “ 0.

Écrivons la série de Taylor du théorème 13.359 autour de xn : il existe une fonction ε : RÑ R

telle que limtÑ0 εptq “ 0 telle que

fpαq “ fpxn ` θq “ fpxnq ` θf 1pxnq ` θ2

2 εpθq. (35.93)

Nous isolons le θ du terme d’ordre 1 en nous souvenant que le membre de gauche est nul :

θ “ ´fpxnq ´ θ
2εpθq

f 1pxnq (35.94)

Vu que α “ xn ` θ, nous pouvons écrire

α “ xn ´ fpxnq ` θ2εpθq
f 1pxnq . (35.95)

Il est donc raisonnable de poser

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq (35.96)

en espérant que cela soit une meilleur approximation de α que xn.
En tout cas l’erreur sur xn`1 est

α´ xn`1 “ xn ` θ ´ xn ` fpxnq ` θ2εpθq
f 1pxnq “ θ ` fpxnq ` θ2εpθq

f 1pnnq , (35.97)

qui ne doit pas être fondamentalement plus grand que θ dès que θ est petit, surtout que si xn est
une approximation de α, nous pouvons espérer que fpxnq soit également petit. Là où les choses
peuvent déraper en grand, c’est si f 1pxnq est petit.

Cette méthode de Newton ne converge pas toujours. Le pire est lorsque par malheur il y a une
bosse pas loin de la racine. Alors il y a un risque de tomber sur f 1pxn`1q “ 0 ou en tout cas très
proche de zéro. Dans ce cas le point xn`2 est envoyé très loin.

35.6.2 « Justification » par points fixes

Nous savons que pour résoudre fpxq “ 0 par une méthode de point fixe, il y a de nombreux
choix possibles de fonctions g telles que gpxq “ x donne la même solution que fpxq “ 0. Soit α
une solution de fpxq “ 0 et cherchons une fonction g de la forme

gpxq “ x´ kfpxq. (35.98)



35.6. MÉTHODE DE NEWTON 1915

Nous savons par la proposition 35.47 que la fonction g donne une convergence quadratique lorsque
g1pαq “ 0. Pour la forme (35.98) nous avons g1pαq “ 1´ kf 1pαq, ce qui nous donne l’idée de poser
k “ 1

f 1pαq .
Le fait est que f 1pαq n’est pas connu, mais nous pouvons l’approximer par f 1pxq lorsque x est

proche de α. D’où l’idée de considérer la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq , (35.99)

et donc la suite xn`1 “ gpxnq c’est-à-dire

xn`1 “ x´ fpxnq
f 1pxnq . (35.100)

Dès que xn est proche de α, sous l’hypothèse (raisonnable par continuité) que f 1pxnq soit proche
de f 1pαq, la méthode devrait donner une convergence quadratique.

Remarque 35.51.
Cette justification par points fixes n’est pas vraiment différente de celle par Taylor parce que Taylor
est utilisé dans la preuve de la proposition 35.47.

Définition 35.52 (Méthode de Newton).
La méthode de Newton pour la fonction f est la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (35.101)

Cette définition ne précise pas la valeur de x0, ni de condition d’arrêt.

35.6.3 Convergence de la méthode de Newton

Théorème 35.53 (Convergence quadratique de la méthode de Newton[471]).
Soit f une fonction continue vérifiant fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Nous considérons la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq (35.102)

que nous supposons être de classe C2.
Si C est une majoration de }g2} sur un intervalle contenant α, alors en posant δ “ 1{C nous

avons
(1) La boule Bpα, δq est préservée par g : g

`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

(2) Pour tout x0 P Bpα, δq nous avons convergence quadratique vers α de la suite définie par
xn`1 “ gpxnq.

(3) Nous avons l’estimation
|xn ´ α| ď 1

C

`
C|x0 ´ α|

˘2n (35.103)

où C est la constante de la définition de convergence quadratique.

Démonstration. Nous commençons par calculer la dérivée de g :

g1pxq “ ´fpxqf
2pxq

f 1pxq2 , (35.104)

d’où nous déduisons que g1pαq “ 0. Ensuite nous utilisons abondamment la formule des accroisse-
ments finis (théorème 13.252) en commençant par

|gptq ´ gpαq| ď }g1}rt,αs|t´ α| (35.105)
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où par }f}A nous entendons la norme uniforme de f sur A, c’est-à-dire }f}A “ supxPA }fpxq}.
Note : nous écrivons rt, αs, mais ça pourrait être rα, ts.

Si x P rt, αs alors
|g1pxq| “ |g1pxq ´ g1pαq| (35.106a)

ď }g2}rx,αs|x´ α| (35.106b)
ď }g2}rx,αs|t´ α| (35.106c)
ď }g2}rt,αs|t´ α|. (35.106d)

En particulier, }g1}rt,αs ď }g2}rt,αs|t´ α|, et nous pouvons continuer les majorations (35.105) :

|gptq ´ gpαq| ď }g2}rt,αs|t´ α|2. (35.107)

La fonction g étant de classe C2, la dérivée seconde g2 est bornée (nous supposons déjà travailler
sur un compact contenant α). Soit C une borne. Nous sommes en mesure de prouver le point (1)
avec δ “ 1{C. En effet si t P Bpα, 1{Cq alors

|gptq ´ α| “ |gptq ´ gpαq| ď C|t´ α|2 ď C
1
C2 “

1
C
, (35.108)

ce qui prouve que gptq P Bpα, 1{Cq.
Le point (2) se prouve de la même manière : si xn P Bpα, 1{Cq alors

|xn`1 ´ α| “ |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2, (35.109)

ce qui est bien la convergence quadratique.
La majoration du point (3) s’obtient par récurrence sur n. Pour n “ 0, la relation (35.103)

devient |x0 ´ α| ď |x0 ´ α| qui est vraie. Ensuite par la convergence quadratique et la récurrence,

|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2 ď C
“ 1
C
pC|x0 ´ α|q2n

‰2 “ 1
C

“
M |x0 ´ α|

‰2n`1
. (35.110)

35.54.
Dans le cas pratiques, nous commençons souvent par résoudre l’équation fpxq “ 0 par dichotomie.
Au moment où nous sommes assez proche de la solution nous commençons Newton.

La raison est que la dichotomie fonctionne toujours : nous allons toujours nous approcher de
la solution. Si par contre le point de départ est mal choisit, la méthode de Newton peut envoyer
n’importe où, y compris très loin de la solution.

La proposition suivante nous indique que dans le cas d’une fonction convexe, le choix de point
de départ de la méthode de Newton n’est pas tellement crucial parce que il sont tous bons. De
plus la convergence se faisant de façon décroissante (si on part de la droite), nous savons que le
résultat sera une approximation par excès de α.

Proposition 35.55 (Newton dans le cas convexe).
Soit f de classe C2 et une racine α telle que f 1pαq ą 0. Soit b ą α tel que f soit convexe sur rα, bs.

Alors pour tout x0 P rα, bs la suite de la méthode de Newton est
(1) décroissante
(2) reste dans rα, bs
(3) converge vers α.

Démonstration. Nous savons par la proposition 18.81(2) que la fonction f 1 est croissante, et par
hypothèse f 1pαq ą 0, donc sur rα, bs nous avons f 1 ą 0. Par conséquent, nous avons aussi f ą 0
sur rα, bs.
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Le graphe de f est au dessus de la tangente de f en x “ xn (proposition 18.87). Si nous
nommons tx la fonction qui donne la tangente en x nous avons txnpαq ă 0 parce que fpαq “ 0.
Par conséquent

txnpxq “ 0 (35.111)

pour α ă x ă xn. Cela prouve que xn`1 P rα, bs, et que pxnq est une suite décroissante
Étant donné que pxnq est une suite décroissante dans le compact rα, bs, elle est convergente.

Notons β sa limite. Nous avons la relation de récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (35.112)

En passant à la limite nÑ8 nous avons l’équation

β “ β ´ fpβq
f 1pβq . (35.113)

Vu que fpxq ą 0 sur sα, bs nous avons automatiquement β “ α.

35.6.4 Formalisation de l’algorithme

La méthode de Newton consiste a exprimer la solution x de fpxq “ 0 avec f P C1pRq comme
limite d’une suite txnunPN définie par récurrence par la formule

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (35.114)

où x0 est arbitraire.
Si on veut exprimer cela en terme d’algorithme, nous disons que l’algorithme de Newton est

donné par la suite de problèmes

Fnpxn`1, xn, fq “ xn`1 ´ xn ` fpxnq
f 1pxnq . (35.115)

La donnée du problème est la fonction f , et rien que elle.
Plus précisément, une fois que la fonction f est donnée, il existe une infinité de problèmes :

pour chaque a P R nous avons le problème

Gapxn, fq “ x´ a` fpaq
f 1paq . (35.116)

La méthode de Newton consiste à sélectionner une partie de ces problèmes de la façon suivante :
"
F0 “ Gx0 (35.117a)
Fn “ Gxn . (35.117b)

Le problème F0 fournit un nombre x1 qui nous permet de sélectionner le problème Gx1 qui va
fournir le nombre x2, etc.

Au moment de calculer le conditionnement de Fn, nous ne devons pas voir xn´1 comme fonction
de x0 et de la donnée f . Il ne faut donc pas dériver à travers les xn.

Proposition 35.56.
Si une racine est multiple, alors l’ordre de convergence de la méthode de Newton est 1.

Voici un algorithme possible :

1 def Newton(f,x0 ,toll ,maxit):
2 fp=f.derivative ()
3 n=0
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4 x=x0
5 diff=toll+1
6 while abs (diff)>toll and n<maxit:
7 n=n+1
8 diff=-f(x)/fp(x)
9 x=x+diff

10 return x,n

tex/frido/codeSnip_2.py

Commentaires :
(1) Notons que dans un langage vraiment numérique comme Matlab, il faut passer f 1 en argu-

ment.
(2) Dans le while il faudrait mettre xn`1´xn (en valeur absolue), mais cette différence est aussi

utilisée pour calculer xn`1 donc on la calcule une seule fois.
(3) Il faudrait faire une vérification sur fpxnq ‰ 0. Il n’y a pas tellement de choix que de changer

le point initial.

35.6.5 Caractéristiques

L’algorithme de Newton a les caractéristiques suivantes :
(1) Pour résoudre le problème numéro n, il faut avoir résolu le problème numéro n´ 1.
(2) Aucune des solutions xn aux problèmes intermédiaires n’est une solution au problème de

départ (à moins d’un coup de chance).
(3) Étant donné que la donnée du problème Fn est la fonction f de départ, nous avons dm “

dn “ d pour tout m et n.

Théorème 35.57.
Soit f continue sur un voisinage de α, racine simple. Alors il existe un voisinage de α de rayon
σ tel que pour tout x0 dans ce voisinage, la méthode converge vers α avec ordre de convergence
p “ 2.

Donc dès qu’on a continuité autour de la solution recherchée, il suffit de prendre x0 assez proche
pour que tout se passe bien. Cela se fait par localisation des racines, par exemples en traçant la
fonction avec un bon niveau de zoom. Le fait est qu’on cherche disons 3 décimales à la main (travail
sur ordinateur et graphique) et Newton donne les 20 décimales suivantes à la vitesse de la lumière.

35.6.6 Exemple de la racine carrée

Nous allons nous lancer dans un exemple : le cas de la racine carrée. Soit à calculer une
approximation numérique de

?
2. Il s’agit d’une racine de la fonction fpxq “ x2 ` 2. La fonction

de la méthode de Newton associée est :

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq “

x2 ´ 2
2x . (35.118)

Cherchons un intervalle autour de
?

2 sur lequel nous avons convergence de la méthode de Newton.
Cela s’obtient grace à la proposition 35.47 qui nous informe qu’il suffit de trouver un intervalle
autour de

?
2 sur lequel |g1pxq| ď 1.

Nous avons
g1pxq “ x2 ´ 2

2x2 , (35.119)

et nous cherchons à résoudre |g1pxq| ď 1. D’abord g1pxq “ 1 n’a aucune solutions alors que g1p?2q “
0. Donc nous avons g1pxq ď 1 pour tout x P R`. Par contre l’équation g1pxq “ ´1 a des solutions :
x “ ˘a2{3.
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Nous avons donc convergence de la méthode de Newton pour x0 dans un intervalle de la forme

ra2{3,?2` . . .s (35.120)

où les les trois points représentent l’expression qu’il faut pour que ce soit symétrique autour de
?

2.
La valeur précise n’a pas tellement d’importance parce, vu que nous sommes en train de chercher?

2, il est peu probable que nous ayons déjà en main une bonne approximation de nombres du typea
2{3.

Proposition 35.58.
La méthode de Newton pour la fonction fpxq “ x2´2 converge vers

?
2 pour toute valeur de départ

dans s0,`8r.
Démonstration. La fonction fpxq “ x2 ´ 2 est convexe et f 1p?2q “ 2

?
2 ą 0. Donc la méthode

converge vers
?

2 pour tout x0 ě
?

2 par la proposition 35.55.
Si par contre x0 P s0,

?
2r nous avons

x1 “ x2
0 ` 2
2x0

. (35.121)

En posant hpxq “ px2`2q{2x et en résolvant h1pxq “ 0 nous trouvons x “ ?2. Et là, hp?2q “ ?2.
Donc hpxq est toujours plus grand que

?
2 pour tout x P s0,?2r.

En d’autres termes, si x0 P s0,
?

2r alors x1 ě
?

2 et nous retombons dans le premier cas.

35.6.7 Si multiplicité

Supposons que α soit de multiplicité r (définition 35.49).
Cela se remarque en voyant que la méthode de Newton demande plutôt 20 itérations que 5.

Le problème que cela pose est que chaque itération, les évaluations provoquent des erreurs. Donc
moins d’itérations, c’est mieux.

Nous pouvons modifier la formule avec

xn`1 “ xn ´ r fpxnq
f 1pxnq . (35.122)

Il est possible de prouver que cette suite est à nouveau à convergence quadratique.
Ou alors on pose F pxq “ f pr´1qpxq et α est une racine simple pour F . Donc faire Newton pour

F est à nouveau quadratique, tout en donnant la même solution parce que F pαq “ 0 et F 1pαq ‰ 0.
La seconde façon est bien parce que le théorème de localisation fonctionne 35.57
Et si r n’est pas connu ?
Il est toujours possible de faire r “ 2 puis r “ 3 et caetera jusqu’au moment où l’on remarque

que le nombre d’itérations baisse un grand coup.
Mais ça demande beaucoup de calculs. Le mieux est de changer de méthode.

35.6.8 Et la dérivée ?

Un des problèmes de la méthode de Newton est que l’on doit pouvoir calculer la dérivée.
Typiquement, il faut savoir f de façon analytique. Si cela n’est pas possible, nous pouvons changer
de méthode et utiliser la méthode des sécantes décrite en 35.9.

35.6.9 Méthode de Newton : le cas général

Lemme 35.59.
Soient A et B deux matrices inversibles telles que la matrice pA` εBq soit inversible pour tout ε
assez petit. Alors il existe une matrice Xpεq telle que

pA` εBq´1 “ pA´1 ` εXq (35.123)

et telle que limεÑ0Xpεq “ ´A´1BA´1.
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Démonstration. Le candidat matrice X est relativement simple à trouver en écrivant

pA` εBqpA´1 ` εXq “ 1` εAX ` εBA´1 ` ε2BX. (35.124)

En imposant que cela soit 1, nous trouvons

Xpεq “ ´pA` εBq´1BA´1. (35.125)

La matrice Xpεq étant un inverse à droite de pA ` εBq, son déterminant est non nul et X est
inversible. Par conséquent elle est également inversible au sens usuel. Le calcul de la limite est
direct :

lim
εÑ0

´pA` εBq´1BA´1 “ A´1BA´1 (35.126)

parce que l’inverse est une fonction continue sur Mpn,Rq.
Remarque 35.60.
Un calcul naïf nous permet de trouver le même résultat de façon plus heuristique. En effet un
développement usuel (dans R) est

1
a` εb “

1
a
´ εb

a2 ` . . . (35.127)

Si nous récrivons cela avec des matrices, nous écrivons (attention : passage heuristique !) :

pA` εBq´1 “ A´1 ´ εA´1BA´1 ` . . . (35.128)

Notons le choix de généraliser b{a2 par a´1ba´1. Dans les réels les deux écritures sont équivalentes,
mais pas dans les matrices.

Étudions si A´1 ´ εA´1BA´1 est bien un inverse à ε2 près de pA` εBq :
pA`εBqpA´1`εA´1BA´1q “ 1´εBA´1`εBA´1´ε2BA´1BA´1 “ 1´ε2BA´1BA´1. (35.129)

Par conséquent, à des termes en ε2 près la matrice A´1´εA´1BA´1 est bien un inverse de A`εB.

Théorème 35.61 (Méthode de Newton[472]).
Soit f : Rn Ñ Rn une application de classe C2 et un point a P Rn tel que fpaq “ 0. Nous supposons
que dfa est inversible.

Alors il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ pdfaq´1`fpxnq
˘

(35.130)

converge vers a. De plus la vitesse est quadratique au sens où il existe C ą 1 tel que

}xn ´ a} ď C´1´2n . (35.131)

Démonstration. Étant donné que dfa est inversible et que df est continue, l’application dfx est
continue 9 pour tout x dans un voisinage de a. Nous prenons r ą 0 tel que dfx est inversible pour
tout x P Bpa, rq.

Nous considérons la fonction

F : Bpa, rq Ñ Rn

x ÞÑ x´ pdfxq´1`fpxq˘. (35.132)

Cela est une application C1. La clef est de montrer que l’application de F à un point a`h rapproche
de a pourvu que h soit assez petit. Nous avons la formule suivante :

F pa` hq ´ F paq “ h´ `
dfa`h

˘´1`
fpa` hq˘. (35.133)

9. Nous pouvons voir df comme l’application qui à x fait correspondre la matrice dfx PMpn,Rq. Cette application
étant continue et la non inversibilité d’une matrice étant donnée par l’annulation du déterminant, les matrices
inversibles forment un ouvert dans l’ensemble des matrices.
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Nous allons maintenant utiliser un développement de Taylor par rapport à h en suivant la formule
(13.982). Nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` }h}2ξphq (35.134)

où ξ : Rn Ñ Rn est une fonction qui tend vers une constante lorsque hÑ 0. Nous avons aussi

dfa`h “ dfa ` }h}τphq (35.135)

où τ : Rn Ñ Mpn,Rq est une application qui tend vers une constante lorsque h Ñ 0. En ce qui
concerne l’inverse nous utilisons le lemme 10 35.59 :

`
dfa ` }h}τphq

˘´1 “ pdfaq´1 ` }h}Aphq (35.136)

où A est une autre matrice fonction de h qui tend vers une constante lorsque h tend vers zéro. En
substituant le tout dans (35.133) nous trouvons

F pa` hq ´ F paq “ }h}2pdfaq´1ξphq ` }h}`Aphq ˝ dfa
˘phq ` }h}3Aphqξphq. (35.137)

En ce qui concerne la norme nous utilisons le fait que si T est un opérateur, }Tx} ď }T }}x}. Nous
trouvons

}F pa` hq ´ F paq} ď }h}2}pdfaq´1}}ξphq} ` }h}2}Aphq ˝ dfa} ` }h}3}Aphq}}ξphq} (35.138a)
“ }h}2αphq (35.138b)

pour une certaine fonction α : Rn Ñ R qui tend vers une constante lorsque hÑ 0.
En posant C “ limhÑ0 αphq nous avons la majoration

}F pxq ´ a} ď C}x´ a}2. (35.139)

Nous pouvons également supposer que C ą 1. Afin de prouver la vitesse de convergence (35.131),
nous allons encore redéfinir r en demandant r ă 1{C2. De cette manière nous avons

}x0 ´ a} ď 1
C2 (35.140)

et la récurrence sur n est :

}xn`1 ´ a} “ }F pxnq ´ a} ď C}xn ´ a}2 ď C
`
C´1´2n˘2 “ C´1´2n`1

. (35.141)

Note : ce dernier calcul est le lemme 35.44 appliqué à r “ p1{C2q.
Remarque 35.62.
La valeur de la constante C a été fixée par l’équation (35.139). Certes nous pouvons toujours choisir
C plus grand affin d’augmenter la vitesse de convergence, mais le point de départ x0 devant être
dans une boule de taille 1{C2 autour de a, demander C plus grand revient à demander un point
de départ plus précis.

35.7 Estimation de l’ordre de convergence
Définition 35.63 ([473]).
Nous disons que la suite pxnq de limite x est convergente d’ordre q pour q ą 1 s’il existe µ ą 0
tel que

lim
kÑ8

|xk`1 ´ x|
|xk ´ x|q “ µ. (35.142)

En particulier :

10. Pour l’inversibilité de }h}τphq, notons que dfa est inversible et que par hypothèse la somme dfa ` }h}τphq est
inversible.
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— la convergence d’ordre 2 est dite quadratique,
— la convergence d’ordre 3 est dite cubique,
— la convergence d’ordre 4 est dite quartique.

Comment estimer numériquement l’ordre p de convergence de la méthode ? Soit une suite pxnq
convergente vers α. Considérons les 4 termes xn´3, xn´2, xn´1, xn. Alors nous pouvons écrire
l’approximation

|xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| »

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙p
. (35.143)

Cette approximation ne serait pas trop mauvaise tant que n est assez grand pour que la convergence
soit bien engagée. Passons au logarithme :

ln |xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| » p ln

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙
. (35.144)

et donc

p »
ln
´ |xn´xn´1|
|xn´1´xn´2

¯

ln
´ |xn´1´xn´2|
|xn´1´xn´3|

¯ . (35.145)

Avec cette approximation, en réalité nous calculons une suite ppiq qui sont les approximations de
p à partir des termes i à i` 3 de la suite pxnq. Il s’agit d’une suite d’estimations de p.

(1) Dans le cas de la bisection, nous obtenons toujours pi “ 1.
(2) Dans le cas de la méthode de Newton (35.6) nous avons p “ 2. Mais les premières valeurs de

pi peuvent être aussi bien 0 que 7. Après quelques itérations pourtant les pi se regroupent
autour de 2.

En tout cas, le plus important est de savoir si p ą 1 ou non. Rappel : nous voulons la superlinéarité
parce que nous voulons utiliser le test d’arrêt de la différence entre deux termes, voir 35.46.

35.8 Autres méthodes

35.8.1 Méthode de Schröder

La formule est

xn`1 “ xn ´ fpxnqf 1pxnq
f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (35.146)

Cette méthode est d’ordre 2 pour toute racine et toute valeur de multiplicité. Le problème de cette
méthode est qu’elle demande 3 évaluations de f . Son efficacité :

E “ 3?2 » 1.25 (35.147)

Cela est donc moins efficace que Newton.

35.8.2 Halley

Il a p “ 3 lorsque α est racine simple. Mais encore p “ 1 pour les racines multiples. Plus efficace
que Newton pour les racines simples, mais même problème pour les racines multiples.

xn`1 “ xn ´ 2fpxnqf 1pxnq
2f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (35.148)
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35.9 Méthode des sécantes variables
Si nous n’avons pas de formule analytique pour f , mais seulement la possibilité de calculer

fpxq pour tout x. Newton ne fonctionne pas, mais la bisection fonctionne.
Nous pouvons approximer

f 1pxnq “ fpxnq ´ fpxn´1q
xn ´ xn´1

. (35.149)

En substituant dans la formule de Newton, nous obtenons

xn`1 “ xn ´ fpxnqpxn ´ xn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (35.150)

Il s’agit de prendre la droite qui passe par pxn´1, fpxn´1qq et par pxn, fpxnqq et de prendre
l’intersection de cette droite avec l’axe y “ 0. Cela donne le xn`1.

Pour cette méthode, il ne faut pas seulement x0 mais également x1.
L’ordre de convergence est le nombre d’or

p “ 1´?5
2 » 1.618. (35.151)

Cela est donc superlinéaire.
La nombre d’évaluations est s “ 1 (il y a deux apparitions de f dans la formule, mais l’une des

deux est récupérée dans l’itération suivante). Donc l’efficacité est

E “ p. (35.152)

Donc bien efficace.

Proposition 35.64.
Si α est racine simple, il existe un voisinage de α tel que pour tout choix de x0, x1 dans ce voisinage,
la méthode converge.

Psychologiquement, on est tenté de prendre x0 et x1 de part et d’autre de α (pensant à la
bisection), mais en réalité ce n’est pas obligatoire du tout et n’a aucune influence. Il faut seulement
les prendre très proches de α.

Remarque 35.65.
La méthode de la sécante est souvent écrite sous la forme

xn`1 “ xn´1fpxnq ´ xnfpxn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (35.153)

C’est évidemment algébriquement équivalent.
Les formules (35.151) et (35.153) ont toutes deux des erreurs de cancellation. Laquelle est la

plus grave ?
Dans la première, si la fraction est mal calculée, elle ne fait que modifier xn. C’est-à-dire qu’on

peut espérer qu’à la prochaine itération, ça aille mieux. En tout cas, dans ce cas si la fraction est
mal calculée, ça ne détruit pas tout.

Dans la seconde, c’est la valeur elle-même qui risque d’être mal calculée. Et si la fraction est
mal calculée, alors on casse complètement l’éventuel bonne approximation que nous avions déjà.

35.9.1 Aitken

La méthode du ∆2 de Aitken est une méthode d’accélération de la convergence.
Soit pxnq une suite qui converge. Nous voudrions une nouvelle suite pynq telle que

lim
nÑ8

yn ´ α
xn ´ α (35.154)
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C’est la définition d’une convergence accélérée.
La façon de faire est :

yn “ xn`2xn ´ x2
n`1

xn`2 ´ 2xn`1 ` xn “ xn ´ pxn`1 ´ xnq
xn`2 ´ 2xx`1 ` xn . (35.155)

La première expressions a deux cancellations (la seconde une seule) et de plus la première est yn
elle-même alors que la seconde est une correction.

Donc la seconde expression est numériquement meilleure.
L’opérateur ∆ appliqué à une suite est :

p∆xqn “ xn`1 ´ xn (35.156)

Donc

p∆2xqn “ p∆xqn`1 ´ p∆xqn “ xn`2 ´ xn`1 ´ xn`1 ` xn “ xn`2 ´ 2xn`1 ` xn. (35.157)

L’accélération a alors la formule
yn “ p∆xq2n

p∆2xqn . (35.158)

Le problème est que ça accélère tellement que l’on arrive vite à des erreurs de cancellations, et
donc à une précision en pics oscillants.

35.10 Équations algébrique

C’est une équation du type P pxq “ 0 où P est un polynôme. Soit un polynôme de degré n.
Nous en savons des choses.

(1) L’équation a exactement n solutions dans C en comptant les multiplicités.
(2) Les racines complexes arrivent par paire complexes conjuguée. Elles sont donc toujours en

nombre pair.

Si donc nous avons n “ 3, nous ne pouvons pas avoir 2 racine réelles. Il y en a donc 1 ou 3
réelles. Pas zéro ni deux.

Quelques méthodes : Müller, matrice compagnon, Laguerre.

35.10.1 Résoudre un système linéaire

Pour résoudre un système linéaire d’équations, nous échelonnons la matrice du système. Soit à
résoudre le système Ax “ b où

A “
¨
˝

2 4 ´6
1 5 3
1 3 2

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
10
5

˛
‚. (35.159)

En termes de problèmes, on écrit F
`
x, pA, bq˘ “ Ax ´ b. La donnée de ce problème est le couple

pA, bq.
En ce qui concerne l’algorithme, on pose comme premier problème

F1
`
x1, pA1, b1q

˘ “ A1x1 ´ b1 “ 0 (35.160)

avec A1 “ A et b1 “ b.
Ensuite, on commence à échelonner et le second problème est

F2
`
x2, pA2, b2q

˘ “ A2x2 ´ b2 “ 0 (35.161)
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avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 1 5

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
12
13

˛
‚. (35.162)

Le troisième problème sera
F3

`
x3, pA3, b3q

˘ “ A3x3 ´ b3 “ 0 (35.163)

avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 0 3

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
12
3

˛
‚. (35.164)

Ce problème est facile à résoudre « à la main ». Nous nous arrêtons donc ici avec l’algorithme, et
nous trouvons le x3 qui résous le problème F3.

35.10.2 Caractéristiques

L’algorithme de résolution de systèmes linéaires d’équations a les propriétés suivantes, à mettre
en contraste avec celles de Newton :
(1) Pour résoudre le problème numéro n, il n’a pas fallu résoudre le problème numéro n´ 1.
(2) Toutes les solutions xn des problèmes intermédiaires sont solutions du problème de départ.

Nous avons Fnpx, dnq “ 0 pour tout n (ici, dn “ pAn, bnq).
(3) D’un problème à l’autre, les données changent énormément : la matrice échelonnée peut être

très différente de la matrice de départ.

35.10.3 Définitions

Nous allons maintenant formaliser en donnant quelques définitions pour nommer les propriétés
que nous avons vues. D’abord, un algorithme est une suite de problèmes. Un algorithme pour
résoudre un problème F px, dq “ 0 est une suite de problèmes tFnpxn, dnq “ 0unPN.
Définition 35.66.
Un tel algorithme est dit fortement consistant si pour toutes données admissibles dn, on a

Fnpx, dnq “ 0 @ n, (35.165)

où x est la solution de F px, dq “ 0.

L’algorithme des matrices est fortement consistant, mais pas l’algorithme de Newton.

Définition 35.67.
Un algorithme est consistant si limnÑ8 Fnpx, dnq “ 0.

Dans le cas de l’algorithme de Newton, c’est plutôt une telle consistance qu’on attend.
L’algorithme est dit stable si pour tout n le problème correspondant est stable. Dans ce cas,

on note Knum le conditionnement relatif asymptotique défini par

Knum “ lim sup
n

Kn (35.166)

où Kn est le conditionnement relatif du problème Fnpxn, dnq “ 0.

Définition 35.68.
Un algorithme est dit convergeant (en d) si pour tout ε ą 0, il existe N “ Npεq et δ “ δpN, εq
tels que pour n ě 0 et |d´ dn| ă δ, on ait |xpdq ´ xnpdnq| ă ε.
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Remarque 35.69.
Dans le cas de l’algorithme de Newton, nous avons vu que la donnée dn du problème Fn était
en fait la même que la donnée initiale d, donc nous avons dn “ d, et par conséquent nous avons
toujours |d´ dn| ă δ. Dans ce cas, la définition de la convergence revient à demander que la suite
numérique des xn converge vers la solution x.

Remarque 35.70.
Dans le cas des matrices par contre, les données sont très différentes les unes des autres, nous avons
donc en général que |d´dn| ą δ. Mais en revanche nous savons que tous les problèmes intermédiaires
Fn acceptent une solution unique 11 xnpdnq “ xpdq. Par conséquent, |xnpdnq ´ xpdq| est toujours
plus petit que ε. L’algorithme des matrices est donc toujours un algorithme convergeant.

35.11 Équations non linéaire
Certains équations non linéaires sont résoluble explicitement, par exemples les polynômes de

degré jusqu’à 4 ou des choses comme

sin2pxq ` 3 sinpxq ` 5 “ 0. (35.167)

Mais ces exemples sont très rares.
Nous allons étudier des équations du type fpxq “ 0, dans R.

(1) Un problème écrit sous la forme x “ gpxq peut utiliser des théorèmes de points fixes.
(2) Un problème sous la forme fpxq “ 0 peut utiliser des méthodes de bisection, Newton ou

autres.
Il y a évidemment beaucoup de façons de transformer un problème pour passer d’une forme à
l’autre.

Exemple 35.71
Soit fpxq “ x2 ´ a “ 0 avec a ą 0. Nous pouvons l’écrire

x2 ` x´ a “ x (35.168)

qui donne une forme gpxq “ x pour gpxq “ x2 ` x´ a.
Ou encore x “ a

x et donc gpxq “ a{x (si par ailleurs on sait que x ‰ 0). Notons que x ‰ 0 n’est
pas une hypothèse très forte parce qu’on la vérifie directement sur a. 4

Exemple 35.72
Soit l’équation à résoudre

fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq “ 0 (35.169)
Les solutions de cette équations peuvent être vues comme les intersections avec l’axe X du graphe
y “ x2 ´ 2´ lnpxq. Tracer peut donc aider. Par ailleurs, il faut noter que

lim
xÑ˘8 fpxq “ 8, (35.170)

donc les solutions sont certainement contenues dans un compact de R.
À part tracer nous pouvons écrire

x2 ´ 2 “ lnpxq. (35.171)

Et là, ce sont deux fonctions dont nous pouvons tracer le graphe pour trouver graphiquement
les points d’intersection. Une étude de fonction montre vite qu’il y a exactement deux solutions,
qu’elles sont strictement positives. Pour trouver des bornes, il faut calculer par exemple pour x “ 2
les valeurs de lnpxq et x2 ´ 2 pour voir si le graphe de x2 ´ 2 est déjà plus haut. 4

La majorité des méthodes numériques de résolution d’équation du type fpxq “ 0 ou x “ gpxq
seront sous la forme de suites. Avec questions à la clefs :
11. Nous n’envisageons que le cas où le déterminant est non nul.
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(1) Quel point de départ choisir ?
(2) Convergence ?
(3) Est-ce que la limite est bien une solution ?
(4) Vu que la limite est unique, comment faire si l’équation a plusieurs solutions ? (souvent c’est

le choix du point initial qui va jouer sur ce point)

35.73.
Si la fonction est très plate, il est possible d’avoir

|fpα̃q| ď ε (35.172)

sans que α̃ ne soit une bonne approximation.
Lorsqu’on fait tourner une méthode itérative résolvant fpxq “ 0, il n’est pas suffisant de

s’arrêter lorsque
fpxnq ď ε1. (35.173)

Il faut aussi s’assurer que, si x̄ est la solution exacte, |xn´x̄| ď ε2. Ici ε1 et ε2 sont deux « précisions »
que nous nous fixons au départ.

Évidemment, vérifier la condition |xn´ x̄| ď ε2, il faudrait savoir x̄. Et savoir x̄ c’est justement
le problème. Nous sommes donc amenés à faire des estimations de |xn ´ x̄|.
35.74.
Lorsque nous effectuons une méthode itérative, il faut donc contrôler deux grandeurs :

|x̄´ xn| ď ε1 (35.174a)
|xn`1 ´ xn| ď ε2. (35.174b)

Proposition 35.75.
Soit p l’ordre de convergence de la suite pxnq vers x̄. Si p ą 1 et |xn`1´xn| ď ε2 alors |x̄´xn| ď ε2.

35.11.1 Méthode de bisection

Il y a ce théorème des valeurs intermédiaires.

Théorème 35.76.
Soit f continue sur ra, bs telle que fpaqfpbq ă 0. Alors il existe au moins une solution à l’équation
fpxq “ 0 sur l’intervalle sa, br.

Pour démarrer une bisection, il est toujours bon de prendre l’intervalle ra, bs de façon à ne
contenir qu’une seule solution.

Soit donc un premier intervalle ra0, bOs tel que fpa0qfpb0q ă 0 et ne contenant qu’une seule
solution. À chaque itération nous considérons la moitié de l’intervalle précédent, mais la moitié
contenant la solution.

Le test d’arrêt de la méthode de bisection se base uniquement sur la taille de l’intervalle qui
reste. En effet si nous avons

|bn ´ an| ď ε (35.175)

nous avons certainement
|x̄´ xn| ď ε

2 (35.176)

où xn est le point du milieu de ran, bns.
35.77.
La fonction f n’intervient dans la méthode que via son signe, pas via ses valeurs exactes.
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35.78.
Notons que le théorème des valeurs intermédiaires n’est pas très puissant pour choisir l’intervalle
de départ ; penser à la fonction

fpxq “ x2 ´ 5 (35.177)

sur l’intervalle r´10, 10s. Il y a bien deux solutions dans l’intervalle, mais elles sont invisibles du
théorème des valeurs intermédiaires. La fonction x ÞÑ x2 a sa solution en x “ 0, mais elle aussi
n’est pas visible.

35.79.
Certes la méthodes de bisection assure la convergence vers une solution, mais elle n’assure pas la
convergence monotone. Il peut arriver que |x̄ ´ xn| ă |x̄ ´ xn`1|. C’est le cas lorsque la solution
est très proche du milieu de l’intervalle choisit. Le x0 est alors proche de x̄ alors que x1 sera à une
distance de x̄ d’environ un quart de l’intervalle de départ.

Supposons déjà avoir trouvé un intervalle ra, bs dans lequel se trouve une unique solution à
fpxq “ 0. Voici un algorithme possible.

1 from __future__ import division
2

3 def bissection(f, a, b, toll , mmax):
4 """
5 f : une fonction
6 a , b : les limites de l ’ intervalle
7 toll : la tolérance . C ’ est l ’ amplitude de l ’ intervalle à Ðâ

partir duquel nous nous arrêtons .
8 nmax : le nombre maximum d ’ itérations .
9

10 Nous supposons que \( b > a \) .
11

12 Retourne un tuple (x , n ) où ’x ’ est la solution approchée et ’nÐâ

’ est le nombre d ’ itérations effectuées
13 """
14 n = -1
15 amp = toll + 1 # Pour s ’ assurer que l ’ on entre dans le cycle
16 while amp > toll and n < nmax :
17 n = n + 1
18 amp= abs (b - a)
19 x = a + amp / 2
20 if f(a) * f(x) < 0:
21 b = x
22 elif f(a)*f(x) > 0:
23 a = x
24 else : # Problème ZERO
25 amp = 0
26 return (x, n)

tex/frido/codeSnip_1.py

Plusieurs remarques :
(1) Le fait de retourner le nombre d’itérations effectuées permet à l’utilisateur de savoir la pré-

cision et si le nombre maximum d’itérations est dépassé. Si ce n retourné est égal à nmax,
l’utilisateur sait que le x retourné n’est pas fiable.

(2) La ligne from __future__ import division fait en sorte que l’opération / est bien la
division usuelle. Sinon, le défaut en python 2 est que / soit la division entière, c’est-à-dire
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que 1{2 “ 0 en python 2. En python 3, le symbole / désigne bien la division usuelle, mais
Sage utilise Python 2.

(3) Même si l’intervalle ra, bs contient plus d’une solution, la méthode fonctionne et donne une
solution. Il est simplement éventuellement très compliqué de savoir laquelle.

(4) Nous faisons amp=toll+1 parce que nous voulons absolument lancer le cycle au moins une
fois. Sinon, le x à retourner ne serait pas définit au moment de sortir du cycle (si le cycle
n’est pas exécuté).

(5) Calculer le point milieu d’un intervalle ra, bs est par la formule pa ` bq{2 sauf que cette
opération est numériquement dangereuse parce qu’à cause de l’arithmétique en précision
finie, il est possible que cela tombe exactement sur a ou b. D’où le fait de calculer le point
milieu par

x “ a` amp

2 . (35.178)

(6) Dans le cas Problème ZERO nous déduisons fpxq “ 0. Attention que c’est pas que fpxq “ 0
mais simplement que en mettant x dans f , la machine retourne son zéro.
Il peut cependant avoir une fonction telle que fp1q “ 10´50 et fp2q “ 0. L’algorithme de
bisection risque de s’arrêter si xn “ 1. Parce que la machine risque de calculer fpxnq “ 0.
Quoi qu’il en soit, nous y mettons amp=0 pour être sûr de sortir de la boucle dès la prochaine
vérification.

(7) Il y a moyen de sauver les valeurs de fpaq et fpxq pour ne pas les recalculer, et en particulier
au moment de faire b=x nous pouvons poser fa=fx.

Si τ est la précision de la solution voulue, nous pouvons fixer a priori le nombre d’itérations à
faire grâce à la formule

n ě
R
log2

`b´ a
τ

˘V
. (35.179)

Il y a un “ě” et non une égalité parce qu’en arithmétique numérique, le nombre obtenu à droite
pourrait ne pas être le bon à 1 près.

Ici pour ν P R le nombre rνs est le plus petit entier à être plus grand ou égal à ν.

35.80.
Notons l’importance de la continuité de f . Par exemple que ferait la bisection sur la fonction
fpxq “ 1{x pour l’intervalle r´3, 1s ?

Il y a changement de signe sans avoir de racine.

Vu que 210 est déjà 1024. Donc si on veut de la précision de l’ordre de 1{1000, dix itérations
suffisent. Si donc nous avons besoin de 200 itérations pour atteindre la précision voulue, c’est
l’occasion de trouver un intervalle plus petit. Par exemple en traçant la fonction, en faisant un
zoom et en trouvant des valeurs de a et b qui sont déjà proches.

35.81.
Dans le monde réel, il arrive souvent d’utiliser une méthode de bisection pour se donner un point
de départ pour une autre méthode.

35.12 Efficacité

Définition 35.82.
L’efficacité est le nombre

E “ s
?
p (35.180)

où p est l’ordre de convergence de la méthode et s est le nombre de fois qu’il faut calculer une
valeur de la fonction à chaque itération (nous ne comptons pas l’initialisation).
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Que le nombre de d’évaluations de f intervienne est logique parce que chaque évaluation pro-
voque une erreur possible.

Exemple 35.83(Bisection)
Pour la méthode de bisection, nous avons s “ 1 parce que chercher xn`1, il faut seulement calculer
fpxnq. 4

Exemple 35.84(Newton)
Pour l’algorithme de Newton nous avons p “ 2 et il y a deux évaluations à chaque itération (une
fois f et une fois f 1), donc s “ 2 et E “ ?2. 4

35.13 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 35.85

Nous supposons une machine acceptant 5 chiffres significatifs. Elle retient les nombres sous la
forme ˘0.x ¨ ¨ ¨ ˆ 10....

x “ 1.403, y “ 0.4112ˆ 10´3, z “ ´0.4111ˆ 10´3.
Soient a “ px‘ yq ‘ z et b “ py ‘ zq ‘ x.

(1) D’abord la calculer à la main.
(2) Quel est le calcul préférable ?
(3) Donner l’erreur relative avec 3 chiffres significatifs.

Dans le cas du calcul à la main, il faut en faire un seul parce que, algébriquement, a “ b.
Nous avons x “ 1.403, y “ 0.0004112 et z “ ´0.0004111. Et la somme donne :

a “ b “ 1.4030001 “ 0.14030001ˆ 101. (35.181)

Faisons d’abord la normalisation de x, c’est-à-dire flpxq.
flpxq “ 0.1403ˆ 101. (35.182)

et y est déjà normalisé :
flpyq “ 0.4112ˆ 10´3. (35.183)

Il n’y a pas d’erreurs d’assignation pour ces deux nombres.
Pour faire la somme, il faudra déjà un peu casser les nombres pour les écrire de façon à pouvoir

les sommer. En effet, il faut écrire les deux nombres avec le même exposant de 10 (le plus grand),
pour pouvoir les mettre en colonne :

0.1404ˆ 101 Ñ 0.1404ˆ 101 (35.184a)
0.4112ˆ 10´3 Ñ 0.00004ˆ 101. (35.184b)

La somme donne 0.14034ˆ 101. Et ça, c’est à nouveau arrondi. Le premier chiffre supprimé est un
4, donc

x‘ y “ 0.1403ˆ 101. (35.185)

Et là on remarque que nous avons la même chose que x. C’est un classique du calcul numérique.
Nous avons aussi

flpzq “ 0.4111ˆ 10´3. (35.186)

Et pour faire la somme de cela avec x‘ y nous devons le remettre sous la forme d’un 101 :

flpzq Ñ ´0.00004ˆ 101 (35.187)
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(erreur de conversion), et en sommant on trouve

px‘ yq ‘ z “ 0.140216ˆ 101, (35.188)

qui est encore arrondi. Le premier chiffre supprimé est un 6, donc

flpaq “ 0.1403ˆ 101, (35.189)

Le nom de l’erreur qui consiste à avoir x‘ y “ x est “relation annirmale”.
Calculons b.
Les nombres y et z ont même ordre de grandeur, donc pas d’erreur au moment de les mettre

sous forme sommable.

flpxq ` flpyq “ 0.00010ˆ 10´3. (35.190a)

Cela est renormalisé et arrondi : flpxq ‘ flpyq “ 0.1000ˆ 10´6.
Notons que nous avons ici commis potentiellement une erreur de cancellation parce que entre

y et z, il y a 3 chiffres sur 4 qui sont identiques. Seul le chiffre 1 est significatif en réalité.
Il faut maintenant ajouter x à cela. D’abord

flpxq “ 0.1403ˆ 101. (35.191)

Pour cette somme, il faudra remettre notre 0.1000 ˆ 10´6 avec une puissance 101. Et là, nous
obtenons zéro parce que vraiment ce nombre est trop petit pour être écrit avec 101. Résultat des
courses :

flpbq “ 0.1403ˆ 101. (35.192)

Dans le premier calcul nous avons deux “relations anormales” et dans le second nous en avons
une plus une cancellation.

Nous préférons avoir deux relations anormales, parce que l’erreur de cancellation est plus grave :
elle consiste à une perte de chiffre significatifs. Le fait est que faisant la différence à l’ordinateur
nous avons obtenu 0.1 qui est certes exact, mais qui est un coup de bol : la différence aurait aussi
bien pu être 0.19 avec d’autres nombres, machinement égaux.

Note : avec les données ici, il n’y a en fait pas d’erreur de cancellation. Mais il y a une erreur
potentielle de cancellation, potentiellement grave.

En ce qui concerne l’erreur relative. Dans la formule

εr “ |a´ a
˚|

|a| , (35.193)

la différence ne peut pas être calculée à la calculatrice justement parce qu’elle est très potentielle-
ment sujette à erreur de cancellation.

εr “ |0.1030001ˆ 101 ´ 0.1403ˆ 101|
0.14030001ˆ 101 “ 0.1ˆ 10´6

0.14030001ˆ 101 » 0.712758ˆ 10´7. (35.194)

En passant à 3 chiffres significatifs, 0.713ˆ 10´7 (le premier chiffre supprimé est un 7).

4

Exemple 35.86
Soient x “ 0.1ˆ 1021 et y “ 0.5ˆ 1020 et les expressions
(1) z1 “ x´y

y ` x`y
x

(2) z2 “ x2`y2

xy .
Ces deux expressions sont algébriquement équivalentes.
(1) Calculer les valeurs.
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(2) On suppose une machine en précision simple. Laquelle des deux expressions est préférable ?

Pour z1, en arithmétique exacte :

z1 “ 0.5ˆ 1020

0.5ˆ 1020 `
1.5ˆ 1020

1ˆ 1020 “ 0.25ˆ 101. (35.195)

Le calcul exact de z2 donne la même chose.

Calcul de z1 Les deux valeurs sont mémorisables et la différence x ´ y se fait sans erreurs de
cancellation. Idem pour la somme x` y. Idem pour les divisions.

Calcul de z2 Pour faire x2, c’est pas possible parce que c’est de l’ordre de 1040 alors que nous
sommes en précision simple. Idem pour le produit xy.

Morale : z2 donne un overflow alors que z1 fonctionne de façon exacte.

Remarque 35.87.
En réalité le z1 n’est pas tout à fait calculable de façon exacte sur la machine parce qu’elle doit
d’abord convertir en binaire, ce qui n’est pas toujours possible. Mais sur notre machine qui fonc-
tionne en base 10, il n’y a pas de problèmes.

4

Exemple 35.88

Soit la fonction
fpxq “ 2x2 ´ 4x` 2´ e´x. (35.196)

(1) Identifier la plus grande des solutions réelles de fpxq “ 0.
(2) Effectuer une bisection pour la savoir.
(3) Sachant que

α » 1.358500220734946, (35.197)

quelle est l’erreur relative ?

Note : si c’est pour chercher à la main des approximations pour démarrer, il est évidemment
préférable de dessiner f1pxq “ 2x2 ´ 4x` 2 et f2pxq “ ´e´x séparément.

Quoi qu’il en soit, voici un graphique :

´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´20

´10

10

20

30

Nous voyons trois racines : α1 P r0, 0.5, s, α2 P r1, 1.5s et α0 P r´4,´3.5s.
La plus grande solution est α2. Nous pouvons déjà remplir le tableau des précisions :
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n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.5
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Et nous calculons les valeurs de f aux points d’extrémité de l’intervalle. Note que seul le signe
nous importe :

fp1q » ´0.368 (35.198a)
fp1.5q » 0.278. (35.198b)

Voici donc le tableau avec le signe de f indiqué :

n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q ă `` ą ´0.162ˆ 100 0.5
1 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
2 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Puis :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162ˆ 100 0.5
1 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
2 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Et enfin :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162ˆ 100 0.5
1 1.25p´q 1.5p`q 1.375p`q `0.284ˆ 10´1 0.25
2 1.25p´q 1.375p`q 1.3125p´q q0.738ˆ 10´1 0.125

Note que les fpxnq restent toujours du même ordre de grandeur. Si un moment on voit un 1.6ˆ107,
c’est qu’une erreur a été commise.

En ce qui concerne le calcul de l’erreur relative, la première chose à faire est de vérifier que le
α proposé est dans l’intervalle qui nous reste. Sinon c’est qu’une erreur a été commise.

De plus notre approximation est xn “ 1.3125, dont déjà deux chiffres sont corrects. En deux
itérations de bisection en partant de 0.5, nous ne pouvons pas nous attendre à mieux.

4

35.14 Approximations de fonctions

(1) D’habitude on n’approxime pas une fonction sur tout son domaine, mais seulement sur une
partie.

(2) Il y a le problème du choix de la classe des fonctions qui vont approximer. Nous allons
travailler avec des polynômes.

(3) Il nous faut un critère disant si une approximation est bonne ou non.

35.14.1 Critère d’interpolation

À partir de n ` 1 abscisses points distinctes xi, nous calculons yi “ fpxiq. Il y a ce théorème
qui dit qu’il existe un unique polynôme de degré (au plus) n` 1 passant par les points pxi, yiq.
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Proposition-définition 35.89 (Base de Lagrange).
Étant donnés n` 1 valeurs distinctes xi, l’espace des polynômes de degré n admet la base

L
pnq
i pxq “

nź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj (35.199)

pour i “ 0, . . . , n.

Soit par exemple les valeurs de f données dans

xi yi “ fpxiq
x0 “ 5 1
x1 “ ´7 ´23
x2 “ 6 ´54
x3 “ 0 ´954

Les polynômes de Lagrange pour ces données dépendent seulement des xi, pas des yi. En
particulier,

L
p3q
0 pxq “ px´ x1qpx´ x2qpx´ x3q

px0 ´ x1qpx0 ´ x2qpx0 ´ x3q , (35.200)

etc.
La réponse est que

L
p3q
0 pxq “ x3 ` 13x2 ` 42x

660 (35.201a)

L
p3q
1 pxq “ ´x

3 ´ x2 ` 30x
84 (35.201b)

etc. (35.201c)

Ce qu’il y a de bien avec cette base est que en posant ai “ fpxiq alors le polynôme
nÿ

i“0
aiL

pnq
i pxq (35.202)

passe par les points pxi, fpxiqq. Du coup il suffit d’écrire

P3pxq “ L
p3q
0 pxq ´ 23Lpnq1 pxq ´ 54Lpnq2 pxq ´ 954Lpnq3 pxq “ 4x3 ` 35x2 ´ 84x´ 954. (35.203)

Un inconvénient de cette base est qu’elle est complètement dépendante des points choisis. Si
on ajoute un point ou qu’on en prend un à peine différent, tous les coefficients changent. Mais en
pratique, ajouter des points est quelque chose qui arrive souvent parce que souvent, après avoir vu
le résultat d’un polynôme d’interpolation, on veut ajouter un point pour avoir un meilleur résultat.

35.90.
Une habitude : le premier et le dernier nœud se choisissent aux extrémités de l’intervalle sur lequel
nous voulons une approximation.

Le but d’une approximation est d’avoir des approximations de fpx˚q pour des valeurs de x˚
qui ne soit pas une des abscisses données (parce que sur ces points, le polynôme et la fonction sont
égaux). Nous considérons donc

fpx˚q » Pnpx˚q. (35.204)
Si x˚ est dans l’intervalle I “ rxmin, xmaxs alors nous disons que nous calculons f par interpola-
tion. Si au contraire x˚ est en dehors de cet intervalle nous parlons d’extrapolation.

Si x˚ est pris à l’extérieur de I, alors l’erreur risque d’être très grande, surtout parce que les
polynômes tendent tous vers ˘8 lorsque xÑ ˘8.

Autant l’interpolation via polynômes est le plus souvent valable, il faut garder à l’esprit que
les extrapolations sont souvent mauvaises si x˚ est trop loin des extrémités de I.
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35.14.2 Base de Newton

Après la base canonique et la base de Lagrange, nous voyons la base de Newton. Soient encore
n` 1 points donnés du graphe de f .

Définition 35.91.
La base de Newton pour les abscisses xi est l’ensemble des polynômes suivants :

1, px´ x0q, px´ x0qpx´ x1q, . . . , px´ x0qpx´ x1q . . . px´ xn´1q (35.205)

Notons que ces polynômes n’utilisent pas le dernier point des xi. Le polynôme passant par les
points est

Pnpxq “ x0 `
nÿ

i“1
ci

n´1ź

j“0
px´ xjq. (35.206)

Le calcul des ci n’est pas absolument évident. Mais si nous ajoutons un point d’interpolation, les
polynômes déjà calculés sont encore bons ; en particulier

Pn`1pxq “ Pnpxq ` cn`1

nź

j“0
px´ xjq. (35.207)

Et cela est bien, parce que ça donne une façon de les calculer par récurrence.
Il y a plusieurs façons de calculer les ci.
Les différences divisées sont des façons d’approximer les dérivées.

Définition 35.92.
Soient n` 1 nœuds xi pour la fonction f . La différence divisée sont :
Ordre 0

f rxis “ fpxiq (35.208)

Ordre 1
f rxi, xjs “ f rxis ´ f rxjs

xi ´ xj . (35.209)

Ordre 2
f rxi, xj , xks “ f rxi, xjs ´ f rxj , xks

xi ´ xk . (35.210)

Ordre n
f rx0, . . . , xns “ f rx0, . . . , xn´1s ´ f rx1, . . . , xns

x0 ´ xn . (35.211)

Les ordres font référence à l’ordre de dérivation qui est approximé.
Nous avons alors

ci “ f rx0, . . . , xis. (35.212)

Cela donne effectivement une méthode de récurrence pour trouver les coefficients ci.

Remarque 35.93.
Pour calculer c0, il faut seulement calculer f rx0s “ fpx0q. Mais pour calculer c1 il faut f rx0s et
f rx1s. Et pour c2 il faut f rx0, x1, x2s qui demande f rx0, x1s et f rx0, x1s, qui demande etc.

Il faut donc calculer en réalité tous les f rxis pour terminer le calcul. Par contre, pour ajouter
un point, il ne faut pas tout recalculer, et même pas tout conserver en mémoire. Il faut seulement
garder en mémoire la dernière diagonale.

Exemple 35.94
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Soit les nœuds
x fpxq
3 1
1 ´3
5 2
6 4

Trouver le polynôme d’interpolation via la base de Newton.

xi f rxis f rxi, xjs f rxi, xj , xks
3 1 1`3

2 “ 2 f rx0,x1s´f rx1,x2s
x0´x2

“ 2´ 5
4´2 “ ´3

8

1 ´3 ´3´2
´4 “ 5

4
5
4´2
´5 “ 3

20
5 2 2´4

´1 “ 2 f rx0,x1,x2s´f rx1,x2,x3s
x0´x3

“ 4
40

6 4 ă `` ą ă `` ą
Le polynôme d’interpolation sera

P3pxq “ c0 ` c1px´ x0q ` c2px´ x0qpx´ x1q ` c3px´ x0qpx´ x1qpx´ x2q. (35.213)

4 <++>

Un exercice typique serait de donner tout pour 3 points puis de demander le polynôme qui
aurait un quatrième point.

35.14.3 Méthode des minima quadratiques

Soient m` 1 points connus sur le graphe de la fonction f que nous devons approximer. Au lieu
d’exiger que notre approximation ne passe par tous les points, nous allons chercher une approxi-
mation qui minimise la somme des carrés des erreurs sur ces points.

Soit F une classe de fonctions dans laquelle nous allons chercher l’approximation. Nous cher-
chons g P F qui minimise

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi (35.214)

où ωi ą 0 est une pondération. Souvent on prend ωi “ 1, mais pas toujours. La fonction E sur F
est la fonction d’erreur.

35.95.
À part dans les exercices à la main, le nombre de points est grand, du type du milliard. Il est bien
entendu pas envisageable de faire passer un polynôme exactement par un milliard de points, parce
que cela demanderait un polynôme de degré un milliard.

Plus généralement, d’un point de vue scientifique, avoir n paramètres libres pour n données
expérimentales, ça ne passe pas Popper.

Afin de faire de la science qui passe Popper nous nous restreignons à une classe de fonction F
dont la dimension n’est pas grande : dimpFq ! m. Et nous notons dimpFq “ n` 1.

Exemple 35.96
La qualité d’une expérience peut être influencée par des paramètres extérieurs comme l’humidité,
le vent, etc. Donc il est normal d’avoir des expériences moins précises que d’autres. On le pèse
moins. 4

Exemple 35.97
Dans un questionnaire, il se met des questions volontairement contradictoires. Si quelqu’un répond
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« oui » aux deux questions, il y a une indication que la personne a répondu un peu n’importe
comment, et il faut moins peser ses réponses. 4

Soit g P F , et une base tgiui“0,...,n de F . Nous écrivons

g “ a0g0 ` a1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` angn (35.215)

La fonction donnée E donnée en (35.214), est, à partir du moment où F et une base sont choisis,
une fonction des paramètres ai que nous nommons F pa0, . . . , aiq. Il faut minimiser F , c’est-à-dire
poser

BF
Baj “ 0 (35.216)

pour j “ 0, . . . , n. Cela sont n` 1 équations pour n` 1 inconnues. Notons que ces équations sont
linéaires parce que chacun des termes est du type

˜
fpxiq ´

mÿ

j“0
ajgjpxiq

¸2

, (35.217)

et lors de la dérivation par rapport à aj , nous obtenons du degré 1.

35.14.4 Notre espace de Hilbert

Nous allons maintenant formaliser un peu tout cela. Dans [474] il est expliqué que si ω est une
fonction strictement positive, alors l’espace L2

ω

`ra, bs˘ dérivé de la norme

}f}2L2
ω
“

ż b

a
|fpxq|2ωpxqdx (35.218)

est un espace de Hilbert. Nous allons tenter le coup avec ω “ řm
i“0 ωiδxi où δa est la distribution

de Dirac 12 centrée en a.
Sur l’ensemble des fonctions R Ñ R nous considérons la relation d’équivalence f „ g si

fpxiq “ gpxiq pour tout i “ 0, . . . ,m. Nous notons L2
ω cet ensemble.

Proposition 35.98.
La formule

xf, gy “
mÿ

i“0
fpxiqgpxiqωi (35.219)

définit un produit scalaire sur L2
ω. Ce dernier devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Pour être un produit scalaire (définition 11.5), la forme considérée doit être sy-
métrique et strictement définie positive. La symétrie de la formule (35.219) ne fait pas de doute.
Le fait que ce soit semi-défini positif non plus. Pour le strict,

xf, fy “
mÿ

i“0
|fpxiq|2ωi. (35.220)

Étant donné que ωi ą 0 pour tout i, l’annulation de xf, fy implique l’annulation de fpxiq pour
tout i. Cela signifie que f est dans la classe de 0 et donc est nul dans L2

ω.
En ce qui concerne la complétude, la proposition 9.43 répond à notre place, étant donné que

L2
ω est de dimension finie. Une base est donnée par exemple par eipxq “ δx,xi . Ici le δ est celui de

Kronecker, et non celui de Dirac.

Lemme 35.99.
Si la classe de fonctions F est un sous-espace vectoriel de L2

ω et si f P L2
ω il existe un unique

élément g de F minimisant la distance à f .
12. Définition 31.34.
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Démonstration. Le théorème de projection (au choix 13.233 ou 26.5) nous assure l’existence et
l’unicité d’un élément de F minimisant la distance à f P L2

ω.

35.100.
Ce lemme est gentil, mais ne nous donne pas de méthodes pour trouver ce minimum. Nous allons
donc écrire explicitement un système d’équations permettant de le trouver. Si tgαu est une base
(finie) de F alors nous cherchons le minimisant sous la forme f “ ř

α aαgα.
Nous devons minimiser

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi “

mÿ

i“0

`
fpxiq ´

ÿ

α

aαgαpxiq
˘2
ωi. (35.221)

Vu que cela est maintenant plutôt une fonction des coefficients aα que de la fonction g nous la
notons F pa0, . . . , anq. Il s’agit d’étudier le système d’équations

BF
Baα “ 0. (35.222)

Un tout petit peu de calcul mène au système
ÿ

i

ÿ

β

aβωigαpxiqgβpxiq “
ÿ

i

ωigαpxiqfpxiq. (35.223)

À droite nous reconnaissons xf, gαy. et à gauche,
ř
β aβxgα, gβy. Donc le système s’écrit

ÿ

β

aβxgα, gβy “ xf, gαy. (35.224)

Il y a une équation pour chaque valeur de α.
La matrice A P Mpn ` 1q,R donnée par xgα, gβy étant strictement définie positive (c’est un

produit scalaire), le système a une unique solution. Et comme cette matrice est de plus symétrique,
elle est diagonalisable par le théorème spectral 11.189. Toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Notons pour la curiosité que si l’on considère la matrice B PMpmˆ nq donnée par

Bij “ ?ωigjpxlq, (35.225)

alors nous avons A “ BtB.

35.14.5 Droite de régression

La droite de régression est la cas particulier n “ 1, c’est-à-dire un système 2ˆ2. Nous cherchons
P “ a0 ` a1x. Et la base choisie est g0pxq “ 1, g1pxq “ x. Nous avons

xg0, g0y “
ÿ

i

ωig0pxiqg0pxiq “
ÿ

i

ωi (35.226a)

xg0, g1y “
ÿ

i

ωixi (35.226b)

xg1, g1y “
ÿ

i

ωix
2
i . (35.226c)

Donc pour approximer une fonction f il faut résoudre le système
ˆ ř

i ωi
ř
i ωixiř

i ωixi
ř
i ωix

2
i

˙ˆ
a0
a1

˙
“

ˆxf, g0y
xf, g1y

˙
. (35.227)

Pour calculer les produits xf, gαy il suffit de savoir f sur les points xi. Et encore heureux, parce
que toute la méthode est basée sur le fait que nous ne connaissons pas f ailleurs. C’est pour cela
que nous avons défini L2

ω comme un ensemble quotient.
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Exemple 35.101
Faisons la droite de régression pour les données avec tous les poids ωi “ 1.

xi fpxiq
´5 18
´3 7
1 0
3 7
4 16
6 50
8 67

Nous avons

xg, g0y “
ÿ

i

fpxiq “ 165 (35.228a)

xf, f1y “
ÿ

i

fpxiqxi “ 810. (35.228b)

et donc le système ˆ
7 14
14 160

˙ˆ
a0
a1

˙
“

ˆ
165
810

˙
(35.229)

dont résolution donne la droite de régression. 4

Proposition 35.102.
Si tous les poids sont identiques, alors la droite de régression passe par le barycentre des points
donnés :

$
’’’’&
’’’’%

xM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
xi (35.230a)

yM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
yi. (35.230b)

Cela donne une vérification possible de la réponse trouvée.

Définition 35.103.
L’erreur quadratique est la fonction F pa0, . . . , anq dont il est question plus haut. Et si une
solution est connue, son erreur quadratique est la valeur de F pour cette solution.

35.15 Conditionnement d’une matrice

Soit le système d’équations linéaires Au “ b avec la matrice inversible A ainsi que le système
perturbé pA ` ∆Aqu1 “ pb ` ∆bq. Nous notons ∆u “ u1 ´ u et nous voudrions pouvoir dire des
choses de l’erreur relative }∆u}

}u} .

Exemple 35.104([156])
Soit la matrice

A “
ˆ

10 7
7 5

˙
(35.231)

et b “
ˆ

32
23

˙
. La solution de Au “ b est u “

ˆ´1
6

˙
. Si nous conservons la même matrice mais nous

considérons b “
ˆ

32.1
22.9

˙
. La solution devient u1 “

ˆ
0.2
4.3

˙
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En norme }.}8 nous avons 13
}∆b}
}b} “ 0.1

32 “ 0.003125 (35.232)

et }∆u}
}u} “ 1.7

6 “ 0.28. (35.233)

Cela montre environ amplification d’un facteur 100 entre l’erreur sur b et l’erreur sur la solution.
4

Définition 35.105.
Le conditionnement de la matrice inversible A P GLpn,Cq est le nombre positif

CondpAq “ }A}}A´1}. (35.234)

Cette dénomination sera justifié par le corollaire 35.110 parce qu’il est évident que le condi-
tionnement d’une matrice est lié au conditionnement du problème de résolution d’un système
linéaire.

Remarque 35.106.
Le conditionnement dépend de la norme choisie, mais cette dependence est contrôlée par la pro-
position 12.5 qui nous indique que si le conditionnement d’une matrice est grand dans une norme,
il sera grand dans une autre norme.

D’autre part, lorsque nous écrirons }A} nous supposerons toujours que }.} est une norme d’al-
gèbre 14 et donc que nous avons toujours

}AB} ď }A}}B}. (35.235)

De plus nous supposerons toujours avoir une norme subordonnée à une norme sur l’espace Cn, de
telle sorte à avoir

}Au} ď }A}}u} (35.236)

pour tout u P Cn. Voir aussi le lemme 12.17.

Proposition 35.107 ([156]).
Si A est une matrice inversible et si α P C nous avons :
(1) CondpAq ě 1
(2) CondpAq “ CondpA´1q
(3) CondpαAq “ CondpAq.

Si Q P Opnq alors
(1) Nous avons Cond2pQq “ 1 où Cond2 est le conditionnement pour la norme }.}2.
(2) Nous avons aussi

Cond2pAq “ Cond2pAQq “ Cond2pQAq. (35.237)

Démonstration. Nous savons que Condp1q “ 1 et donc

1 “ }1} ď }A}}A´1} (35.238)

parce que la norme utilisée est une norme matricielle.
Les deux autres formules sont évidentes à partit du fait que la définition du conditionnement

de A est symétrique entre A et A´1.

13. La proposition 12.5(3) montre que si nous voulions des estimations en norme }.}2, il y aurait au maximum un
facteur

?
2 par-ci par là.

14. Définition 12.14.
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En ce qui concerne les formules relatives à la matrice orthogonale Q nous savons par la proposi-
tion 11.83(3) qu’une matrice orthogonale est une bijection de l’ensemble tx P Rn tel que }x} “ 1u.
Par conséquent

}AQ} “ sup
x tel que }x}“1

}AQx} “ sup
Q´1x tel que }x}“1

}AQQ´1x} “ }A}. (35.239)

Donc }AQ} “ }A}. Les assertions s’ensuivent immédiatement en remarquant queQ´1 est également
orthogonale.

Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 15 et le théo-
rème 11.183 nous assure que ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.184, ses valeurs
propres sont même positives.

Proposition 35.108 ([156]).
Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq, et µ1 ď . . . ď µn les valeurs propres de A˚A. Alors nous
avons la formule

Cond2pAq “
c
µn
µ1
. (35.240)

Démonstration. Par le théorème 12.27, la norme de A est liée au au rayon spectral de A˚A par

}A}2 “
a
ρpA˚Aq “ ?µn. (35.241)

Vu que le spectre de AA˚ est le même que celui de A˚A (lemme 11.187) nous avons aussi

}A´1}2 “
b
ρ
`pA´1q˚A´1

˘ “
b
ρ
`pA˚Aq´1

˘ “ 1?
µ1

(35.242)

parce que la plus grande valeur propre de pA˚Aq´1 est l’inverse de la plus petite de A˚A.
Ces deux calculs étant,

Cond2pAq “ }A}2}A´1}2 “
c
µn
µ1
. (35.243)

Problèmes et choses à faire

À mon avis ce qui est dans la proposition 18.109 est le conditionnement de la matrice ou sa racine carrée ou un truc du genre. Il faut voir le lien

entre les valeurs propres de A et celles de AA˚.

35.15.1 Perturbation du vecteur

Proposition 35.109 (Système linéaire : perturbation du vecteur[156]).
Soit une matrice inversible A et les systèmes d’équations linéaires

Au “ b (35.244a)
Au1 “ b1. (35.244b)

En notant ∆u “ u1 ´ u et ∆b “ b1 ´ b nous avons

}∆u}
}u} ď CondpAq}∆b}}b} . (35.245)

Démonstration. En soustrayant les équations (35.244) nous avons ∆b “ A∆u, et donc ∆u “
A´1∆b. D’une part nous avons alors

}∆u} ď }A´1}}∆b}. (35.246)

15. Définition 11.76.
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Et d’autre part, }b} ď }A}}u}, ce qui donne

}b}
}A} ď }u}. (35.247)

En mettant les deux ensemble,

}∆u}
}u} ď }A

´1}}∆b}
}b} }A} “ CondpAq}∆b}}b} . (35.248)

Le corollaire suivant justifie le nom « conditionnement » au conditionnement d’une matrice.

Corollaire 35.110.
Soit A P GLpn,Cq fixée et le problème de résoudre Au “ b, c’est-à-dire la fonction

F pu, bq “ Au´ b. (35.249)

(1) Ce problème est stable pour toute valeur de b.
(2) Nous avons une majoration pour le conditionnement relatif 16 :

Krelpη, b0q ď CondpAq. (35.250)

Démonstration. Stabilité Vu que A est inversible, il existe une solution unique à tout système de
la forme Au “ b1. De plus upbq “ A´1b, donc

}upbq ´ upb0q} “ }A´1pb´ b0q} ď }A´1}}b´ b0}, (35.251)

de telle sorte que la condition 35.25(2) fonctionne avec K “ }A´1}.
Conditionnement En partant de la définition 35.47, et en utilisant la majoration de la proposi-

tion 35.109 sous la forme

}upbq ´ upb0q} ď CondpAq}upb0q}}∆b}}b0} , (35.252)

nous obtenons :

Krelpb0, ηq “ Kabspb0, ηq }b0}
}upb0q} (35.253a)

“ sup
}b´b0}ďη

}upbq ´ upb0q}
}b´ b0}

}b0}
}upb0q} (35.253b)

ď sup
b

CondpAq}upb0q}}b0} }∆b} 1
}b´ b0}

}b0}
}upb0q} (35.253c)

“ CondpAq. (35.253d)

Remarque 35.111.
La notion de conditionnement relatif dépend aussi de la norme choisie. Dans la formule (35.250)
il faut prendre le conditionnement CondpAq pour la norme dans laquelle le Krel est écrit. Encore
une fois, toutes les normes étant équivalentes, cette majoration est à constante près bonne pour
toutes les normes. Si la dimension est très grande, cette constante peut par contre être grande.

16. Si vous doutez de la norme à prendre, lisez la remarque 35.111
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35.15.2 Perturbation de la matrice

Proposition 35.112 (Système linéaire : perturbation de la matrice[156]).
Soient les systèmes linéaires

Au “ b (35.254a)
A1u1 “ b (35.254b)

avec A et A1 inversibles. Nous notons ∆A “ A1 ´A. Alors
(1)

}∆u}
}u1} ď CondpAq}∆A}}A} (35.255)

(2)
}∆u}
}u} ď CondpAq}∆A}}A}

`
1` αp}∆A}q˘ (35.256)

où limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. D’abord nous avons

0 “ Au1 ´Au (35.257a)
“ pA1 ´Aqu1 ´Au1 ´Au (35.257b)
“ ∆Au1 `A∆u. (35.257c)

Par conséquent, ∆u “ ´A´1p∆Aqu1 et
}∆u} ď }A´1}}∆A}}u1}. (35.258)

Donc }∆u}
}u1} ď }A

´1}}A}}∆A}}A} “ CondpAq}∆A}}A} . (35.259)

Cela est (1).
Pour l’autre inégalité, nous avons A1 “ A`∆A et donc

}A1´1} “ }pA`∆Aq´1} (35.260)

Nous repartons alors de (35.258) en changeant le rôle de A et A1 (et donc aussi de u et u1). Ce
changement étant, }∆u} et }∆A} ne changent pas. Nous avons :

}∆u}
}u} ď }A1´1}}∆A} (35.261a)

“ }pA`∆Aq´1}}∆A} CondpAq
}A}}A´1} (35.261b)

“ }pA`∆Aq´1}
}A´1}

}∆A}
}A} CondpAq. (35.261c)

Il reste à voir que

lim
}∆A}Ñ0

}pA`∆Aq´1}
}A´1} “ 1, (35.262)

ou autrement dit que

lim
AÑA1

}A1´1}
}A´1} “ 1 (35.263)

où la limite est celle dans GLpn,Cq. Par définition de la topologie, la norme est continue (quelle
qu’elle soit par l’équivalence de norme 12.6). Par le théorème 12.159, l’application A ÞÑ A´1 est
également continue et commute donc avec la limite. Nous avons donc

lim
A1ÑA }A

1´1} “ }p lim
A1ÑAA

1q´1} “ }A´1}. (35.264)

Donc la limite du quotient (35.263) est bien 1.
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35.16 Système linéaires (généralités)
Soit un système d’équations linéaires Ax “ b avec A PMpn,Rq. Le problème est évidemment de

savoir s’il existe une unique solution x et de la déterminer. Nous supposons l’existence et l’unicité.
C’est-à-dire que les conditions équivalentes 17 sont vérifiées :
(1) A est inversible, c’est-à-dire qu’il existe une matrice notée A´1 telle que AA´1 “ A´1A “ 1.
(2) detpAq ‰ 0.

Note : si nous avons un système pas carré du type Bx “ v avec B PMpnˆmq alors nous pouvons
nous ramener à un système carré en écrivant

BtBx “ Btv. (35.265)

Mais attention : bien que BtB soit symétrique et semi-définie positive, certaines valeurs propres
peuvent être nulles.

35.113.
Deux choses générales en calcul numérique :
(1) On ne calcule pas l’inverse d’une matrice.
(2) On ne calcule même pas son déterminant.

Par conséquent nous ne faisons pas x “ A´1v.
Il faut garder en tête le fait que dans la pratique, la matrice A possède des millions de lignes et

colonnes, si pas pire. Pour une matrice de taille de l’ordre du million, il y a 1000 milliards d’entrées.
Si on compte 32 bits par nombre (précision simple, définition 35.8), c’est-à-dire 4 octets, il faut
4000 giga-octets pour enregistrer la matrice. Même pour la mémoire actuellement disponible, ce
n’est pas rien. Surtout que souvent, la précision simple n’est pas utilisée, mais la précision double,
ce qui donne 8000 giga pour enregistrer la matrice.

Heureusement, dans la majorité des cas pratiques, les matrices géantes qui apparaissent sont
pleines de zéros.

Définition 35.114.
Une matrice est creuse si elle possède beaucoup de zéros. Une matrice non creuse est dite dense.

Notons que lorsqu’on parle de matrice comprenant beaucoup de « zéros », nous pensons à des
éléments très petits, et non de vrai zéros.

Les matrices creuses ne sont pas mémorisées entièrement, mais plutôt comme un dictionnaire
pi, j, vq qui donne la valeur v de Aij .

Définition 35.115.
Une matrice est de « grande dimension » si elle ne peut pas être mise en mémoire sur un ordinateur
donné. Sur certains ordinateurs, ça commence à 5000 inconnues. Mais sur des plus forts, on peut
aller jusqu’au million ou le milliard.

Si la matrice est de petite dimension, il est possible d’utiliser des méthodes dites « directes ».
Sinon, il faudra utiliser des méthodes itératives.

35.16.1 Les méthodes directes

Une méthode directe consiste à successivement transformer un système Ap0qx “ bp0q en de
nouveaux systèmes Apiqx “ bpiq dont la solution est identique jusqu’à obtenir un système Apn´1qx “
bpn´1q qui est à résolution immédiate.

L’avantage d’une méthode directe est qu’elle fournit une réponse exacte, pour autant que les
calculs intermédiaires soient bien faits (ce qui n’est pas le cas sur un ordinateur).

Une méthode directe fonctionne en général avec un nombre de pas fixés par la taille du système.
Par exemple pour un système nˆ n, la méthode de Gauss demande exactement n pas, et il n’y a
17. L’équivalence est la proposition 11.52(2).
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pas moyen de faire mieux. Or chaque pas demande de recalculer tous les éléments de la matrice.
Encore une fois, si la matrice a une taille de l’ordre du milliard, cela fait 1018 éléments à recalculer
un milliard de fois (sans compter les éléments du vecteur b). Infaisable.

Souvent une méthode directe passe par une factorisation A “ BC avec B,C PMpnˆ nq.
Quelques types de matrices dont la résolution est immédiate :

— Matrice diagonale.
— Matrice orthogonale parce que si A est orthogonale alors Ax “ v se résout par x “ Atv qui

n’est pas particulièrement lourd à faire numériquement.
— Matrice triangulaire.

Remarque 35.116.
Pour une matrice diagonale, le déterminant et l’inverse sont faciles. Mais également pour la trian-
gulaire. Pour une matrice triangulaire, le déterminant est le produit des éléments diagonaux, et il
se fait qu’il y a une algorithme facile pour calculer l’inverse.

Donc en fait les matrices à résolution immédiates sont des matrices pour lesquelles l’inverse et
le déterminant sont facile à calculer.

35.16.2 Méthodes itératives

Si la matrice est trop grande, il n’est pas possible de faire des manipulations de matrices à
chaque itération.

En général, les méthodes itératives ne convergent pas toujours. Mais lorsqu’une méthode
converge, c’est une propriété de la matrice, et donc la convergence aura lieu pour tout vecteur
de départ x0. Cela est très différent du cas des équations non linéaires type Newton pour lesquelles
la convergence peut fortement dépendre du point de départ.

35.17 Système linéaires (méthodes directes)

Les matrices que nous sommes autorisés à inverser sont les matrices

— orthogonales : l’inverse est la transposée
— diagonales : l’inverse est diagonale avec les inverses sur la diagonale
— triangulaires : nous en parlons maintenant.

35.17.1 Inversion de matrice triangulaire

Si T est une matrice triangulaire (mettons supérieure pour fixer les idées), il est possible d’en
calculer l’inverse sans trop d’efforts. Notons B la matrice inverse que nous allons construire ligne
par ligne. Vu que BT “ 1 nous avons

δ1j “
nÿ

k“1
B1kTkj “

jÿ

k“1
B1kTkl (35.266)

parce que Tkj “ 0 pour k ą j. Donc nous pouvons calculer les éléments B1j un par un parce que
chacun ne dépend que des précédents. Le même procédé fonctionne pour les autres lignes :

δij “
jÿ

k“1
BijTkj . (35.267)

Et tu notes que le calcul peut être parallélisé : le calcul de la ligne numéro j ne dépend pas du
résultat des autres lignes.
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35.17.2 Transformation gaussienne

Définition 35.117 (Transformation gaussienne[475]).
Soit x P Rn avec xk ‰ 0. La ketransformation gaussienne pour x est la matrice

Mkpxq “ 1´ Tkpxq (35.268)

où Tkpxq est la matrice unité à qui on a ajouté le vecteur

τkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0

xk`1{xk
...

xn{xk

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(35.269)

à la kecolonne.

Autrement dit, la matrice Mkpxq est la matrice

Mkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
0 . . .
... 0 1
...

... ´xk`1{xk 1
...

...
... 0 . . .

0 0 ´xn{xk 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(35.270)

En coordonnées nous avons `
Mkpxq

˘
ij
“ δij ´ τkpxqiδkj . (35.271)

35.118.
Les matrices de transformation gaussienne sont des matrices triangulaires de diagonale unitaire
(c’est-à-dire avec des 1 sur la diagonale).

Lemme 35.119.
Si x P Rn alors nous avons

Mkpxqx “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xk
0
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (35.272)

Démonstration. Nous avons
`
Mkpxqx

˘
i
“

ÿ

l

Mkpxqilxl “
ÿ

l

`
δil ´ τkpxqiδkl

˘
xl “ xi ´ τkpxqixk. (35.273)

Si i ď k nous avons τkpxqi “ 0 et donc
`
Mkpxqx

˘
i
“ xi. Si par contre i ě k ` 1 alors τkpxqi “ xi

xk

et alors
`
Mkpxqx

˘
i
“ 0.

Lemme 35.120.
Si y P Rn vérifie yi “ 0 pour i ą k alors Mk`1pxqy “ y.
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Démonstration. C’est une simple vérification :
`
Mk`1pxqy

˘
i
“

ÿ

l

`
δil ´ τk`1pxqiδk`1,l

˘
yl “ yi ´ τk`1pxqiyk`1. (35.274)

Mais comme yk`1 “ 0 il nous reste automatiquement yi.

Le sens de ce lemme est si un vecteur est déjà « gaussiannisé » au niveau k, alors en lui
appliquant une transformation gaussienne de niveau plus élevé que k, il ne change pas. Ce fait est
important parce qu’il assure que lorsque l’on avance dans le processus de Gauss, chaque étape ne
détruit pas les précédentes.

Le lemme suivant nous indique que l’inverse d’une matrice de transformation gaussienne est
facile à calculer 18.

Lemme 35.121.
L’inverse de la transformation gaussienne

Mkpxqij “ δij ´ τkpxqiδkj . (35.275)

est la matrice donnée par
Mkpxq´1

ij “ δij ` τkpxqiδkj . (35.276)

Autrement dit, il suffit de changer le signe de la partie non diagonale.

Démonstration. Il s’agit d’une simple vérification, utilisant le produit matriciel explicite, et en
remarquant que τkpxqk “ 0 pour tout k.

35.17.3 Méthode de Gauss pour résoudre des systèmes d’équations linéaires

Pour résoudre un système d’équations linéaires, on procède comme suit :
(1) Écrire le système sous forme matricielle.

p.ex.
#

2x` 3y “ 5
x` 2y “ 4

ô
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙

(2) Se ramener à une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :
(2a) Remplacer une ligne par elle-même + un multiple d’une autre ;

p.ex.
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙
L1´2.L2 ÞÑL11ùñ

ˆ
0 ´1 ´3
1 2 4

˙

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-même ;

p.ex.
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙ ´L1 ÞÑL11ùñ
ˆ

0 1 3
1 2 4

˙

(2c) Permuter des lignes.

p.ex.
ˆ

0 1 3
1 0 ´2

˙
L1 ÞÑL12 et L2 ÞÑL11ùñ

ˆ
1 0 ´2
0 1 3

˙

(3) Retransformer la matrice obtenue en système d’équations.

p.ex.
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙
ô

#
x “ ´2
y “ 3

18. Elle rentre d’ailleurs dans la catégorie des matrices triangulaires dont nous avons déjà discuté l’inverse.
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Remarques :
— Si on obtient une ligne de zéros, on peut l’enlever :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 0

˛
‚ô

ˆ
3 4 ´2 2
4 ´1 3 0

˙

— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le système d’équations n’a pas
de solution :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 7

˛
‚ô

$
’&
’%

¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨
0x` 0y ` 0z “ 7

ñ Impossible

— Si on moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs paramètres :

p.ex.
ˆ

1 0 ´2 2
0 1 3 0

˙
ô

#
x´ 2z “ 2
y ` 3z “ 0

ô

$
’&
’%

x “ 2` 2λ
y “ ´3λ
z “ λ

35.17.4 Méthode de Gauss sans pivot (décomposition LU)

La méthode de Gauss est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais problèmes.
La méthode de Gauss est souvent aussi appelée méthode « LU » qui va décomposer A “ LU

où L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure. La décomposition est même plus
précise que cela : on demande que L ait seulement des 1 sur la diagonale.

Si A est une matrice nous notons

∆kpAq “ pAijq1ďi,jďk (35.277)

la matrice tronquée dont nous ne gardons que le carré k ˆ k en haut à gauche.

Lemme 35.122.
Soit S une matrice triangulaire inférieure. Soient également A et B telles que B “ SA. Alors

∆kpBq “ ∆kpSq∆kpAq. (35.278)

Démonstration. En effet nous avons

∆kpBqij “
nÿ

l“1
SilAlj . (35.279)

Dans la somme sur l il ne reste que les termes l ď i. Mais dans le calcul des éléments de matrice
∆kpBqij , nous avons évidemment i, j ď k. Donc l ď i ď k. Les seuls éléments de matrice de A qui
sont utilisés dans la somme (35.279) sont les éléments Alj avec l, j ď k.

Nous pouvons donc limiter la somme à l “ k au lieu de l “ n et écrire ∆kpAqlj au lieu de Alj .
Même chose en ce qui concerne S. À partir du moment où l est limité à k, les éléments Sil et

∆kpSqil sont les mêmes.

Théorème 35.123 (Décomposition LU [476, 1]).
Soit une matrice A inversible telles que detp∆kpAqq ‰ 0 pour tout k. Alors il existe un unique
couple de matrices pL,Uq telles que
— U soit triangulaire supérieure
— L soit triangulaire inférieure, de diagonale unité
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— A “ LU .
De plus pour tout k ď n nous avons

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq. (35.280)

Démonstration. Nous allons prouver par récurrence le fait suivant : pour tout 1 ď k ď n ´ 1 il
existe des matrices Ei (i “ 1, . . . , k) telles que en posant

Ak “ Ek . . . E1A, (35.281)

— Ej est une transformation gaussienne pour la jecolonne,
— pour tout j ď k, Aij “ 0 dès que i ą j. Autrement dit la matrice Ak est triangulaire

supérieure jusqu’à y compris la pk`1qecolonne (laquelle est quelconque). Exemple pour fixer
les idées : pour une matrice A PMp4ˆ 4q, la matrice A2 doit avoir la forme

A2 “ E2E1A “

¨
˚̊
˝

˚ ˚ ˚ ˚
0 ˚ ˚ ˚
0 0 f ˚
0 0 ˚ ˚

˛
‹‹‚ (35.282)

où les éléments notés ˚ sont a priori non nuls,
— l’élément de matrice pAkqk`1,k`1 est non nul (celui entouré dans l’exemple).
La chose un peu triste dans cette démonstration est que l’initialisation va être très ressemblante

au pas de récurrence.
Initialisation : k “ 1 Vu que ∆1pAq est inversible, l’élément A11 est non nul. Il existe donc une

transformation gaussienne E1 telle que la première colonne de la matrice A1 “ E1A soit nul
sauf la première composante. En particulier pA1q21 “ 0.
Par le lemme 35.122, nous avons ∆2pA1q “ ∆2pE1q∆2pAq, donc 19

det
`
∆2pA1q

˘ “ det
`
∆2pE1q

˘
det

`
∆2pAq

˘
. (35.283)

Étant donnée la forme (35.270), toutes les matrices du type ∆kpEiq ont un déterminant
unité, et par hypothèse ∆2pAq est inversible, donc de déterminant non nul. Par conséquent
det

`
∆2pA1q

˘ ‰ 0. Mais comme ce déterminant est le produit des éléments diagonaux (c’est
une matrice triangulaire), ces derniers ne sont pas nuls. Finalement, pA1q22 ‰ 0.

Le pas de récurrence Nous supposons avoir Ak “ Ek . . . E1A avec pAkqk`1,k`1 ‰ 0. Alors il
existe une transformation gaussienne Ek`1 de la pk ` 1qecolonne telle que Ak`1 “ Ek`1Ak
soit une matrice dont la pk` 1qecolonne n’ait que des zéros en dessous de la pk` 1qeposition.
Vu le lemme 35.120, cette transformation n’affecte pas les colonnes précédentes.
La matrice Ak`1 est donc triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 2qecolonne.
Vu que le produit Ek . . . E1 est une matrice triangulaire inférieure, le lemme 35.122 fonctionne
encore et nous avons

∆k`1pAkq “ ∆k`1pEk . . . E1q∆k`1pAq. (35.284)

En ce qui concerne les déterminants, par hypothèse, nous avons det
`
∆k`1pAq

˘ ‰ 0 ainsi que
det

`
∆k`1pEk . . . E1q

˘ “ 1. Donc

det
`
∆k`1pAkq

˘ ‰ 0. (35.285)

Cette matrice étant triangulaire, ses éléments diagonaux sont non nuls et nous avons pAkqk`1,k`1 ‰
0.

19. Le déterminant est multiplicatif, proposition 11.52(1).
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En poussant la récurrence jusqu’au bout, la matrice

An´1 “ En´1 . . . EnA (35.286)

est triangulaire supérieure.
Nous posons alors L “ pEn´1 . . . Enq´1 et U “ An´1. Cela prouve l’existence parce que

A “ pEn´1 . . . E1q´1An1 . (35.287)

Encore une fois, le lemme 35.122 nous donne

∆kpAq “ ∆k

´
pEn1 . . . E1q´1

¯
∆kpAn´1q, (35.288)

ou encore ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq.
En ce qui concerne l’unicité, si A “ L1U1 “ L2U2 alors L´1

2 L1 “ U2U
´1
1 . Vu qu’à gauche nous

avons une matrice triangulaire inférieure et que à droite nous avons une triangulaire inférieure,
nous savons que les deux membres représentent une matrice diagonale. Mais à gauche, la diagonale
est unitaire. Donc les deux membres représentent la matrice unité.

35.124.
En pratique, pour résoudre Ax “ b, il faut seulement appliquer les transformations gaussiennes à
la matrice élargie pA|bq pour finir sur un système du type

Ux “ b1 (35.289)

qui est immédiatement soluble. Autrement dit, en effectuant les annulations de colonnes, la matrice
U est « gratuite ».

Il n’est pas indispensable de calculer la matrice L qui, elle, demande à chaque étape de se
souvenir de la matrice Ei utilisée. S’il faut résoudre plusieurs systèmes Axi “ bi, nous pouvons
encore travailler avec la matrice encore plus élargie pA|b1 . . . bmq.

Si par contre nous ne connaissons pas à l’avance l’ensemble des vecteurs b avec lesquels il faudra
résoudre le système, il est bon de calculer la décomposition A “ LU in extenso, c’est-à-dire de
garder une trace des matrices L et U séparément. Dans ce cas, résoudre Ax “ b revient à résoudre
Ly “ b, et ensuite Ux “ y. Ce sont deux systèmes de résolution directe parce que les matrices sont
triangulaires.

35.125.
Le fait que

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq (35.290)

nous dit que si après avoir calculer L et U nous remarquons que le système est un peu plus petit
ou un peu plus grand que prévu, tout le travail n’est pas perdu. En particulier si le système est
plus petit que prévu, l’adaptation de L et U est immédiate.

Notons que U et L sont inversibles, et que detpLq “ 1. Donc detpUq “ detpAq.
Exemple 35.126
Pour travailler la méthode de Gauss pour le système Ax “ b, nous introduisons la matrice un peu
augmentée pA|bq. Nous faisons un exemple. Soit à résoudre

¨
˝

2 1 3
4 3 10
´2 1 73

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

11
28
3

˛
‚. (35.291)

Nous introduisons la matrice augmentée

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28
´2 1 7 3

˛
‚. (35.292)
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Le premier pas consiste à annuler tous les éléments sous la diagonale de la première colonne.
Autrement dit, nous prenons le 2 comme pivot. Nous introduisons les multiplicateurs lij “ Aij

Ai1
. La

nouvelle matrice est :

pA|bqp1q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 2 10 14

˛
‚ (35.293)

où nous avons utilisé les multiplicateurs l21 “ 2, l31 “ ´1.
Et la matrice suivante est :

pA|bqp2q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 0 2 2

˛
‚ (35.294)

où nous avons utilisé le multiplicateur l32 “ 2.
Cela est un système de résolution immédiate :

$
’&
’%

2x` y ` 3z “ 11 (35.295a)
y ` 4z “ 6 (35.295b)
2z “ 2. (35.295c)

La troisième donne z “ 1. Ensuite y ` 4 “ 6, donc y “ 2. Et la première donne : 2x` 2` 3 “ 11,
c’est-à-dire 2x “ 6, enfin : x “ 3.

Solution : px, y, zq “ p3, 2, 1q.
Nous notons surtout que dans pA|bqp2q nous avons une matrice triangulaire supérieure. Où est

la matrice triangulaire inférieure ? En réalité la matrice L est la matrice des multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
2 1 0
´1 2 1

˛
‚. (35.296)

4

Le problème de cette méthode est que faisant ainsi nous risquons d’avoir un zéro sur un des
pivots. Par exemple tomber sur

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 0 4 6
0 2 10 14

˛
‚. (35.297)

Le zéro sur la deuxième ligne nous ennuie si nous voulons tout faire dans l’ordre. Mais notons
qu’en échangeant les deux dernières lignes, tout va bien : le système donné par

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 2 10 14
0 0 4 6

˛
‚ (35.298)

fonctionne très bien. Et même tellement bien qu’il est de résolution immédiate, dans ce cas.
Un autre problème est que si un des pivots est 10´14, le multiplicateur sera de l’ordre 1014,

qui est mal représenté en mémoire. Il est donc bon de prendre les pivots le plus grand possible. Si
le pivot est le plus grand nombre en valeur absolue d’une colonne, alors les nombres xk`i{xk qui
entrent dans la matrice de transformation gaussienne sont des nombres dans r´1, 1s qui sont bien
représentés en mémoire.

Tout cela nous incite à développer une méthode de Gauss qui permet de tenir une trace des
permutations.
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35.17.5 Matrice de permutation élémentaires

Définition 35.127.
Une matrice de permutation élémentaire est une matrice obtenue en permutant deux lignes
de la matrice identité. Nous notons Pij la matrice obtenue en inversant les lignes i et j de la
matrice identité.

Exemple 35.128
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚Ñ

¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚“ P12. (35.299)

4

Lemme 35.129.
La matrice PijA est la matrice A avec ses lignes i et j inversées.

Démonstration. Il suffit d’écrire

pPijAqkl “
ÿ

m

pPijqkmAml (35.300)

et de faire trois cas selon que k “ i, k “ j ou k différent de i et j. Si k “ i alors pPijqim “ δmj et
si k est différent de i et j alors pPijqmk “ δkm (troisième cas similaire au premier).

Et la matrice AP12 est la A avec ses deux premières colonnes échangées.
Avec ces notations, notre matrice pA|bq01 est

P12pA|bqp0q. (35.301)

Puis la matrice pA|bqp11q est
P23pA|bqp1q. (35.302)

Et la matrice P qui arrive dans PA “ LU est la matrice P “ P23P21, qui est une matrice de
permutation non élémentaire. Elle vaut :

P “
¨
˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛
‚. (35.303)

Lemme 35.130 ([477]).
Si i, j ą k alors les matrices de permutation élémentaires ont la relation de « commutation »
suivante avec les transformations gaussiennes :

MkpxqPij “ PijMk

`
Pijpxq

˘
. (35.304)

Démonstration. Il suffit de calculer les éléments de matrice :
`
PijMkpxq

˘
st
“ pPijqst ´

ÿ

m

pPijqsmτkpxqmδkt, (35.305)

mais ÿ

m

pPijqsmτkpxqm “
`
Pijτkpxq

˘
s
“ τk

`
Pijpxq

˘
s

(35.306)

parce que i, j ą k implique que dans Pijτkpxq nous inversons deux élément non nuls de τkpxq, tout
en laissant le keélément. Le dénominateur ne change pas et il s’agit réellement d’une inversion de
ligne. Donc `

PijMkpxq
˘
st
“ pPijqst ´ τk

`
Pijx

˘
s
δkt. (35.307)
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De l’autre côté, `
MkpyqPij

˘
st
“ pPijqst ´ τkpyqspPijqkt. (35.308)

Mais comme i, j ą k la keligne de Pij est la même que celle de la matrice unité, donc pPijqkt “ δkt.
`
MkpyqPij

˘
st
“ pPijqst ´ τkpyqsδkt. (35.309)

Cela correspond bien à (35.307).

35.18 Méthode de Gauss avec pivot partiel (décomposition PLU)

35.18.1 L’idée

À chaque pas, nous faisons une permutation de ligne. Nous permutons à chaque pas la première
ligne avec celle qui a le pivot le plus grand (en valeur absolue). Donc :

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28
´2 1 7 3

˛
‚ (35.310)

Nous commençons par déplacer des lignes :

pA|bqp01q “
¨
˝

4 3 10 28
2 1 3 11
´2 1 7 3

˛
‚. (35.311)

Les multiplicateurs sont l21 “ 1{2 et l31 “ ´1{2. Le fait est que les multiplicateurs ont toujours le
plus grand dénominateur possible et nous avons alors toujours 0 ď |lij | ď 1, qui sont des nombres
relativement petits, et bien représentés en mémoire.

Nous avons la nouvelle matrice

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 ´1{2 ´2 ´3
0 5{2 12 17

˛
‚. (35.312)

Le pivot serait ´1{2. Nous cherchons un pivot plus grand en dessous de ce ´1{2 (et pas au dessus,
sinon on casserait les zéros déjà trouvés). Nous trouvons le 5{2 qui est plus grand. Nous permutons
donc les deux dernières lignes :

pA|bqp11q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 ´1{2 ´2 ´3

˛
‚ (35.313)

où le pivot est maintenant l32 “ ´1{5. La matrice suivante :

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 0 2{5 2{5

˛
‚ (35.314)

Dans ce cas, la matrice L n’est pas aussi simple à construire parce que nous avons permuté des
choses. Dans ce cas, la matrice L est encore de la forme

L “
¨
˝

1 0 0
. 1 0
. . 1

˛
‚. (35.315)

Mais vu que nous avons permuté les lignes 2 et 3 au deuxième pas, nous devons permuter l21 et
l31 avant de remplir la matrice L avec les multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 ´1{5 1

˛
‚. (35.316)
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Notons que ces L et U ne sont pas les mêmes que le LU obtenu sans pivot. Où est l’unicité ?
Elle est que en fait maintenant nous n’avons pas A “ LU , mais

PA “ LU (35.317)

où P est une matrice de permutation.

35.18.2 Le théorème

Proposition 35.131 (Méthode de Gauss avec pivot partiel[477]).
Soit une matrice inversible A PMpn,Cq. Il existe
— une matrice de permutation P
— une matrice triangulaire inférieure de diagonale unitaire L,
— une matrice triangulaire supérieure inversible U

telles que
PA “ LU. (35.318)

Notons que cette proposition ne demande que l’hypothèse d’inversibilité pour A. Il n’y a pas
d’hypothèses sur tous les mineurs comme c’était le cas avec Gauss sans pivot.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence qu’il existe des matrices Qk, E1, . . . , Ek et Ak telles
que

QkA “ E1 . . . EkAk (35.319)

avec
(1) Qk est une matrice de permutation
(2) Ei est une transformation gaussienne sur la iecolonne
(3) Ak est triangulaire supérieure jusqu’à la kecolonne.
Sachant que detpQkq “ ˘1, et que detpEiq “ 1, le passage au déterminant dans (35.319) nous

donne detpAkq ‰ 0 et si nous notons ΩkpAq la matrice tronquée de A, ne gardant que les entrées
plus grandes que k, nous avons

detpAkq “
kź

i“1
pAkqiidet

`
Ωk`1pAkq

˘
. (35.320)

Donc : pAkqii ‰ 0 pour i ď k et det
`
Ωk`1pAkq

˘ ‰ 0.
Pour fixer les idées, voici une image de k “ 2 :

¨
˚̊
˚̊
˚̋

˛
‹‹‹‹‹‚

* * * * *
0 * * * *
0 0 * * *
0 0 * * *
0 0 * * *

∆kpA2q

Ωk`1pA2q (35.321)

Étant donné que det
`
Ωk`1pAkq

˘ ‰ 0, parmi les nombres pAkqi,k`1 (i ě k` 1), au moins un est
non nul et nous posons rk`1 tel que |pAkqrk`1,k`1| soit maximum parmi ces éléments.

Le nombre rk`1 est enregistré parce qu’il servira à écrire la matrice P plus tard. Les matrices
Ei ne sont pas enregistrées, parce que nous verrons qu’elles vont encore changer. Seule la dernière
sera enregistrée.

La composante pk ` 1, k ` 1q de la matrice

Prk`1,k`1Ak (35.322)



35.18. MÉTHODE DE GAUSS AVEC PIVOT PARTIEL (DÉCOMPOSITION PLU) 1955

est non nulle et peut donc servir de pivot. Soit Mk`1 la transformation gaussienne pour la pk `
1qecolonne de la matrice Prk`1,k`1Ak. La matrice

Ak`1 “Mk`1Prk`1,k`1Ak (35.323)

est alors une matrice triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 1qecolonne. En posant Ek`1 “ M´1
k`1

nous avons
Prk`1,k`1Ek`1Ak`1 “ Ak, (35.324)

et nous nous sentons en droit de récrire l’équation de départ (35.319) :

QkA “ E1 . . . EkAk “ E1 . . . EkPrk`1,k`1Ek`1Ak`1. (35.325)

Le lemme 35.130 nous permet de ramener la matrice Prk`1,k`1 en première position, quitte à
modifier un peu (pas beaucoup) chacune des matrices Ei (i “ 1, . . . , k). C’est pour cela que nous
n’enregistrons pas les matrices Ei. Nous avons donc

Prk`1,k`1QkA “ E11 . . . E1kEk`1Ak`1 (35.326)

où
— Le produit Prk`1,k`1Qk est encore une matrice de permutation, et mieux : elle vaut

k`1ź

i“1
Pri,i. (35.327)

Cela montre qu’il est suffisant d’enregistrer les nombres ri pour reconstituer cette partie.
— La matrice E1i est une transformation gaussienne pour la iecolonne.
— La matrice Ak`1 est triangulaire supérieure jusqu’à la k ` 1ecolonne.
La récurrence est maintenant finie et nous pouvons écrire avec k “ n :

QnA “ E1 . . . EnAn (35.328)

où le produit E1 . . . En est triangulaire inférieure et An est triangulaire supérieur.
Maintenant nous enregistrons la matrice U “ An, le produit L “ śn

i“1En et les nombres ri
qui permettent de retrouver P .

Note : dans l’équation (35.328) nous avons bien entendu massivement renommé les E1i en Ei.
En réalité la matrice E1 vient avec n primes sur la tête.

Dans les exemples 35.134, 35.135 et 35.136, nous allons résoudre le système
ˆ

10´9 1
1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
1
2

˙
(35.329)

d’abord de façon exacte, et ensuite en supposant une machin ne tenant que 8 chiffres significatifs
en utilisant la méthode de Gauss avec ou sans pivot.

Commençons par voir comment se passe en pratique la décomposition PA “ LU de Gauss avec
pivot partiel.

Exemple 35.132
Décomposons la matrice

A “
¨
˝

1 2 3
2 5 0
3 8 0

˛
‚. (35.330)

Sur la première colonne, le plus grand nombre est 3. Nous commençons par permuter la première
et la troisième ligne en utilisant la matrice de permutation P1 “ P3,1 et nous enregistrons r1 “ 3.
Nous avons alors la matrice

A10 “
¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 3 3

˛
‚. (35.331)
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Pour trouver la matrice A1 nous suivons l’équation (35.323). Bien que le résultat net soit des
combinaisons de lignes : L2 Ñ L2 ´ 2L1{3 et L3 Ñ L3 ´ L1{3 (que nous pourrions savoir dès à
présent), il est important de passer par la matrice gaussienne pour obtenir la matrice L1.

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de (35.331) est :

M1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚ (35.332)

et L1 “M´1
1 . Le lemme 35.121 nous dit comment calculer facilement cet inverse :

L1 “
¨
˝

1 0 0
2{3 1 0
1{3 0 1

˛
‚ (35.333)

En suivant l’équation (35.323) nous posons A1 “M1A10 :

A1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚
¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 3 3

˛
‚“

¨
˝

3 8 0
0 ´1{3 0
0 ´2{3 3

˛
‚ (35.334)

et nous avons
Q1A “ L1A1 (35.335)

où L1, A1 et r1 “ 3 sont enregistrés. La matrice Q1 peut être retrouvée en sachant r1 parce que P
est la matrice de permutation Pr1,1.

Nous travaillons maintenant sur la deuxième colonne de A1. Le plus grand élément en valeur
absolue (sur ou sous la diagonale) est ´2{3. Nous posons r2 “ 3 et

A11 “
¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 ´1{3 0

˛
‚ (35.336)

et la matrice gaussienne pour la deuxième colonne est

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 ´1{2 1

˛
‚ (35.337)

Le ´1{2 provient du calcul ´`p´1{3q{p´2{3q˘. L’inverse de cette matrice est facile :

L2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{2 1

˛
‚ (35.338)

et la matrice suivante à enregistrer est

A2 “M2P3,2A1 “M2A
1
1 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (35.339)

Notons toutefois que pour calculer cette matrice, seul le dernier élément demande un calcul. La
première colonne ne change pas (par construction), la seconde gagne un zéro en dernière ligne (la
matrice M2 sert à ça) et sur la dernière colonne, seule la dernière ligne est sujette à changement.

Avec la matrice A2, la trigonalisation supérieure est faite. La décomposition n’est cependant
pas terminée. Nous devons encore trouver la partie triangulaire inférieure. Nous en sommes à

Q1A “ L1A1 “ L1P3,2L2A (35.340)
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où Q1 est la première matrice de permutation.
Utilisant le lemme 35.130, il est facile de permuter L1 avec P3,2 :

L1P3,2 “ P3,2

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 0 1

˛
‚

looooooomooooooon
L11

(35.341)

Nous avons donc
P3,2P3,1A “ L11L2A (35.342)

Deux multiplications matricielles plus tard nous terminons :

PA “ LU (35.343)

avec

P “
¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, L “

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 1{2 1

˛
‚, U “ A2 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (35.344)

4

Notons que Sage utilise la méthode de Gauss avec pivots :

1 sage: A=matrix ([ [1,2,3],[2,5,0],[3,8,0] ])
2 sage: A
3 [1 2 3]
4 [2 5 0]
5 [3 8 0]
6 sage: A.LU()
7 (
8 [0 1 0] [ 1 0 0] [ 3 8 0]
9 [0 0 1] [1/3 1 0] [ 0 -2/3 3]

10 [1 0 0], [2/3 1/2 1], [ 0 0 -3/2]
11 )

tex/sage/sageSnip006.sage

Mais attention : Sage crée une décomposition A “ PLU et non PA “ LU . D’où le fait que la
matrice de permutation de Sage est l’inverse de celle donnée ici.

35.18.3 D’un point de vue algorithmique
Problèmes et choses à faire

Je ne suis pas certain de l’optimalité de ce que je raconte ici. Je décris simplement ce que j’ai fait pour écrire mon programme finitediff.

Si vous êtes expert en calcul numérique, n’hésitez pas à donner votre avis.

Nous décrivons à présent la décomposition A “ PLU (du théorème 35.131, avec le P à droite).
En suivant l’exemple 35.132 nous voyons assez bien comment créer les matrices U et P au fur et
à mesure. La construction de L est peut-être moins évidente.

Écrivons un exemple très explicite pour

A “
¨
˝

2 1 3
4 3 10
´2 1 7

˛
‚. (35.345)

Nous commençons par permuter des lignes pour avoir un grand pivot :

P12A “
¨
˝

4 3 10
2 1 3
´2 1 7

˛
‚. (35.346)

https://github.com/LaurentClaessens/finitediff
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Et nous effectuons l’élimination avec la matrice

M1 “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 0 1

˛
‚. (35.347)

Cela donne le premier résultat :

M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 ´1{2 ´2
0 5{2 12

˛
‚ (35.348)

Nous continuons avec P23 pour avoir un nouveau grand pivot :

P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 ´1{2 ´2

˛
‚. (35.349)

Nous utilisons la matrice

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{5 1

˛
‚ (35.350)

et au final :

M2P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 0 2{5

˛
‚“ U. (35.351)

L’égalité obtenue est
M2P23M1P12A “ U. (35.352)

Pour avoir la décomposition PLU il faut écrire

A “ P12M
´1
1 P23M

´1
2 U, (35.353)

et permuter P23 avec M´1
1 , ce qui est facile par le lemme 35.130.

Remarque 35.133.
Nous ne devons permuter la matriceMk avec une matrice de permutation qu’à partir de la deuxième
étape. En effet l’équation (35.348) revient à

A “M´1
1 P12mU (35.354)

qui est dans le bon ordre. Ce n’est qu’à partir de la seconde étape que des matrices de permutation
apparaissent à droite des matrices gaussiennes.

Cependant dans un cas 4 ˆ 4, cette méthode deviendrait fastidieuse parce que nous aurions
encore des étapes à faire. En repartant de (35.353), mais avec mU (la matrice pas encore tout à
fait triangularisée) au lieu de U , nous aurons, pour un certain k ą 3 :

M3P3kM2P23M1P12A “ U, (35.355)

ce qui fait :
A “ P12M

´1
1 P23M

´1
2 P3kM

´1
3 U. (35.356)

Tous les Pij peuvent être mis à gauche parce que leurs indices sont toujours strictement supérieurs
à ceux des Ml placés devant eux. Mais c’est fastidieux.

Nous allons donc permuter à chaque étape pour ne retenir que l’important. Si à une certaine
étape nous avons

A “ P1,r1 . . . Pk,rkM
´1
1 . . .M´1

k mU (35.357)
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avec
mU “ Pk`1,rk`1M

´1
k`1U (35.358)

alors nous allons directement permuter Pk`1,rk`1 avec tous les M´1
i . Si nous notons Pk la permu-

tation (pas élémentaire) à l’étape k et Lk la matrice triangulaire inférieure à de l’étape k,

A “ PkLkmU “ PkLkPk`1,rk`1M
´1
k`1m

1
U . (35.359)

Nous enregistrons alors Pk`1 “ PkPk`1,rk`1 et pour Lk`1 nous partons de Lk et nous faisons deux
opérations suivantes :
— nous permutons, sur ses colonnes non triviales, les indices k ` 1 et rk`1,
— nous multiplions par M´1

k`1, ce qui revient à simplement lui ajouter une colonne non triviale.
Notons que rk`1 ě k ` 1, de telle sorte que sur les colonnes non triviales (qui sont jusqu’au
numéro k), la permutation des lignes k` 1 et rk`1 ne change pas l’aspect de la matrice : elle reste
multi-gaussienne de dernière colonne k.

35.18.4 Exemples

Nous nous lançons dans la résolution du système
ˆ

10´9 1
1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
1
2

˙
. (35.360)

Exemple 35.134
Nous commençons de façon exacte, par la méthode de Gauss sans pivot. La première transforma-
tion gaussienne est

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
(35.361)

et nous calculons
E1A “

ˆ
1 0

´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“

ˆ
10´9 1

0 1´ 10´9

˙
. (35.362)

Vu que cette dernière est triangulaire supérieure, nous avons fini la méthode de Gauss et U “ E1A.
En ce qui concerne la matrice L, elle est donnée par L “ E´1

1 , c’est-à-dire

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙´1
“

ˆ
1 0

109 1

˙
. (35.363)

Au final nous avons la décomposition A “ LU exacte suivante :

L “
ˆ

1 0
109 1

˙
U “

ˆ
10´9 1

0 1´ 109

˙
. (35.364)

Résoudre le système Ax “ b revient à résoudre LUx “ b et donc résoudre successivement les
systèmes

"
Ly “ b (35.365a)
Ux “ y. (35.365b)

D’abord le système ˆ
1 0

109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“

ˆ
1
2

˙
(35.366)

donne y1 “ 1 et y2 “ 2´ 109.
Ensuite nous résolvons

ˆ
10´9 1

0 1´ 109

˙ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
1

2´ 109

˙
. (35.367)
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Cela donne ˆ
x1
x2

˙
“

˜
´ 109

1´109
2´109

1´109

¸
»

ˆ
1
1

˙
. (35.368)

C’est également le résultat que trouve Sage :

1 sage: var( ’y ’)
2 y
3 sage: solve( [10**( -9)*x+y==1,x+y==2] ,[x,y] )
4 [[x == (1000000000/999999999) , y == (999999998/999999999) ]]

tex/sage/sageSnip007.sage

4

Exemple 35.135([477])
Nous recommençons tout le calcul avec une précision limitée à 8 chiffres significatifs, sans pivot.

Nous avons à nouveau la transformation gaussienne

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
, (35.369)

mais pour calculer U nous effectuons le produit matriciel

U “ E1A “
ˆ

1 0
´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“

ˆ
10´9 1

0 ˚
˙
. (35.370)

Nous détaillons à présent le calcul de l’élément noté ˚. Le calcul de 109 a 1q donne
999999999 “ 9.99999999ˆ 108, (35.371)

mais la précision étant limitée à 8 chiffres, un arrondit arrive. Étant donné que le premier chiffres
supprimé est un 9 nous retombons sur 109, et donc notre machine à précision limitée donnera

U “
ˆ

10´9 1
0 ´109

˙
. (35.372)

Ensuite le calcul de L “ E´1
1 ne cause pas de problèmes :

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙
. (35.373)

Maintenant il s’agit de résoudre les systèmes Ly “ b et Ux “ y. Du système
ˆ

1 0
109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“

ˆ
1
2

˙
(35.374)

nous tirons tout de suite y1 “ 1 et ensuite 109 ` y2 “ 2, c’est-à-dire y2 “ 2´ 109, qui en précision
limitée donne encore y2 “ ´109. À résoudre maintenant :

ˆ
10´9 1

0 ´109

˙ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
1

´109

˙
. (35.375)

Cela donne immédiatement x2 “ 1 et ensuite

10´9x1 ` 1 “ 1, (35.376)
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donc x1 “ 0. La solution trouvée est ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
0
1

˙
, (35.377)

qui est complètement faux au niveau de la première variable. 4

Exemple 35.136([477])
Nous résolvons encore le même système en précision limitée, mais en utilisant cette fois la méthode
de Gauss avec pivot partiel.

Le plus grand élément de la première colonne est 1 ; nous utilisons donc la permutation P1,2 :

P1,2A “
ˆ

1 1
10´9 1

˙
. (35.378)

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de cette matrice est

M1 “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙
(35.379)

et nous posons

A1 “M1P1,2A “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙ˆ
1 1

10´9 1

˙
“

ˆ
1 1
0 ´10´9 ` 1

˙
“

ˆ
1 1
0 1

˙
“ U (35.380)

où un arrondi a eu lieu pour ´10´9 ` 1 “ 1. En inversant M1 nous avons

L1 “M´1
1 “

ˆ
1 0

10´9 1

˙
. (35.381)

La décomposition est

A “
ˆ

0 1
1 0

˙

looomooon
P

ˆ
1 0

10´9 1

˙

looooomooooon
L

ˆ
1 1
0 1

˙

looomooon
U

(35.382)

Le moment de résoudre est venu. Vu que PLUx “ b nous devons résoudre les systèmes
$
’&
’%

Pz “ b (35.383a)
Ly “ z (35.383b)
Ux “ y. (35.383c)

Pour z c’est facile :
z “

ˆ
2
1

˙
. (35.384)

Pour y il y a un arrondi : ˆ
1 0

10´9 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“

ˆ
2
1

˙
. (35.385)

Tout de suite : y1 “ 2 et ensuite 2ˆ 10´9 ` y2 “ 1, ce qui donne y2 “ 1a 2ˆ 10´9 “ 1. Donc

y “
ˆ

2
1

˙
. (35.386)

Et enfin pour x c’est le système ˆ
1 1
0 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“

ˆ
2
1

˙
. (35.387)

Nous avons x2 “ 1 et ensuite x1 ` 1 “ 2 c’est-à-dire x1 “ 1. Au final la solution trouvée est

x “
ˆ

1
1

˙
. (35.388)

Cette solution est considérablement meilleure que (35.377). 4
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35.137.
L’utilisation du pivot non seulement assure le fait que la trigonalisation va bien se passer (on évite
les zéros en pivot), mais aussi et surtout, en choisissant de prendre le plus grand pivot possible,
nous obtenons une meilleur stabilité numérique.

35.19 Résolution de systèmes linéaires (suite)

35.19.1 Déterminant

Pour calculer un déterminant lorsque nous avons la décomposition A “ LU nous pouvons faire

detpAq “ detpLUq “ detpLq detpUq “ detpUq (35.389)

parce que L est triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
Si par contre nous avons fait des pivots, nous avons PA “ LU . Il nous faut le déterminant de

P , qui n’est autre que ˘1. Nous avons

detpP q “ p´1qs (35.390)

où s est le nombre de permutations effectives effectuées. Nous précisons « effectives » parce qu’il
ne faut pas compter le pas où nous n’avons pas permuté (les cas où le bon pivot était présent du
premier coup). Nous avons alors

detpAq “ p´1qs detpUq. (35.391)

35.19.2 Plusieurs termes indépendants

Mettons un système Ax “ b qu’il faut résoudre pour plusieurs b différents. C’est typiquement
le cas où l’on voudrait calculer l’inverse de A. Mais on va directement se calmer. Soient donc à
résoudre Ax1 “ b1, . . . , Axn “ bn.

Les opérations (avec ou sans pivot) que nous faisons ne dépendent que de la matrice A, mais
aucune décisions concernant les pivots ou la matrice des multiplicateurs ne dépend de b. Autre
façon de dire : si le système pA|b1q devient pU |y1q, le système pA|biq devient pU |yiq avec le même
U .

Nous ne sommes donc pas obligés de faire tout le travail autant de fois qu’il n’y a de systèmes
à résoudre. Donc si on a plusieurs systèmes à résoudre avec la même matrice, on fait mieux de
retenir une fois pour toute la décomposition LU (avec ou sans pivots), avant de vraiment résoudre.

Ou alors on peut aussi faire que, au lieu de faire pA|biq plein de fois, faire une seule fois

pA|b1 . . . bnq. (35.392)

Et on fait tout le travail sur tous les vecteurs d’un en même temps.
Soit ei la base canonique. Si nous notons xn les solutions des problèmes Axi “ ei, tous les

problèmes Axi “ ei s’écrivent d’un seul coup

AX “ Y (35.393)

où X est la matrice des xi en colonnes, et Y est celle des ei en colonnes. Oh, mais Y “ 1

évidemment. Donc
AX “ 1. (35.394)

Si nous supposons que A est inversible, alors ce X est l’inverse.
Donc pour calculer l’inverse d’une matrice de dimension non trop grande, il suffit d’utiliser la

méthode de Gauss sur les vecteurs de la base canonique. Cette idée est la base du calcul de l’inverse
par matrice companion. En effet, si nous partons du problème

pA|1q (35.395)
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et nous appliquons la méthode de Gauss avec pivot, nous arrivons à

pU |L´1P q. (35.396)

Attention : le produit L´1P est une permutation des colonnes de L´1. Vu que L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, L´1 est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
Donc si la matrice n’est pas trop grande, on peut assez facilement remettre les colonnes de L´1P
dans l’ordre pour recomposer une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.

Une autre façon de calculer l’inverse, si A “ LU est connue, il suffit de faire

A´1 “ U´1L´1. (35.397)

Et il existe un algorithme facile pour l’inverse d’une matrice triangulaire.

35.19.3 Cholesky

Le commandant Cholesky travaillait sur le tir de canon (chose éminemment liée à de nombreuses
mathématiques ingénieuses). La méthode de Cholesky est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais
problèmes.

La méthode de Gauss s’applique sans hypothèses sur la matrice A, à part qu’elle doit être
de petite dimension, comme pour toute méthode directe. Souvent nous savons des choses sur la
matrice. Ici nous allons supposer que A est symétrique et définie positive.

Comment numériquement vérifier ces hypothèses ? En ce qui concerne la symétrique, il suffit
de faire le test complet :

At “ A. (35.398)

La vérification de cela coûte au maximum n2 comparaisons (et en fait la moitié de ça moins la
diagonale).

Le fait que A soit définie positive est facile à vérifier pour utiliser Cholesky parce que il suffit
de le faire, et s’il n’y a pas de nombres complexes qui arrivent, c’est que la matrice était définie
positive.

Un lemme très simple à mettre en oeuvre numériquement nous permet de traiter certains cas.

Lemme 35.138.
Une matrice symétrique possédant un élément négatif sur la diagonale n’est pas définie positive.

Démonstration. Un simple calcul ou effort d’imagination montre que xMek, eky “ Mkk. Donc si
M doit être définie positive, Mkk doit être positive par le lemme 11.196.

Ce lemme est un moyen déjà de faire quelques vérifications. Et si les éléments diagonaux de A
sont tous négatifs, on peut prendre ´A.
Lemme 35.139.
Si A est une matrice symétrique strictement définie positive, alors pour tout k, la matrice tronquée
∆kpAq l’est également.

Démonstration. Le fait que ∆kpAq soit symétrique est évidemment. Le fait qu’elle soit définie
positive l’est moins. Soit y P Rk et le vecteur τy P Rn, qui est « complété » avec des zéros.

Nous avons x∆kpAqy, yyk “ xAτy, τyn. En effet

x∆kpAqy, yy “
kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi. (35.399)

Et à droite :

xAτy, τyy “
nÿ

i“1
pAτyqipτyqi “

kÿ

i“1
pAτyqiyi “

kÿ

i“1

nÿ

l“1
Ailpτyqlyi “

kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi (35.400)
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où nous avons utilisé le fait que pτyqi “ 0 dès que i ą k et que pτyqi “ yi sinon.
En conséquence de quoi x∆kpAqy, uy ą 0 pour tout y P Rk et la matrice ∆kpAq est strictement

définie positive.

Lemme 35.140.
Si T est une matrice triangulaire, alors pTiiq´1 “ pT´1qii.
Démonstration. Il suffit de se rendre compte que le coefficient ii de l’égalité 1 “ TT´1 donne

1 “
ÿ

l

TilpT´1qli. (35.401)

Dans la somme il ne reste que le terme l “ i.

Nous allons chercher une décomposition de type LU sous la forme A “ LLt, c’est-à-dire U “ Lt.
Attention : maintenant nous n’avons plus des 1 sur la diagonale. Ce n’est donc pas exactement la
décomposition LU dont nous parlions plus haut. C’est pour cela que nous n’allons pas la noter
LLt mais BBt.

Théorème 35.141 (Cholesky[476]).
Soit une matrice réelle symétrique strictement définie positive. Il existe une unique matrice réelle
B telle que
— B est triangulaire inférieure,
— la diagonale de B est positive,
— A “ BBt.

Démonstration. Par la décomposition LU du théorème 35.123 nous avons des matrices L et U
telles que A “ LU . Soit D la matrice diagonale donnée par

Dii “
a
Uii. (35.402)

Cette définition fonctionne parce que Uii ą 0. En effet nous savons que ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq, et
en passant au déterminant,

det
`
∆kpAq

˘ “ det
`
∆kpUq

˘
. (35.403)

Vu que ∆kpAq est strictement définie positive par le lemme 35.139, son determinant est strictement
positif 20 et nous avons

det
`
∆kpUq

˘ ą 0. (35.404)
En appliquant cela à k “ 1 nous avons U11 ą 0 puis de proche en proche, Uii ą 0 pour tout i.

Nous posons :

B “ LD qui est triangulaire inférieure (35.405a)
C “ D´1U qui est triangulaire supérieure. (35.405b)

Nous avons bien entendu A “ BC et nous allons prouver que C “ Bt. Vu que A “ At nous
pouvons identifier BC et CtBt :

BC “ CtBt. (35.406)
En mettant les matrices triangulaires supérieures à gauche et inférieures à droite :

CpBtq´1 “ B´1Ct, (35.407)

qui sont donc deux matrices diagonales. Nous montrons que cette diagonale est en réalité l’identité.
D’abord

Bii “
nÿ

l“1
LilDli “ Lii

a
Uii “

a
Uii (35.408)

20. Le théorème 11.189 donne une diagonalisation par des matrices de déterminant 1. Vu que les valeurs propres
forment sur la diagonale, et qu’elles sont toutes positives, el déterminant est positif.
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parce que Lii “ 1. Notons en passant que la diagonale de B est positive. Ensuite

Cii “
nÿ

l“1
pD´1qilUli “ pD´1qiiUii “ 1?

Uii
Uii “

a
Uii. (35.409)

Donc B et C ont des diagonales égales. Calculons alors la diagonale de B´1Ct :
`
B´1Ct

˘
ii
“

ÿ

l

pB´1qilpCtqli “ pB´1qiiCii (35.410)

parce que encore une fois, de la somme il ne reste que le terme l “ i.
Mais B est une matrice triangulaire qui tombe sous le coup du lemme 35.140. Donc pB´1qii “

pBiiq´1 “ pCiiq´1. Nous avons alors
pB´1Ctqii “ 1. (35.411)

Cela conclu l’existence de la décomposition de Cholesky.
En ce qui concerne l’unicité, soient A “ BBt “ CCt. Nous regroupons les supérieures et les

inférieures :
BtpCtq´1 “ B´1C. (35.412)

Ces deux matrices sont donc diagonales et nous posons D “ B´1C, c’est-à-dire C “ BD. Nous
remplaçons donc C par BD dans (35.412) :

A “ BBt “ BDpBDqt “ BDDtBt. (35.413)

Donc DDt “ 1, ce qui signifie que les éléments diagonaux de D sont ˘1. Nous montrons qu’ils
sont positifs : à partir de C “ BD nous déballons

Cii “
ÿ

l

BilDli, (35.414)

et donc
BiiDii “ Cii. (35.415)

En sachant que les conditions de la décomposition de Cholesky demandent les éléments diagonaux
positifs nous en déduisons que Dii est positif et donc égal à 1. Finalement D “ 1 et B “ C.

Prenons la matrice

A “
¨
˝

4 2 ´2
2 10 ´7
´2 ´7 9

˛
‚ (35.416)

Elle est symétrique et définie positive. Nous posons

t l11 “ ?a11li1 “ ai1{l11 (35.417a)

pour i “ 2, . . . , n. Et aussi
$
’’’’’&
’’’’’%

ljj “ pajj ´
j´1ÿ

k“1
l2jkq1{2 (35.418a)

lij “ paij ´
j´1ÿ

k“1
likljkq{ajj (35.418b)

pour i “ j ` 1, . . . , n.
Les formules (35.417) nous disent comment remplir la première colonne. Cela donne la matrice

L “
¨
˝

?
4 “ 2 . .

2{2 “ 1 . .
´2{2 “ ´1 . .

˛
‚ (35.419)

Les formules (35.418) donnent les autres colonnes en fonction des précédentes.
Dans Sage :
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1 sage: A=matrix( [ [4,2,-2],[2,10,-7],[-2,-7,9] ] )
2 sage: A
3 [ 4 2 -2]
4 [ 2 10 -7]
5 [-2 -7 9]
6 sage: A.cholesky ()
7 [ 2 0 0]
8 [ 1 3 0]
9 [-1 -2 2]

tex/sage/sageSnip005.sage

35.20 Système linéaire (méthodes itératives)
Nous trouvons des méthodes itératives lorsque les matrices sont grandes, ce qui arrive lorsque

l’on discrétise une équation différentielle.
Nous allons chercher des méthodes de la forme xn`1 “ Bxn` q ; ce sont des méthodes station-

naires. La convergence d’une méthode est toujours liée à la matrice B et en général, la convergence
ne dépend pas du choix du vecteur initial. Nous faisons donc souvent x0 “ 0 et donc x1 “ q. Voilà
donc une itération de faite gratuitement.

Nous notons ek le vecteur d’erreur qui est définit par ek “ x ´ xk. Et le vecteur résidu
rk “ b´Axk. Attention : ici k n’est pas un indice mais un numéro de vecteur.

Notons que si x est solution, alors b´Ax “ 0, ce qui motive le vecteur résidu.
Les conditions d’arrêt d’un algorithme seraient

" }ek}8 ! ε1 (35.420a)
}rk}8 ă ε2 (35.420b)

où ε1 et ε2 sont des précisions décidées à l’avance par l’utilisateur.

Proposition 35.142.
Si A est une matrice inversible, alors

lim
kÑ8 ek “ lim

kÑ8 rk “ 0. (35.421)

Vu que rk “ Aek, si la matrice A est mal conditionnée, il peut arriver que rk reste grand alors
que ek est déjà petit.

Remarque 35.143.
Dans les méthode stationnaires, nous avons xn`1 “ Bxn ` q avec B et q fixés au départ de
l’algorithme. Il existe des méthodes non stationnaires pour lesquelles l’itération prend la forme
xn`1 “ Bnxn ` qn avec Bn et qn qui changement avec les étapes.

Proposition 35.144.
Pour la méthode xn`1 “ Bxn ` q nous avons équivalence de
(1) La méthode converge pour tout x0

(2) B est une matrice convergente 21

(3) ρpBq ă 1 (rayon spectral).
De plus si }B} ă 1 alors la méthode converge (quelle que soit la norme algébrique).

La norme d’une matrice (en tout cas, certaines normes) est quelque chose de facile à calculer
à l’ordinateur. Typiquement }.}8 est un simple maximum. Cependant si après avoir calculé }B}i
pour des dizaines de normes i différentes, nous avons toujours }B}i ě 1, alors nous ne pouvons
rien conclure.
21. C’est-à-dire limkÑ8B

k
“ 0.
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35.20.1 La méthode générale

Nous décomposons la matrice A sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. Le système
Ax “ b devient

Mx´Nx “ b (35.422)

puis Mx “ Nx` b et finalement
x “M´1Nx`M´1b, (35.423)

et voilà une méthode stationnaire avec B “M´1N et q “M´1b.
Mais ici nous voyons que M doit être non seulement inversible, mais en plus doit être facile-

ment calculable. En sachant que nous travaillons avec des grandes matrices, il n’est pas question
d’inverser M avec une méthode de Gauss.

En bref, il faut choisirM triangulaire parce que c’est en gros la seule que nous pouvons inverser
facilement 22.

Remarque 35.145.
La matrice B ne doit pas spécialement être inversible. Si elle ne l’est pas, ce n’est pas un problème.

35.20.2 Jacobi

Nous décomposons
A “ D ´ E ´ F (35.424)

où D est la diagonale de A, ´F est la partie triangulaire supérieure (sans la diagonale) et ´E
la triangulaire inférieure (sans la diagonale). Donc D, E et F sont simplement des extractions de
parties de la matrice A (et quelques changements de signes).

La méthode de Jacobi prendM “ D et N “ pE`F q. L’inverse deM est facile à calculer parce
que M est diagonale. Nous notons BJ la matrice B de la méthode de Jacobi.

Remarque 35.146.
Il se peut que la matrice A ait des zéros sur la diagonale, même si elle est inversible. Et cela est
un problème parce qu’alors la matrice D ici construite n’est pas inversible. Dans ce cas, avant de
nous lancer dans la méthode de Jacobi, il faut permuter deux lignes de A et donc de b.

Attention cependant que l’on pourrait vouloir effectuer ces permutations en mettant sur la
diagonale des nombres les plus grands possibles (parce qu’ensuite, ce qui rentre dans les calculs,
c’est D´1 qui aura alors des petits nombres). Mais il faut toutefois faire en sorte que le rayon
spectral de la matrice B résultante reste plus petit que 1.

Chaque changement dans A induit des changements dans B et donc sur la convergence de la
méthode.

35.20.3 Gauss-Seidel

Nous partons de la même décomposition A “ D ´ E ´ F que dans (35.424). La méthode de
Gauss-Seidel prend M “ pD ´ Eq et N “ F .

35.20.4 Autres

Voir la méthode des gradients, et des gradients conjugués.

35.21 Indices connectés, matrice irréductible
Définition 35.147.
Soit A PMpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont directement connec-
tés si Aij ‰ 0 ou Aji ‰ 0.
22. Les matrices orthogonales sont aussi facilement inversibles, mais ne se prêtent pas bien à une décomposition

de type somme.
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Définition 35.148.
Soit A PMpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont connectés si il existe
un ensemble d’indices i0 “ i, i1, . . . , ir´1, ir “ j tels que Aik,ik`1 ‰ 0 pour tout 0 ď k ď r.

Par exemple pour que les indices 1 et 4 soient connectés, on peut avoir les éléments A13, A32
A24 non nuls.

Définition 35.149 ([478]).
Une matrice carrée A est réductible si il existe une permutation σ telle que

σtAσ “
ˆ
K L
0 M

˙
(35.425)

où K et M sont carrées.

Notons que par définition de la matrice d’une application linéaire,

Bij “ xei, Bejy “ xei, σtAσejy “ xσei, Aσejy “ Aσpiq,σpjq. (35.426)

Proposition 35.150 ([478]).
Soit une matrice carrée A. Les faits suivants sont équivalents :
(1) A est réductible.
(2) Il existe une partition non triviale I, J de t1, . . . , nu telle que I Y J “ t1, . . . , nu, I X J “ H

et pour tout i P I, et pour tout j P J , Aij “ 0.
(3) La matrice A admet des indices non connectés (définition 35.148).

Démonstration. Dans plusieurs sens. . .
(1) implique (2) Nous notons j˚ la taille de la matrice K dans (35.425). Nous avons Bij “ 0 si

"
J˚ ` 1 ď i ď n (35.427a)
1 ď j ď j˚. (35.427b)

Donc en posant I “ σtj˚`1, . . . , nu et J “ σt1, . . . , j˚u nous avons une partition non triviale
de t1, . . . , nu telle que si i P I et j P J alors i “ σpi0q, j “ σpj0q et

Aij “ Aσpi0q,σpj0q “ Bi0,j0 “ 0. (35.428)

(2) implique (1) Soit une partition I, J comme indiquée dans l’hypothèse. Soit j˚ le nombre
d’éléments dans J . Soit σ une permutation de t1, . . . , nu telle que σtj˚ ` 1, . . . , nu “ I et
σt1, . . . , j˚u “ J . Nous posons ensuite B “ σtAσ. Par construction si i P I et j P J alors
Aij “ 0.
Mais si

"
J˚ ` 1 ď i ď n (35.429a)
1 ď j ď j˚. (35.429b)

alors Bij “ Aσpiqσpjq “ 0. Donc B a la bonne forme.
(3) implique (2) Soient i et j deux indices non connectés : il n’existe pas de chaînes partant de

i et arrivant à j. Nous notons I l’ensemble des indices connectés à i, et J les autres. Pat
hypothèses ces ensembles sont non vides.
Si k P i et l P J alors Akl “ 0 parce que sinon on aurait une chaine de i à k puis de k à l et
donc de i à l, ce qui signifierait que l est connecté à i.

(2) implique (3) Soit une partition I, J comme dans l’hypothèse. Si j P J est connecté à i P I
alors il existe une chaîne

i “ i0, i1, . . . , ir “ j. (35.430)
Si is est le premier dans J alors is´1 P I et Ais´1,is “ 0, ce qui empêche la chaîne de connecter
j à i.
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35.22 Localisation des valeurs propres
Sur l’ensembleMpn,Rq des matrices nˆn à coefficients réels nous introduisons l’ordre partiel 23

donné par A ě B lorsque Aij ě Bij pour tout i et j. Nous définissons de façon similaire les relations
A ď B, A ă B et A ą B.

Si x P Rn nous notons |x| “ `|x1|, . . . , |xn|
˘
et x ď y lorsque xi ď yi pour tout i.

Proposition 35.151.
Soit A PMpn,Rq et x, y P Rn.
(1) Si A ě 0 et si x ď y alors Ax ď Ay.
(2) Si A ě 0 alors Ax ď |Ax| ď A|x|.

Démonstration. Pour la première inégalité, pour tout i et k nous avons Aikxk ď Aikyk et donc

pAxqi “
ÿ

k

Aikxk ď
ÿ

k

Aikyk “ pAyqk. (35.431)

Pour la seconde, d’abord l’inégalité Ax ď |Ax| est évidente. Ensuite vu que Aik ě 0 nous avons

|Ax|i “ |
ÿ

k

Aikxk| ď
ÿ

k

Aik|xk| “
`
A|x|˘

i
. (35.432)

Soit une matrice A PMpn,Rq. Nous notons

ri “
ÿ

j‰i
|Aij |. (35.433)

Notons la somme sur la ligne i, pas sur la colonne : la somme est horizontale.

Définition 35.152.
Les ensembles

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu (35.434)

sont les disques de Gershgorin. Nous allons également noter Bi “ IntpDiq les boules ouvertes
correspondantes.

Théorème 35.153 (Gershgorin).
Soit A PMpn,Rq. Si λ P C est valeur propre de A alors λ P Di pour un certain i.

Démonstration. Soit une valeur propre λ et un de ses vecteurs propres u P Rn : Au “ λu avec
u ‰ 0. Soit i un indice réalisant le maximum |ui| “ maxt|uk|uk. Nous écrivons la ieligne de
Au “ λu : ÿ

k

Aikuk “ λui, (35.435)

c’est-à-dire Aiiui `ř
k‰iAikuk “ λui, ou encore

Aii `
ÿ

k‰i
Aik

uk
ui
“ λ, (35.436)

qui donne
|Aii ´ λ| ď

ÿ

k‰i
|Aik| |uk||ui| ď

ÿ

k‰i
|Aik| (35.437)

pare que |ui| ě |uk|. Notons que sur la ligne précédente, |.| est le module dans C, pas la valeur
absolue dans R.
23. Définition 1.8.
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Théorème 35.154 (Gershgorin 2[478]).
Soit une matrice irréductible A PMpn,Rq et une valeur propre λ de A. Si elle est sur la frontière
de l’union des disques de Gershgorin, alors elle est sur le bord de tous les disques.

Démonstration. Soit une valeur propre λ de A telle que λ P B`ŤiDi

˘
. Alors λ n’est dans l’intérieur

d’aucune boule et nous avons |λ´Aii| ě ri pour tout i.
Soit un vecteur propre u de A tel que }u}8 “ 1. Nous posons I “ t1 ď i ď n tel que |ui| “ 1u

et J “ t1 ď j ď n tel que |ij | ă 1u. Par hypothèse I n’est pas vide, et de plus I X J “ H et
I Y J “ t1, . . . , nu parce qu’aucune composante de u n’a un module 24 plus grand que 1.

La iecomposante de la relation Au “ λu peut s’écrire

pAii ´ λqui `
ÿ

k‰i
Aikuk “ 0. (35.438)

Forts de cela nous écrivons les inégalités suivantes :

ri ď |λ´Aii| “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |
ÿ

k‰i
Aikuk| ď

ÿ

k‰i
|Aik||uk| ď

ÿ

k‰i
|Aik| “ ri. (35.439)

Donc les inégalités sont des égalités :

ri “ |λ´Aii| “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |
ÿ

k‰i
Aikuk| “

ÿ

k‰i
|Aik||uk| “

ÿ

k‰i
|Aik|. (35.440)

En particulier l’égalité
ř
k‰i |Aik||uk| “

ř
k‰i |Aik| donne

ÿ

k‰i
|Aik|

`|uk| ´ 1
˘ “ 0. (35.441)

Donc pour tout k P J nous avons Aik “ 0. Vu que A est irréductible, cela donnerait une partition
impossible t1, . . . , nu “ I Y J . Nous en déduisons que J est vide et donc que |uj | “ 1 pour tout j.
En repartant de (35.440) nous avons alors

ri “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |λ´Aii||ui| “ |λ´Aii|. (35.442)

Cela prouve que λ P BDi pour tout i.

Exemple 35.155

Soit la matrice

B “
¨
˝

2 0 1
0 1 ´1{2
´1 0 3

˛
‚. (35.443)

D’abord nous rappelons que si vous voulez entrer cette matrice dans Sage (ou plus généralement
dans Python2 25), vous devez faire attention au 1{2 qui, tel quel, est évalué à 0. Nous vous rappelons
donc que tous vos codes Sage doivent commencer par ceci :

1 # -* - coding : utf8 -* -
2 from __future__ import unicode_literals
3 from __future__ import division

tex/sage/sageSnip015.sage

24. Les composantes de u sont a priori dans C, et non spécialement dans R, même si A est une matrice réelle.
25. Que vous n’avez aucune raison d’utiliser autre que Sage.
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Les éléments non nuls hors diagonale sont B13, B31 et B23. Elle n’est donc pas irréductible ;
nous avons par exemple la partition I “ t1, 3u, J “ t2u pour le critère de la proposition 35.150(2).

Les disques de Gershgorin sont

D1 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 1u (35.444a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 1{2u (35.444b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 3| ď 1u (35.444c)

Les valeurs propres de la matrice sont sur des bords de disques de Gershgorin, sans être sur tous
les bords, comme ça aurait été le cas par le théorème 35.154 si la matrice avait été irréductible.
Elles sont sur la figure 35.1 ; notez en particulier les valeurs propres λ2 et λ3 qui sont sur le bord
de deux disques mais pas sur le bord des trois disques en même temps.

‚λ1

‚λ2

‚
λ3

1 2 3 4

´1

1

Figure 35.1 – Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 35.155.

4

Exemple 35.156
Soit la matrice

A “
¨
˝

0 ´1 0
0 1 2
3 0 2

˛
‚. (35.445)

Nous avons

D1 “ tz P C tel que |z| ď 1u, (35.446a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 2u, (35.446b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 3u, (35.446c)

Le polynôme caractéristique est

χpλq “ ´λ3 ` 3λ2 ´ 2λ´ 6. (35.447)

Une fois remarqué que λ1 “ ´1 est une racine, les autres sont faciles à trouver (division euclidienne
de χpλq par λ` 1) : λ2 “ 2` i?2 et λ3 “ 2´ i?2.

La matrice A est irréductible. En effet les éléments non diagonaux non nuls sont A12, A23 et
A31. Ils peuvent former une chaîne reliant tous les indices entre eux.

Les contraintes sur la localisation des valeurs propres est donc qu’elles doivent être dans ou
sur les disques de Gershgorin, mais que celles qui sont sur le bord d’un disque doivent être sur le
bord de tous les disques en même temps. C’est cela que nous observons sur la figure 35.2. Notez
en particulier la position de la valeur propre λ1.

4
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‚λ1

‚
λ2

‚λ3

´1 1 2 3 4 5

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 35.2 – Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 35.156.

35.22.1 Matrices à diagonale dominante

Définition 35.157 ([479, 478]).
La matrice A PMpn,Kq est à diagonale dominante si pour tout i,

ÿ

j‰i
|Aij | ď |Aii| (35.448)

où |.| est la module dans C ou la valeur absolue dans R.
Elle est à diagonale fortement dominante si elle est à diagonale dominante et si il existe

un i tel que ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii|. (35.449)

Elle est à diagonale strictement dominante si
ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii| (35.450)

pour tout i (entier entre 1 et n).

Nous avons les inclusions suivantes :

strictement dominante Ă fortement dominante Ă dominante. (35.451)

Lemme 35.158.
Si A est dans un des deux cas suivant :
— diagonale strictement dominante,
— diagonale dominante et irréductible 26

alors Aii ‰ 0 pour tout i.

Démonstration. Si A est à diagonale strictement dominante, alors l’inégalité stricte (35.450) n’est
pas possible.

Si A est à diagonale dominante, alors si Aii “ 0, toute la ligne est nulle. Dans ce cas, la matrice
ne peut pas être irréductible.

Proposition 35.159 ([479]).
Une matrice à diagonale strictement dominante est inversible.
26. Définition 35.149.
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Démonstration. Soit une matrice A à diagonale strictement dominante. Soit x tel que Ax “ 0. Le
but est de montrer que x “ 0. Soit un indice i0 réalisant la norme maximum :

|xi0 | “ }x}8. (35.452)

Nous écrivons la composante i0 de l’égalité Ax “ 0 :
ÿ

k

Ai0kxk “ 0, (35.453)

et nous séparons le terme k “ i0 des autres :
ÿ

k‰i0
Ai0kxK `Ai0i0xi0 “ 0. (35.454)

Nous prenons le module et majorons les sommes :

|Ai0i0 ||xi0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k||xk| ď

ÿ

k‰i0
|Ai0k||xi0 |. (35.455)

Si |xi0 | est non nul nous pouvons simplifier :

|Ai0i0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k|. (35.456)

Hélas, l’hypothèse de diagonale strictement dominante implique l’inégalité stricte dans le sens
inverse. Impossible. Nous en déduisons que |xi0 | “ 0. Donc }x}8 “ 0, ce qui signifie que x “ 0.

Le fait que le noyau de A se réduise à t0u implique l’inversibilité de A.

Proposition 35.160.
Soit A PMpn,Cq une matrice qui est dans un des deux cas suivants :
— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible

Si A “ D ´M où D est la diagonale de A (et M est « le reste ») alors D est inversible et

ρpD´1Mq ă 1 (35.457)

où ρ est le rayon spectral (thème 41).

Démonstration. Le lemme 35.158 nous dit que les éléments diagonaux de A sont non nuls. Cela
donne déjà le fait que la matrice D est inversible et que la produit D´1M ait un sens. Nous posons
T “ D´1M . Nous avons alors

Tii “
ÿ

k

pD´1qikMki. (35.458)

Si k “ i alors Mki “ 0 et si k ‰ i alors Dik “ 0. Donc Tii “ 0 pour tout i.
En ce qui concerne les autres éléments de T ,

Tij “
ÿ

k

pD´1qikMkj “
ÿ

k

1
Aik

δikMkj “ ´Aij
Aii

. (35.459)

Notes :
— Les hypothèses sur A jouent pour dire que Aii ‰ 0.
— Le signe moins est dû au fait que Mij “ ´Aij lorsque i ‰ j.

En faisant la somme des modules :
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| “

1
|Aii|

ÿ

j‰i
|Aij | ď 1. (35.460)

La dernière inégalité est le fait que A soit à diagonale dominante.
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Si A est à diagonale strictement dominante Alors nous avons l’inégalité stricte
ÿ

j‰i
|Tij | ă 1. (35.461)

Et le théorème de Gershgorin 35.153 dit que le spectre de T est contenu dans l’union des
disques

Di “ tz P C tel que |z ´ Tii| ď riu (35.462)

où
ri “

ÿ

j‰i
|Tij |. (35.463)

Mais nous avons prouvé que pour tout i, Tii “ 0 et
ř
j‰i |Tij | ă 1. Donc toutes ces boules

sont contenues dans Bp0, 1q. Cela prouve que ρpT q ă 1.
Diagonale dominante, irréductible La matrice T est alors également irréductible parce que

les éléments non nuls de A et de T sont les mêmes : Tij “ ´Aij{Aii. Nous utilisons alors le
second théorème de Gershgorin 35.154. Si λ est une valeur propre de T , alors soit

λ P
ď

i

B
`
0, ri

˘
(35.464)

soit
λ P

č

i

BBp0, riq. (35.465)

Vu que ri ď 1 pour tout i, dans le premier cas λ est dans l’union des boules ouvertes de
rayon 1. Le nombre λ est donc une la boule ouverte de rayon 1. Bref, |λ| ă 1.
Dans le second cas, l’intersection de deux cercles de même centre sont soit vide soit tout le
cercle (auquel cas les rayons sont égaux). Dans le second cas, ledit rayon est certainement
strictement plus petit que 1 parce que

ri “
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| ă 1. (35.466)

35.22.2 M-matrice

Définition 35.161.
Une matrice A PMpn,Rq est une M-matrice si
(1) Aii ą 0 pour tout i,
(2) Aij ď 0 si i ‰ j

(3) A est inversible et A´1 ě 0.

Proposition 35.162.
Soit A PMpn,Rq telle que Aii ą 0 pour tout i et Aij ď 0 pour tout i ‰ j. Nous posons A “ D´M
où D est la diagonale de A.

La matrice A est une M-matrice si et seulement si ρpD´1Mq ă 1.

Démonstration. En deux morceaux.
Si ρpD´1Mq ă 1 Nous posons encore T “ D´1M . Par le théorème 16.113, la matrice 1 ´ T est

inversible et

p1´ T q´1 “
8ÿ

k“0
T k. (35.467)
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D’autre part, via des calculs déjà faits, et les hypothèses sur les signes des éléments de A,

Tij “ ´Aij
Aii

ě 0. (35.468)

Donc tous les éléments de T sont positifs (ou nuls). Par conséquent T k ě 0 pour tout k et
p1´ T q´1 est positive.
Mais A “ D ´M “ Dp1 ´D´1Mq “ Dp1 ´ T q. Vu que D et 1 ´ T sont inversibles, nous
savons que A est inversible et

A´1 “ p1´Aq´1D´1, (35.469)

qui est un produit de matrices positives. Donc A´1 ě 0.
Au final, A est une M-matrice.

Si A est une M-matrice Soit une valeur propre λ de T “ D´1M est un vecteur propre u :
Tu “ λu. Vu que T ě 0 nous avons d’une part |λu| “ |λ|u| et d’autre part |λu| “ |Tu| ď T |u|,
ce qui donne

|λ||u| ď T |u|. (35.470)

Dans cette inégalité nous substituons T par 1´ p1´ T q pour avoir

|µ||u| ď |u| ´ p1´ T q|u| (35.471)

ou encore
p1´ T q|u| ď `

1´ |λ|˘|u|. (35.472)

Mais p1´T q´1 “ A´1D ě 0 parce que A et D sont positives. Donc en appliquant p1´T q´1

à l’inégalité (35.472), elle est conservée (proposition 35.151(2)) :

|u| ď p1´ T q´1`1´ |λ|˘|u|. (35.473)

Si |λ| ě 1 alors toutes les composantes de
`
1 ´ |1|˘|u| sont négatives et l’inégalité n’est

possible qu’avec |u| “ 0. Dans ce cas, λ n’est pas une valeur propre (le vecteur propre soit
être non nul).
Nous en déduisons que |λ| ă 1 et donc que ρpT q “ ρpD´1Mq ă 1.

Le théorème suivant résume ce que nous avons vu en donnant une condition suffisante facile à
vérifier pour être une M-matrice.

Théorème 35.163.
Soit A PMpn,Rq telle que
(1) Aii ą 0
(2) Aij ď 0 pour i ‰ j

(3) vérifiant une des deux conditions suivantes :
— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible.

Alors A est une M-matrice.

Démonstration. Au vu de la proposition 35.162, il suffira de montrer que ρpD´1Mq ă 1 où D et
M sont la décomposition A “ D ´M habituelle. C’est le cas grâce à la proposition 35.160.

Proposition 35.164.
Soit A PMpn,Rq, une M-matrice irréductible. Alors A´1 ą 0.
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Démonstration. Nous posons T “ D´1M . En comparant la définition 35.161 de M-matrice et la
caractérisation de la proposition 35.162, nous avons ρpD´1Mq ă 1. Par conséquent

p1´ T q´1 “
8ÿ

k“0
T k (35.474)

par la proposition 35.162. D’autre part, A´1 “ p1 ´ Aq´1D où les éléments D sont strictement
positifs. Donc nous devons encore prouver que p1´ T q´1 ą 0. Nous savons que T ě 0, et vu que

`ÿ

k

T kqij “
ÿ

k

pT kqij (35.475)

il nous suffit de prouver que pour chaque pijq, un des pT kqij est strictement positif. Soient donc deux
indices i et j. Vu que A est irréductible, ils sont connectés par une suite d’indice i “ i0, i1, . . . , , ir “
j tels que

Tik,ik`1 “ ´
Aik,ik`1

Aik,ik
ą 0. (35.476)

Or les indices ik sont choisis de telle sorte que les numérateurs soient non nuls et donc strictement
négatifs. Nous avons, en général :

pT kqij “
ÿ

l1,...,lr´1

Ti,l1Tl1,l2 . . . Tlr´1,j . (35.477)

Chacun des termes est positif ou nul, mais pour k “ r, il y a entre autres le terme

Ti,i1Ti1,i2 ¨ ¨ ¨Tir,j ‰ 0. (35.478)

Donc pT rqij ą 0 et
ř8
k“0pT kqij ą 0. Et par conséquent

A´1 “ p1´ T q´1D ą 0. (35.479)

Théorème 35.165.
Soit une M-matrice A PMpn,Rq et g P Rn tel que pAgqi ě 1 pour tout i. Alors }A´1}8 ď }g}8.
Démonstration. Nous posons u “ p1, . . . , 1q et considérons x P Rn. Vu que A est une M-matrice,
nous avons A´1 ě 0, donc

|A´1x| ď A´1|x| ď }x}8A´1u ď }x}8g. (35.480)

Justifications :
— La première inégalité est la proposition 35.151(2).
— La seconde provient de

`
B|x|˘

i
“

ÿ

k

Bik|xk| ď
ÿ

k

Bik}x}8 “ }x}8
ÿ

k

Bikuk “ }x}8Bu. (35.481)

— Étant donné que A´1 ě 0 nous conservons l’inégalité et Ag ě u implique g ě A´1u (c’est la
proposition 35.151(1)).

En ce qui concerne la norme de A´1 nous avons donc

}A´1}8 “ sup
|x|8“1

}A´1x}8 ď sup
}x}8“1

}x}8}g}8 “ }g}8. (35.482)

Proposition 35.166.
Une matrice de Mpn,Rq qui
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(1) est symétrique,
(2) Vérifie une des deux conditions suivantes

— est irréductible à diagonale fortement dominante
— est à diagonale strictement dominante,

(3) vérifie Aii ą 0 pour tout i
est strictement définie positive.

Démonstration. D’après le théorème de Gershgorin 35.153, chaque valeur propre de A est dans un
des disques fermés

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu. (35.483)

Par hypothèse, les centres de ces disques sont réels et strictement positifs. Mais le fait que A
soit à diagonale dominante donne que le rayon de ces cercles sont plus petits que Aii. Donc Di

n’intersecte pas s´8, 0r. Mais le fait que A soit symétrique implique que les valeurs propres soient
réelles (théorème 11.189(1)). Cela montre que les valeurs propres de A sont toutes dans r0,8r.

Si la matrice A est à diagonale strictement dominante, alors les inégalités sont strictes et le
théorème est prouvé.

Sinon nous somme dans le cas irréductible à diagonale fortement dominante et nous avons le
théorème de Gershgorin numéro 2 35.154. Soit une valeur propre λ. Soit elle est dans un des disques
ouvert (qui est inclus dans s0,8r), soit elle est dans l’intersection des bords des disques. Mais au
moins un des disques n’intersecte pas 0 (parce que la diagonale est strictement dominante). Dans
ce cas non plus λ ne peut pas être nul.

Nous en déduisons que dans tous les cas, les valeurs propres sont toutes réelles strictement
positives.
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Chapitre 36

Méthode des différences finies

36.1 Problèmes de dimension un
Soit u : R Ñ R une fonction et h ą 0. Nous définissons les opérations suivantes (qui sont

supposées approximer la dérivée u1pxq lorsqu’elle existe).

Définition 36.1.
La différence progressive est

pD`h uqpxq “
upx` hq ´ upxq

h
, (36.1)

la différence régressive est
pD´h uqpxq “

upxq ´ upx´ hq
h

, (36.2)

la différence centrée est
pD0

huqpxq “
upx` hq ´ upx´ hq

2h . (36.3)

Nous ne noterons pas toujours la dépendance en h, c’est-à-dire que nous noterons D`u au lieu
de D`h u lorsque cela ne pose pas de problèmes.

Notons que u2 peut être approximé par D`D`u, D0D`, D`D´, et encore de nombreuses
autres possibilités.

Voici un lemme qui dit que tout cela n’est pas si mal, pourvu que u soit assez régulière.

Lemme 36.2.
Soit un ouvert connexe Ω de R, soit x P Ω et h ą 0 tel que Bpx, hq Ă Ω.
(1) Si u P C2pΩq alors

|u1pxq ´D`upxq| ď h

2 }u
2}Ω̄ (36.4)

et
|u1pxq ´D´upxq| ď h

2 }u
2}Ω̄. (36.5)

(2) Si u P C3pΩ̄q alors
|u1pxq ´D0pxq| ď h2

2 }u
p3q}Ω̄ (36.6)

(3) Si u P C4pΩ̄q alors
|u2pxq ´D´D`upxq| ď h2

12}u
p4q}Ω̄. (36.7)

Démonstration. Nous prouvons le point (3). D’abord nous regardons de quoi nous avons besoin :

D´D`upxq “ pD
`uqpxq ´ pD`uqpx´ hq

h
“ upx` hq ´ 2upxq ` upx´ hq

h2 (36.8)

1979
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Nous allons y mettre les approximations de upx` hq et upx´ hq par Taylor, proposition 13.370 :

upx` hq “ upxq ` hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ` h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx` θ1hq (36.9)

avec θ1 P r0, 1s. De même,

upx´ hq “ upxq ´ hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ´ h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx´ θ2hq (36.10)

avec θ2 P r0, 1s.
Donc

upx` hq ` upx´ hq ´ 2upxq “ h2u2pxq ` h4

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
, (36.11)

ce qui donne

pD´D`uqpxq “ u2pxq ` h2

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
. (36.12)

Chacun des deux termes dans la parenthèse peut être majoré par }up4q}Ω̄. Notons que c’est une
majoration très sauvage parce que x` θ1h ne prend ses valeurs que dans rx, x` hs avec h supposé
petit. Quoi qu’il en soit nous ne pouvons pas dire mieux que

|u2pxq ´D´D`upxq| ď h2

12}u
p4q}Ω̄. (36.13)

Remarque 36.3 ([1]).
Lorsque nous écrivons

|u1pxq ´D`upxq| ď δ (36.14)

pour tout x, nous ne pouvons pas écrire

}u1 ´D`u}8 ď δ (36.15)

parce que l’inégalité (36.14) n’est valable que pour les x tels que rx´ h, x` hs Ă Ω, de telle sorte
que l’inégalité n’est pas spécialement correcte sur Ω̄.

36.1.1 Un schéma à cinq points

36.1.1.1 Poser le système

Soit Ω “ s0, 1r et l’équation différentielle
$
’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(36.16)

où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Si nous cherchons des solutions dans C4pΩ̄q, le lemme 36.2 nous dit que

|u2pxq ´D´D`upxq| “ ηph2q (36.17)

où η est une fonction telle que limtÑ0 ηptq “ 0. Nous pouvons récrire l’équation différentielle sous
la forme

´D´D`upxq ` cpxqupxq “ fpxq ` ηph2q. (36.18)

Si nous négligeons le terme ηph2q qui est supposé être petit nous pouvons tenter de résoudre pour
la fonction uh

´D´D`uhpxq ` cpxquhpxq “ fpxq. (36.19)
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Notons ici l’importance de la notion de problème bien posé parce que en remplaçant le paramètre
(fonctionnel) f par f ` ηph2q, nous modifions les solutions. Dans la mesure où le problème est
bien posé, cette petite modification ne modifiera pas trop la solution et nous pouvons espérer que
}u´ uh} soit petit pour une norme ou une autre.

Utilisant l’expression (36.8) pour D´D` nous avons l’équation suivante pour uh :

1
h2

´
2uhpxq ´ uhpx` hq ´ uhpx´ hq

¯
` cpxquhpxq “ fpxq. (36.20)

Avons-nous gagné quelque chose ? Pas encore. L’idée de la discrétisation est de ne considérer uh
qu’en certains points, et de prendre ces points à intervalles réguliers de taille h. Soient donc N un
nombre entier et h “ 1{pN ` 1q. Nous posons

xk “ kh (36.21)

pour i “ 0, . . . , N ` 1. Avec cela nous avons

Ω “
N´1ď

k“0
rxk, xk`1s (36.22a)

x0 “ 0 (36.22b)
xN`1 “ 1. (36.22c)

Nous posons surtout
Ωh “ txiui“1,...,N (36.23)

et
Ω̄h “ txiui“0,...,N`1. (36.24)

Enfin, nous ne considérons plus uh que comme une fonction uh : Ω̄h Ñ R. C’est-à-dire que uh est
un vecteur à N ` 2 composantes.

L’équation (36.20) devient

1
h2

`
2uhpxiq ´ uhpxi`1q ´ uhpxi´1q ` cpxiquhpxiq

˘ “ fpxiq (36.25)

pour i “ 1, . . . , N . Sur les bords, cette équation n’est pas possible parce que xi´1 ou xi`1 n’existerait
pas. Au contraire, sur les bords nous avons les conditions aux bords

uhpx0q “ α (36.26)

et
uhpxN`1q “ β. (36.27)

En posant ci “ cpxiq et ui “ uhpxiq, les inconnues du problème sont les nombres ui (i “
1, . . . , N ` 1). Elles sont immédiatement résolues pour u0 et uN`1. Pour les autres, il faut écrire
et résoudre un système d’équation linéaire.

L’écriture du système linéaire à résoudre consiste essentiellement à écrire (36.25) en séparant
les cas i “ 0 et i “ N parce que nous savons déjà les valeurs de u0 et uN . Le système que nous
avons est :

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

ˆ
2
h2 ` c1

˙
u1 ´ 1

h2u2 “ f1 ` α

h2 i “ 1 (36.28a)
ˆ

2
h2 ` cN

˙
uN ´ 1

h2uN´1 “ fN ` β

h2 i “ N (36.28b)
ˆ

2
h2 ` ci

˙
ui ´ 1

h2ui`1 ´ 1
h2ui “ fi. autres (36.28c)

Cela se met sous la forme matricielle
LhUh “ Fh (36.29)
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pour
Fh “

`
f1 ` α

h2 , f2, . . . , fN´1, fN ` β

h2
˘

(36.30)

et les éléments non nuls de Lh sont :

pLhqi,i´1 “ ´ 1
h2 pour i “ 2, . . . , N (36.31a)

pLhqi,i`1 “ ´ 1
h2 pour i “ 1, . . . , N ´ 1 (36.31b)

pLhqi,i “ 2
h2 ` ci pour i “ 1, . . . , N. (36.31c)

Cette matrice est pleine de zéros, à part les trois diagonales centrales, et il existe des méthodes
efficaces pour résoudre le système d’équation correspondant.

36.1.1.2 Propriétés du système

La matrice est la suivante :

Lh “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2
h2 ` c1 ´1{h2 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
´1{h2 2

h2 ` c2 ´1{h2 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ´1{h2 2

h2 ` c3 ´1{h2 . . . ...
0 0 ´1{h2 . . . . . . 0
...

... . . . . . . . . . ´1{h2

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1{h2 2
h2 ` cN

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(36.32)

où nous avions déjà posé l’hypothèse ci ě 0 pour tout i.

Lemme 36.4.
La matrice Lh est irréductible 1 à diagonale fortement dominante 2.

Démonstration. Nous décomposons la preuve en plusieurs parties.
La première ligne Sur la première ligne, seuls deux éléments sont non nuls et nous avons

L11 “ 2
h2 ` c1 ě 2

h2 ą
1
h2 “ L12. (36.33)

La dernière ligne Elle est semblable à la première.
Les autres lignes Sur les autres lignes nous avons trois éléments non nuls et

ÿ

j‰i
|Aij | “ 2

h2 ď
2
h2 ` ci “ Lii. (36.34)

Diagonale fortement dominante Nous avons prouvé jusqu’à présent que Lh était une matrice
à diagonale fortement dominante.

Irréductible Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 35.150(3). Pour cela nous
considérons le chaîne d’éléments non nuls

A12, A23, . . . , AN´1,N “ ´ 1
h2 . (36.35)

Soient deux indices i et j avec i ă j. Cette suite d’indice (ou un sous-suite) rend i et j
connectés.
Si par contre i ą j, il faut considérer la suite inversée grâce au fait que Lh est symétrique :

AN,N´1, AN´1,N´2, . . . , A32, A21 “ ´ 1
h2 . (36.36)

1. Caractérisation 35.150.
2. Définition 35.157.



36.1. PROBLÈMES DE DIMENSION UN 1983

Proposition 36.5.
Soit le problème $

’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(36.37)

où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Et nous approximons u2 par D´D`u.

La matrice Lh des différences finies associée à ce problème est
(1) une M-matrice,
(2) strictement définie positive,
(3) d’inverse L´1

h ą 0.

Démonstration. Le théorème 35.163 dit que Lh est une M-matrice. La Proposition 35.166 nous
donne aussi que Lh est strictement définie positive.

Le lemme 36.4 dit que Lh est irréductible, ce qui permet à la proposition 35.164 de conclure
que L´1

h ą 0.

Cela étant rappelé, nous pouvons continuer.

Lemme 36.6.
Soit Ω “ s0, 1r, soit N P N et h “ 1{pN ` 1q. La solution wh : Ωh Ñ R du problème discrétisé

$
’&
’%

´pD´D`whqpxiq “ 1 (36.38a)
whp0q “ 0 (36.38b)
whp1q “ 0 (36.38c)

pour tout xi “ ih (i “ 1, . . . , N) donne les valeurs exactes des wpxiq lorsque w est la solution de
$
’&
’%

´w2pxq “ 1 (36.39a)
wp0q “ 0 (36.39b)
wp1q “ 0. (36.39c)

Démonstration. Un enseignement de la proposition 36.5 est que le système (36.38) peut être écrit
sous la forme d’un système linéaire L0

hwh “ Fh où L0
h est inversible. Il y a donc unicité de la

solution.
D’autre part, la solution du système (36.39) est wpxq “ 1

2px ´ x2q, qui est de classe C8. Le
lemme 36.2(3) dit que D´D`w “ w2. Donc les valeurs wpxiq résolvent aussi le système (36.38).

Lemme 36.7 (Quelques estimations).
La matrice Lh du problème sus-mentionné en (36.37) vérifie 3 :
(1) }Lh}8 ď 4

h2 ` }c}8
(2) }L´1

h }8 ď 1
8 .

Démonstration. Nous nous souvenons de la formule (12.24) :

}A}8 “ max
i“1,...,n

nÿ

j“1
|Aij |. (36.40)

La première ligne a pour somme : 3
h2 ` c1, la dernière a pour somme 3

h2 ` cn et les autres sont pour
somme 4

h2 ` ci. Elles sont donc toutes majorées par 4
h2 ` }c}8.

3. Dans le CTES d’analyse numérique de Marseille, l’estimation donnée est }L´1
h }8 ď

1
4 .
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Pour l’estimation de }L´1
h }8 nous allons nous appuyer sur le théorème 35.165.

Commençons par considérer le problème
" ´w2 “ 1 (36.41a)
wp0q “ wp1q “ 0. (36.41b)

La première équation dit que w est un polynôme de degré 2. En écrivant wpxq “ ax2 ` bx ` c et
en imposante toutes les contraintes, nous trouvons l’unique solution

wpxq “ ´1
2px

2 ´ xq. (36.42)

Le lemme 36.6 nous dit que la fonction w prise aux points xi “ ih donne les valeurs de wh.
La matrice L0

h est une M-matrice et le vecteur wh vérifie L0
hwh “ 1. Donc le théorème 35.165

s’applique et
}pL0

hq´1} ď }wh}8 “ 1
8 . (36.43)

L’obtention de 1{8 n’est rien d’autre que la recherche du maximum (en valeur absolue) de la
parabole x ÞÑ px´ x2q{2 pour x P r0, 1s. Le maximum est atteint pour x “ 1{2 ; calcul de dérivée
et tout ça . . .

Nous retournons maintenant à notre matrice originale Lh. Nous avons

Lh ´ L0
h “ diagpc1, . . . , cnq ě 0, (36.44)

et aussi
L´1
h ´ pL0

hq´1 “ L´1
hloomoon
ě0

pL0
h ´ Lhqloooomoooon
ď0

pL0
hq´1loomoon
ě0

(36.45)

parce que Lh est une M-matrice. Donc tous les coefficients de L´1
h ´ pL0

hq´1 sont négatifs. Cela
implique

L´1
h ď pL0

hq´1. (36.46)

Mais nous savons que les coefficients de L´1
h sont positifs, donc le maximum de ses coefficients en

valeur absolue est plus petit que ceux de pL0
hq´1, c’est-à-dire

}L´1
h }8 ď }pL0

hq´1}8 ď 1
8 . (36.47)

36.1.2 Exemple

Soit Ω “ s0, 1r et une fonction u : Ω̄ Ñ R de classe C4 vérifiant
$
’&
’%

´u2pxq ` upxq “ sinpxq (36.48a)
up0q “ 0 (36.48b)
up1q “ 0. (36.48c)

Nous allons écrire la méthode des différences finies pour h “ 1{4. Nous posons donc les points
$
’’’’’’&
’’’’’’%

x0 “ 0 (36.49a)
x1 “ 1{4 (36.49b)
x2 “ 1{2 (36.49c)
x3 “ 3{4 (36.49d)
x4 “ 1. (36.49e)
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Vu que nous avons supposé u de classe C4, le lemme 36.2(3) nous donne 4

u2pxq “ pD´D`uqpxq ` αphq (36.50)

avec limhÑ0 αphq{h “ 0. L’équation discrétisée serait alors
" ´pD´D`uqpxq ` upxq “ sinpxq (36.51a)
up0q “ up1q “ 0. (36.51b)

où nous n’avons pas précisé l’indice h au bas des opérateurs D` et D´. Les équations (36.51) ne
doivent être posées que pour x1, x2 et x3 parce que les valeurs en x0 et x4 sont déjà connues.
Pour x1

u2 ´ 2u1 ` u0
h2 ` u1 “ sinpx1q (36.52)

Pour x2
u3 ´ 2u2 ` u1

h2 ` u2 “ sinpx2q (36.53)

Pour x3
u4 ´ 2u3 ` u2

h2 ` u3 “ sinpx3q. (36.54)

Nous tenons compte du fait que u0 “ u4 “ 0 et que h “ 1{4 pour écrire le système
¨
˝
´31 16 0
16 ´31 16
0 16 ´31

˛
‚
¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚“

¨
˝
s1
s2
s3

˛
‚ (36.55)

A où les si sont des nombres parfaitement connus : par exemple s1 “ sinpx1q “ sinp1{4q »
0.247403959254523.

36.2 Problèmes de dimension deux
Nous allons considérer le système

#
´∆u “ f sur Ω
u “ g sur BΩ (36.56)

où Ω “ s0, ar ˆ s0, br.
Remarque 36.8.
Pourquoi un signe moins devant le laplacien ? Pour avoir la proposition 36.5 qui dira que la matrice
correspondant aux différences finies appliquées à ce système est une M-matrice. Sinon, c’est la
matrice ´Lh qui en serait une.

36.2.1 Discrétisation en croix

Nous allons maintenant déduire une discrétisation du laplacien en discrétisant les opérations
B2
x et B2

y . Nous discrétisons Ω en mailles carrés de côté h : xk “ kkh et yk “ kh. L’opération de
dérivée partielle Bx est discrétisée par

pDx̀ uqpx, yq “
upx` hq ´ upx, yq

h
(36.57)

ou
pDx́ uqpx, yq “

upx, yq ´ upx´ h, yq
h

(36.58)

4. Nous ferions n’importe quoi pour ne pas écrire u2pxq “ pD´D`uqpxq ` oph2
q. Notez que vous faites ce que

vous voulez : écrivez avec la notation « petit o » si cela vous chante.
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ou
pD0

xuqpx, yq “
upx` h, yq ´ upx´ h, yq

2h (36.59)

où le h est sous-entendu dans les opérateurs D0, D` et D´.
La dérivée partielle seconde B2

xu peut être approximée par toutes les combinaisons imaginable,
par exemple

pDx́Dx̀ uqpx, yq “
upx` h, yq ´ 2upx, yq ` upx´ h, yq

h2 . (36.60)

Pour évaluer la différence entre pB2
xuqpx, yq et pD´D`uqpx, yq, il est possible de faire du Taylor en

deux dimensions, mais nous pouvons également recycler ce qui a été fait. Nous posons uypxq “
upx, yq et alors pB2

xuqpx, yq “ u2ypxq et le lemme 36.2(3) donne, si uy est de classe C4,

|u2ypxq ´D´D`uypxq| ď
1
12h

2}up4qy }8. (36.61)

Là, les opérateurs D` et D´ sont ceux à une dimension. Mais nous avons pD´D`uyqpxq “
pD´D`uqpx, yq (à droite ce sont les opérateurs à deux dimensions), donc

ˇ̌pB2
xuqpx, yq ´ pD´D`uqpx, yq

ˇ̌ ď 1
12h

2}B4
xu}8 (36.62)

et nous pouvons écrire

pB2
xuqpx, yq “ pD´D`uqpx, yq ` h2Rpx, y, hq (36.63)

où R est une fonction qui dépend de x, y et h, mais aussi de u. Le point important est que R soit
majoré par une quantité indépendante de h, de telle sorte que nous ayons quelques garanties que
négliger ce terme soit une bonne approximation lorsque hÑ 0.

Au niveau de la discrétisation, nous considérons xi avec i “ 0, . . . , Nx et yj avec j “ 0, . . . , Ny.
La discrétisation de ´p∆uqpx, yq “ fpx, yq donne, pour i “ 1, . . . , Nx ´ 1 et j “ 1, . . . , Ny ´ 1,

1
h2 p´ui`1,j ` 4uij ´ ui´1,j ´ ui,j`1 ` ui,j´1q “ fij . (36.64)

Les équations avec i ou j valant 0 ou Nx, Ny sont les valeurs au bords.

36.9.
Nous notons pour référence ultérieure la discrétisation suivante du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

`´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (36.65)

Elle vérifie
∆hf “ ∆f ` h2αphq. (36.66)

Cette discrétisation est dite « en croix » parce que les points exploités forment une croix.

36.2.2 Discrétisation en carré

L’opérateur laplacien est défini par ∆ “ B2
x`B2

y , mais il existe de nombreuses autres façons de
l’écrire.

Lemme 36.10.
Le laplacien est invariant par changement de coordonnées orthogonales. Plus précisément, si A est
une matrice orthogonale, en posant ui “ ř

k Aikek nous avons

ÿ

i

B2f

Bu2
i

f “ ∆f. (36.67)
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Démonstration. Nous avons :
Bf
Bui “

ÿ

k

Aik
Bf
Bxk , (36.68)

et donc
ÿ

i

B2f

Bu2
i

“
ÿ

i

B
Bui

˜ÿ

k

Aik
Bf
Bxk

¸
“

ÿ

ijk

pAtqjiAikB2f “
ÿ

jk

pAtAqjkB2
jkf. (36.69)

En particulier si A est une matrice orthogonale, pAtAqjk “ δjk et le résultat est prouvé.

Les plus convaincus diront que ∆ “ ∇ · ∇ et que le produit scalaire est invariant sous chan-
gement de coordonnées orthogonales.

Nous avons déjà déduit la discrétisation (36.65) du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

`´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (36.70)

Nous allons maintenant en déduire une par l’idée de décomposer le laplacien dans la base u “ e1`e2,
v “ e1´e2. Pour cela nous introduisons les opérations (le nombre h dont dépendent ces opérateurs
est sous-entendu)

pDù fqpx, yq “
fpx` h, y ` hq ´ fpx, yq

h
(36.71a)

pDv̀ fqpx, yq “
fpx` h, y ´ hq ´ fpx, yq

h
(36.71b)

pDú fqpx, yq “
fpx, yq ´ fpx´ h, y ´ hq

h
(36.71c)

pDv́ fqpx, yq “
fpx, yq ´ fpx´ h, y ` hq

h
. (36.71d)

Vu que
B2
u ` B2

v “ 2∆, (36.72)

nous discrétisons le laplacien par

∆1
h “

1
2
`
DúDù `Dv́ Dv̀

˘
. (36.73)

Un peu de calcul donne :

p∆1
hfqpx, yq “

1
2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (36.74a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯
. (36.74b)

36.2.3 Résolution de la discrétisation en croix

Les équations (36.64) forment un système d’équations linéaires à résoudre. Certaines peuvent
être simplifiées parce qu’elles « touchent » le bord. Nous verrons cela un peu plus tard.

Nous allons d’abord numéroter correctement les équations de façon à ne pas avoir deux mais
un seul indice. Notre fonction de numérotation sera

ϕpi, jq “ pj ´ 1qpNx ´ 1q ` i (36.75)

avec i “ 1, . . . , Nx´1 et j “ 1, . . . , Ny´1. Cela correspond à numéroter les points de l’intérieur du
quadrillage ligne par ligne en bas en haut et de gauche à droite. Avec cela les équations (36.64) vont
être numérotées par un seul indice I allant de ϕp1, 1q “ 1 à ϕpNx´ 1, Ny ´ 1q “ pNx´ 1qpNy ´ 1q.
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Si I “ ϕpi, jq alors nous avons vite
ϕpi` 1, jq “ I ` 1 (36.76a)
ϕpi, j ` 1q “ I `Nx ´ 1 (36.76b)
ϕpi´ 1, jq “ I ´ 1 (36.76c)
ϕpi, j ´ 1q “ I ´Nx ` 1. (36.76d)

Nous posons UI “ uϕ´1pIq, et l’équation (36.64) devient

1
h2 p´UI`1 ` 4UI ´ UI´1 ´ UI`Nx´1 ´ UI´Nx`1q “ fI . (36.77)

Pour savoir la matrice représentant ce système, nous devons simplifier les équations qui doivent
l’être. Par exemple avec I “ 1, le terme UI´1 “ U0 vaut u0,1 “ f01. Ce n’est donc pas réellement
une inconnue de notre problème.

Nous voulons mettre les équations sous la forme du système

LhU “ F. (36.78)

Sur la ligne numéro I de Lh, les éléments non nuls sont :

LI,I “ 4 (36.79a)
LI,I`1 “ ´1 (36.79b)
LI,I´1 “ ´1 (36.79c)

LI,I`Nx´1 “ ´1 (36.79d)
LI,I´Nx`1 “ ´1 (36.79e)

pour peu qu’ils existent. Par exemple pour I “ 1, il n’y a pas d’éléments LI,I´1. Les indices I et
J de LI,J vont de 1 à ϕpNx ´ 1, Ny ´ 1q “ pNy ´ 1qpNx ´ 1q.

Voici un dessin de notre situation :

Ny· · · · · ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·

0
0
· · · · ·

Nx

·

Ny·

0
0
·

Nx

·

À chaque élément du quadrillage correspond une équation.
— Aux points simples sur le bord, correspondent des équations triviales parce que la fonction

u y est directement donnée par les conditions aux bords.
— Aux points étoilés entourés en traits continus correspondent des équations « incomplètes »

parce que certains termes de l’équation (36.64) sont donnés par les conditions aux bords.
Elle correspondent aussi aux lignes incomplète de la matrice Lh où certains éléments donnés
en (36.79) n’existent pas.
Le membre de droite de ces équations est par contre enrichi de ce qui à gauche est « donné ».

— Au points étoilés du centre entourés en traits discontinus correspondent des équations com-
plètes.

Notons que f00 ne joue aucun rôle dans notre histoire parce que dans les équations (36.64),
chaque point pi, jq du maillage n’est liée qu’aux quatre points situés « à côté ».

Proposition 36.11.
La matrice Lh est
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(1) irréductible et à diagonale fortement dominante 5,
(2) une M-matrice,
(3) inversible avec Lh ą 0,
(4) symétrique,
(5) strictement définie positive.

Démonstration. On divise la preuve.
Irréductible Une matrice nˆ n dont les deux premières diagonales sont entièrement composées

d’éléments non nuls est toujours irréductible. En effet, la première lie l’élément p1, 2q à
l’élément pn´ 1, nq et donc permet de dire que tous les i ă j sont connectés.
La seconde diagonale lie l’élément pn, n´ 1q à l’élément p2, 1q.

Diagonale fortement dominante En ce qui concerne la dominance de la diagonale, il faut som-
mer sur les lignes. Or chaque ligne contient (en valeur absolue) un 4 sur la diagonale et au
plus quatre éléments qui valent 1. D’où

|LII | ě
ÿ

J‰I
|LIJ |. (36.80)

La première ligne n’est jamais complète : elle contient un 4 sur l’élément p1, 1q au au maximum
deux 1 plus à droite. Donc la matrice Lh est à diagonale fortement dominante.

M-matrice D’après ce que nous venons de voir (proposition 36.11), le théorème 35.163 fonctionne
et Lh est une M-matrice 6.

Inverse strictement positif La proposition 35.164 nous assure qu’une M-matrice irréductible
est d’inverse strictement positif. Donc L´1

h ą 0.
Symétrique La ligne numéro I est

`
. . . , ´1loomoon

I´Nx`1

, . . . ,´1, 4,´1, . . . , ´1loomoon
I`Nx´1

, . . .
˘

(36.81)

Prenons par exemple l’élément pI, I ´ Nx ` 1q qui vaut ´1. Son symétrique est l’élément
pI ´Nx ` 1, Iq qui se trouve sur la ligne I ´Nx ` 1. Sur cette dernière ligne nous avons un
´1 sur la colonne I ´Nx ` 1`Nx ´ 1 “ I. Donc l’élément pI ´Nx ` 1, Iq vaut bien ´1 et
la matrice est symétrique.

Strictement définie positive Vu que la matrice Lh est symétrique, irréductible à diagonale
fortement dominante (proposition 36.11), vu que ses éléments diagonaux sont strictement
positifs (ils valent 4), la proposition 35.166 nous dit que Lh est strictement définie positive.

36.3 Consistance, convergence

36.3.1 Définitions, mise en place

Soit un ouvert Ω Ă Rn et un opérateur différentiel L sur Ω. Nous considérons le problème qui
consiste à trouver une fonction u sur Ω telle que

Lu “ f (36.82)

pour une fonction f donnée.
Problèmes et choses à faire

La définition suivante est une invention personnelle, n’est pas précise et mérite des commentaires de la part du lecteur.

5. Définition 35.157. Le cas 1ˆ 1 est discutablement à diagonale fortement dominante, il faut avouer.
6. Notons que c’est ici que nous sommes content d’avoir posé ´∆u “ f dans le système (36.56), avec un signe

négatif devant le laplacien. Sinon tous le signes auraient changé et la matrice ´Lh aurait été une M-matrice au lieu
de Lh.
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Définition 36.12 ([1]).
Un schéma numérique de pas h pour Lu “ f est la donnée de
(1) un nombre h ą 0 supposé petit,
(2) une quantité N de points xi dans Ω formant l’ensemble discret Ωh,
(3) une matrice Lh de taille N ˆN ,
(4) une solution uh : Ωh Ñ R de l’équation pLhuhqpxiq “ fi où nous avons posé fi “ fpxiq.

36.13.
Évidemment pour qu’un schéma mérite le nom de schéma de pas h pour l’équation Lu “ f , il
faut que le nombre h soit lié au choix des points xi, et que la matrice Lh soit liée à l’opérateur
L. La définition n’impose pas formellement de tels liens, parce qu’il y a de nombreuses façons
d’approximer une équation différentielle en un système linéaire, sans compter que même l’équation
pLhuhqi “ fi peut se résoudre de beaucoup de façons, exacte ou approchées.

Cela pour dire que le lien entre la solution exacte u et la solution approchée n’a rien d’évident,
et va dépendre des choix faits lors de la discrétisation et lors de la résolution du système linéaire.
Nous allons supposer dans un premier temps que l’équation Lhuh “ f est résolue exactement (nous
avons un peu parlé de ces problème dans les sections 35.15 et suivantes).

Définition 36.14.
L’erreur de consistance d’un schéma numérique est la fonction τh : Ωh Ñ R définie par

τhpxiq “ pLhuqi ´ pLuqpxiq. (36.83)

Il y a un jeu de notation pas tout à fait évident dans la définition (36.83). En effet, Lh est
une matrice, et ne s’applique donc a priori pas immédiatement à une fonction. Ce que signifie la
notation pLhuqi est que l’on applique la matrice Lh au vecteur j ÞÑ upxjq et que l’on prend la
composante i du résultat.

Définition 36.15.
Nous disons que le schéma est consistant avec l’opérateur différentiel L lorsque

lim
hÑ0`

}τh} “ 0 (36.84)

où la norme }.} est souvent la norme uniforme, c’est-à-dire }τh} “ maxi τhpxiq.
Notons que le lien entre h et le choix des xi fait partie de la définition des schéma. Sur un

segment de longueur L, lorsque h n’est pas un diviseur de L, le schéma devrait expliquer ce que
l’on fait pour que la limite (36.84) ait un sens.

Définition 36.16.
Le schéma pΩh, Lhq est consistant à l’ordre p avec l’opérateur différentiel L pour la norme }.}
si il existe une constante C indépendante de h telle que

}τh} ď Chp. (36.85)

Définition 36.17.
L’erreur de discrétisation entre la solution u du problème Lu “ f et la solution approchée uh
sur Ωh est la fonction

eh : Ωh Ñ R

xi ÞÑ upxiq ´ ui. (36.86)

où ui “ uhpxiq est la solution approchée.
Le schéma discret pLhuhqpxiq “ fi est convergeant si limhÑ0 }eh} “ 0. Si de plus is existe

une constante C et p ą 0 tels que
}eh} ď Chp, (36.87)

alors nous disons que le schéma est convergence à l’ordre p.
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Si l’erreur de consistance est petite, le problème est bien approximé par la système linéaire.
Cela n’implique cependant pas que la solution trouvée soit bien approximée.

Exemple 36.18(Deux opérateurs différentiels proches dont les solutions sont loin)
Soit la partie Ω “ s0,8r, et les problèmes

"
L1u “ u1 “ 0 (36.88a)
up0q “ 1 (36.88b)

et
"
L2v “ v1 ´ εv “ 0 (36.89a)
vp0q “ 1. (36.89b)

Les solutions exactes sont upxq “ 1 et vpxq “ eεx.
En ce qui concerne les opérateurs, quelle que soit la norme utilisée nous avons

}L1 ´ L2} “ sup
}f}“1

}L1pfq ´ L2pfq} (36.90a)

“ sup
}f}“1

}εf} (36.90b)

“ ε. (36.90c)

Donc lorsque ε est petit, l’opérateur L2 approxime bien l’opérateur L1. Pour toutes les normes.
Mais ˇ̌

upxq ´ vpxqˇ̌ “ |1´ eεx|, (36.91)
donc quel que soit ε nous avons }u´ v}8 “ 8. Et d’ailleurs, quelle que soit la norme raisonnable
que nous mettons sur l’espace des fonctions, avoir }u´ v} “ 8 semble inévitable.

Donc deux opérateurs différentiels proches peuvent avoir des solutions lointaines. 4

36.3.2 Exemple

Soit l’opérateur différentiel L donné par

Lu “ ´u2 ` cu (36.92)

où c est une fonction. Nous considérons sur Ω “ s0, 1r l’équation différentielle

Lu “ 0. (36.93)

En ce qui concerne la discrétisation, nous définissons le maillage Ωh “ txi “ ihu avec i “ 0, . . . , N`
1. La solution approchée discrètement sera le vecteur v qui peut être vu comme fonction v : Ωh Ñ R.
Les nombres v0 et vN`1 sont a priori donnés par les conditions aux bords. Pour les autres vi nous
avons les équations

pLhvqi “ ´vi`1 ´ 2vi ` vi´1
h2 ` cpxiqvi. (36.94)

Cela est la définition de l’opérateur Lh, et le vecteur v solution de Lhv “ 0 est la solution du
problème au sens de la méthode des différences finies (pour peu qu’il existe, soit unique et tout
ça).

Pour calculer l’erreur de consistence, nous considérons une fonction u et nous posons ui “ upxiq.
Le vecteur puiq ainsi construit est approximé par v (on espère). Nous avons :

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ cpxiqui ´ pLuqpxiq. (36.95)

Pour étudier cela nous développons ui`1 “ upxi ` hq et ui´1 “ upxi ´ hq à l’ordre 4 : il existe
αi P rxi, xi ` hs et βi P rxi ´ h, xis tels que

ui`1 “ upxiq ` hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ` h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpαiq (36.96)
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et
ui´1 “ upxiq ´ hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ´ h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpβiq. (36.97)

Après simplification de plusieurs termes,

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ ciui ` u2pxiq ` ciui “ h2

4!
`
up4qpαiq ` up4qpβiq

˘
. (36.98)

Parler de la consistance du schéma demande d’étudier limhÑ0` }τh}, et pour cela, il faut préciser
la norme avec laquelle nous voulons travailler. L’ordre de consistance va dépendre de la norme
utilisée.

Pour la norme }.}8, les nombres up4qpαiq et up4qpβiq se majorent par }up4q}8 et nous avons

}τh}8 ď h2

12}u
p4q}8. (36.99)

Nous avons consistance d’ordre 2.

Remarque 36.19.
La valeur de }τh}8 dépend de la fonction u sur laquelle nous la calculons. Cependant nous avons
convergence }τh}8 Ñ 0 pour toute fonction (de classe disons C4).

La constante C pour laquelle nous avons }τh} ď Ch2 et donc qui nous vaut de pouvoir dire que
la consistance est d’ordre 2 ne dépend pas de h, ni des valeurs ponctuelles de u ou de ses dérivées,
mais dépend des normes de u et de ses dérivées (en l’occurrence seulement de la norme de up4q.)

Étudions la consistance pour la norme L1 :

}τh}1 “
ÿ

i

|τhpxiq| ď h2

12
ÿ

i

}up4q}8 (36.100)

où nous avons majoré chacun des up4qpαiq par }up4q}8. Combien de termes dans la somme ? Nous
avons h “ 1{pN ´ 1q et donc N “ p1` hq{h, ce qui donne

}τh}1 ď N
h2

12}u
p4q}8 “ p1` hqCh. (36.101)

La constante 1` h se majore par n’importe quelle constante strictement plus grande que 1. Nous
pouvons donc la rentrer dans C et écrire

}τh}1 ď Ch (36.102)

et donc avoir la consistance à l’ordre 1.

36.3.3 Consistance, stabilité et convergence

Lemme 36.20.
Soit un opérateur différentiel L, soit u la solution de Lu “ f et un schéma numérique pLh,Ωhq
pour cette équation. Nous notons uh la solution de Lhuh “ f . Alors nous avons

Lheh “ τh (36.103)

Et si de plus Lh est inversible,
}eh} ď }L´1

h }}τh}. (36.104)

Démonstration. Par définition uh est solution de Lhuh “ f en tant que fonctions sur Ωh. Nous
avons donc

Lheh “ Lhuh ´ Lhu (36.105)
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où u doit être compris comme la restriction de u à Ω. En appliquant au point xi,

pLhehqpxiq “ pLhuhqpxiqlooooomooooon
“fi

´pLhuqpxiq, (36.106)

mais fi “ pLuqpxiq parce que u est solution de Lu “ f . Donc

pLhehqpxiq “ pLuqpxiq ´ pLhuqpxiq “ τhpxiq. (36.107)

Si la matrice Lh est inversible nous avons eh “ L´1
h τh et donc

}eh} ď }L´1
h }}τh} (36.108)

par le lemme 12.17.

Bien entendu, en tant qu’opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, l’opérateur L´1
h

est borné pour chaque h. Mais si il n’y a pas une borne uniforme en h, alors le lemme 36.20 dit
qu’il n’y a pas d’espoir de majorer }eh} de façon à passer à la limite limhÑ0 }L´1

h }.
Définition 36.21.
Un schéma numérique est stable si il existe une constante C ą 0 indépendante de h telle que
}L´1

h } ď C.

Théorème 36.22.
En deux parties.
(1) Si un schéma discret est consistant et stable, alors il est convergeant.
(2) Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors il est convergeant à l’ordre p.

Démonstration. Nous savons du lemme 36.20 (qui s’applique parce que l’inversibilité de Lh est
dans la définition de la stabilité) que }eh} ď }L´1

h }}τh} et que }L´1
h } ď C. En passant à la limite 7,

lim
hÑ0

}eh} ď C lim
hÑ0

}τh} “ 0. (36.109)

La dernière limite est le fait que le schéma soit consistant. Le schéma est donc convergeant.
Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors

}eh} ď C}τh} ď C 1hp (36.110)

Il est donc également convergeant à l’ordre p.

36.3.4 Exemple : schéma à cinq points, laplacien en croix

Nous avions développé le schéma dont l’opérateur sur Ωh est (voir (36.64))

pLhuhqpxi, yjq “ 1
h2

`´ ui`1,j ´ ui,j`1 ` 4ui,j ´ ui´1,j ´ ui,j´1
˘
. (36.111)

Proposition 36.23.
Le schéma est :
(1) consistant à l’ordre 2,
(2) stable pour la norme uniforme et

}L´1
h }8 ď

1
8 , (36.112)

(3) convergeant à l’ordre 2 pour la norme }.}8.
7. Toutes les limites hÑ 0 sont en réalité des limites hÑ 0`, mais nous allégeons cette notation.
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Démonstration. Cet opérateur avait été construit de telle sorte à avoir (voir (36.63))

p∆uqpxi, yjq “ pLhuqpxi, yiq ` h2Rpx, y, hq (36.113)

où R peut être majoré indépendamment de h. En tant que fonctions sur Ωh nous avons

τh “ ∆u´ Lhu “ h2Rpx, y, hq, (36.114)

et donc }τh}8 ď Ch2, parce que le lemme 36.2(3) donne aussi

}R}8 ď C maxt}B
4u

Bx4 }8, }
B4u

By4 }8u. (36.115)

En ce qui concerne la stabilité nous allons utiliser le théorème 35.165. Nous considérons la
fonction

gpx, yq “ ´1
4px

2 ` y2q, (36.116)

qui vérifie ´∆g “ 1 sur le carré r0, 1s2. Nous considérons le vecteur gh d’indices pi, jq ÞÑ gij “
gpxi, yjq sur lequel nous calculons Lh :

pLhghqij “ 1
h2 p´gi`1,j ´ gi,j`1 ` 4gij ´ gi´1,j ´ gi,j´1q; (36.117)

en remplaçant les g par leurs valeurs en termes de xi, xi´1, xi`1, yj , yj´1 et yj`1, et ne tenant
compte du fait que xk “ kh et yl “ lh nous avons :

pLhghqij “ 1
4
`pi` 1q2´ j2` i2` pj ` 1q2´ 4i2´ 4j2` pi´ 1q2` j2` i2` pj ´ 1q2˘ “ 1. (36.118)

Donc Lhgh “ 1.
Vu que Lh est une M-matrice (proposition 36.11(2)), le théorème 35.165 nous dit alors que L´1

h

vérifie
}L´1

h }8 ď }gh}8. (36.119)

Mais
}gh}8 ď }g}8 “ g

`1
2 ,

1
2
˘ “ 1

8 . (36.120)

Notons que cela est bien une inégalité et non une égalité parce que rien n’assure que le point
p1{2, 1{2q soit sur le maillage ; donc rien n’assure que la valeur gp1{2, 1{2q ne soit parmi les valeurs
du vecteur discrétisé gh.

Notre schéma numérique est stable et consistant à l’ordre 2 pour la norme }.}8. Le théo-
rème 36.22 dit alors que le schéma est convergeant à l’ordre 2 pour la même norme.

36.4 Autres laplaciens
Nous avons vu le laplacien en croix (36.65)

p∆hfqpx, yq “ 1
h2

`´ 4fpx, yq ` fpx` h, yq ` fpx´ h, yq (36.121a)

` fpx, y ` hq ` fpx, y ´ hq˘ (36.121b)

qui vérifie
∆hf “ ∆f `Kh2, (36.122)

ainsi que le laplacien en carré (36.74)

p∆1
hfqpx, yq “

1
2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (36.123a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯

(36.123b)
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qui vérifie également ∆1
hf “ ∆f `Kh2.

A priori toutes combinaisons de la forme

a∆h ` b∆1
h (36.124)

avec a ` b “ 1 est valable comme tentative de discrétiser le laplacien. Ce sont des schémas à 9
points. Évidemment la matrice Lh correspondante va être moins creuse, mais nous pouvons espérer
ajuster a et b de telle sorte à obtenir une consistance d’un ordre supérieur à 2.

Nous allons développer les ∆hf et ∆1
hf à l’ordre 4 (reste à l’ordre 6). Quelques remarques avant

de commencer.
(1) Allez relire la proposition 13.274 et les notations qui vont avec pour comprendre les différen-

tielles.
(2) Écrivez les formules du type (13.689) pour d2f et d4f .
(3) Allez relire le développement de Taylor du théorème 13.363.
(4) À l’ordre zéro, il n’y a rien parce que le terme ´4fpx, yq compense les quatre termes d’ordre

zéro des autres termes.
(5) Aux ordres impairs, il n’y a rien. En effet, prenons un nombre impair l et la formule

pdlfqxph, . . . , hq “
ÿ

i1,...,il

hi1 . . . hil
Blf

Bxi1 . . . Bxil
pxq. (36.125)

Nous avons
pdlfqxph, . . . , hq ` pdlfqxp´h, . . . ,´hq “ 0. (36.126)

Or dans les expressions (36.123) et (36.121), les termes arrivent par pair opposées.
Commençons par calculer h2p∆hfqpx, yq.

Ordre 4 . Le premier terme est :

pd2fqpx,yq
`ph, 0q, ph, 0q˘ “ h2pd2fqpx,yq

`p1, 0q, p1, 0q˘. (36.127)

La formule (13.689) à peine adaptée permet de calculer ça explicitement.
Il y a encore les termes du même type avec p0, 1q, p´1, 0q et p0,´1q.

Ordre 4 Cette fois, ce sont 4 termes du type

h4pd4fqpx,yq
`p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q˘ (36.128)

à calculer.
Cela fait beaucoup de termes à calculer. Je vous laisse vous persuader que le programme suivant
en Sage nous donne les coefficients.

1 # ! / usr / bin / env python3
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4

5 x,y=var("x , y ")
6

7 C=[]
8 C.append(x)
9 C.append(y)

10

11 def coef4(h):
12 S=0
13 for i in [0,1]:
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14 for j in [0,1]:
15 for k in [0,1]:
16 for l in [0,1]:
17 S=S+h[i]*h[j]*h[k]*h[l]*C[i]*C[j]*C[k]*C[l]
18 return S
19

20 def coef2(h):
21 S=0
22 for i in [0,1]:
23 for j in [0,1]:
24 S=S+h[i]*h[j]*C[i]*C[j]
25 return S
26

27 cross =[]
28 square =[]
29

30 cross.append( [1,0] )
31 cross.append( [-1,0] )
32 cross.append( [0,1] )
33 cross.append( [0,-1] )
34

35 square =[]
36 square.append( [-1,-1] )
37 square.append( [1,-1] )
38 square.append( [-1,1] )
39 square.append( [1,1] )
40

41

42 print (" Cross scheme : ")
43

44 K= sum ( coef2(v) for v in cross )
45 L= sum ( coef4(v) for v in cross )
46 print (K)
47 print (L)
48

49 print (" square scheme : ")
50

51 K= sum ( coef2(v) for v in square )
52 L= sum ( coef4(v) for v in square )
53 print (K)
54 print (L)

tex/sage/coefs.sage

Le résultat est que, en utilisant la formule

B4
xf ` 2B4

xxyyf ` B4
yf “ ∆∆f, (36.129)
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nous avons

p∆hfqpx, yq “ 1
2p2B

2
xf ` 2B2

yfqpx, yq `
1
4!2h

2pB4
xf ` B4

yfqpx, yq `Kh4 (36.130a)

“ p∆fqpx, yq ` 1
12h

2pB4
xf ` B4

yfqpx, yq `Kh4 (36.130b)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

122B4
xxyyf `Kh4 (36.130c)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

6 B
4
xxyyf `Kh4 (36.130d)

où K est une constante qui peut être majorée en terme des dérivées quatrièmes de f . En particulier
la plus grande des normes supremum de ces dérivées.

Le même genre de calculs donnent

p∆1
hfqpx, yq “

1
2

”1
24∆f ` h2

4! p4B
4
xf ` 24B2

xB2
yf ` 4B2

yfq
ı
`Kh4. (36.131)

Ça donne :

p∆1
hfq “ ∆f ` h2

12∆∆f ` h2

3 B
4
xxyyf `Kh4 (36.132)

avec redéfinition du K ; nous ne le préciserons plus à chaque fois.
Nous avons donc le résultat proposé dans [480] :

a∆hf ` b∆1
hf “ pa` bq∆f ` pa` bq

h2

12∆2f ` h2 1
6pa´ 2bqB4

xxyyf `Kh4. (36.133)

L’idée est d’appliquer ça à une fonction u qui vérifie l’équation différentielle ´∆u “ f (attention au
clash de notation pour f). Le mieux est de supprimer le terme en Bxxyyf en demandant a´2b “ 0.
Nous avons donc à résoudre le système

"
a` b “ 1 (36.134a)
a´ 2b “ 0. (36.134b)

Qui propose une décomposition PLU pour résoudre ce système linéaire ? Quelle que soit la manière,
la solution est

a “ 2
3 , b “ 1

3 .
(36.135)

Nous allons donc étudier la discrétisation à neuf points

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h. (36.136)

En faisant quelques additions nous trouvons que l’opération

pLhuqpxi, yjq “ 1
6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯ (36.137)

vérifie
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (36.138)

36.4.1 Travail avec le laplacien à 9 points

Nous allons écrire un schéma numérique pour l’équation différentielle ´∆u “ f utilisant la dis-
crétisation à 9 points du laplacien. Nous recopions ses propriétés fondamentales (36.136), (36.137),
(36.138) :

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h, (36.139)
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et
pLhuqpxi, yjq “ 1

6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯
,

(36.140)

et
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (36.141)

Nous appliquons (36.141) à u et nous isolons ∆u :

∆u “ Lhu´ h2

12∆2u`Kh4 “ 1
6h2Thu`

h2

12∆f `Kh4 (36.142)

où nous avons utilisé ∆2u “ ´∆f et avons noté

Thu “ ´20uij`4pui`1,j`ui´1,j`ui,j`1`ui,j´1q`ui`1,j`1`ui´1,j`1`ui`1,j´1`ui´1,j´1. (36.143)

Nous imposons maintenant ∆u “ ´f en écrivant

1
6h2Thu “ ´f ´

h2

12∆f ` αphqh4. (36.144)

Une idée est de remplacer ∆f par son approximation en croix (36.122) :

Thu “ ´6h2f ´ h4

2 p∆hf `Kh2q ` αphqh6 (36.145)

Avec quelques calculs nous trouvons le schéma numérique suivant :

20uij ´ 4pui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ´ ui,j´1q ´ ui`1,j`1 ´ ui´1,j`1 ´ ui`1,j´1 ´ ui´1,j´1 (36.146a)

“ h2

2 p8fij ` fi`1,j ` fi´1,j ` fi,j`1 ` fi,j´1q ` αphqh6. (36.146b)

En oubliant le terme en αphqh6, nous obtenons un système d’équations linéaires.
Problèmes et choses à faire

Il me semble que ce schéma donne une convergence d’ordre 6. C’est correct ?



Chapitre 37

Variables aléatoires et théorie des
probabilités

37.1 Espace de probabilité
Définition 37.1.
Une mesure de probabilité sur un espace mesurable 1 pΩ,Aq est une mesure positive telle que
P pΩq “ 1. Dans ce cas, le triple pΩ,A, P q est un espace de probabilité.

Un point ω P Ω est une observation, une partie mesurable A P A est un événement.
L’ensembleAYB représente l’événementA ouB tandis que l’ensembleAXB représente l’événement
A et B.

Si les An sont des événements, nous avons défini en 8.27 limite supérieure et la limite inférieure
de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (37.1)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (37.2)

Si ω P lim inf An, alors ω réalise tous les An sauf un nombre fini.
Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu. (37.3)

Théorème 37.2 (Borel-Cantelli).
Si 8ÿ

n“1
P pAnq ă 8 (37.4)

alors P plim supAnq “ 0.

Démonstration. La condition
ř
ně1 P pAnq ă 8 signifie que la fonction

ϕ “
ÿ

ně1
1An (37.5)

est P -intégrable. Par conséquent, elle est finie presque partout (au sens de P ), c’est-à-dire

P pϕ “ 8q “ 0. (37.6)

Les points ω sur lesquels ϕpωq “ 8 sont ceux tels que
ÿ

ně1
1Anpωq “ 8, (37.7)

1. Espace mesurable : 15.1, mesure positive : 15.20.

1999
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c’est-à-dire les ω qui appartiennent à une infinité d’ensembles An, ou encore les ω P lim supAn.
Nous avons donc montré que

tω tel que ϕpωq “ 8u “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu “ lim supAn. (37.8)

Or l’hypothèse signifie que la probabilité du membre de gauche est nulle.

Corollaire 37.3.
Si

ř8
n“1 P pAAnq ă 8, alors presque surement tous les Bn sont réalisés à l’exception d’un nombre

fini.

37.2 Variables aléatoires

Définition 37.4.
Une variable aléatoire est une application mesurable

X : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (37.9)

Nous convenons que R1 “ R̄, c’est-à-dire que dans le cas où la variable aléatoire X est réelle,
nous acceptons les valeurs ˘8.

Définition 37.5.
Une variable aléatoire réelle X est absolument continue s’il existe une fonction positive et
intégrable f : RÑ R telle que pour tout intervalle I Ă R,

P pX P Iq “
ż

I
fptqdt. (37.10)

Nous disons alors que f est la densité de X.

Cela ne devrait pas être sans rappeler la définition 18.20.

37.2.1 Indépendance

La définition suivante vient de l’instructive motivation de [481]. La définition d’indépendance
de deux événements se généralise à n événements de la façon suivante.

Définition 37.6.
Nous disons que les événements A1, . . . , An sont indépendants si pour tout choix ti1, . . . , iku Ă
t1, . . . , nu nous avons

P pAi1 X . . .XAikq “ P pAi1q . . . P pAikq. (37.11)

Les sous tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si pour tout choix Ai P Ai, les événements Ai
sont indépendants.

Exemple 37.7
Soit Ω “ r0, 1sˆr0, 1s muni de la mesure de Lebesgue. Soient A “ r0, asˆr0, 1s et B “ r0, 1sˆr0, bs.
Nous avons P pAq “ a et P pBq “ b ainsi que P pAYBq “ ab. 4

Lemme 37.8.
Les tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si et seulement si

P pA1 X . . .XAnq “ P pA1q . . . P pAnq (37.12)

pour tout Ai P Ai.
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Démonstration. L’implication dans le sens direct découle immédiatement des définitions.
Nous supposons avoir un choix pAiqi“1,...,n avec Ai P Ai et nous devons montrer que ces

événements sont indépendants, c’est-à-dire que si J Ă t1, . . . , nu alors les événements pAjqjPJ sont
indépendants. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que si i R J , Ai “ Ω. Alors nous
avons

P
` č

jPJ
Aj

˘ “ P
` nč

i“1
Ai

˘ “
nź

i“1
P pAiq “

ź

jPJ
P pAjq (37.13)

parce que P pAiq “ P pΩq “ 1 lorsque i n’est pas dans J .

Si A est un événement, la tribu engendrée par A est

σpAq “ tH, A, AA,Ωu. (37.14)

Soit X : Ω Ñ Rd une variable aléatoire. Conformément à la définition 15.46, la tribu engen-
drée est

AX “ tX´1pBq tel que B P BorpRdqu. (37.15)

Cela est la plus petite tribu sous tribu de A pour laquelle X est mesurable. Elle sera aussi (le plus)
souvent notée σpXq.
Définition 37.9.
Nous disons que les variables aléatoires Xk : Ω Ñ Rd sont indépendantes lorsque les tribus
engendrées AX1 , . . . ,AXn le sont.

Remarque 37.10.
Il n’a de sens de dire que X1 et X2 sont indépendants que si X1 et X2 sont des applications dont
l’espace de départ est identique.

Si nous voulons modéliser le jet de deux pièce indépendantes, le mauvais choix est de faire
Ω “ t0, 1u, y mettre la mesure d’équiprobabilité, et de considérer les deux variables aléatoires

Xipωq “
#
f si ω “ 0
p si ω “ 1.

(37.16)

Ces deux variables sont évidemment pas indépendantes. Il faut poser Ω “ t0, 1u ˆ t0, 1u, y mettre
la mesure d’équiprobabilité et poser

X1px, yq “
#
f si x “ 0
p si x “ 1

, (37.17)

X2px, yq “
#
f si y “ 0
p si y “ 1

, (37.18)

Ces variables aléatoires sont indépendantes. Par exemple

X´1
1 tpu “ tp1, 0q, p1, 1qu (37.19a)

X´1
2 tpu “ tp0, 1q, p1, 1qu (37.19b)

et on a bien
P
`
X´1

1 tpu XX´1
2 tpu˘ “ P tp1, 1qu “ 1

4 (37.20)

ainsi que

P tX´1
p ppqu “ 1

2 (37.21a)

pour i “ 1 et i “ 2.
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Proposition 37.11.
Soient pXk : Ω Ñ Rdkq des variables aléatoires indépendantes.
(1) Si Bk P BorpRdkq. Alors

P pXk P Bk@k ď nq “ P pX1 P B1q . . . P pXn P Bnq. (37.22)

(2) Les événements tXi P Biu sont indépendants.
(3) Les tribus engendrées par des Xi et d’autres sont indépendantes. Plus précisément, si I et J

sont deux ensembles disjoints de N alors les tribus

σptXi, i P Iuq (37.23)

et
σptXi, i P Juq (37.24)

sont indépendantes.

Démonstration. Lorsque nous écrivons Xi P Bi, nous parlons de l’événement

pXi P Biq “ tω P Ω tel que Xipωq P Biu “ X´1
i pBiq P AXi . (37.25)

Vu que par hypothèse les tribus pAiq sont indépendantes, le lemme 37.8 nous montre que

P
` nč

i“1
Xi P Bi

˘ “
ź

i

P pXi P Biq. (37.26)

Il reste à voir que l’ensemble X´1
i pBiq fait partie de la tribu A de départ. Cela est la définition du

fait que l’application Xi soit une variable aléatoire : elle doit être mesurable en tant qu’application

Xi : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (37.27)

Les affirmations (2) et (3) ne sont que des façons alternatives d’exprimer la même chose.

Lemme 37.12.
Les événements pAiqi“0,...,n sont indépendants si et seulement si les événements que nous obtenons
en remplaçant certains des Ai par AAi le sont.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons nous contenter de prouver que les événe-
ments AA0, A1, . . . , An sont indépendants sous l’hypothèse que les événements A0, A1, . . . , An sont
indépendants. Soit I un sous-ensemble de t1, . . . , nu. Nous avons

P
`AA0

č

iPI
Ai

˘ “ P
`č

iPI
Aiz

č

iPI
Ai XA0

˘
(37.28a)

“ P
`č

iPI
Ai

˘´ P `
č

iPI
Ai XA0

˘
(37.28b)

“ P
`č

iPI
Ai

˘`
1´ P pAA0q

˘
(37.28c)

“ P
`č

iPI
Ai

˘
P pAA0q. (37.28d)

Proposition 37.13.
Les événements pAiqi“1,...,n sont indépendants si et seulement si les variables aléatoires associées
1A1 , . . . ,1An le sont.
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Démonstration. La tribu engendrée par la variable aléatoire 1Ak est

A1Ak “ tH, Ak, AAk,Ωu. (37.29)

En effet si 1 P B, alors Ai Ă 1´1
Ai
pBq, et si 0 P B, alors AAi Ă 1´1

Ai
pBq. Les éléments 0 et 1 sont

tous deux soit dans B, soit hors de B. Cela donne les 4 possibilités énumérées dans (37.29).
Supposons que les événements pAiq sont indépendants. Nous devons vérifier que les tribus le

soient, c’est-à-dire que les événements Ai et AAj sont indépendants. Cela est une conséquence du
lemme 37.12.

Théorème 37.14 (Doob[236]).
Soit X : Ω Ñ Rd une variable aléatoire. Une fonction Y : Ω Ñ Rp est une variable aléatoire
AX-mesurable si et seulement s’il existe une fonction borélienne f : Rd Ñ Rp telle que Y “ fpXq.
Proposition 37.15.
Soient des variables aléatoires Xk : Ω Ñ Rdk des variables aléatoires indépendantes et des fonctions
boréliennes fk : Rdk Ñ Rpk . Alors les variables aléatoires fkpXkq sont indépendantes.
Démonstration. Le théorème 37.14 assure que les applications

fk ˝Xk : Ω Ñ Rdk (37.30)

sont AXk -mesurables. En particulier pour tout borélien B Ă Rpk , nous avons X´1
k ˝f´1

k pBq P AXk .
Nous avons donc

σpfk ˝Xkq Ă σpXkq, (37.31)

et par conséquent les tribus σpfk ˝ Xkq sont indépendantes étant donné que les tribus σpXkq le
sont.

Lemme 37.16 (Lemme de regroupement).
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et pAqiPI une famille de tribus indépendantes dans A. Si
pMjqjPJ est une partition de I, alors les tribus

Bj “ σ
` ď

iPMj

Ai

˘
(37.32)

sont indépendantes.
Si les variables aléatoires tX1, X2, X3, X4, X5u sont indépendantes, et si f et g sont des fonc-

tions mesurables, alors les variables aléatoires fpX2, x3, X5q et gpX1, X4q sont indépendantes.
Une preuve a l’air d’être donnée dans [482].

37.2.2 Lois conjointes et indépendance

Définition 37.17.
Deux événements A et B sont dits indépendants si

P pAXBq “ P pAqP pBq. (37.33)

Si nous considérons n variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn : Ω Ñ R, la loi du n-uplet X “
pX1, . . . , Xnq est une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn appelée la loi conjointe des lois Xi. Dans ce
cas, les variables aléatoires Xi elles-mêmes sont dites lois marginales de X.

Proposition 37.18.
Les variables aléatoires tXiu sont indépendantes si et seulement si

PpX1,...,Xnq “ PX1 b . . .b PXn . (37.34)
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Définition 37.19.
Soient tXiu1ďiďn des variables aléatoires réelles (pas spécialement indépendantes). La densité
conjointe de X1,. . . ,Xn est la fonction f : Rn Ñ R qui satisfait
(1) fpx1, . . . , xnq ě 0 pour tout px1, . . . , xnq P Rn,
(2)

ş
Rn

f “ 1,
(3) pour tout Ai Ă R nous avons

P p
nč

i“1
Xi P Aiq “

ż
ś
i Ai

fpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn. (37.35)

Proposition 37.20.
Si les variables aléatoires X1,. . .Xn sont indépendantes et ont des densités fX1,. . . ,fXn, alors la
variable aléatoire conjointe X “ pX1, . . . , Xnq a pour densité conjointe la fonction

fXpx1, . . . , xnq “ fX1px1q . . . fXnpxnq. (37.36)

Démonstration. En partant de la définition de l’indépendance et de la fonction de densité conjointe,
ainsi qu’en utilisant le théorème de Fubini,

ż

A1ˆ...ˆAn
fXpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn “ P pX1 P A1, . . . , Xn P Anq

“ P pX1 P A1q . . . P pXn P Anq
“

ˆż

A1

fX1px1qdx1

˙
. . .

ˆż

An

fXnpxnqdxn
˙

“
ż

A1ˆ...ˆAn
fX1px1q . . . fXnpxnqdx1 . . . dxn.

(37.37)

La fonction px1, . . . , xnq ÞÑ fX1px1q . . . fXnpxnq vérifie donc la condition (3) de la définition 37.19.
La vérification des autres conditions est immédiate.

La proposition suivante provient du fait que la mesure d’une loi conjointe est le produit des
mesures lorsque les variables aléatoires sont indépendantes (proposition 37.18).

Proposition 37.21 ([236]).
Si les variables aléatoires réelles X1,. . . ,Xn sont intégrables et indépendantes, alors leur produit
est intégrable et l’espérance du produit est égal au produit des espérances :

EpX1 ¨ ¨ ¨Xnq “ EpX1q . . . EpXnq. (37.38)

37.2.3 Somme et produit de variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles indépendantes. Nous voudrions étudier la loi
de la variable aléatoire S “ X ` Y . Nous commençons par calculer la fonction de répartition en
utilisant le résultat de la proposition 37.20 :

FX`Y pzq “ P pX ` Y ď zq “
ż

x`yďz
fX,Y px, yqdx dy (37.39a)

“
ż 8

´8
dx

ż z´x

´8
dyfXpxqfY pyq (37.39b)

“
ż

R

ˆż z´x

´8
fY pyqdy

˙
fXpxqdx (37.39c)

“
ż

R

FY pz ´ xqfXpxqdx. (37.39d)
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Pour calculer la fonction de densité de S, nous dérivons la fonction de répartition :

fX`Y pzq “ dFX`Y
dz

pzq (37.40a)

“
ż

R

fY pz ´ xqfXpxqdx, (37.40b)

ce qui nous amène à dire que la densité de la somme est le produit de convolution 2 des densités :

fX`Y pxq “
ż

R

fY px´ tqfXptqdt, (37.41)

ou encore fX`Y “ fX ˚ fY .
Notez que nous avons passé sous le silence la difficulté d’inverser la dérivée et l’intégrale. Un

exemple sera donné au point 37.5.8.

Lemme 37.22.
Soient X et Y , deux variables aléatoires indépendantes. Alors

EpXY q “ EpXqEpY q. (37.42)

Démonstration. Par indépendance et par proposition 37.20, la fonction de densité conjointe de X
et Y vaut fX,Y “ fXfY . Par conséquent l’utilisation de Fubini sous la forme (15.811) entraine

EpXY q “
ż

RˆR
xyfX,Y px, yqdxdy “ EpXqEpY q. (37.43)

Nous dirons tout un tas de chose sur l’indépendance et la variance en 37.5.13, mais pour
l’instant nous allons mentionner et démontrer déjà ceci :

Lemme 37.23.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q. (37.44)

Démonstration. Par définition, VarpX ` Y q “ E
`rX ` Y ´ EpXq ´ EpY qs2˘. En développant le

carré et en utilisant le lemme 37.22,

VarpX ` Y q “ EpX2q ´ EpXq2 ` EpY 2q ´ EpY q2 “ VarpXq `VarpY q. (37.45)

Exemple 37.24
Deux variables aléatoires non indépendantes dont la covariance est nulle. Nous considérons la
variable aléatoire

Z : Ω Ñ tp1, 0q, p´1, 0q, p0, 1q, p0,´1qu (37.46)

de loi uniforme. C’est-à-dire que P
`
Z “ z

˘ “ 1
4 pour tout z. Ensuite nous considérons les variables

aléatoires X “ proj1 ˝Z et Y “ proj2 ˝Z. Toute personne étant capable de compter jusqu’à 4
voit que

P pX “ 1q “ P pX “ ´1q “ 1
4 (37.47a)

P pX “ 0q “ 1
2 , (37.47b)

2. Définition 28.52.
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et les mêmes probabilités pour Y . De même EpXq “ EpY q “ 0. Par conséquent

CovpX,Y q “ EpXY q “ 0 (37.48)

parce que pour tout ω P Ω nous avons soit Xpωq “ 0 soit Y pωq “ 0. Ces variables aléatoires X et
Y ne sont donc pas corrélées.

Mais elles ne sont pas indépendantes pour autant, comme nous allons le voir pas plus tard
qu’immédiatement. Nous avons

P pX “ 0|Y “ 0q “ P pX “ 0, Y “ 0q
P pY “ 0q “ 0 (37.49)

parce que X et Y ne peuvent pas être simultanément nulles, tandis que

P pX “ 0qP pY “ 0q “ 1
4 . (37.50)

4

37.2.4 Espérance

Nous dirons que la variable aléatoire X a un moment d’ordre p si X P LppΩ,A, P q (1 ď p ă
8). Si X est intégrable (c’est-à-dire si X P L1), alors nous définissons l’espérance de X par

EpXq “
ż

Ω
XdP P Rd. (37.51)

Si EpXq “ 0 nous disons que la variable aléatoire est centrée. La variable aléatoire X ´EpXq est
la variable aléatoire centrée associée à X.

Le moment d’ordre p de la variable aléatoire X est l’espérance

mnpXq “ EpXnq. (37.52)

Proposition 37.25.
Si X et Y sont deux variables aléatoires (pas spécialement indépendantes), nous avons

EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q. (37.53)

Nous donnons la preuve dans le cas de variables aléatoires indépendantes. Le cas plus général
de variable aléatoires non indépendantes peut être trouvé dans [483].

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

EpX ` Y q “
ż

R

xfX`Y pxqdx (37.54a)

“
ż

R

x

ż

R

fY px´ tqfXptqdtdx (37.54b)

“
ż

R

fXptq
ż

R

xfY px´ tqdx
looooooooomooooooooon

“EpY q`t

dt (37.54c)

“
ż

R

fXptq
`
EpY q ` t˘dt (37.54d)

“ EpY q `
ż

R

tfXptqdt (37.54e)

“ EpY q ` EpXq (37.54f)

où nous avons utilisé la proposition 37.41 et le fait que l’intégrale sur R d’une densité vaut 1.
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Une application de l’inégalité de Hölder (proposition 28.33) est la suivante. Si X et Y sont des
variables aléatoires intégrables alors

EpXY q ď EpX2q1{2EpY 2q1{2. (37.55)

En effet
EpXY q ď }XY }L1pΩq ď }X}L2pΩq}Y }L2pΩq. (37.56)

37.2.5 Variance

Si X P L2pΩ,A, P q alors nous définissons la variance de X par

VarpXq “ E
`rX ´ EpXqs2˘. (37.57)

Proposition 37.26.
La variance de la variable aléatoire X peut être exprimée par la formule

VarpXq “ EpX2q ´ rEpXqs2 (37.58)

où X2 “ X ·X et EpXq2 “ EpXq·EpXq sont des produits scalaires dans Rd.

Démonstration. De façon explicite, nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “

ż

Ω

`
Xpωq ´ EpXq˘·

`
Xpωq ´ EpXq˘dP pωq (37.59)

où EpXq P Rd est une constante. En développant le produit scalaire nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “ E

`
X2 ´ 2X ·EpXq ` EpXq2˘ (37.60a)

“ EpX2q ´ 2EpXq2 ` EpXq2 (37.60b)
“ EpX2q ´ EpXq2. (37.60c)

Nous définissons l’écart-type de X par

σX “
a

VarpXq. (37.61)

En d’autres termes,
σX “ }X ´ EpXq}L2 . (37.62)

On définit encore la moyenne quadratique de X par

}X}L2 “ “
EpX2q‰1{2

. (37.63)

La variable aléatoire
V̄n “ 1

n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2 (37.64)

est la variance empirique de l’échantillon pXiq.
Lemme 37.27.
Si X est une variable aléatoire,
(1) Varpaxq “ a2 VarpXq pour tout a P R ;
(2) Si de plus Y est une variable aléatoire indépendante de X, alors VarpX ` Y q “ VarpXq `

VarpY q.
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Démonstration. Nous avons

VarpX ` Y q “ EpX2 ` Y 2 ` 2XY q ´ `
EpXq ` EpY q˘2 (37.65a)

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q ´ EpXq2 ´ EpY q2 ` 2EpXqEpY q. (37.65b)

Étant donné que X et Y sont indépendantes nous avons EpXY q “ EpXqEpY q par le lemme 37.22.

Si les X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires on considère la moyenne empirique

X̄n “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

n
. (37.66)

37.2.6 Covariance

Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles. Leur covariance est définie par

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(37.67)

L’idée est que la covariance devient grande si X et Y s’écartent de leurs moyennes dans le même
sens. Il existe une formule alternative :

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q (37.68)

En ce qui concerne les dimensions plus hautes, si X : Ω Ñ Rd est un vecteur aléatoire de carré
intégrable, nous définissons

CovpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘b `

X ´ EpXq˘
ı

(37.69)

où par a b b nous entendons la matrice pa b bqij “ aibj . Cela peut aussi être noté atb si l’on fait
bien attention à qui est un vecteur colonne et qui est un vecteur ligne.

Proposition 37.28.
Si X et Y sont deux variables aléatoires non spécialement indépendantes, nous avons

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (37.70)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul en partant de

VarpX ` Y q “ E
`pX ` Y q2˘´ EpX ` Y q2

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q
` `

EpXq ` EpY q˘2 ´ 2EpXq2 ´ 2EpXqEpY q
´ 2EpY qEpXq ´ 2EpY q2.

(37.71)

À partir d’ici il s’agit de recombiner tous les termes pour former la formule annoncée.

Plus généralement nous avons la formule

Varp
ÿ

i

Xiq “
ÿ

i

VarpXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn
CovpXi, Xjq. (37.72)
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37.2.7 Probabilité conditionnelle : événements

Proposition-définition 37.29.
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et B P A avec P pBq ą 0. Alors avec la formule

PBpAq “ P pAXBq
P pBq , (37.73)

l’espace pΩ,A, PBq est un espace probabilisé. Nous notons PBpAq le nombre P pA|Bq et nous le
nommons probabilité conditionnelle de A sachant B.

Démonstration. On vérifie que pΩ,A, PBq est un espace de probabilité parce que PBpΩq “ 1 et

PBp
ď

i

Aiq “
ÿ

i

PBpAiq (37.74)

si les Ai sont deux à deux disjoints.

Une conséquence immédiate de (37.73) est que si A et B sont des événements indépendants
alors

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq “ P pAq. (37.75)

La probabilité conditionnelle à B est quelque chose qui ne tient compte que de ce qui se passe
dans B. Si K est un événement tel que AXB “ K XB, alors

P pA|Bq “ P pK|Bq. (37.76)

Théorème 37.30.
Soient pBnqně1 une partition finie de Ω telle que P pBiq ą 0. Soit A P A tel que P pAq ą 0.
(1) Si A, B et C sont des événements, alors

P pAXB|Cq “ P pA|B X CqP pB|Cq. (37.77)

(2) Si P pBq ą 0, alors P pAXBq “ P pA|BqP pBq “ P pB|AqP pAq.
(3) On a la formule des probabilités totales :

P pAq “
nÿ

i“1
P pA|BiqP pBiq “

ÿ

i

P pAXBiq. (37.78)

(4) On a la formule de Bayes :

P pBk|Aq “ P pA|BkqP pBkqř
i P pA|BiqP pBiq

. (37.79)

Démonstration. (1) En développant le membre de droite,

P pAXB|Cq “ P pAXB X Cq
P pB X Cq

P pB X Cq
P pCq

“ P pAXB|Cq.
(37.80)

(2) C’est la définition de P pA|Bq et P pB|Aq.
(3) Vu que les Bi forment une partition, nous avons

P pAq “
ÿ

i

P pAXBiq “
ÿ

i

P pA|BiqP pBiq. (37.81)

(4) En utilisant les deux premiers points, nous trouvons

P pA|BkqP pBkq “ P pAXBkq
“ P pBk|AqP pAq
“ P pBk|Aq

ÿ

i

P pA|BiqP pBiq.
(37.82)
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37.2.8 Espérance conditionnelle

Théorème-définition 37.31 (Définition de l’espérance conditionnelle[385]).
Soit un espace de probabilité pΩ,A, P q et une variable aléatoire intégrable X : Ω Ñ R. Pour chaque
sous tribu F de A, il existe une (presque partout) unique variable aléatoire Y : Ω Ñ R telle que
(1) Y est F-mesurable
(2) Y est P -intégrable
(3) pour tout B P F , ż

B
XdP “

ż

B
Y dP. (37.83)

Cette variable aléatoire sera notée EpX|Fq pour des raisons qui apparaîtront plus tard.

Démonstration. Remarquons que prendre Y “ X ne fonctionne pas parce qu’en général si O est
mesurable dans R, alors X´1pOq est dans la tribu A, mais n’est pas automatiquement dans la
tribu F . Il faudra donc un peu plus travailler.
Unicité Si Y1 et Y2 vérifient tous les deux les conditions, l’ensemble tY1 ă Y2u est un élément de

F et nous avons ż

tY1ăY2u
X “

ż

Y1ăY2

Y1 “
ż

Y1ăY2

Y2. (37.84)

En particulier nous avons
ş
tY1ăY2upY1 ´ Y2q “ 0 et donc

pY1 ´ Y2q1Y1´Y2 “ 0 (37.85)

presque partout. Le corollaire 15.180 montre alors que Y1 ´ Y2 ě 0 presque partout. De la
même manière, l’ensemble tY2 ă Y1u est dans F et nous trouvons que Y2 ´ Y1 ě 0 presque
partout. Par conséquent Y1 “ Y2 presque partout.

Existence dans le cas de carré intégrable Nous supposons queX P L2pΩ,A, P q et nous consi-
dérons K, le sous-ensemble de L2pΩ,A, P q des fonctions F-mesurables. Le théorème des
projections 26.5 nous indique que

L2pΩ,A, P q “ K ‘KK (37.86)

par la décomposition X “ projK X ` pX ´ projK Xq. La variable aléatoire Y “ projK X
a les propriétés d’être F-mesurable et xY ´X,Zy “ 0 pour tout Z P K. Soit A P F , si nous
considérons Z “ 1A, la dernière condition signifie que

ż

Ω
X1A “

ż

Ω
Y 1A, (37.87)

ou encore ż

A
Y “

ż

A
X. (37.88)

La variable aléatoire Y “ projKpXq répond donc à la question lorsque X P L2pΩ,F , P q.
Existence en général Nous considérons maintenant que X P L1pΩ,A, P q. Quitte à décomposer

X en deux fonctions positives X` et X´ telles que X “ X` `X´, nous pouvons supposer
que X est positive. Par hypothèse X P L1pΩ,A, P q ; pour chaque n P N nous posons

Xnpωq “ mintXpωq, nu. (37.89)

Étant donné que la mesure P est une mesure de probabilité, les constantes sont intégrables
et Xn P L2pΩ,A, P q. De plus la suite pXnq est croissante et

lim
nÑ8Xnpωq “ Xpωq. (37.90)
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Si nous notons encore K l’ensemble des variables aléatoires dans L2pΩ,A, P q qui sont F-
mesurables, pour chaque n nous avons donc la variable aléatoire

Yn “ projK Xn “ EpXn|Fq (37.91)

qui est F-mesurable et telle que ż

A
Xn “

ż

A
Yn (37.92)

pour tout A P F . Nous voudrions prouver que la variable aléatoire Y “ limn Yn existe et est
la solution au problème, c’est-à-dire est EpX|Fq.
Commençons par prouver que Yn ě 0 presque partout. Pour cela nous remarquons que
l’ensemble tYn ă 0u est mesurable et

0 ě
ż

Ynă0
Yn “

ż

Ynă0
Xn ě 0. (37.93)

La première inégalité est évidente et la dernière est due au fait que Xn est positive. Par
conséquent ż

Ynă0
Yn “ 0 (37.94)

et le lemme 15.180 conclut que P pYn ă 0q “ 0.
Soit Z : Ω Ñ R une variable aléatoire positive dans L2pΩ,A, P q. Montrons que projK Z est
encore positive. Pour cela nous considérons l’ensemble A “ tprojK Z ă 0u et les inégalités

0 ď
ż

A
Z “

ż

A
projK Z ď 0, (37.95)

ce qui montre que
ş
A projK Z “ 0 et par conséquent que P tprojKpZq ă 0u “ 0. Cela nous

montre que la projection depuis L2 conserve la positivité.
Étant donné que Xn´1 ´Xn ě 0 nous avons aussi

Yn´1 ´ Yn ě 0 (37.96)

La suite de fonctions
n ÞÑ Yn “ EpXn|Fq (37.97)

est croissante et vérifie le théorème de la convergence monotone :
ż

A
X “ lim

nÑ8

ż

A
Xn “ lim

nÑ8

ż

A
EpXn|Fq “

ż

A
lim
nÑ8EpXn|Fq “

ż

A
Y. (37.98)

Par conséquent EpX|Fq existe et

Y “ lim
nÑ8EpXn|Fq “ EpX|Fq. (37.99)

37.32.
Vu la définition 37.31 nous pourrions croire que la variable aléatoire EpX|Fq “ X fait l’affaire. Il
n’en est rien parce que la variable aléatoire X n’est pas spécialement F-mesurable alors qu’il est
requis que EpX|Fq le soit. Avec la tribu F “ tH,Ωu, nous n’avons en général pas que X´1pBq P F
pour tout borélien B.

Par contre si σpXq est la tribu engendrée par la variable aléatoire X, alors E
`
X|σpXq˘ “ X.

Définition 37.33.
Soit Z une variable aléatoire. L’espérance conditionnelle « X sachant Z » est la variable aléa-
toire

EpX|Zq “ EpX|σpZqq (37.100)
où σpZq est la tribu engendrée par Z. Le membre de droite est une variable aléatoire définie
en 37.31.
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Définition 37.34.
Soient A P A un événement et F une sous-tribu de A. Nous définissons P pA|Fq par

P pA|Fq “ Ep1A|Fq. (37.101)

Notons que cela est une variable aléatoire et non un réel. Le membre de droite est l’espérance
conditionnelle de la variable aléatoire 1A par rapport à F définie en 37.31.

Et l’espérance conditionnelle d’un événement par rapport à une variable aléatoire est :

EpA|Xq “ E
`
A|σpAq˘. (37.102)

Proposition 37.35.
Soit une espace probabilisé pΩ,A, P q ainsi qu’une variable aléatoire X à valeurs dans Rd, et un
événement A. Alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (37.103)

Démonstration. Tout le point de la preuve est de remarquer que Ep1Aq “ Ep1A|Xq.
La formule Ep1Aq “ Ep1A|Xq La notation Ep1A|Xq est un raccourcis pour écrire la variable

aléatoire E
`
1A|σpXq

˘
. Cette dernière est l’application Ω Ñ Rd telle que

ż

B
E
`
1A|σpXq

˘ “
ż

B
1A (37.104)

pour tout borélien B de Rd tout en étant σpXq-mesurable. Comme expliqué en 37.32, il est
tentant de dire E

`
1A|σpXq

˘ “ 1A, mais ce n’est pas le cas parce qu’il n’y a aucune raisons
que 1A soit une application σpXq-mesurable. Au niveau des espérances, par contre, l’égalité
tient :

E
`
Ep1A|Xq

˘ “
ż

Ω
Ep1A|Xq “

ż

Ω
1A “ Ep1Aq (37.105)

où nous avons utilisé le fait que Ω lui-même soit σpXq-mesurable.
La preuve Nous avons alors

P pAq “ Ep1Aq “ E
`
Ep1A|Xq

˘
, (37.106)

alors que Ep1A|Xq “ P pA|Xq. En mettant l’un dans l’autre :

P pAq “ E
`
P pA|Xq˘. (37.107)

Proposition 37.36 (Transitivité de l’espérance conditionnelle).
Si B2 Ď B1 Ă A alors

E
´
EpX|B1q|B2

¯
“ EpX|B2q. (37.108)

Démonstration. Si B P B2, nous avons
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘
dP “

ż

B
EpX|B1qdP “

ż

B
dP. (37.109)

La première égalité est la définition de l’espérance conditionnelle par rapport à B2. La seconde
égalité est celle de l’espérance conditionnelle par rapport à B1 et le fait que B P B2 Ă B1. Ce que
nous avons prouvé est que

E
`
EpX|B1q|B2

˘
(37.110)

est une variable aléatoire B2-mesurable vérifiant la condition
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘ “
ż

B
EpX|B2q (37.111)

pour tout B P B2. C’est donc EpX|B2q par la partie unicité du théorème 37.31.
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Proposition 37.37.
Soit pΩ,F , P q un espace de probabilité, soit A une sous tribu de F et X, une variable aléatoire F-
mesurable et intégrable. Alors la variable aléatoire EpX|Aq du théorème 37.31 est l’unique (presque
partout) variable aléatoire à être A-mesurable telle que nous ayons

E
`
EpX|AqY ˘ “ EpXY q. (37.112)

pour toute variable aléatoire Y A-mesurable.

Démonstration. Supposons pour commencer que Y soit une fonction simple positive, alors Y “řn
i“1 ai1Ei et nous avons ż

Ω
EpX|Y q “

ÿ

i

ai

ż

Ei

EpX|Aq (37.113a)

“
ÿ

i

ai

ż

Ei

X (37.113b)

“
ż

Ω
XY. (37.113c)

Maintenant si Y est mesurable et bornée, elle est limite croissante de fonctions étagées bornées
(proposition 15.105) et le résultat tient par la convergence monotone, théorème 15.160.

Si Y n’est pas positive, nous séparons Y “ Y` ´ Y´.
Pour l’unicité, soit Z et Z 1 deux variables aléatoires telles que pour toute variable aléatoire Y ,

ż

Ω
ZY “

ż

Ω
XY “

ż

Ω
Z 1Y. (37.114)

Si nous prenons Y “ 1tZ‰Z1u, nous avons

0 “
ż

Ω
pZ ´ Z 1q1Z‰Z1 “

ż

Z‰Z1
Z ´ Z 1, (37.115)

d’où le fait que P pZ ‰ Z 1q “ 0.

Si X est une variable aléatoire dont la tribu engendrée est indépendante de la tribu F , nous
voudrions que la connaissance de F n’influence pas la connaissance de X, c’est-à-dire que

EpX|Fq “ EpXq. (37.116)

Ce que nous avons est même mieux. Nous avons le lemme suivant.

Lemme 37.38 ([236]).
Les tribus F1 et F2 sont indépendantes si et seulement si

EpU |F1q “ EpUq (37.117)

pour toute variable aléatoire U étant F1-mesurable.

Ici, par EpUq nous entendons la variable aléatoire constante prenant la valeur numérique EpUq
en tout point de Ω.

Démonstration. Si F1 et F2 sont indépendantes, alors pour tout B P F2 nous avons
ż

B
UdP “ EpU1Bq (37.118a)

“ EpUqEp1Bq (37.118b)

“ EpUq
ż

Ω
1BdP (37.118c)

“
ż

B
EpUqdP. (37.118d)

Justifications.
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— L’intégrale
ş
B UdP a un sens même si B P F2 alors que U est F1-mesurable. Le supremum

(15.424) définissant l’intégrale est tout de même bien défini, en particulier, l’ensemble sur
lequel on prend le supremum est non vide.

— Pour (37.118b), la variable aléatoire U est F1-mesurable (donc la tribu engendrée par U
est dans F1) alors que 1B est F2-mesurable. Les tribus engendrées étant indépendantes, les
variables aléatoires le sont et nous pouvons décomposer l’espérance.

Ce que montre le calcul (37.118) est que EpUq est une variable aléatoire F2-mesurable (parce que
constante) dont l’intégrale sur chaque élément de F2 vaut l’intégrale de U . Par la partie unicité du
théorème 37.31, nous déduisons que EpUq “ EpU |F2q.
Corollaire 37.39.
Si X est une variable aléatoire et si F est une tribu, alors

E
`
EpX|Fq˘ “ EpXq. (37.119)

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition (37.83) à B “ Ω :

E
`
EpX|Fq˘ “

ż

Ω
EpX|FqpωqdP pωq “

ż

Ω
XpωqdP pωq “ EpXq. (37.120)

Exemple 37.40
Soient X1, X2 deux variables aléatoires à valeurs dans t0, 1u avec probabilité 1{2 et indépendantes.
Nous considérons S “ X1 `X2. La situation est modélisée par l’espace

Ω “ tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu (37.121)

et les variables aléatoires

Xipω1, ω2q “ ωi (37.122a)
Spω1, ω2q “ ω1 ` ω2. (37.122b)

Pour vérifier que de cette manière nous avons bien que X1 est indépendante de X2, nous commen-
çons par voir les tribus associées. Un ouvert de R soit contient 0 et 1, soit contient un seul des
deux soit n’en contient aucun des deux. En appliquant X´1

1 à chacune de ces quatre situations
nous voyons que la tribu σpX1q est

F1 “ σpX1q “
 tp0, 0q, p0, 1qu, tp1, 0q, p1, 1qu,Ω,Hu. (37.123)

De la même façon nous avons

F2 “ σpX1q “
 tp0, 0q, p1, 0qu, tp0, 1q, p1, 1qu,Ω,Hu. (37.124)

Nous posons

A0 “ tp0, 0q, p0, 1qu (37.125a)
A1 “ tp1, 0q, p1, 1qu (37.125b)
B0 “ tp0, 0q, p1, 0qu (37.125c)
B1 “ tp0, 1q, p1, 1qu. (37.125d)

Étant donné que Ai X Bj “ pi, jq, nous avons toujours que P pAi X Bjq “ 1
4 “ P pAiqP pBjq.

L’indépendance est donc assurée.
Calculons l’espérance conditionnelle EpS|F1q. Une fonction F1-mesurable doit être constante

sur A0 et A1, donc l’espérance conditionnelle est une fonction constante sur A0 et A1 dont l’intégrale
sur ces ensembles est égale à l’intégrale de S. Nous avons en particulier

ż

A0

EpS|F1q “
ż

A0

S, (37.126)
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c’est-à-dire
EpS|F1qp0, 0q ` EpS|F1qp0, 1q “ Sp0, 0q ` Sp0, 1q “ 1. (37.127)

Nous en concluons que EpS|F1qp0, 0q “ EpS|F1qp0, 1q “ 1
2 . Cela correspond à l’intuition que si on

est au point p0, 1q ou au point p0, 0q en ne sachant que X1, nous ne savons que le premier zéro, et
donc l’espérance de la somme est 1

2 .
Un calcul très similaire montre que

EpS|F1qp1, 0q “ EpS|F1qp1, 1q “ 3
2 . (37.128)

Cela correspond au fait qu’en ces points, nous ne savons que le fait que le premier tirage a donné
1, et donc que l’espérance est 3

2 .
Complétons ce tour d’horizon en mentionnant que la tribu engendrée par X1 et X2 est la tribu

des parties de Ω, de telle façon que l’espérance conditionnelle de S sachant X1 et X2 est égale à
S. 4

Proposition 37.41 ([236]).
Soit pΩ,A, P q un espace probabilisé et X,Y deux variables aléatoires sur Ω réelles. Soit B une sous-
tribu de A. Nous supposons que X P L1pΩ,A, P q, que Z P L8pΩ,B, P q et que XZ P L1pΩ, P q.
Alors

EpZX|Bq “ ZEpX|Bq (37.129)

presque surement.

Démonstration. Nous commençons par prouver que
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (37.130)

Si Z “ 1B pour un ensemble B P B, alors cette égalité est vraie par définition de l’espérance
conditionnelle 3. Donc cette égalité est correcte tant que Z est une variable aléatoire B-mesurable
et étagée. Nous considérons alors, grâce au lemme 15.103, une suite Zn de variables aléatoires
étagées et B-mesurables avec |Zn| ă Z. Pour chaque n nous avons donc

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZEpX|Bq. (37.131)

Notre idée est de passer à la limite. Vu que Z et Zn sont bornées (et donc intégrables sur Ω),
pour chaque n nous avons |ZnX| ď M |X| où M majore Z et donc tous les Zn de façon uniforme
vis-à-vis de n. Tout cela pour dire que le théorème de la convergence dominée fonctionne et que

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZX. (37.132)

D’autre part vu que X P L1 et que Ω P B nous avons l’égalité
ş
ΩEpX|Bq “

ş
ΩX, ce qui prouve que

|EpX|Bq| est intégrable. Cela nous permet d’utiliser encore la convergence dominée avec l’inégalité
|ZnEpX|Bq| ď |EpX|Bq| pour écrire

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnEpX|Bq “

ż

Ω
ZEpX|Bq. (37.133)

En passant à la limite des deux côtés de (37.131) nous avons donc
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (37.134)

L’égalité (37.130) est prouvée.

3. Théorème 37.31.
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Nous passons maintenant à la preuve de l’égalité demandée : EpEX|Bq “ ZEpX|Bq. Pour cela
il faut montrer que pour tout B P B nous avons

ż

B
ZEpX|Bq “

ż

B
ZX. (37.135)

Cela n’est rien d’autre que l’égalité (37.130) que nous venons de prouver avec Z1B au lieu de
Z.

Proposition 37.42.
Soit une variable aléatoire réelle X P L1pΩ,A, P q. Pour toute variable aléatoire Y : Ω Ñ Rd, il
existe une fonction borélienne AY -mesurable h : Rd Ñ R telle que

EpX|Y q “ h ˝ Y. (37.136)

Démonstration. Nous utilisons le résultat de Doob (théorème 37.14). Par définition EpX|Y q est
une variable aléatoire réelle AY -mesurable, et il existe une fonction borélienne h : Rd Ñ R telle
que EpX|Y q “ f ˝ Y .

Cette fonction h : Rd Ñ R nous permet de définir

EpX|Z “ zq “ hpzq. (37.137)

Cela est l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire par rapport à une valeur donnée d’une
autre variable aléatoire.

37.2.9 Probabilité conditionnelle : tribu

Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q.
Lemme 37.43.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit F
la tribu engendrée par les Bi. Une variable aléatoire réelle est F-mesurable si et seulement si elle
est constante sur chaque Bi.

Proposition 37.44.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit
F la tribu engendrée par les Bi. Soit une variable aléatoire X. Alors nous avons :

EpX|Fq “
ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi . (37.138)

Démonstration. Si X est une variable aléatoire, alors la variable aléatoire EpX|Fq définie en 37.31
est une variable aléatoire F-mesurable et elle est donc constante sur les ensembles Bi par le
lemme 37.43 :

EpX|Fq “
ÿ

iPN
ai1Bi . (37.139)

Étant donné que, par construction, Bi est F-mesurable, nous avons
ż

Bi

XdP “
ż

Bi

EpX|Fq “
ÿ

j

aj

ż

Bi

1Bj “
ÿ

j

ajδijP pBjq “ aiP pBiq. (37.140)

Par conséquent
ai “ 1

P pBiq
ż

Bi

XdP (37.141)

et
EpX|Fq “

ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi , (37.142)

ce qu’il fallait.
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Notons que si B P A alors la tribu engendrée par B est aussi celle engendrée par la partition
tB, ABu de Ω. Cette circonstance nous permet d’aller plus loin.

Proposition 37.45.
Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q et un événement B P A avec sa tribu engendrée F “ σpBq.
Alors

Ep1A|Fq “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB. (37.143)

Démonstration. Nous allons particulariser la formule (37.138). Si B P A nous considérons la par-
tition tB, ABu de Ω et la tribu engendrée

F “ tH, B, AB,Ωu. (37.144)

La formule (37.138) devient

EpX|Fq “
ˆ

1
P pBq

ż

B
XdP

˙
1B `

ˆ
1

P pABq
ż

AB
XdP

˙
1AB. (37.145)

Si nous considérons A P A, nous écrivons cette égalité avec X “ 1A pour obtenir

Ep1A|Fq “ P pAXBq
P pBq 1B ` P pAX ABq

P pABq 1AB “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB (37.146)

parce que nous avons reconnu la probabilité conditionnelle P pA|Bq de la définition 37.29.

Remarque 37.46.
Les nombres P

`
A|σpBq˘ “ P

`
1A|σpBq

˘
n’est pas la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Il nous reste à définir la probabilité conditionnelle d’un événement relativement à une variable
aléatoire.

Définition 37.47.
Si la variable aléatoire X est à valeurs discrètes, nous disons que P pA|Xq est la variable aléatoire
de valeur

P pA|Xqpωq “ P pA|X “ Xpωqq. (37.147)

Dans le cas d’une variable aléatoire à valeurs continues, cette définition ne fonctionne pas parce
que la condition X “ Xpωq est souvent de probabilité nulle, tandis que c’est toujours une mauvaise
idée de conditionner par rapport à un événement de probabilité nulle. C’est la base du paradoxe de
Borel. La bonne définition du conditionnement de l’événement A par rapport à la variable aléatoire
X est

Définition 37.48.
Si A est un événement et X une variable aléatoire à valeurs continues dans R, nous définissons

P pA|Xq “ P pA|σpXqq “ E
`
1A|σpXq

˘
. (37.148)

La première égalité est une notation. La seconde est la définition.

Cette définition s’appuie également sur la définition 37.31.

Proposition 37.49.
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (37.149)

Démonstration. Nous commençons par le cas discret, c’est-à-dire X : Ω Ñ N. Nous notons pk “
P pX “ kq. En décomposant l’intégrale sur Ω par rapport à l’union disjointe

Ω “
ď

kPN
Ak “

ď

kPN
tω P Ω tel que Xpωq “ ku, (37.150)

http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
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nous obtenons

E
`
P pA|Xq˘ “

ż

Ω
P pA|XqpωqdP pωq (37.151a)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

P pA|X “ XpωqqdP pωq (37.151b)

“
ÿ

k

ż

Ak

P pAXX “ kq
P pX “ kq dP pωq dans Ak, Xpωq “ k (37.151c)

“
ÿ

k

1
pk
P pAXX “ kq

ż

Ak

1dP pωq
looooomooooon
“P pAkq“pk

(37.151d)

“
ÿ

k

P pAXX “ kq (37.151e)

“ P pAq. (37.151f)

Nous devons maintenant prouver la propriété dans le cas où X prend des valeurs continues. Pour
cela il suffit d’appliquer le corollaire 37.39 :

E
`
Ep1A|σpAqq

˘ “ Ep1Aq “ P pAq. (37.152)

37.2.10 Variables de Rademacher indépendantes

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire qui prend les valeurs 1 et
´1 avec probabilité 1

2 . Nous pouvons en décrire une explicitement de la façon suivante. L’espace
probabilité est à deux éléments : Ω “ ta, bu avec la mesure P ptauq “ P ptbuq “ 1

2 . La variable
aléatoire est alors l’application X : Ω Ñ R donnée par Xpaq “ 1 et Xpbq “ ´1.

Soient X et Y deux variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Cela donne Ω “ ta, bu2
et

Xpa, aq “ 1 Xpa, bq “ 1 Xpb, aq “ ´1 Xpb, bq “ ´1
Y pa, aq “ 1 Y pa, bq “ ´1 Y pb, aq “ 1 Y pb, bq “ ´1

(37.153)

Remarque 37.50.
Si une variable aléatoire d’un certain type est donnée par une application X : Ω Ñ R, pour
construire des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, il faut considérer les
variables aléatoires sur (au moins) le produit Ωˆ Ω munie de la mesure produit.

Tribu du produit XY Quelle est la tribu de la variable aléatoire produit XY ? Le produit XY
peut prendre les valeurs 1 et ´1. Nous avons

pXY q´1p1q “ tpa, aq, pb, bqupXY q´1p´1q “ tpa, bq, pb, aqu (37.154)

La tribu est donc
σpXY q “ tΩ,H, A,Bu (37.155)

avec A “ tpa, aq, pb, bqu et B “ tpa, bq, pb, aqu.
Calcul de EpX|XY q La définition de l’espérance à calculer est le théorème 37.31. Pour chaque

élément B de σpXY q nous avons besoin de
ş
BX “ ş

B EpX|XY q. Nous notons V “ EpX|XY q
pour alléger la notation. Nous avons

4
ż

A
V “ V pa, aq ` V pb, bq (37.156)

et
4
ż

A
X “ Xpa, aq `Xp1, 1q “ 0. (37.157)
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Pourquoi le facteur 4 ? Parce que sur Ω nous avons la mesure produit de celle que dont nous
avions parlé sur ta, bu. C’est la mesure d’équiprobabilité et donc chaque singleton a mesure
1{4. Pour plus de détails, il y a le théorème 15.207.
Nous en déduisons V pa, aq ` V pb, bq “ 0. Mais pour tout t P R nous avons V ´1ptq P σpXY q
parce que la contrainte est que V soit XY -mesurable. En particulier

V ´1`V pa, aq˘ (37.158)

est un mesurable qui contient pa, aq. C’est donc soit Ω, soit tpa, aq, pb, bqu. Dans les deux cas
nous avons V pa, aq “ V pb, bq et nous en déduisons V pa, aq “ V pb, bq “ 0.
En faisant de même avec

ş
B V “ V pa, bq ` V pb, aq nous déduisons V pa, bq “ V pb, aq “ 0 et

au final nous avons
EpX|XY q “ 0. (37.159)

Cette égalité signifie EpX|XY qpωq “ 0 pour tout ω P Ω.

Calcul de EpX|X ` Y q Il ne faudrait pas croire que, seulement parce que X a une espérance
nulle, nous trouverons une espérance nulle quel que soit le conditionnement. Juste pour le
plaisir, nous calculons EpX|X ` Y q.
La variable aléatoire X ` Y peut prendre trois valeurs : ´2, 0 et 2. La tribu engendrée par
X ` Y doit en particulier contenir A “ tpa, aqu, B “ tpb, bqu et C “ tpa, bq, pb, aqu.
Nous notons V “ E

`
X|σpX ` Y q˘. Vu que

ż

A
V “

ż

A
V, (37.160)

nous avons V pa, aq “ Xpa, aq “ 1. Même chose pour B qui donne V pb, bq “ Xpb, bq “ ´1.
En ce qui concerne l’intégrale sur C nous avons

V pa, bq ` V pb, aq “ Xpa, bq `Xpb, aq “ 0. (37.161)

Par ailleurs l’ensemble V ´1`V pa, bq˘ est un ensemble mesurable qui doit au moins contenir
pa, bq. Vu la tribu que nous avons, cela doit également contenir pb, aq, de telle sorte que
V pa, bq “ V pb, aq. La relation (37.161) nous permet alors de conclure que V pa, bq “ V pb, aq “
0.
Quoi qu’il en soit, l’espérance conditionnelle EpXY |X ` Y q n’est pas nulle.

Calcul de EpXY |σpXY qq . Celle-là, elle est facile par 37.32 : c’est XY .

Nous aurions pu croire que si X et Y sont indépendantes, alors

EpXY |Aq “ EpX|AqEpY |Aq. (37.162)

L’exemple que nous venons de faire montre qu’il n’en est rien.

Exemple 37.51([484])
Un autre exemple, peut-être plus simple, pour contredire l’équation (37.162). Soient X et Y des
expériences indépendantes de pile ou face non truquées. Les résultats sont représentés par 0 et 1.
Nous notons A la tribu engendrée par l’événement « les résultats des deux lancers sont différents » ;
c’est-à-dire la tribu engendrée par l’événement A “ p1, 0q, p1, 0q. La variable aléatoire X et la tribu
A sont indépendants (définition 37.6), donc, donc EpX|Aq “ EpXq “ 1{2. Pareil pour Y. En
revanche, le produit XY est nul sur A donc EpXY |Aq aussi. Ça ne peut donc être égal à la
constante 1{4 “ p1{2q2. 4
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37.2.11 Un petit paradoxe

Attention : ce qui est écrit ici est ma réflexion personnelle sur le sujet. Merci de me dire si je
me trompe.

Soit une famille dont vous savez seulement qu’il y a exactement deux enfants. Trois situations :
(1) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour, je suis l’aînée ». Quelle est la probabilité

que l’autre enfant soit une fille ?
(2) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour ». Quelle est la probabilité que l’autre

enfant soit une fille ?
(3) Vous demandez aux parents s’il y a au moins une fille, ils répondent « oui ». Quelle est la

probabilité que les deux enfants soient des filles ?
Dans les trois cas l’intuition dit que la probabilité est 1{2. Il semble que de plus la (2) et la (3)
soient les mêmes parce que l’on sait qu’il y a une fille et on se demande quelle est la probabilité
qu’il y ait deux filles.

Nous allons voir ça de plus près.

37.2.11.1 « Bonjour, je suis l’aînée »

Résolution Si nous notons X0 et X1 les variables aléatoires donnant le sexe des deux enfants,
ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, avec P pXi “ fq “ 1

2 .
La formule (37.73) de la probabilité conditionnelle ainsi que l’indépendance donnent :

P pX1 “ f |X2 “ fq “ P pX1 “ f,X2 “ fq
P pX2 “ fq . (37.163)

Le numérateur vaut 1
4 et le dénominateur vaut 1

2 ; le résultat vaut 1
2 . Fin de l’histoire.

Simulation Voici un petit programme qui simule la situation. Il retourne clairement 1{2.

1 # ! / usr / bin / python3
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous frappez à la porte d ’ une famille qui a deux enfants . Une Ðâ

fille ouvre la porte et vous dit " Je suis l ’ aînée ".
6 Quelle est la probabilité que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 import random
11

12 def famille ():
13 """
14 return a pair of ’f ’ and ’g ’.
15 """
16 a=[ random.choice( [ ’g ’,’f ’] )]
17 a.append(random.choice( [ ’g ’,’f ’] ))
18 return a
19

20 def toctoc ():
21 """
22 - Create a family with two children .
23 - Pick the second one , the elder .
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24 - if it is a ’g ’, return None .
25 - if it is a ’f ’, return the other one .
26 """
27 F=famille ()
28 if F[1] != ’f ’:
29 return None
30 else :
31 if F[0]== ’f ’:
32 return 1
33 else :
34 return 0
35

36 N_girl_opens =0
37 N_girl_other =0
38 for k in range (1 ,10000):
39 res=toctoc ()
40 if res is not None:
41 N_girl_opens = N_girl_opens +1
42 N_girl_other = N_girl_other + res
43

44 proba=N_girl_other/N_girl_opens
45 print (proba) # ~0.5 , intuitively correct .

tex/sage/simul_famille_aine.py

37.2.11.2 « Bonjour »

Nous frappons à la porte, une fille ouvre en disant « bonjour », sans préciser si elle est la
première ou la seconde. Quelle est la probabilité que l’autre soit une fille ? Naïvement on croirait
que la probabilité est également 1

2 .
Un raisonnement moins naïf montre le contraire.
Et nous allons voir qu’un raisonnement encore moins naïf montre que la probabilité est bien 1

2 .

Premier raisonnement (incorrect) Voici le raisonnement qui est, à mon avis, faux. Vu que
l’enfant qui ouvre la porte est une fille, la famille a une des compositions suivantes : fg, ff ou
gf . Le cas où une fille ouvre la porte et que l’autre est également une fille est seulement le cas ff
dont la probabilité est 1

3 .
Pour justifier cela nous considérons le couple de variables aléatoires pX1, X2q et le condition-

nement A “ tX1 “ fu Y tX2 “ fu : évidemment P pAq “ 3
4 . Nous calculons facilement la loi du

couple pX1, X2q conditionné à A :

P pX1 “ f,X2 “ f |Aq “ P ptX1 “ f,X2 “ fu XAq
P pAq “ 1{4

3{4 “
1
3 . (37.164)

Donc sachant A, la probabilité que la famille soit constituée de deux filles est 1
3 .

Comment faire mieux ? Ce calcul semble être correct, mais il ne l’est pas. Ce raisonnement
fait l’hypothèse implicite que l’espace probabilisé décrivant la situation contient deux variables
aléatoires X1 et X2 représentant les deux enfants. Or nous avons bien trois événements aléatoires
dans l’histoires : le sexe des deux enfants et le choix de l’enfant qui ouvre la porte.

Certes, nous pouvons penser que cette troisième variable aléatoire ne change rien. Oui oui, on
peut le penser. Mais ici, on ne doit pas penser, on doit démontrer.

Nous allons donc rédiger un calcul complet, en introduisant toutes les variables aléatoires, et
en décrivant correctement l’espace probabilisé Ω et la mesure de probabilité P .
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Peut-être que ça ne changera rien. Ou peut-être pas. Mais au moins nous serons surs d’avoir
résolu le problème correctement.

La vraie réponse Nous considérons les variables aléatoiresX0, X1 : ΩE Ñ tf, gu avec probabilité
1
2 . De plus nous considérons une nouvelle variable aléatoire qui donne le numéro de l’enfant qui
ouvre la porte :

σ : ΩC Ñ t1, 2u. (37.165)

Notre espace de probabilité est donc l’ensemble Ω “ tf, gu ˆ tf, gu ˆ 0, 1 sur lequel nous
considérons la mesure d’équiprobabilité 4.

Nous introduisont les variables aléatoires 5

X1 : Ω Ñ tf, gu
ps1, s2, nq ÞÑ s1

(37.166)

et
X2 : Ω Ñ tf, gu

ps1, s2, nq ÞÑ s2
(37.167)

et
σ : Ω Ñ t1, 2u

ps1, s2, nq ÞÑ n
(37.168)

Nous devons calculer

P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘

P pXσ “ fq . (37.169)

Pour être explicite jusqu’au bout, nous énumérons tous les éléments de Ω :

(1) g, g, 0
(2) g, g, 1

(3) g, f, 0
(4) g, f, 1

(5) f, g, 0
(6) f, g, 1

(7) f, f, 0
(8) f, f, 1.

Et tant qu’à être explicite, l’événement vulgairement noté tXσ “ fu est la partie

tXσ “ fu “ tω P Ω tel que Xσpωqpωq “ fu (37.170a)
“ tps1, s2, nq tel que Xnps1, s2, nq “ fu (37.170b)
“ tps1, s2, nq tel que sn “ fu. (37.170c)

Méditez la dernière égalité ; elle n’est pas totalement indispensable au raisonnement, mais elle est
cool.

Nous avons
tXσ “ fu “ tpg, f, 1q, pf, g, 0q, pf, f, 0q, pf, f, 1qu. (37.171)

et
tX1´σ “ fu X tXσ “ fu “ tpf, f, 0q, pf, f, 1qu. (37.172)

Donc
P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘ “ 2
8 “

1
4 (37.173)

et
P pXσ “ fq “ 4

8 “
1
2 . (37.174)

Au final,
P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ 1{4
1{2 “

2
4 “

1
2 . (37.175)

4. C’est une hypothèse forte faisant appel d’un part ce que l’on sait de la reproduction humaine, et d’autre part
ce que l’on sait de la sociologie de deux enfants qui entendent une sonnette.

5. Sur Ω, sur tf, gu et sur t0, 1u nous mettons la tribu des parties. Vérifiez que X1, X2 et σ sont mesurables.
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Simulation Vous avez encore un doute ? Faites tourner la simulation suivante :

1 # ! / usr / bin / python3
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous frappez à la porte d ’ une famille qui a deux enfants . Une Ðâ

fille ouvre la porte .
6 Quelle est la probabilité que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 import random
11

12 def famille ():
13 """
14 return a pair of ’f ’ and ’g ’
15 """
16 a=[ random.choice( [ ’g ’,’f ’] )]
17 a.append(random.choice( [ ’g ’,’f ’] ))
18 return a
19

20 def toctoc ():
21 """
22 - Create a family with two children .
23 - Choose one ( the one who opens the door )
24 - if it is a ’g ’, return None .
25 - if it is a ’f ’, return the other one .
26 """
27 F=famille ()
28 s=random.choice ([0 ,1])
29 if F[s] != ’f ’:
30 return None
31 else :
32 t=(s+1)%2
33 if F[t]== ’f ’:
34 return 1
35 else :
36 return 0
37

38 N_girl_opens =0
39 N_girl_other =0
40 for k in range (1 ,10000):
41 res=toctoc ()
42 if res is not None:
43 N_girl_opens = N_girl_opens +1
44 N_girl_other = N_girl_other + res
45

46 proba=N_girl_other/N_girl_opens
47 print (proba) # ~0.5 , intuitively correct .

tex/sage/simul_famille_simple.py

Le faisant tourner, la réponse est sans appel : la fréquence observée est beaucoup plus proche
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de 0.5 que de 0.33 ou 0.66.

37.2.11.3 Le parent qui répond aux questions

Nous avons une famille de deux enfants dont nous savons qu’au moins un des deux est une fille.
Quelle est la probabilité que la famille contienne deux filles ? Cela est a priori la même question
que celle où une fille ouvre la porte sans dire si elle est l’aînée ou non.

Simulation Commençons par la simulation :

1 # ! / usr / bin / python3
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous savez qu ’ une famille a deux enfants .
6 Vous demandez à un parent si il y a une fille .
7 Réponse : Oui .
8 Question : quelle est la probabilité que ce soient deux filles ?
9 """

10

11

12 import random
13

14 def famille ():
15 """
16 return a pair of ’f ’ and ’g ’.
17 """
18 a=[ random.choice( [ ’g ’,’f ’] )]
19 a.append(random.choice( [ ’g ’,’f ’] ))
20 return a
21

22 def toctoc ():
23 """
24 - Create a family with two children .
25 - If ’ gg ’, there are no girls -> return None
26 - If ’ gf ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
27 - If ’ fg ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
28 - If ’ ff ’, there is a girl and the other is a girl -> 1
29 """
30 F=famille ()
31 if F==[ ’g ’,’g ’] :
32 return None
33 if F==[ ’g ’,’f ’]:
34 return 0
35 if F==[ ’f ’,’g ’]:
36 return 0
37 if F==[ ’f ’,’f ’]:
38 return 1
39

40 N_at_least_one_girl =0
41 N_two_girls =0
42 for k in range (1 ,10000):
43 res=toctoc ()
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44 if res is not None:
45 N_at_least_one_girl=N_at_least_one_girl +1
46 N_two_girls=N_two_girls+res
47

48 proba=N_two_girls/N_at_least_one_girl
49 print (proba) # ~0.333. Beware !

tex/sage/simul_famille_une_fille.py

Et là, bing, la réponse est clairement plutôt 0.33 que 0.5.

Résolution Nous avons les variables aléatoiresX1 etX2 qui valent 0 ou 1 suivant que l’enfant soit
une fille ou un garçon ; ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Nous définissons la variable aléatoire somme

S “ X1 `X2 (37.176)

qui compte le nombre de filles. La question est de calculer

P pS “ 2|S ě 1q “ P pS “ 2X S ě 1q
P pS ě 1q “ P pS “ 2q

P pS ě 1q . (37.177)

L’événement S “ 2 est réduit au singleton tffu et sa probabilité est 1
4 . Au contraire l’événement

S ě 1 est l’ensemble tfg, gf, ffu et sa probabilité est 3
4 . Nous avons donc

P pS “ 2|S ě 1q “ 1{4
3{4 “

1
3 . (37.178)

Et là, la réponse est 1{3 et non 1{2 comme d’aucuns auraient pu le croire.

Précision Notons que l’événement S ě 1 n’est pas le même que l’événement Xσ “ f . En effet

S ě 1 “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pfg, 2q, pgf, 1q, pgf, 2qu (37.179)

tandis que
tXσ “ fu “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pgf, 2qu. (37.180)

37.2.11.4 Conclusion

L’internet regorge de sites discutant du paradoxe des deux enfants 6.
Beaucoup insistent sur le fait que non seulement certaines informations apparemment anodines

sont importantes, mais en plus la façon dont on obtient l’information est importante. Dans la
situation « une fille ouvre », nous obtenons l’information « il y a au moins une fille » en en voyant
une ; dans la situation « la parent dit qu’il y a au moins une fille », nous obtenons l’information
« il y a au moins une fille » de façon plus « pure ».

Personnellement je ne souscris pas vraiment à cette façon de penser. Le fait est que la formule

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq (37.181)

n’est pas seulement une formule dans laquelle il faut remplacer A par « la question » et B par « ce
qu’on sait ». Il faut également remplacer P par « la bonne » mesure de probabilité.

Il est important de construire le bon espace de probabilité, avec la bonne mesure. Et pour
cela, il faut bien s’assurer d’introduire une variable aléatoire pour chaque événement aléatoire se
produisant dans l’histoire.

6. Par exemple [485].
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37.2.11.5 À propos des simulations

Si vous lisez ces lignes avec l’intention de passer l’agrégation en utilisant Sage à l’épreuve de
modélisation, vous devez être capable de refaire les trois simulations. Les bouts de code donnés ici
sont écrits pour python3 alors que Sage utilise Python2. Je ne vous dit pas si ça change quelque
chose.

Allez oui, je vous dit. Si vous changez dans simul_famille_une_fille.py la première ligne
pour utiliser python2 au lieu de python3, le résultat affiché sera 0 et non 0.333. La raison est
que dans Python2, l’opérateur / entre deux entiers est une division entière. Autrement dit : le
résultat 0.33 est arrondi à zéro.

Solution : forcer python à interpréter le / comme une vraie division. Pour Sage, ça donne ceci
comme début de programme :

1 # ! / usr / bin / sage
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from __future__ import division

tex/frido/codeSnip_3.py

Importez toujours division de __future__ .
Ah oui, et dernière remarque : pour autant que je le sache, le jour de l’oral, vous n’aurez que

Sage en mode notebook. Je ne sais pas si l’import fonctionne aussi bien.
Sinon vous pouvez forcer la division dans les float de la façon suivante : a/float(b).

37.2.12 Inégalité de Jensen

Proposition 37.52 (Inégalité de Jensen).
Soit g une fonction convexe 7 sur R et une variable aléatoire Y P L1pΩ,A, P q telle que g ˝ Y soit
également L1. Alors

g
`
EpY |Fq˘ ď E

`pg ˝ Y q|F˘
. (37.182)

Démonstration. La convexité de g et la proposition 18.89 nous donnent deux suites panq et pbnq
dans R telles que pour tout x P R,

gpxq “ sup
nPN
panx` bnq. (37.183)

Nous avons alors
anEpY |Fq p.s.“ E

`
anY ` bn|F

˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (37.184)
L’inégalité est due au fait que g˝Y est le supremum sur les n de anY `bn. Pour chaque n, l’inégalité
(37.184) est fausse sur un ensemble de mesure nulle Rn Ă Ω. L’union

R “
ď

nPN
Rn (37.185)

est encore de mesure nulle. Sur ΩzR, nous avons
anEpY |Fq ` bn ď Epg ˝ Y |Fq. (37.186)

Vu que cela est vrai presque partout et pour tout n nous passons a supremum et nous avons encore
presque partout l’inégalité

sup
nPN

`
anEpY |Fq ` bn

˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (37.187)

Si nous ne nous intéressons pas à EpY |Fq mais seulement à EpY q, alors une démonstration
plus simple est donnée sur Wikipédia[486].

7. Définition 18.76.
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37.2.13 Fonction de répartition

Définition 37.53.
Si X est une variable aléatoire réelle, nous définissons sa fonction de répartition par

FX : RÑ r0, 1s
FXpxq “ P pX ď xq. (37.188)

Remarque 37.54.
La fonction de répartition est discontinue en a si P pX “ aq ą 0. En particulier nous ne pouvons
pas dire

P pX ě aq “ 1´ FXpaq. (37.189)

37.2.14 Fonction caractéristique

Définition 37.55.
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X : Ω Ñ R est la fonction réelle définie par

ΦXptq “ EpeitXq. (37.190)

Une autre façon d’écrire la définition est

ΦXptq “
ż

R

eitXdPXpxq, (37.191)

ou encore, si X a une densité fX ,

ΦXptq “
ż

R

eitxfXpxqdx (37.192)

Nous reconnaissons la transformée de Fourier :

ΦXptq “ f̂Xp´t{2πq. (37.193)

La proposition suivante se déduit en utilisant le théorème de dérivation sous l’intégrale 18.21.

Proposition 37.56.
Soit X une variable aléatoire qui accepte un moment d’ordre r ě 1. Alors la fonction caractéristique
ΦX est r fois continument dérivable et

ΦprqX ptq “ E
`piXqreitX˘. (37.194)

Démonstration. Nous étudions la fonction

Φptq “
ż

Ω
eitXpωqdP pωq. (37.195)

Nous considérons la fonction
f : Rˆ Ω Ñ R

pt, ωq ÞÑ eitXpωq.
(37.196)

et nous regardons si ce contexte vérifie les hypothèses du théorème 18.21.
(1) Étant donné que X est mesurable, f sera mesurable.
(2) La fonction t ÞÑ eitXpωq est absolument continue pour chaque ω.
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(3) Note : par rapport aux notations du théorème 18.21, nous avons ici A “ R. Prenons donc
un intervalle (compact) ra, bs Ă R et calculons

Bf
Bt pt, ωq “ iXpωqeitX , (37.197)

et ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇiXpωqeitXpωq

ˇ̌
ˇ dω dt “

ż b

a

ż

Ω
|Xpωq|dω dt. (37.198)

Par hypothèse X accepte un moment d’ordre 1, de sorte que l’intégrale par rapport à ω
converge vers un nombre qui ne dépend pas de t. L’intégrale sur t ne pose alors aucun
problèmes.

Par conséquent nous pouvons effectuer la première dérivation :

Φ1ptq “ dΦ
dt
ptq “

ż

Ω
iXpωqeitXpωqdω “ EpiXeitXq (37.199)

et la fonction Φ1 est absolument continue. Ce dernier point est important parce que c’est lui qui
permet de faire la récurrence et passer à l’ordre deux.

Le résultat ressort alors en dérivant successivement l’expression (37.197).

Exemple 37.57
Sachant la fonction caractéristique de X, nous pouvons calculer les moments. Par exemple

EpX2q “ Φ2Xp0q. (37.200)

4

Théorème 37.58.
Si ΦX “ ΦY , alors PX “ PY .

Notons que cela n’implique pas que X “ Y . En effet X et Y peuvent même être définis sur des
espaces probabilisés différents.

Dans le cas d’une variable aléatoire vectorielle, nous définissons ΦX : Rd Ñ R par

ΦXpvq “ E
`
eixv,Xy

˘
(37.201)

37.2.15 Fonction génératrice des moments, transformée de Laplace

Soit X une variable aléatoire. Sa transformée de Laplace ou fonction génératrice des
moments est la fonction

MXptq “ EpetXq (37.202)

pour chaque t tel que cette espérance existe.

Théorème 37.59 ([487]).
Soit X une variable aléatoire réelle et

IX “ tt P R tel que EpetXq existeu. (37.203)

La fonction
MX : IX Ñ R

t ÞÑ EpetXq (37.204)

est la transformée de Laplace de X.
(1) IX est un intervalle contenant 0.
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(2) Si IX n’est pas réduit à t0u alors MX se développe en série entière

MXptq “
8ÿ

n“0

EpXnq
n! tn. (37.205)

(3) Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors IX`Y “ IX X IY et

MX`Y “MXMY (37.206)

sur IX`Y .

Démonstration. Le fait que 0 soit dans IX est évident : Ep1q “ 1. Pour montrer que IX est un
intervalle nous prenons z P IX et 0 ă s ă z ou z ă s ă 0, puis nous montrons que s P IX . Il faut
remarquer que dans tous les cas,

esX ď 1` ezX . (37.207)

En effet soit sX et zX sont tous deux à gauche de zéro et alors ils sont tous deux plus petit que
1 ; soit ils sont tous deux à droite de 0 et alors ezX ą esX par croissance de l’exponentielle. Nous
avons donc dans tous les cas que

EpesXq “
ż

R

fXpxqesXdx ď
ż

R

fXpxqp1` ezxq “ 1` EpezXq. (37.208)

Soit maintenant a ą 0 tel que r´a, as P IX . Étant donné que ea|X| ă eaXe´aX , l’espérance
Epea|X|q existe toujours pour |t|. Nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇMXptq ´

Nÿ

n“0

EpXnq
n! tn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´
etX ´

Nÿ

n“0

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (37.209a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´ 8ÿ

n“N`1

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (37.209b)

ď E

˜ 8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
. (37.209c)

Maintenant le but est de prendre la limite N Ñ 8 en inversant la limite et l’espérance par le
théorème de la convergence dominée (15.184). L’intégrale à traiter est

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq. (37.210)

L’intégrante est uniformément borné (en N) par etXpωq, qui est intégrable par hypothèse (choix de
t). Du coup

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq “ E

˜
lim
NÑ8

8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
“ 0. (37.211)

37.2.16 Loi d’une variable aléatoire

La loi de la variable aléatoire X, notée PX est la mesure image de P par X, c’est-à-dire

PXpBq “ P pX P Bq (37.212)

pour tout borélien B Ă Rd. Note :

P pX P Bq “ P
`tω P Ω tel que Xpωq P Bu˘ “ P

`
X´1pBq˘. (37.213)
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En particulier PX est une mesure de probabilité sur Rd parce que

PXpRdq “ P pΩq “ 1. (37.214)

Si Q est une mesure de probabilité sur Rd, nous notons X „ Q si PX “ Q. Nous disons alors que
« X suit la loi Q ».

La proposition suivante permet de calculer en pratique les intégrales qui définissent par exemple
l’espérance mathématique d’une variable aléatoire.

Proposition 37.60 (Théorème de transfert[488]).
Si X est une variable aléatoire, alors

Epf ˝Xq “
ż

Ω
f
`
Xpωq˘dP pωq “

ż

Rd
fpxqdPXpxq (37.215)

dès que f : Rd Ñ R̄ est telle qu’une des deux intégrales existe. En particulier, ça marche si f est
borélienne.

En utilisant cette proposition nous trouvons une formule pratique pour l’espérance d’une va-
riable aléatoire réelle :

EpXq “
ż

Ω
XpωqdP pωq “

ż

R

xdPXpxq, (37.216)

en vertu de la proposition 37.60 appliquée à la fonction fpxq “ x.

Proposition 37.61.
Une variable aléatoire réelle X est intégrable si et seulement si P px “ ˘8q “ 0 et

ż

R

|x|dPXpxq ă 8. (37.217)

Le lien entre la densité fX de la variable aléatoire X et sa loi est

PXpAq “
ż

A
fXpxqdx (37.218)

pour tout ensemble mesurable A Ă R. Le lien entre la mesure de Lebesgue et celle de la loi de X
est alors donné par

dPXpxq “ fXpxqdx. (37.219)

En particulier l’espérance de X peut être calculée à partir de sa densité via la formule

EpXq “
ż

R

xdPXpxq “
ż

R

xfXpxqdx. (37.220)

37.2.17 Changement de variables

Théorème 37.62.
Soit O, un ouvert de Rn et O1 un ouvert de Rm ainsi qu’un difféomorphisme C1 ϕ : O Ñ O1. Soit
X : Ω Ñ Rn une variable aléatoire prenant presque surement ses valeurs dans O. Si nous supposons
que X a la densité fX , alors la variable aléatoire Y “ ϕpXq accepte la densité fY : O1 Ñ R donnée
par

fY pvq “ fX
`
ϕ´1pvq˘|Jϕ´1pvq|. (37.221)

Démonstration. Nous devons vérifier la relation

P pY P Bq “
ż

B
fY pvqdv (37.222)
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pour tout borélien B Ă O1. Nous avons

P pY P Bq “
ż

Rm
1BpvqdPY pvq (37.223a)

“ Ep1B ˝ Y q (37.223b)
“ E

`p1B ˝ ϕq ˝X
˘

(37.223c)

“
ż

Rn
p1B ˝ ϕqpuqdPXpuq (37.223d)

“
ż

Rn
p1B ˝ ϕqpuqfXpuqdu. (37.223e)

À ce niveau, nous utilisons la formule de changement de variables du théorème 15.252. Nous
trouvons alors

P pY P Bq “
ż

Rm
1B

`
ϕ´1pvq˘fX

`
ϕ´1pvq˘|Jϕ´1pvq|dv. (37.224)

37.3 Convergence
Soient Xi des variables aléatoires réelles définies sur le même espace de probabilité pΩ,A, P q.

Nous disons que Xi converge presque surement vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
p.s.ÝÑ X (37.225)

si
P
`tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu˘ “ 1 (37.226)

où la convergence Xnpωq Ñ Xpωq est la convergence usuelle dans R.

Lemme 37.63.
Nous avons Xn

p.s.ÝÑ X si et seulement s’il existe un événement A P A tel que P pAq “ 1 et tel que
Xnpωq Ñ Xpωq pour tout ω P A.
Lemme 37.64.
Si X est une variable aléatoire à valeurs dans RY t8u, alors

X ^ n p.s.ÝÑ X (37.227)

Démonstration. Si ω P tX “ 8u alors pX ^ nqpωq “ n et d’accord. Si par contre ω P tX ă 8u
alors il existe N tel que si n ě N alors n ě T pωq et pour ces grandes valeurs de n nous avons
pT ^ nqpωq “ T pωq.
Définition 37.65 ([489]).
Nous disons que les variables aléatoires réelles Xn convergent en probabilité vers la variable
aléatoire X si pour tout η ą 0, on a

P
`|Xn ´X| ě η

˘Ñ 0, (37.228)

et on note
Xn

PÝÑ X. (37.229)

Définition 37.66 (Convergence en loi).
Nous disons que Xn converge vers X en loi vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
LÝÑ X (37.230)

si pour toute fonction continue et bornée g nous avons

E
`
gpXnq

˘Ñ E
`
gpXq˘ “

ż
gdPX . (37.231)
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Proposition 37.67.
Deux autres caractérisations de la convergence en loi.
(1) Nous avons Xn

LÝÑ X si et seulement si

ΦXnpvq Ñ ΦXpvq (37.232)

pour tout v P Rd. Ici ΦX est la fonction caractéristique de X.
(2) Dans la définition de la convergence en loi nous pouvons indifféremment utiliser les fonctions

continues et bornées, les fonctions continues à support compact ou les fonctions bornées
uniformément continues.

Proposition 37.68.
Les types de convergence sont reliées par les implications suivantes :

presque sure ñ en probabilité ñ en loi. (37.233)

La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité, et par conséquent pas non
plus la convergence presque certaine.

Dans le cas particulier d “ 1 nous avons quelques critères supplémentaires.

Proposition 37.69.
Supposons que les variables aléatoires Xn soient réelles, et notons Fn la fonction de répartition de
Xn. Si Fnpxq Ñ F pxq pour tout x dans l’ensemble des points de continuité de F , alors Xn

LÝÑ X.

Proposition 37.70.
Si les Xn sont des variables aléatoires réelles positives, et si X est une variable aléatoire positive,
alors Xn

LÝÑ X si les transformées de Laplace des fonctions de répartition convergent ponctuelle-
ment, c’est-à-dire si

E
`
e´αXn

˘Ñ E
`
e´αX

˘
(37.234)

pour tout α ě 0.

Proposition 37.71.
Si les Xn et X sont des variables aléatoires réelles discrètes à valeurs dans tx0, x1, . . .u alors
Xn

LÝÑ X si et seulement si
P pXn “ xkq Ñ P pX “ xkq (37.235)

pour tout k P N.

Proposition 37.72 ([481]).
Soient Xn et X des variables aléatoires réelles. Nous avons

Xn
LÝÑ X (37.236)

si et seulement si pour tout t où FX est continue,

lim
nÑ8FXnptq “ FXptq. (37.237)

Proposition 37.73 ([481]).
Soit Xn une suite de variables aléatoires Ω Ñ Rd et a P Rd. Si Xn

LÝÑ a, alors

Xn
PÝÑ a. (37.238)

Démonstration. Quitte à passer aux composantes, nous pouvons supposer que d “ 1. Soit η ą 0 ;
nous savons que l’inégalité |x| ą a a pour solution x ą a ou x ă ´a. Dans notre cas,

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ P pXn ´ a ą ηq ` P pXn ´ a ă ´ηq (37.239a)
“ P pXn ą η ` aq ` P pX ă a´ ηq (37.239b)
“ 1´ P pXn ď η ` aq ` P pXn ď a´ ηq ´ P pXn “ a´ ηq (37.239c)
ď 1´ FXnpη ` aq ` FXnpa´ ηq (37.239d)
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où la majoration est l’oubli du terme P pXn “ a´ηq, lequel est positif ou nul et FXn est la fonction
de répartition de Xn, définition 37.53. Nous allons utiliser la proposition 37.72. La fonction de
répartition de la variable aléatoire constante X “ a est donnée par

Faptq “ P pa ď tq “ 1r0,8rpt´ aq. (37.240)

Par conséquent, la convergence en loi Xn
LÝÑ a nous montre que

FXnptq Ñ 1r0,8rpt´ aq (37.241)

pour tout t ‰ a parce que t “ 0 est un point de discontinuité de 1r0,8r. Nous avons par conséquent

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ 1´ 1r0,8rpηq ` 1r0,8rp´ηq “ 1´ 1` 0 “ 0 (37.242)

parce que η ą 0.

Le lemme de Slutsky sera utilisé en combinaison avec la proposition 37.75 pour calculer des
intervalles de confiance, voir par exemple ce qui se passe autour de l’équation (38.126).

Lemme 37.74 (Slutsky[490]).
Soient Xn et Yn des suites de variables aléatoires réelles telles que

Xn
LÝÑ X

Yn
PÝÑ a P R.

(37.243)

Alors pXn, Ynq LÝÑ pX, aq.

Démonstration. Étant donné que Yn LÝÑ a, nous avons Yn PÝÑ a par la proposition 37.73. Soit une
fonction f : R2 Ñ R2 ; nous devons prouver que

E
`
fpXn, Ynq

˘Ñ E
`
fpX, aq˘. (37.244)

Soit ε ą 0. Nous avons

E
`}fpXn, Ynq ´ fpX, aq}

˘ ď E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}

˘` E`}fpXn, aq ´ fpX, aq}
˘
. (37.245)

La fonction gptq “ fpt, aq étant continue et bornée, la convergence en loi Xn
LÝÑ X donne

E
`}fpXn, aq ´ fpX, aq}

˘Ñ 0. (37.246)

Étudions à présent le premier terme du membre de droite de (37.245). Pour tout η ą 0 et toute
variables aléatoires Z et Z 1 nous avons

EpZq “ EpZ1|Z1|ăηq ` EpZ1|Z1|ěηq. (37.247)

Nous décomposons donc le premier terme de (37.245) en

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}

˘ “ E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη

˘

` E`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ěη
˘
.

(37.248)

Choisissons maintenant une valeur de η telle que

|px, yq ´ px1, y1q| ă η ñ |fpx, yq ´ fpx1, y1q| ď ε. (37.249)

Un tel η existe par l’uniforme continuité de f . Dans le premier terme, |Yn´a| ă η, par conséquent

}pXn, Ynq ´ pXn, aq} “ |Yn ´ a| ă η (37.250)
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et donc
}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď ε. (37.251)

Le premier terme devient donc

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη

˘ ď εEp1|Yn´a|ăηq ď ε (37.252)

parce que Ep1Aq “ P pAq ď 1. Pour le second terme de (37.248) nous effectuons la majoration

}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď 2}f}8 (37.253)

tandis que la convergence Yn PÝÑ a entraine

P
`|Yn ´ a| ě η

˘
. (37.254)

Proposition 37.75 ([491]).
Soient Xi des variables aléatoires telles que

Xi
LÝÑ X (37.255)

et h, une fonction mesurable sur l’espace d’arrivée de Xi. Soit C l’ensemble des points de continuité
de h au sens

C “ tω P Ω tel que h est continue en Xipωqu. (37.256)

Alors si P pX P Cq “ 1, nous avons
hpXiq LÝÑ hpXq. (37.257)

Une conséquence de cette proposition couplée au lemme de Slutsky est le résultats suivant, qui
est donné sous le nom de théorème de Slutsky sur wikipédia.

Corollaire 37.76.
En reprenant les notations du lemme de Slutsky, si

Xn
LÝÑ X (37.258a)

Yn
PÝÑ a, (37.258b)

alors

Xn ` Yn LÝÑ X ` a (37.259a)

XnYn
LÝÑ aX (37.259b)

Y ´1
n Xn

LÝÑ a´1X (37.259c)
(37.259d)

pourvu que a soit inversible.

Lemme 37.77 (Borel-Cantelli).
Soit pAnq une suite d’événements (avec An P A pour tout n).
(1) Si

ř8
n“0 P pAnq converge, alors

P pAn i.s.q “ 0. (37.260)

(2) Si la somme
ř
n P pAnq diverge, et si de plus les Ai sont indépendants, alors

P pAn i.s.q “ 1. (37.261)

http://en.wikipedia.org/wiki/Slutsky's_theorem
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La notation P pAn i.s.q signifie « infiniment souvent », c’est-à-dire

P pAn i.s.q “ P
` č

NPN

ď

kěN
Ak

˘ “ P plim supAnq (37.262)

Une façon de paraphraser le lemme de Borel-Cantelli est que nous avons l’alternative

P plim supAnq “
#

0 si
ř
ně0 P pAnq ă 8

1 sinon.
(37.263)

Proposition 37.78.
Soit Xn, une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoires. Si

ÿ

n

P
`}Xn ´X} ą η

˘ ă 8 (37.264)

pour tout ε, alors Xn
p.s.ÝÑ X.

Démonstration. Fixons ε et considérons les événements An “ }Xn ´X} ą ε. L’hypothèse dit que
ÿ

n

P pAn,εq ă 8 (37.265)

et le lemme de Borel-Cantelli implique que

P plim sup }Xn ´X} ą εq “ 0. (37.266)

Un élément ω est dans lim supAn s’il est contenu dans tous les An, par conséquent, pour chaque
ε nous avons l’inclusion

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu Ă A lim supAn. (37.267)

Nous pouvons aller plus loin et écrire

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu “ Atω P Ω tel que }Xn ´X} ą ε,@ε ą 0u. (37.268)

Or la probabilité de l’ensemble

tω P Ω tel que }Xn ´X} ą εu (37.269)

est 0 pour chaque ε, et par conséquent la probabilité du membre de droite de (37.268) est 1.

Exemple 37.79
Considérons une suite de 0 et de 1 dans laquelle le 1 arrive avec une probabilité p et le 0 avec une
probabilité 1 ´ p. Une telle suite est modélisée par une suite de variables aléatoires de Bernoulli
pXnqnPN indépendantes de paramètre p.

Question : une telle suite contient elle une infinité de 1 ? Considérons les événements indépen-
dants An “ tXn “ 1u. Nous avons

ÿ

n

P pAnq “
ÿ

n

P pXn “ 1q “
ÿ

n

p “ 8. (37.270)

Par Borel-Cantelli et son expression (37.263), nous avons alors

P plim supAnq “ 1. (37.271)

Donc une infinité d’événements An se produisent, et nous avons bien une infinité de 1 dans la suite.
Remarque : dans ce raisonnement nous pouvons considérer une probabilité non constante pn

tant que la série
ř
n pn diverge. 4
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Exemple 37.80
À propos de maximum. La fonction h : Rd Ñ R donnée par hpx1, . . . , xdq “ maxitxiu est une
fonction continue. Nous voudrions prouver que si on a une famille (finie en i “ 1, . . . , l) de suites
(en n) variables aléatoires Xpiqn p.s.ÝÑ a convergeant toutes vers la même limite a, alors

Mn “ max
i
tXpiqn u p.s.ÝÑ a. (37.272)

D’abord si nous avons l suite numériques pxpiqn q, alors la suite

Mn “ max
i
xpiqn (37.273)

converge vers la même limite. En effet si ε ą 0 est donné, il suffit de prendre Ni l’entier tel que
|xpiqn ´ a| ď ε pour tout n ą Ni. Et ensuite on prend N ą maxtNiu.

Si maintenant au lieu de suites numériques, nous avons des variables aléatoires, le résultat reste
valable. Nous cherchons à prouver que

P
´
tω P Ω tel que maxtXpiqn pωqu Ñ au

¯
“ 1. (37.274)

Par ce que nous venons de dire sur les suites numériques, un élément ω n’est pas dans cet ensemble
seulement s’il y a un 8 pour lequel Xpiqn ne converge pas vers a. Or cela, pour chaque i est un
événement de probabilité zéro.

Les ω qui ne fonctionneront pas dans l’équation (37.274) sont ceux de la réunion d’un ensemble
fini d’ensembles de probabilité nulle. C’est donc de probabilité nulle. 4

37.4 Loi des grands nombres, théorème central limite

37.4.1 Loi des grands nombres

Lemme 37.81 (Inégalité de Markov[492]).
Soit une variable aléatoire X P Lp et ε ą 0. Nous avons

P p|X| ě εq ď 1
εr
Ep|X|rq. (37.275)

Démonstration. Nous avons

Ep|X|rq ě
ż

|X|ěε
XpωqdP pωq ě εr

ż

|X|ěε
dP “ εrP p|X| ě εq. (37.276)

Corollaire 37.82 ([492]).
Soit φ, une fonction croissante et positive ou nulle sur l’intervalle I. Soit aussi une variable
aléatoire Y : Ω Ñ R telle que P pY P Iq “ 1. Alors pour tout b P I tel que φpbq ą 0 nous avons

P pY ě bq ď E
“
φpY q‰
φpbq . (37.277)

Théorème 37.83 (Loi forte des grands nombres).
Soit pXnq une suite de variables aléatoires réelles
(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) intégrables (c’est-à-dire dans L1),

alors
1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q. (37.278)
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Note : étant donné que les variables aléatoires sont identiquement distribuées, nous avons
évidemment EpX1q “ EpX2q “ . . .

Problèmes et choses à faire

Est-ce que les variables aléatoires doivent vraiment être réelles ?

Corollaire 37.84.
Si les variables aléatoires réelles Xn sont
(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) dans L2

alors
X̄n

PÝÑ EpX1q. (37.279)

Démonstration. Nous voulons prouver que pour tout η ą 0,

P
`|X̄n ´ EpX1q| ą η

˘Ñ 0. (37.280)

Remarquons d’abord que les variables aléatoires Xn étant identiquement distribuées, EpX̄nq “
EpX1q parce que EpXiq “ EpX1q pour tout i. L’inégalité de Markov avec r “ 2 nous donne

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą η

˘ ď 1
η2E

`|X̄n ´ EpX̄nq|2
˘

(37.281a)

“ 1
η2 VarpX̄nq (37.281b)

“ 1
nη2 VarpX1q (37.281c)

où nous avons utilisé la la proposition 37.27 : VarpX̄nq “ VarpX1q{n. Au final nous avons prouvé
que

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą 1

nη2 VarpX1q, (37.282)

qui tend vers zéro lorsque nÑ8.

Proposition 37.85.
Soient Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec Xn ě 0. Nous
acceptons EpX1q “ 8, c’est-à-dire que nous relaxons la condition Xn P L1 par rapport à la loi des
grands nombres.

Alors
X̄n

p.s.ÝÑ EpX1q P r0,8s. (37.283)

Démonstration. Si EpX1q ă 8, nous sommes dans le cas de la loi des grands nombres. Pour chaque
N P N nous considérons la suite de variables aléatoires

XpNqn “ minpXn, Nq. (37.284)

Nous avons évidement X̄pNqn ď X̄n. Les variables aléatoiresXpNqn étant bornées parN , elles vérifient
la loi des grands nombres pour chaque N séparément. Par conséquent nous avons pour chaque N
la limite

X̄pNqn Ñ EpXpNq1 q (37.285)

Nous supposons que EpX1q “ 8, par conséquent limNÑ8EpXpNq1 q “ 8. Soit η ą 0 et choisissons
N de telle manière à avoir

EpXpNq1 q ą η ` 1. (37.286)

La limite (37.285) nous permet de trouver n0 tel que pour tout n ą n0 nous ayons X̄pNqn ą η. Au
final,

η ă X̄pNqn ď X̄n, (37.287)
ce qui montre que X̄n Ñ8.
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Exemple 37.86
La loi des grands nombres justifie la pratique courante d’approximer une grandeur physique par
la moyenne empirique d’un grand nombre de mesures. 4

Exemple 37.87
Citons ici le dernier paragraphe de Le mystère de Marie Roget par Edgar Allan Poe, traduit par
Charles Baudelaire 8.

Rien, par exemple, n’est plus difficile que de convaincre le lecteur non spécialiste que,
si un joueur de dés a amené les six deux fois coup sur coup, ce fait est une raison
suffisante de parier gros que le troisième coup ne ramènera pas les six. Une opinion
de ce genre est généralement rejetée tout d’abord par l’intelligence. On ne comprend
pas comment les deux coups déjà joués, et qui sont maintenant complètement enfouis
dans le Passé, peuvent avoir de l’influence sur le coup qui n’existe que dans le Futur.
La chance pour amener les six semble être précisément ce qu’elle était à n’importe
quel moment, c’est-à-dire soumise seulement à l’influence de tous les coups divers que
peuvent amener les dés. Et c’est là une réflexion qui semble si parfaitement évidente,
que tout effort pour la controverser est plus souvent accueilli par un sourire moqueur
que par une condescendance attentive.

Dans le cours de la nouvelle, Edgar Poe cite et utilise la théorie des probabilités avec une justesse
inaccoutumée dans la littérature. Mais dans ce paragraphe final, Poe montre de façon la plus
formelle qu’il n’a rien compris à la loi des grands nombres. 4

37.4.2 Théorème central limite

Lemme 37.88.
Soit zn Ñ z une suite convergente dans C. Alors

´
1` zn

n

¯n Ñ ez. (37.288)

Théorème 37.89.
Si les variables aléatoires Xn sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées de loi parente X,

(2) X1 P L2pΩ,Aq,
alors nous notons X̄n “ 1

n

řn
i“1Xi, m “ EpX1q et σ2 “ VarpX1q et nous avons

X̄n ´ EpXqb
VarpX̄nq

“ X̄n ´m
σ{?n

LÝÑ N p0, 1q. (37.289)

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration dans le cas de variables aléatoires réelles.
La proposition 37.67 dit que la suite Xn converge en loi vers X si et seulement si les fonctions
caractéristiques convergent ponctuellement. Nous devons donc prouver, pour chaque 9 t P R, que

ΦSn´nm
σ
?
n

ptq Ñ ΦN p0,1qptq. (37.290)

8. Disponible sur https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Mystère_de_Marie_Roget
9. Chuck Norris peut vraiment le faire pour chaque t P R

https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Myst�re_de_Marie_Roget
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Supposons dans un premier temps que EpXiq “ 0 et σpXiq “ 1. Dans ce cas nous considérons la
fonction

Φ Sn?
n

“ E
`
e
i t?

n

řn
k“1Xk

˘
(37.291a)

“
nź

k“1
E
`
e
i t?

n
X1˘ (37.291b)

“
nź

k“1
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
(37.291c)

“ ΦX1

ˆ
t?
n

˙n
. (37.291d)

Cette quantité est a priori complexe ; nous ne pouvons donc pas immédiatement passer au loga-
rithme. Nous pouvons par contre utiliser un développement en puissances de t en nous servant de
la proposition 37.56 et de l’hypothèse comme quoi X1 P L2 :

ΦX1ptq “ ΦX1p0q ` Φ1X1p0qt` Φ2X1p0q
t2

2 ` αptqt
2 (37.292)

où α est une fonction qui a la propriété limxÑ0 αpxq “ 0.
En utilisant les hypothèses et la formule de dérivation de la fonction caractéristique,

ΦX1p0q “ 1 (37.293a)
Φ1X1p0q “ E

`piXq˘ “ 0 (37.293b)
Φ2X1p0q “ Ep´X2q “ ´VarpX1q “ ´1. (37.293c)

Nous avons donc
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
“ 1´ 1

2
t2

nlooomooon
PR

` t2

n
α

ˆ
t?
n

˙

looooomooooon
PC

, (37.294)

de telle sorte que, en considérant une valeur fixée de t,

Φ Sn?
n

ptq “
˜

1´
t2

2 ` βn
n

¸n

(37.295)

où βn “ t2αpt{?nq. Nous avons bien entendu limnÑ8 βn “ 0.
Nous pouvons appliquer le lemme 37.88 pour obtenir la limite

lim
nÑ8Φ Sn?

n

ptq “ e´t2{2. (37.296)

La convergence (37.290) est par conséquent prouvée dans le cas où EpXiq “ 0 et VarpXiq “ 1.
Considérons maintenant des variables aléatoires avec EpXiq “ m et VarpXiq “ σ2. Elles peuvent

être écrites sous la forme
Xi “ σXi `m (37.297)

où X 1i est d’espérance nulle et de variance un. Nous avons alors

Sn “ σ
nÿ

i“1
X 1i ` nm, (37.298)

et
Sn ´ nm
σ
?
n

“ S1n?
n

(37.299)

où S1n “
ř
iX

1
i. L’étude de la variable aléatoire

Sn ´ nm
σ
?
n

(37.300)

revient donc à celle de S1n{
?
n qui vient d’être effectuée.
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37.90.
À propos du théorème central limite 37.89. Si pour une certaine variable aléatoire X on a EpXq “
m, alors nous n’avons pas forcément P pX “ m ` aq “ P pX “ m ´ aq. Est-ce que le théorème
central limite permet cependant d’affirmer que dans un certaine mesure nous avons

P pX̄n “ m` aq “ P pX̄n “ m´ aq (37.301)

lorsque n est grand ?
Tel quelle, l’équation (37.301) est en général fausse pour chaque n parce qu’il existe des dis-

tributions non symétriques. Mais bien entendu les deux membres tendent vers zéro pour n Ñ 8.
Mais cela n’est pas lié à la symétrie de la distribution gaussienne. C’est seulement le fait que la
gaussienne n’a pas de masses ponctuelles.

Par contre, il y a effectivement une assurance de symétrie pour X̄n lorsque nÑ8. Le fait est
que Xn

LÝÑ X où X est une gaussienne. La fonction de répartition de X est continue partout et
la proposition 37.72 nous dit que pour tout x P R,

lim
nÑ8FXnpxq “ FXptq. (37.302)

Vu que le nombre P
`
X̄n P Bpm ` a, δq˘ peut être exprimé avec des sommes et différences FXn ,

nous avons
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq

˘ “ P
`
X P Bpm` a, δq˘. (37.303)

Par symétrie de la gaussienne le membre de droite est égal à P
`
X P Bpm ´ a, δq˘ et nous avons

bien
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq

˘ “ lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm´ a, δq

˘
. (37.304)

Remarque 37.91.
Le théorème central limite s’applique quelle que soit la distribution des variables aléatoiresXi (dans
les limites de hypothèses) ; en particulier il ne dit rien sur la moyenne des Xi. Il dit seulement que
l’écart de la moyenne « mesurée » à la moyenne « théorique » est une variable aléatoire gaussienne
si on a mesuré assez de fois.

Autrement dit, si la durée d’attente à la poste est de 5 minutes, et si j’y vais 2000 fois, alors
la probabilité que ma moyenne d’attente soit de 4 minutes est la même que la probabilité qu’elle
soit de 6 minutes 10.

Problèmes et choses à faire

La remarque 37.91 est une interprétation personnelle. J’aimerais avoir l’avis de quelqu’un de plus compétent.

Remarque 37.92.
Nous pouvons obtenir la limite (37.296) d’une façon alternative. Nous considérons la détermination
du logarithme complexe sur CzR´ ; cela est une fonction analytique (théorème 27.59) vérifiant
l’équation

elnpzq “ z (37.305)

pour tout z P CzR´ et le développement

lnp1` zq “
8ÿ

n“1
p´1qn`1 z

n

n
. (37.306)

En particulier, lnp1` zq “ z ` zαpzq où limzÑ0 αpzq “ 0. Nous reprenons à l’équation (37.295) en

10. Et en l’occurrence, cette probabilité est nulle parce qu’on est en train de parler de variable aléatoire continue,
mais vous voyez l’idée.
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fixant t. Nous avons

Φ Sn?
n

ptq “ exp
„
ln
`
Φ Sn?

n

ptq˘


(37.307a)

“ exp
«
n ln

˜
1` ´

t2

2 ´ βn
n

¸ff
(37.307b)

“ exp
«
´ t

2

2 ´ βn `
`´ t2

2 ´ βn
˘
α

˜
´ t2

2 ´ βn
n

¸ff
. (37.307c)

À la limite nÑ 0 nous tombons sur e´t2{2.

Remarque 37.93.
Étant donné que la variable aléatoire

Sn ´ nm
σ
?
n

(37.308)

converge en loi vers N p0, 1q, nous avons la convergence des fonctions de répartition partout où la
fonction de répartition de la normale est continue 11 (donc sur tout R). En particulier,

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm
σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌Ñ 0. (37.309)

Nous avons la borne de Berry-Esséen qui donne une estimation de la vitesse de convergence : si
X P L3, alors il existe une constante C, indépendante de x, des Xi et de n telle que

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm
σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌ ď Xµ3

σ3?n (37.310)

où µ3 “ E
`|X1´m|3

˘
est le moment d’ordre 3 de X. La chose à retenir est que la convergence est

à la vitesse de 1{?n.
En dimension d ą 1, nous avons encore un théorème central limite.

Théorème 37.94.
Si d ą 1, et si nous avons des variables aléatoires Xn à valeurs dans Rd avec
(1) les Xn sont indépendantes et identiquement distribuées
(2) les Xn sont dans L2.

Alors nous notons X1 “ pXp1q1 , . . . , X
pdq
1 q. Nous avons

Sn ´ nm?
n

LÝÑ N p0,Σq (37.311)

où Σ est ma matrice de covariance du vecteur aléatoire X1 :

Σ “ `
CovpXp1q,...,X

pdq
1

1 q˘
i,j“1,...,d. (37.312)

37.4.3 Marche aléatoire

Nous considérons un mobile qui se déplace sur l’axe Z. À chaque pas de temps, nous supposons
qu’il va faire un pas à gauche avec une probabilité p et un pas à droite avec une probabilité p1´pq.
Nous nous demandons quel est le mouvement du mobile sur le long terme.

La position Sn du mobile à l’instant n est donnée par

Sn “
nÿ

i“1
Xi (37.313)

11. Proposition 37.72.
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où Xi est le pas effectué à l’instant i. Ce sont des variables de Bernoulli indépendantes avec

Xi
L“ pδ´1 ` p1´ pqδ1 (37.314)

c’est-à-dire

P pXi “ ´1q “ p (37.315a)
P pXi “ 1q “ 1´ p. (37.315b)

Ces variables vérifient les hypothèses de la loi des grands nombres :
(1) elles sont indépendantes et identiquement distribuées,
(2) elles sont intégrables.

Pour le second point, le calcul est
ż

Ω
|Xi|dP “

ż

R

|x|dPX “
ż

R

|x|ppδ´1 ` p1´ pqδ1q “ |1´ p| ` |p| “ 1. (37.316)

Nous avons par conséquent

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ p1´ 2pq (37.317)

et
Sn
n
Ñ p1´ 2pq. (37.318)

Si p ‰ 1{2 nous pouvons conclure que
(1) si p ą 1{2, alors Sn p.s.ÝÑ ´8
(2) si p ă 1{2, alors Sn p.s.ÝÑ 8.

De plus nous connaissons la vitesse de divergence : elle est linéaire. Le mobile suit essentiellement
l’équation ppnq “ p1´ 2pqn.
Remarque 37.95.
Cela ne traite pas le cas p “ 1{2. Dans ce cas, nous pouvons simplement dire que Sn “ opnq.

37.5 Les lois usuelles

37.5.1 Loi de Bernoulli

Une expérience de Bernoulli consiste à tirer au hasard un 0 ou un 1 avec une probabilité p de
tomber sur 1 et 1´ p de tomber sur zéro. Il s’agit donc d’une expérience qui réussit ou qui rate.

Le cas typique est une urne avec des boules indiscernables blanches ou noires. La probabilité p
est la proportion de blanches dans l’urne (avec remise entre les tirages). Dans ce cas, nous avons
l’espace de probabilité pΩ,A, P q où Ω représente l’ensemble des boules, A est l’ensemble des parties
de Ω et P est l’équiprobabilité sur Ω. Une variable aléatoire est une application

X : Ω Ñ t0, 1u
ω ÞÑ couleur de la boule ω.

(37.319)

Nous notons Bp1, pq la loi de Bernoulli. Elle a une expression très simple :

Bp0, 1q`t1u˘ “ p (37.320a)
Bp0, 1q`t0u˘ “ 1´ p (37.320b)

Une variable aléatoire réelle est de Bernoulli de paramètre p (0 ă p ă 1) si

X : Ω Ñ R (37.321)
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avec P px “ 1q “ p et P pX “ 0q “ 1´ p. En tant que mesure sur R, nous avons

PX “ pδ1 ` p1´ pqδ0. (37.322)

Une fonction h qui réalise le supremum de la formule (15.424) est par exemple une fonction en
escalier qui vaut en x le plus petit entier plus grand ou égal à x. L’espérance d’une loi de Bernoulli
est alors

Epxq “ p. (37.323)
Étant donné que la variable aléatoire X prend seulement les valeurs 0 et 1, nous avons pour tout
ensemble mesurable B

PX2pBq “ P pX2 P Bq “ P pX P Bq, (37.324)
et par conséquent PX2 “ PX et EpX2q “ EpXq. Nous trouvons donc la variance

VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ p´ p2 “ pp1´ pq. (37.325)

37.5.2 Loi binomiale

Une expérience binomiale consiste à répéter n expériences de Bernoulli de paramètre p et de
compter le nombre de réussites. Une telle expérience peut être réalisée selon la procédure suivante.

Soit une urne contenant N boules dont une proportion p de 1 et 1 ´ p de 0. Une expérience
binomiale de paramètres n et p consistera à prendre n boules avec remise et à compter le nombre
de 1 obtenus.

En termes d’espaces probabilisé, nous avons Ω qui est l’ensemble des tuples de taille n à valeurs
dans t0, 1u, la tribu A est l’ensemble des parties de Ω, et la probabilité P est l’équiprobabilité :

P pωq “ 1
Nn

(37.326)

si il y a N boules dans l’urne. Nous construisons alors la variable aléatoire

Xpωq “
nÿ

i“1
ωi (37.327)

où ω est une suite de taille n de 0 et de 1.
Calculons P pX “ kq. Il s’agit de considérer tous les sous-ensembles de taille n de Ω contenant

exactement k fois 1. Il y a
`
n
k

˘
manière de décider lesquelles des n boules seront blanches. Ensuite,

chaque boule blanche peut être choisie parmi les m boules disponibles, et chaque boule noire peut
être choisie parmi les pN ´mq disponibles. Nous avons donc

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
mkpN ´mqn´k

Nk
. (37.328)

En effet la mesure de probabilité sur Ω est la mesure de comptage renormalisée par le cardinal de
Ω qui vaut Nm. Étant donné que p “ m{N , nous transformons facilement (37.328) en

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqn´k. (37.329)

Une variable aléatoire de loi binomiale étant une somme de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes, l’espérance 12 et la variance 13 s’obtiennent en sommant les espérances et variances
termes à terme :

EpXq “ np (37.330)
et

VarpXq “
nÿ

i“1
VarpXiq “ npp1´ pq (37.331)

en vertu de (37.325).
La loi binomiale lorsque p “ 0.7 et n “ 10.

12. Valable même sans indépendance, proposition 37.25
13. Lemme 37.23.
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‚ ‚ ‚ ‚ ‚
‚

‚
‚ ‚

‚

‚ ‚
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

37.5.3 Loi multinomiale

La loi multinomiale M pn; k; p1, . . . , pkq consiste à effectuer n épreuves d’une démarche aléatoire
qui peut avoir k issues différentes avec probabilités p1, . . . , pk. Les variables aléatoires multinomiales
sont Ni avec les contraintes

kÿ

i“1
Ni “ n (37.332a)

kÿ

i“1
pi “ 1. (37.332b)

La fonction de probabilité multinomiale est

P pN1 “ n1, . . . , Nk “ nkq “ n!
n1! . . . nk!

pn1
1 . . . pkk. (37.333)

Chacune des Ni est une binomiale de probabilité pi.

37.5.4 Loi géométrique

Soit pXnq une suite indépendante et identiquement distribuée de lois de Bernoulli de paramètre
p. Alors la variable aléatoire

Z “ inftn ě 1 tel que Xn “ 1u (37.334)

est une loi géométrique de paramètre p.
La loi géométrique compte donc le nombre d’expériences de Bernoulli à effectuer avant que le

premier succès soit au rendez-vous. Nous avons

P pZ “ kq “ P pXk “ 1qP pX1, . . . , Xk´1 “ 0q “ pp1´ pqk´1 (37.335)

La loi géométrique de paramètre p “ 0.2.

‚

‚

‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Note : si p est trop grand, on ne voit vite plus rien parce que la probabilité d’attendre longtemps
est vite très faible.
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37.5.5 Loi de Poisson

Une variable aléatoire Z suit une loi de Poisson de paramètre λ, notée Ppλq si

P pZ “ kq “ e´λλ
k

k! (37.336)

pour tout k P N.
La loi de Poisson est une loi de probabilité discrète qui décrit le comportement du nombre

d’évènements se produisant dans un laps de temps fixé, si ces évènements se produisent avec une
fréquence moyenne connue et indépendamment du temps écoulé depuis l’évènement précédent.

Si un événement se produit en moyenne p fois par seconde, la probabilité d’observer l’événement
k fois durant n secondes est donnée par P pZ “ kq où Z est une loi de Poisson de paramètre λ “ pn.

Théorème 37.96 (wikipedia).
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Poisson sont λ :

EpXq “ λ (37.337a)
VarpXq “ λ. (37.337b)

La loi de Poisson de paramètre λ “ 2.

‚

‚ ‚

‚

‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚
1 2 3 4 5 6 7 8 9

37.5.6 Loi exponentielle

La loi de exponentielle représente le temps qu’il faut attendre pour qu’une particule se désin-
tègre si elle a en permanence une probabilité 14 λdt de se désintégrer entre t et t` dt. L’espérance
est donc 1{λ.

Il se passe donc en moyenne λ événements par seconde. La proposition 37.103 nous montrera
que le nombre d’événements se produisant en une seconde suit une loi de Poisson de paramètre λ.

Plus formellement, la loi exponentielle de paramètre λ, notée E pλq est la loi de densité

fX : x ÞÑ
#
λe´λx si x ě 0
0 sinon.

(37.338)

Densité de la loi exponentielle de paramètre λ “ 2.

14. Étant donné que λ n’est pas limité à 1, en réalité ce n’est pas une probabilité. Je suis preneur d’une bonne
interprétation physique de ce paramètre.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

Proposition 37.97.
Si X „ E pλq, alors la fonction de répartition de X est donnée par

F pxq “ P pX ď xq “
#

1´ e´λx si x ě 0
0 sinon.

(37.339)

La fonction caractéristique est donnée par

EpeitXq “ λ

λ´ it . (37.340)

L’espérance et la variance sont données par

EpXq “ 1
λ

VarpXq “ 1
λ2 .

(37.341)

Démonstration. Pour la fonction caractéristique,

EpeitXq “
ż 8

´8
eitxλe´λx1r0,8rpxqdx (37.342a)

“ λ

ż 8

0
exp´λ`itqdx (37.342b)

“ lim
AÑ8

«
exp´λ`itq

it´ λ

ffx“A

x“0

(37.342c)

“ lim
AÑ8

eApit´λq

it´ λ ´ 1
it´ λ. (37.342d)

Le premier terme est nul parce que si on prend la norme,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
eAp´λ`itq

´λ` it

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

e´λA

|it´ λ| Ñ 0. (37.343)

En ce qui concerne l’espérance nous faisons le calcul suivant :

EpXq “
ż

R

xfXpxqdx “ λ

ż

R`
xe´λxdx “ 1

λ
. (37.344)

Pour la variance, nous utilisons la formule (37.58). Nous avons

EpX2q “
ż

R

x2fXpxq “
ż 8

0
x2λe´λx “ 2

λ2 . (37.345)

Donc VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ 1
λ2 .
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La loi exponentielle est une loi sans mémoire en ce sens que

P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq. (37.346)

En effet nous utilisons la règle de la probabilité conditionnelle

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq . (37.347)

Ici,
P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą x` yq

P pX ą yq “ e´λx. (37.348)

La proposition suivante montre que la loi exponentielle est à peu près la seule à être sans mémoire.
D’où son importance dans l’étude des machines dont les pièces ne subissent pas d’usure.

Proposition 37.98.
Soit X, une variable aléatoire admettant une densité continue f par rapport à la mesure de Le-
besgue. Si elle est sans mémoire, alors elle est exponentielle.

Démonstration. Nous posons ϕpxq “ P pX ě xq. Cela est la fonction de répartition de X (à part
que cette dernière est 1´ ϕpxq mais c’est pas grave), et est donnée par

ϕpxq “ 1´
ż x

0
fptqdt. (37.349)

Cette dernière intégrale vérifie les hypothèses du théorème 37.98, de telle sorte que ϕ soit une
fonction dérivable et ϕ1pxq “ fpxq.

D’autre part en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle la propriété de ne pas
avoir de mémoire donne

ϕpx` yq “ ϕpxqϕpyq (37.350)

et de plus ϕp0q “ 0. Calculons la dérivée de ϕ :

ϕ1pxq “ lim
εÑ0

ϕpx` εq ´ ϕpxq
ε

“ ϕpxq lim
εÑ0

ϕpεq ´ 1
ε

“ ϕpxqϕ1p0q. (37.351)

Donc ϕ vérifie l’équation différentielle de l’exponentielle.

Exemple 37.99
Une machine a une durée de vie représentée par une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de paramètre λ. Soit Ty la variable aléatoire qui représente la temps de vie restant sachant que
la machine a déjà vécu un temps y. Nous voulons trouver la fonction de répartition de Ty. Nous
avons

P pTy ą xq “ P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq “ e´λx. (37.352)

Dans ce cas, la loi de Ty ne dépend pas de y. Cela signifie que la machine ne vieilli pas et surtout
que le modèle n’est pas réaliste. 4

Proposition 37.100.
Si X „ E pλq et Y „ E pµq sont indépendantes, alors
(1) P pX ă Y q “ λ

λ`µ
(2) P pX ą Y q “ µ

λ`µ
(3) P pX “ Y q “ 0
(4) minpX,Y q „ E pλ` µq.
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De plus les variables aléatoires exponentielles ont une propriété d’absence de mémoire :

P pX ą t` s|X ą sq “ P pX ą tq “ e´λt. (37.353)

Démonstration. Étant donné que X et Y sont indépendantes, la densité conjointe est le produit
des densités (37.20). Nous avons donc

P pX ą Y q “
ż

D
λe´λxµe´µydxdy (37.354)

où D est le domaine D “ tpx, yq P R2 tel que x, y ą 0, x ą yu. Nous avons donc

P pX ą Y q “ λµ

ż 8

0
dx

ż x

0
dye´λxe´µy “ µ

λ` µ. (37.355)

sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: f(x,y)=exp(-a*x)*exp(-b*y)
sage: assume(a>0)
sage: assume(b>0)
sage: a*b*f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,oo)
(x, y) |--> a*b/(a^2 + a*b)

Pour trouver la loi de minpX,Y q, nous écrivons
P
`

minpX,Y q ą t
˘ “ P pX ą t, Y ą tq (37.356a)
“ P pX ą tqP pY ą tq par indépendance (37.356b)
“ `

1´ FXptq
˘`

1´ FY ptq
˘

(37.356c)
“ e´pλ`µqt1r0,8rptq (37.356d)
“ 1´ FZptq (37.356e)

où Z „ E pλ` µq.

37.5.7 Approximation de la binomiale par une Poisson

Proposition 37.101.
Soit pXnq une suite de variables aléatoires avec Xn „ Bpn, pnq telle que npn converge vers une
constante λ ą 0. Alors Xn

LÝÑ Ppλq.
Démonstration. Commençons par écrire la loi binomiale sous une forme plus adaptée au passage
à la limite :

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqnk “ npn´ 1q . . . pn´ k ` 1q

k! pkp1´ pqn´k. (37.357)

Le produit au numérateur contient k termes dans lesquels nous mettons n en évidence. Nous
trouvons

P pX “ kq “ pnpq
k
`
1´ 1

n

˘ `
1´ 2

n

˘
. . .

`
1´ k´1

n

˘

k! pkpn´ pqn´k. (37.358)

Lorsque nous passons à la limite, tous les facteurs du type 1´l{n tendent vers 1 ainsi que p1´pnq´k.
Les facteurs dont la limite n’est pas 1 sont donc

P pXn “ kq » pnpnq
k

k! p1´ pnqk. (37.359)

Nous avons
lim
nÑ8p1´ pnq

n “ lim
nÑ8

´
1´ npn

n

¯n “ e´λ. (37.360)

La thèse est alors obtenue en remettant les morceaux ensemble.
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Exemple 37.102
Considérons un serveur informatique qui reçoit des requêtes. Toutes les 10´3 s il reçoit une requête
avec une probabilité p “ 0.05. La variable aléatoire qui consiste à donner le nombre de requêtes
effectivement effectuées en une seconde suit une loi binomiale Pp1000, pq.

Déterminons la probabilité que le serveur reçoive 20 requêtes en une seconde. Nous approximons
Bp1000, 0.05q par Pp50q, et la réponse est

e´50 5020

20! » 7 · 10´7. (37.361)

4

37.5.8 Loi de Poisson et loi exponentielle

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles indépendantes de loi exponentielle de para-
mètre λ. En utilisant le produit de convolution, nous pouvons trouver la fonction de densité de la
somme (voir point 37.2.3). Commençons avec deux variables aléatoires X et Y . Les densités sont

fXpxq “ 1rxě0sλe´λx (37.362a)
fY pyq “ 1ryě0sλe´λy, (37.362b)

et la densité conjointe est alors

fX`Y pxq “
ż

R

1rx´tě0sλe´λpx´tq1rtě0sλe´λtdt (37.363a)

“ λ2e´λx
ż x

0
1 dt (37.363b)

“ xλ2e´λx. (37.363c)

Par récurrence si S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn nous trouvons

fSpxq “ xn´1λne´λx. (37.364)

Proposition 37.103 ([493]).
Soit pTkqkPN une suite de variables aléatoires indépendantes de loi E pλq. Nous considérons la
variable aléatoire Sn “ řn

i“1Xi et pour chaque t P R` nous considérons

Nt “ maxtn ě 1 tel que
nÿ

i“1
Ti ď tu. (37.365)

Alors Nt „ Ppλtq.
Démonstration. Ce que nous devons calculer est

P pNt “ kq “ P pSn ď t ď Sn`1q. (37.366)

Nous introduisons la variable aléatoire Vn“1 “ pX1, . . . , Xn`1q ainsi que l’ensemble

An`1 “ tx P Rn`1 tel que x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ď t ď x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn`1u. (37.367)

Le problème est donc de calculer

P pSn ď t ď Sn`1q “ P pVn`1 P A`n`1q “
ż

A`n`1

fn`1pxqdx (37.368)
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où A`n`1 est la partie de An`1 dans laquelle xi ě 0 pour tout i et fn`1 est la fonction de densité
conjointe des variables aléatoires Xi. Nous effectuons le changement de variables

sk “
ÿ

iďk
xi (37.369a)

xk “ sk ´ sk´1 (37.369b)

dont le déterminant vaut 1. D’autre part par indépendance des variables aléatoires Xi, la fonction
de partition jointe fn`1 s’exprime sous la forme

fn`1px1, . . . , xn`1q “ fX1px1q . . . fXn`1pxn`1q (37.370a)
“ λn`1e´λpx1`¨¨¨`xn`1q (37.370b)
“ λn`1e´λsn`1 . (37.370c)

En ce qui concerne les bornes de l’intégrale dans les variables si, nous voulons que tous les xi soient
positifs, par conséquent s1 ě 0 et ensuite l’équation xk “ sk´sk´1 demande sk ě sk´1. Les bornes
sont donc données par l’ensemble

0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď t ď sn`1, (37.371)

c’est-à-dire Bn ˆ st,8r où

Bn “ tps1, . . . , snq tel que 0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď tu. (37.372)

Le théorème de Fubini nous permet de décomposer l’intégrale :

P pSn ď t ď Sn`1q “
ż

Bnˆst,8r
λn`1e´λsn`1ds1 . . . dsn`1 (37.373a)

“ λn`1
ˆż

Bn

ds1 . . . dsn

˙ˆż 8

t
e´λsn`1dsn`1

˙

loooooooooooomoooooooooooon
“λ´1e´λt

(37.373b)

“ λne´λt VolpBnq (37.373c)

où VolpBnq est le volume de Bn qui reste à calculer. L’ensemble Cn “ r0, tsn se décompose en
cellules disjointes (à ensemble de mesure nulle près) de la forme

Cσ “ t0 ď sσp1q ď sσp2q ď . . . ď sσpnq ď tu (37.374)

pour chaque permutation σ P Sn. Il y a exactement n! telles cellules dans Cn. Par conséquent

tn “ VolpCnq “ n! VolpCσq “ n! VolpBnq (37.375)

et VolpBnq “ tn

n! . Finalement nous avons

P pnt “ nq “ P pSn ď t ď Sn`1q “ pλtq
n

n! e´pλtq. (37.376)

37.5.9 Loi normale

La loi normale de paramètres m et σ ą 0, notée N pm,σ2q est la loi donnée par la densité

γm,σ2pxq “ 1
σ
?

2π
exp

«
´1

2

ˆ
x´m
σ

˙2
ff
. (37.377)
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Proposition 37.104.
Si la variable aléatoire réelle X suit une loi normale N pm,σ2q, alors nous avons EpXq “ m et
VarpXq “ σ2.

Démonstration. L’espérance d’une variable aléatoire se calcule à partir de la formule (37.220) :

EpXq “ 1
σ
?

2π

ż

R

x exp
«
´1

2

ˆ
x´m
σ

˙2
ff
dx (37.378a)

“ 1
σ
?

2π
σ

ż

R

pσu`mqe´u2{2 (37.378b)

où nous avons effectué le changement de variable u “ px´mq{σ. Nous utilisons ensuite l’intégrale
remarquable ż

R

e´u2{2du “ ?2π. (37.379)

En ce qui concerne la variance, nous avons le même genre de calculs.

La loi normale réduite est la densité

γpxq “ γ0,1pxq “ 1?
2π
e´x2{2. (37.380)

La variable aléatoire X suit la loi N pm,σ2q si et seulement si la variable aléatoire Z “ X´m
σ suit

la loi normale réduite N p0, 1q.
Proposition 37.105.
La fonction caractéristique de la distribution normale N pm,σ2q est

ΦN pm,σ2qptq “ exp
ˆ
itm´ σ2t2

2

˙
. (37.381)

Démonstration. En suivant la formule (37.192), l’intégrale à calculer est

ΦN pm,σ2qptq “ 1
σ
?

2π

ż

R

eitxe´
1
2px´mσ q2dx. (37.382)

Nous reconnaissons une transformée de Fourier. Afin de la calculer sans encombres, nous passons
par les fonctions intermédiaires suivantes :

gpxq “ e´
1
2x

2

hpxq “ g
´x
σ

¯

kpxq “ hpx´mq.
(37.383)

La fonction caractéristique que nous cherchons est 1
σ
?

2π k̂ptq. Les formules liées à la transformée
de Fourier nous donnent

k̂ptq “ ĥptqeitm (37.384a)
ĥptq “ σĝpσtq (37.384b)

ĝptq “
ż

R

e´itxe´
1
2x

2
dx “ ?2πe´t2{2. (37.384c)

Attention : l’intégrale à calculer est une transformée de Fourier inverse, d’où la formule (37.384a)
qui a un signe de différence avec la formule usuelle. En recombinant toutes ces expressions nous
trouvons

ΦN pm,σ2q “ e´σ2t2{2eitm, (37.385)

ce qu’il nous fallait.
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Exemple 37.106
Une espérance qui sert de temps en temps est celle de X “ eβZ lorsque Z „ N p0, 1q. Elle se
calcule en remarquant que x2 ´ 2βx “ px´ βq2 ´ β2, donc

EpeβZq “ 1
2π

ż

R

eβxe´x2{2dx (37.386a)

“ 1?
2π

ż

R

e´
1
2 px´βq2eβ2{2 (37.386b)

“ eβ
2{2

?
2π

ż

e´y
2{2
dy (37.386c)

“ eβ
2{2. (37.386d)

4

37.5.10 Vecteurs gaussiens

Source : [236, 494].

Définition 37.107.
Un vecteur aléatoire X : Ω Ñ Rd est un vecteur gaussien si toutes les combinaisons linéaires
de ses composantes sont des variables aléatoires normales. En d’autres termes, X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur u, la variable aléatoire u·X est gaussienne.

Le vecteur moyenne d’un vecteur gaussien est EpXq “ `
EpX1q, . . . , EpXnq

˘
et sa matrice de

variance-covariance est la matrice

KX “ VarpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘b `

X ´ EpXq˘
ı

(37.387)

où l’opération b est celle introduite autour de l’équation (12.295). Cela n’est rien d’autre que la
matrice de covariance de la variable aléatoire X : Ω Ñ Rd.

Lemme 37.108.
Si les variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles gaussiennes indé-
pendantes, alors le vecteur X “ pX1, . . . , Xnq est un vecteur gaussien.

Démonstration. Nous devons montrer que si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes, alors X`Y est encore gaussienne. L’indépendance nous assure les égalités suivantes
pour la fonction caractéristique :

ΦX`Y ptq “ E
`
eitpX´Y q

˘ “ E
`
eitX

˘
E
`
eitY

˘
. (37.388)

Dans le cas où X et Y sont gaussiens nous trouvons

ΦX`Y ptq “ exp
ˆ
im1t´ σ2

1t
2

2

˙
exp

ˆ
im2t´ σ2

2t
2

2

˙
“ exp

ˆ
ipm1 `m2qt´ pσ

2
1 ` σ2

2qt2
2

˙
.

(37.389)
Étant donné que la loi d’une variable aléatoire est entièrement déterminée par sa fonction carac-
téristique (théorème 37.58), nous déduisons que X ` Y est une normale de moyenne m1 `m2 et
de variance σ “ σ2

1 ` σ2
2.

Proposition 37.109.
La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien est donnée par

ΦXpuq “ exp
ˆ
iu·EpXq ´ 1

2u·KXu

˙
(37.390)

où KX est la matrice de covariance de X.
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Démonstration. Nous considérons la variable aléatoire réelle gaussienne u·X. Son espérance m “
Epu·Xq “ u·EpXq. Nous commençons par établir la formule suivante :

utKXu “ u·KXu “ E
”`rX ´ EpXqs·u

˘2
ı
. (37.391)

Utilisant la linéarité de l’espérance,
ÿ

kl

EpAklqukul “
ÿ

kl

EpAklukulq, (37.392)

nous trouvons

KXpu, uq “ E
´
rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs

¯
pu, uq (37.393a)

“ E
´`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘pu, uq

¯
(37.393b)

“ E
´`rX ´ EpXqs·u

˘`rX ´ EpXqs·u
˘¯

(37.393c)

“ E
´`rX ´ EpXqs·u

˘2
¯
. (37.393d)

Par la linéarité du produit scalaire et de l’espérance,

rX ´ EpXqs·u “ u·X ´ Epu·Xq, (37.394)

ce qui nous ramène à la variable aléatoire u·X. Nous avons alors

KXpu, uq “ E
”`rX ´ EpXqs·u

˘2
ı
“ Varpu·Xq. (37.395a)

Nous avons donc obtenu une forme pour la variance de la variable aléatoire u·X. Étant donné
que u·X est gaussienne de moyenne m “ u·EpXq et de variance σ2 “ KXpu, uq, nous avons

Φu·Xptq “ exp
`
itm´ 1

2σ
2t2

˘
. (37.396)

Par ailleurs nous avons ΦXpuq “ Φu·Xp1q parce que

ΦXpuq “ E
`
eiu·X

˘ “ Φu·Xp1q. (37.397)

En utilisant la forme (37.396) pour Φu·X nous trouvons

ΦXpuq “ Φu·Xp1q “ exp
`
im´ 1

2σ
2˘ “ exp

´
iEpu·Xq ´ 1

2u·KXu
¯
. (37.398)

Théorème 37.110.
Soit X “ pX1, . . . , Xdq, un vecteur gaussien. Les composantes sont indépendantes si et seulement
si elles sont non corrélées.

Démonstration. Nous savons que les variables aléatoires indépendantes sont non corrélées. Nous
devons donc surtout prouver le contraire. Le fait que les variables aléatoires Xi soient non corrélées
signifie que la matrice de covariance est

KX “

¨
˚̋
σ2

1 0
. . .

0 σ2
d

˛
‹‚ (37.399)
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où σ2
k “ VarpXkq. Notons mk “ EpXkq. Si u P Rd, nous avons en vertu de la proposition 37.109

que

ΦXpuq “ exp
´
ipu1m1 ` ¨ ¨ ¨ ` udmdq ´ 1

2pσ
2
1u

2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ2

du
2
dq
¯

(37.400a)

“ exp
`
iu1m1 ´ 1

2σ
2
1u

2
1
˘
. . . exp

`
iudmd ´ 1

2σ
2
du

2
d

˘
(37.400b)

“ ΦX1pu1q . . .ΦXdpudq. (37.400c)

Les variables aléatoires Xi sont donc indépendantes parce que la fonction caractéristique se facto-
rise.

Exemple 37.111
Nous donnons à présent un exemple de deux variables aléatoires gaussiennes qui ne forment pas un
vecteur gaussien. Pour ce faire nous devons chercher des variables aléatoires non indépendantes.
Soit Y „ N p0, 1q et ε une variable aléatoire (indépendante de Y ) donnée par P pε “ ´1q “ 1

2 ,
P pε “ 1q “ 1

2 . Nous considérons le vecteur pY, εY q.
D’abord montrons que εY est une variable aléatoire gaussienne. Soit A un borélien de R. Nous

avons
P pεY P Aq “ P pε “ ´1, Y P Aq ` P pε “ ´1,´Y P Aq. (37.401)

Par indépendance et par symétrie de Y 15 nous trouvons

P pεY P Aq “ P pε “ 1qP pY P Aq ` P pε “ ´1qP p´Y P Aq (37.402a)

“ 1
2P pY P Aq `

1
2P p´Y P Aq (37.402b)

“ P pY P Aq. (37.402c)

Nous avons donc Y „ εY , et donc εY est gaussienne.
En ce qui concerne la covariance, nous savons que EpY q “ Epεq “ 0, donc

CovpY, εY q “ EpY · εY q “ EpεY 2q “ EpεqEpY 2q “ 0. (37.403)

Note : EpY 2q “ 1.
Les variables aléatoires Y et εY ne sont pas indépendantes. En effet si elles l’étaient, Y serait

aussi indépendante de pεY q2 “ Y 2, alors que Y et Y 2 ne sont pas indépendantes. Donc X “ pY, εY q
n’est pas un vecteur gaussien. 4

Théorème 37.112 ([236]).
Soit m P Rd et K PMpd,Rq une matrice symétrique et positive. Alors il existe un vecteur gaussien
de moyenne m et de matrice de covariance K.

Démonstration. Nous effectuons la preuve avec m “ 0. Nous choisissons l’espace probabilisé
pΩ,Aq “ pRr,BorpRrqq où r est le rang de K muni de la probabilité de densité

γpuq “ 1
p2πqr{2 exp

`´ 1
2}u}

2˘. (37.404)

Nous considérons la variable aléatoire
Y0 : Ω Ñ Rr

u ÞÑ u.
(37.405)

C’est une variable aléatoire gaussienne de loi PY0 “ γλd où λd est la mesure de Lebesgue sur
Rd. Sa densité (37.404) s’écrit comme le produit de r gaussiennes indépendantes ; sa matrice de
covariance est donc 1rˆr.

15. C’est-à-dire que P pY P Aq “ P pY P ´Aq “ P p´Y P Aq.
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Étant donné que K est symétrique et positive, il existe une matrice dˆ r telle que K “ AAt.
Pour voir cela, remarquons qu’il existe une matrice dˆd qui fait le travail. En effet K se diagonalise
par une orthogonale (théorème 11.189) :

K “ ADAt “ A
?
D
?
DAt (37.406)

où D est une matrice diagonale contenant d´ r zéros et ?D est la matrice que l’on imagine. Donc
la matrice L “ A

?
D est une matrice telle que LLt “ K. Maintenant, étant donné que les d ´ r

dernières lignes de D sont vides, les d´ r dernières lignes de L n’ont pas d’importance et peuvent
être choisies nulles, voire même ne pas exister. La matrice A PMdˆr,R qui réalise AAt “ K est la
« troncature » de L à ses r premières lignes.

Nous considérons la variable aléatoire Y “ AY0 : Ω Ñ Rd. Étant donné que AY0 est une
transformation linéaire d’un vecteur gaussien, c’est un vecteur gaussien. Nous avons encorempY q “
0 et

VarpY q “ EpY b Y q “ E
`pAY0q b pAY0q

˘ “ AEpY0 b Y0qAt “ AAt “ K (37.407)

parce que EpY0bY0q “ 1. Nous avons utilisé les formules du produit tensoriel introduit en (12.295),
et en particulier la formule (12.298).

Lorsqu’une matrice symétrique et positive K est donné, nous avons créé un vecteur gaussien de
covariance K en créant X “ AY où Y est le vecteur gaussien « le plus simple » et où A est donné
par AAt “ K. La proposition suivante montre l’inverse : un vecteur gaussien X peut se réduire
au vecteur gaussien « le plus simple » en utilisant la transformation Y “ A´1X où A est encore
donnée par AAt “ K. Ce résultat nous permettra de voir les vecteurs gaussiens généraux comme
des « changements de coordonnées » par rapport au vecteur gaussien simple Y “ pY1, . . . , Ydq avec
Yi „ N p0, 1q.
Proposition 37.113.
Soit Y “ pY1, . . . , Ynq le vecteur gaussien formé des variables aléatoires indépendantes Yi „
N p0, 1q. Soit K une matrice symétrique et positive et la matrice A telle que AAt “ K. Alors
le vecteur X “ AY est gaussien de covariance K.

Démonstration. Nous montrons que la covariance de X “ AY est donnée par K. Nous avons

KX “ E
`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘ (37.408a)

“ E
`
ApY ´ EpY qq bApY ´ EpY qq˘ (37.408b)

“ E
´
A
`rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs˘At

¯
(37.408c)

“ EpAAtq (37.408d)
“ KX . (37.408e)

Nous avons utilisé le lemme 12.132 ainsi que le fait que

rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs “ KY “ 1. (37.409)

Notons que EpY q “ 0, mais cela ne joue pas ici.

Théorème 37.114.
Un vecteur gaussien X : Ω Ñ Rd possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue si et
seulement si sa matrice de covariance est inversible. Dans ce cas nous avons la densité

fXpxq “ 1
p2πqd{2

1a| detpKXq|
exp

ˆ
´1

2 rX ´ EpXqs·K´1
X rX ´ EpXqs

˙
. (37.410)

Démonstration. Nous supposons que EpXq “ 0. En utilisant la proposition 37.113, nous posons
X “ AY où Y est un vecteur gaussien Y „ N p0,1q et AAt “ KX . Si K n’est pas inversible, alors
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A n’est pas inversible non plus. Notons r ă d le rang de A. Étant donné que X “ AY , la variable
aléatoire X prend presque surement ses valeurs dans l’image de A, c’est-à-dire dans un sous-espace
de dimension r ă d de Rd. Ce sous-espace est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, mais
de mesure 1 pour la mesure PX . La mesure PX ne peut donc pas avoir de densité par rapport à
celle de Lebesgue.

Supposons maintenant que KX soit inversible. La matrice A l’est aussi. Nous anticipons l’uti-
lisation du théorème de changement de variable 15.252. Ici le changement de variable sera la
transformation linéaire A dont le jacobien vaut

| detpA´1q| “ 1
detA “ 1a| detKX |

. (37.411)

Soit γ la densité de Y . Nous posons

fXpxq “ 1a| detKX |
γpA´1Xq (37.412)

où γ est le produit des densités de d gaussiennes usuelles N p0, 1q. Nous allons d’abord montrer
que cette formule est bien la fonction (37.410) et ensuite que X admet fX comme densité. Nous
avons

γpA´1q “ 1
p2πqd{2 exp

ˆ
´1

2}A
´1x}2

˙
, (37.413)

et

}A´1x}2 “ xA´1x,A´1xy (37.414a)
“ xpA´1qtA´1x, xy (37.414b)
“ xpAAtq´1x, xy (37.414c)
“ x·K´1

X x, (37.414d)

ce qui nous donne bien la formule (37.410). Nous vérifions maintenant que fX est bien une densité
pour X. Soit B un borélien de Rd. Nous avons d’abord

P pX P Bq “ P pAY P Bq “ P pY P A´1Bq. (37.415)

Ici nous avons utilisé le fait que A était bijectif. Nous avons ensuite

P pX P Bq “
ż

A´1B
γptqdy “

ż

B
γ
`
A´1x

˘|JA´1pxq|dx “
ż

B
fXpxqdx. (37.416)

C’est ici que nous avons utilisé le théorème de changement de variable 15.252.

37.5.11 Variable aléatoire de Rademacher

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire de loi

ε „ δ0 ´ δ1, (37.417)

sur l’ensemble Ω “ t0, 1u. C’est la variable aléatoire qui prend valeur 1 ou ´1 avec probabilité 1
2 .

Parmi les propriétés évidentes de cette variable aléatoire nous avons Epεq “ 0 et Epε2q “ 1.

Proposition 37.115 (Inégalité de Khintchine[43]).
Soient r1, . . . , rn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Rademacher
et une combinaison linéaire

X “
nÿ

i“1
airi (37.418)

avec ai P R. Alors
}X}2 ď

?
eE

`|X|˘. (37.419)
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Démonstration. Pour rappel la définition est que

}X}2 “
b
E
`|X|2˘. (37.420)

Vu que c’est de la quantité E
`|X|˘ que nous voulons parler, nous notons l’inégalité

E
`|X|˘ “

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌dP pωq ě ˇ̌ ż

Ω
XpωqdP pωqˇ̌ “ ˇ̌

EpXqˇ̌. (37.421)

Nous supposons que
řn
j“1 a

2
j “ 1 ; sinon nous multiplions les aj parce qu’il faut pour l’avoir et

ce facteur sortira des deux côtés de (37.419).
Nous allons passer par la variable aléatoire intermédiaire

Y “
nź

j“1
p1` iajrjq (37.422)

et pour presque tout ω P Ω nous avons

|Y pωq| “
nź

j“1
|1` iajrjpωq| (37.423a)

“
nź

j“1

d
1` a2

j rjpωq2loomoon
“1

(37.423b)

“
nź

j“1

b
1` a2

j (37.423c)

ď
nź

j“1

b
ea

2
j (37.423d)

“
gffe

nź

j“1
ea

2
j (37.423e)

“
b
e
ř
a2
j (37.423f)

“ ?e. (37.423g)

Donc }Y }8 ď ?e où }.}8 est la norme supremum sur Ω. Cela nous permet de donner une première
inégalité à propos de Ep|X|q. D’abord

ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ ˇ̌ ż

Ω
XpωqY pωqdP pωqˇ̌ ď

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌}Y }8dP pωq “ }Y }8E

`|X|˘, (37.424)

ensuite en remplaçant }Y }8 par la majoration que nous venons de donner de |Y pωq|,
?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌. (37.425)

Il nous reste à prouver que
ˇ̌
EpXY qˇ̌ ě }X}2.

Pour ce faire nous commençons par noter que pour chaque j nous avons Eprjq “ 0 et Epiajr2
j q “

iaj ; en utilisant l’indépendance des rj et le lemme 37.22 nous avons alors

EprjY q “ E
´
rjp1` iajrjq

ź

k‰j
p1` iakrkq

¯
(37.426a)

“ E
`
rjp1` iajrjq

˘ź

k‰j
Ep1` iakrkq (37.426b)

“ iaj
ź

k‰j

`
1` iakEprkq

˘
(37.426c)

“ iaj . (37.426d)
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Par conséquent, en utilisant la proposition 37.25 dans le cas non indépendant,

EpXY q “
nÿ

j“1
ajEprjY q “

ÿ

j

ajiaj “ i
ÿ

j

a2
j “ i. (37.427)

Nous pouvons compléter l’équation (37.425) en

?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ 1, (37.428)

et nous nous empressons de montrer que }X}2 “ 1. En effet }X}2 “
a
Ep|X|2q alors que

}X}22 “ E
`p
ÿ

i

airiq2
˘

(37.429a)

“ E
´ÿ

k

a2
kr

2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajrirj

¯
(37.429b)

“
ÿ

k

a2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajEprirjq (37.429c)

“ 1 (37.429d)

37.5.12 Loi de Student

Définition 37.116.
La loi χ2 à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire Y 2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` y2
n si les pYiq sont des

variables aléatoires normales indépendantes centrées et réduites.
La loi de Student à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

Xa
K{d (37.430)

où X „ N p0, 1q et K „ χ2pdq sont des variables aléatoires indépendantes. Cette loi est notée
T pdq

Nous avons une illustration de la densité de la loi χ2p10q à la figure 37.1.

5 10 15 20 25 30

1
20

1
10

Figure 37.1 – La densité de χ2p10q.

L’importance de cette loi sera dans le théorème de Cochrane 38.15.
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37.5.13 Indépendance, covariance et variance de somme

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, nous avons défini la covariance par (37.67) :

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(37.431)

Une clef est le lemme 37.22 qui dit que lorsque X et Y sont indépendantes, alors EpXY q “
EpXqEpY q. Nous avons les liens suivants.
(1) Si X et Y sont indépendantes, alors CovpX,Y q “ 0.
(2) La réciproque n’est pas vraie par l’exemple 37.24.
(3) Si Z est un vecteur gaussien, les composantes Zi sont indépendantes si et seulement si la

matrice de covariance est diagonale, c’est-à-dire que les Zi sont deux à deux non corrélées ;
c’est le théorème 37.110.

(4) En ce qui concerne la variance d’une somme,

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (37.432)

Donc lorsqueX et Y ne sont pas corrélées, la variance est sympa avec la somme. En particulier
lorsqu’elles sont indépendantes, mais pas seulement.

37.6 Estimation des grands écarts

Si Sn est une somme de variables aléatoires de Bernoulli Xi indépendantes de probabilité p,
l’espérance de Sn{n est p, et nous voudrions savoir quelle est la probabilité d’avoir un taux de
succès un peu plus important :

P
`Sn
n
ě p` ε˘. (37.433)

La loi des grands nombres nous permet de dire que ça ne va pas être très grand. En effet si nous
posons

Yi “ Xi ´ p´ ε (37.434)

et
Zn “ 1

n

nÿ

i“1
Yi “ Sn

n
´ p´ ε, (37.435)

la loi des grands nombres (théorème 37.83) nous indique que

Zn
p.s.ÝÑ EpY1q “ ´ε. (37.436)

La proposition 37.68 sur le lien entre les types de convergence nous donne immédiatement la
convergence en loi. C’est-à-dire que pour tout η ą 0,

P
´
|Zn ` ε| ě η

¯
Ñ 0. (37.437)

En prenant η “ ε
2 ,

P pZn “ 0q ď P
`|Zn ` ε| ě ε

2
˘Ñ 0. (37.438)

Tout cela montre que
lim
nÑ8P

`Sn
n
ě p` ε˘ “ 0. (37.439)

Autrement dit, la probabilité de tomber à une distance fixée de la moyenne tend vers zéro lorsque
le nombre d’essais augmente. Rien d’étonnant.

Le théorème suivant nous indique la vitesse de convergence. Elle est exponentielle et le coeffi-
cient est donné en fonction de p et de ε.
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Théorème 37.117 ([43]).
Soient des variables aléatoires Xi „ Bppq et

Sn “
nÿ

i“1
Xi „ Bpn, pq. (37.440)

Pour ε P s0, 1´ pr, nous définissons

h`pεq “ pp` εq ln
ˆ
p` ε
p

˙
` p1´ p´ εq ln

ˆ
1´ p´ ε

1´ p
˙
. (37.441)

Alors
(1) h`pεq ą 0.
(2) Pour tout n ě 1, nous avons

P

ˆ
Sn
n
ě p` ε

˙
ď e´nh`pεq. (37.442)

(3) L’estimation (37.442) est optimale au sens que

lim
nÑ8

1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n
ě p` ε˘

˙
“ ´h`pεq. (37.443)

Démonstration. Pour tout t ě 0 nous avons :

P

ˆ
Sn
n
ě p` ε

˙
“ P

`
Sn ě np` nε˘ (37.444a)

ď E
´
etpSn´np´nεq

¯
(37.444b)

“ e´ntpp`εqE
`
etSn

˘
(37.444c)

“ e´ntpp`εq
8ÿ

k“0
etkP pSn “ kq (37.444d)

“ e´ntpp`εq
nÿ

k“0
etk

ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqn´k (37.444e)

“ e´ntpp`εq
`p1´ pq ` pet˘n (37.444f)

“ exp
´
´ n`tpp` εq ´ lnp1´ p` petq˘

¯
. (37.444g)

Justifications :
— L’inégalité (37.444b) est l’inégalité de Markov (corollaire 37.82) avec φpxq “ etx.
— La ligne (37.444d) est une utilisation du théorème de transfert 37.60.

Nous posons maintenant
h “ sup

tą0

`
tpp` εq ´ lnp1´ p` petq˘. (37.445)

Pour cette valeur de h nous avons

P

ˆ
Sn
n
ě p` ε

˙
ď e´nh. (37.446)

Nous considérons la fonction

g : R` Ñ R

t ÞÑ tpp` εq ´ lnp1´ p` petq. (37.447)
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Elle vérifie gp0q “ 0 et

g1ptq “ pp` εq ´ pet

1´ p` pet (37.448a)

g1p0q “ pp` εq ´ p

1´ p` p “ ε ą 0. (37.448b)

Par conséquent sur un voisinage de t “ 0 la fonction g est strictement croissante et nous concluons
que g prend (au moins) quelques valeurs strictement positives. Du coup nous avons

h “ }g}8 ą 0. (37.449)

Nous cherchons maintenant pour quelle valeur de t est réalisé le maximum de g. D’abord résoudre
g1ptq “ 0 donne

t0 “ ln
ˆpp` εqp1´ pq
pp1´ p´ εq

˙
(37.450)

Vu que g1ptq Ñ p ` ε ´ 1 ă 0, nous avons limtÑ8 gptq “ ´8 et donc le t0 trouvé est bien un
maximum et non un minimum.

Il est maintenant loisible de calculer une valeur pour h : il suffit de calculer gpt0q. La calcul
n’est pas très compliqué et donne

h “ gpt0q “ pp` εq ln
ˆ
p` ε
p

˙
` pp` ε´ 1q ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ε
˙
, (37.451)

ce qui est bien h “ h`pεq. Cela démontre les points (1) et (2).
Nous montrons à présent l’aspect optimal de l’estimation. Nous savons déjà que

1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n
ě p` ε˘

˙
ď h`pεq. (37.452)

Nous posons kn “ rnpp` εqs. Vu que p` ε ă 1 et que Sn ď n, nous avons

P
`Sn
n
ě p` ε˘ “ P

`
Sn ě npp` εq˘ ě P pSn “ knq “

ˆ
n

kn

˙
pknp1´ pqn´kn . (37.453)

C’est maintenant que nous utilisons la formule de Stirling (lemme 21.204) pour chacune des fac-
torielles intervenant dans le coefficient binomial. Nous trouvons :

P

ˆ
Sn
n
ě p` ε

˙
ě P pSn “ knq “ ♣ “

`
n
e

˘n?2πnαpnqpknp1´ pqn´kn
`
kn
e

˘kn ?2πknαpknq
`
n´kn
e

˘n´kn a2πpn´ knq
. (37.454)

Nous savons que kn “ npp ` εq ` σpnq avec σ borné par 1. Par conséquent n ´ kn Ñ 8 et nous
pouvons regrouper les coefficients en α en

βpnq “ αpnq
αpknqαpn´ knq Ñ 1. (37.455)

Nous remarquons aussi que les e se simplifient. Nous récrivons ♣ sous la forme

♣ “ 1?
2π

c
n

knpn´ knqβpnqloooooooooooooomoooooooooooooon
“Apnq

nnpknp1´ pqn´kn
kknn pn´ knqn´kn

(37.456a)

“ Apnqnn
ˆ
p

kn

˙kn ˆ 1´ p
n´ kn

˙n´kn
(37.456b)

“ Apnq
ˆ
np

kn

˙kn ˆnp1´ pq
n´ kn

˙n´kn
. (37.456c)
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Nous passons au logarithme et nous étudions 1
n ln

`
P pSn “ knq

˘
. Nous avons les termes suivants à

étudier :

1
n

ln
`
P pSn “ knq

˘ “ ´ 1
2n lnp2πq ` 1

2n ln
ˆ

n

knpn´ knq
˙

` kn ln
ˆ
np

kn

˙
` pn´ knq ln

ˆ
np1´ pq
n´ kn

˙
` 1
n

ln
`
αpnq˘.

(37.457)

Nous étudions terme à terme la limite de cela lorsque nÑ8.
(1) Le terme 1

2n lnp2πq ne pose pas de problèmes. Il tend vers zéro.
(2) Si nous remplaçons kn par npp` εq ` σpnq nous voyons que ce qui est dans le logarithme est

majoré par 1
P pnq pour un certain polynôme P . Ce terme est dans le cas lnpP pnqq

n qui tend vers
zéro lorsque nÑ8.

(3) Pour ce terme nous remplaçons kn par npp` εq ` kn´npp` εq. Nous devons alors étudier la
limite de

pp` εq ln
ˆ
np

kn

˙
` kn ´ npp` εq

n
ln
ˆ
np

kn

˙
. (37.458)

Ce qui est dans les logarithmes est encadré de la façon suivante :

npp` εq
np

ď kn
np
ď npp` εq ` 1

np
. (37.459)

Donc la limite de kn{np est pp` εq{p. Les logarithmes restent bornés. Pour le second terme
de (37.458), le numérateur du coefficient est borné par 1. Donc le second terme tend vers
zéro et le tout tend vers

pp` εq ln
ˆ

p

p` ε
˙
. (37.460)

(4) Nous devons enfin étudier le dernier terme. La combinaison n´kn
n s’étudie de la façon sui-

vante :

n´ kn
n

“ n´ npp` εq ` npp` εq ´ kn
n

“ np1´ p´ εq ` npp` εq ´ kn
n

Ñ 1´p´ε (37.461)

parce que npp` εq ´ kn est borné par 1. Sachant cela, notre terme a pour limite

n´ kn
n

ln
ˆ
np1´ pq
n´ kn

˙
Ñ p1´ p´ εq ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ε
˙
. (37.462)

En remettant tous les morceaux bouts à bout,

1
n
P pSn “ knq Ñ p1` εq ln

ˆ
p

p` {e
˙
` p1´ p´ εq ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ε
˙
“ ´h`pεq. (37.463)

Étant donné que nous avions déjà prouvé que P
`
Sn
n ě p` ε˘ ě P pSn “ knq, nous avons

lim inf
nÑ8

1
n

ln
´
P pSn

n
ě p` εq

¯
ě lim

nÑ8
1
n
P pSn “ knq “ ´h`pεq. (37.464)

En combinant avec (37.452) nous trouvons que

lim
nÑ8

1
n

ln
´
P
`Sn
n
ě p` ε˘

¯
“ h`pεq. (37.465)

Pour cette dernière déduction nous utilisons le fait que si panq est une suite telle que an ď l et
lim infnÑ8 an “ l, alors panq admet une limite qui vaut l.
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37.7 Simulations de réalisations de variables aléatoires

Le générateur de base que possède un système informatique est un générateur de nombres
pseudo-aléatoires de nombres entiers entre 0 et m´ 1 généré par une suite du type

xn`1 “ paxn ` bq mod m. (37.466)

37.7.1 Générateur uniforme

37.7.1.1 Première méthode

Une première façon de générer une variable aléatoire de loi uniforme sur s0, 1r est de diviser
par m´ 1 la suite de xn. En effet nous avons la proposition suivante.

Proposition 37.118.
Si pYnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
uniforme sur t0, . . . , n´ 1u. Alors

Yn
n

LÝÑ U r0, 1s. (37.467)

Démonstration. Nous prouvons la convergence en loi en passant par la fonction de répartition et
la proposition 37.69. La fonction de répartition de la densité U r0, 1s est

FXpxq “ x1|r0,1s. (37.468)

La fonction de répartition de la variable aléatoire (discrète) Xn “ Yn
n est

P pYn
n
ď xq “ P pYn ď nxq “ tnxu

n
(37.469)

où tau est le plus grand entier inférieur à a. Nous avons évidemment

lim
nÑ8

tnxu

n
“ x, (37.470)

ce qui montre la convergence des fonctions de répartitions et donc la convergence en loi qui nous
intéresse.

37.7.1.2 Seconde méthode

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la
loi Yn „ U t0, . . . ,m´ 1u. Alors la série de variables aléatoires

Z “
8ÿ

k“0

Yk
mk`1 (37.471)

est une série qui converge presque surement parce que Yk est borné par m. Avec probabilité zéro
nous avons Z “ ř

k 1{mk qui converge. Nous avons

Z „ U r0, 1s. (37.472)

L’argument pour montrer cette loi est qu’en base m, la variable aléatoire Z a un développement
décimal Z “ 0.Y1Y2Y3Y4 ¨ ¨ ¨.

37.7.2 Simulation par inversion

Nous cherchons maintenant à simuler une loi X de fonction de répartition F .
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Définition 37.119.
Soit f : RÑ r0, 1s une fonction croissante, continue à droite et telle que

lim
xÑ´8 fpxq “ 0 (37.473a)

lim
xÑ8 fpxq “ 1. (37.473b)

L’inverse généralisé de f , notée f´1 est la fonction définie par

f´1ptq “ inftx tel que fpxq ě tu. (37.474)

Remarque 37.120.
L’inverse généralisé d’une fonction bijective est la vraie fonction réciproque usuelle.

Proposition 37.121.
Soit f une fonction admettant un inverse généralisé f´1. Alors nous avons f´1ptq ď a si et
seulement si t ď fpaq.

La continuité à droite joue pour démontrer cette proposition.

Proposition 37.122.
Si F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X et si V est une variable aléatoire de
loi uniforme U r0, 1s, alors F´1pUq a la même loi que X.

Démonstration. Nous montrons que les fonctions de répartition deX et de F´1pUq sont identiques.
En utilisant la proposition 37.121, nous avons

P
`
F´1pUq ď y

˘ “ P
`
U ď F pyq˘ (37.475a)

“ F pyq (37.475b)
“ P pX ď yq. (37.475c)

Donc F´1pUq est la fonction de répartition de X.

La difficulté de la méthode par inversion est qu’il faut être capable de calculer l’inverse de la
fonction de répartition de la loi à simuler.

37.7.2.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle est une loi qui peut être simulée par inversion. La fonction de répartition
vaut

F pxq “ 1´ eλx, (37.476)
et l’inverse vaut

F´1pxq “ ´ 1
λ

lnp1´ yq. (37.477)

Par conséquent, une bonne formule pour simuler une loi exponentielle est

´ 1
λ

lnp1´ Uq. (37.478)

Notez que U étant uniforme, nous pouvons tout autant prendre ´ lnpUq{λ.

37.7.3 Algorithme de Box-Muller

Il s’agit de simuler une loi gaussienne. La proposition est la suivante.

Proposition 37.123.
Si U et V sont des variables aléatoires indépendantes de même loi uniforme sur r0, 1s, alors le
couple

pX,Y q “ `a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘ (37.479)
vérifie
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(1) X est indépendante de Y
(2) X et Y sont de loi N p0, 1q.

Démonstration. Nous allons montrer la proposition en utilisant les fonctions tests. Soit donc
ϕ : R2 Ñ R une fonction bornée et mesurable. Soient Z et W , deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi N p0, 1q. Nous allons montrer que

F
`
ϕpX,Y q˘ “ E

”
ϕ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

ı
. (37.480)

Par indépendance de U et V , la densité du couple est le produit des densités, donc en passant aux
coordonnées polaires,

♦ “ E
“
ϕpZ,W q‰ (37.481a)

“ 1
2π

ż 8

´8

ż 8

8
ϕpx, yqe´x2{2e´y2{2dxdy (37.481b)

“ 1
2π

ż 2π

0
dθ

ż 8

0
ϕpr cos θ, r sin θqe´r2{2rdr. (37.481c)

Nous posons u “ e´r2{2 et v “ θ
2π . En particulier r “a´2 lnpuq et

♦ “
ż 1

0

ż 1

0
ϕ
`a´2 lnpuq cosp2πvq,a´2 lnpuq sinp2πvq˘dudv (37.482a)

“ E
´
ϕ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

¯
(37.482b)

parce que mesure dudv est la densité de la loi uniforme.

En pratique, la formule

px, yq ÞÑ `?´2 ln x cosp2πyq,?´2 ln x sinp2πyq˘ (37.483)

est une façon d’obtenir deux gaussiennes à partir de deux variables uniformes.

37.7.4 Méthode du rejet

La méthode du rejet permet de simuler des lois à densité. Soit f la densité de la loi à simuler.
Nous faisons les hypothèses suivantes.
(1) Il existe une densité g d’une variable aléatoire facile à simuler.
(2) Il existe un k ě 0 tel que fpxq ď kgpxq.

Remarque 37.124.
Le k de la seconde hypothèse est nécessairement plus grand que 1. En effet,

1 “
ż
f ď k

ż
g “ k (37.484)

parce que f et g sont des densités et ont donc une intégrale égale à 1.

Proposition 37.125.
Soient pXnq et pUnq des suites de variables aléatoires indépendantes au sens où non seulement les
Xi et Uk sont indépendants entre eux, mais de plus Xi est indépendant de Uj pour tout i et j.
Nous supposons que les Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de densité g et que les
Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme.

Nous introduisons la variable aléatoire à valeurs dans N

ppωq “ inftn ě 0 tel que α
`
Xnpωq

˘ ě Unpωqu (37.485)
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où α est la fonction définie par

αpxq “
#

fpxq
kgpxq si gpxq ‰ 0
0 si gpxq “ 0.

(37.486)

Alors la variable aléatoire Y définie par

Y pωq “ Xppωqpωq (37.487)

admet f pour densité.

Démonstration. D’abord étant donné que fpxq ď kgpxq nous avons αpxq P r0, 1s. Nous pouvons
a priori avoir ppωq “ 8, ce qui rendrait caduque la définition de Y pωq. Montrons donc pour
commencer que P pp “ 8q “ 0. En utilisant l’indépendance nous avons

P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ lim
NÑ8

Nź

i“1
P
`
αpXiq ă Ui

˘
(37.488a)

“ lim
NÑ8P

`
αpX1q ă U1

˘N
. (37.488b)

Pour conclure nous devons prouver que P
`
αpX1q ă U1

˘ ă 1. Pour cela nous calculons

P
`
αpX1q ă U1

˘ “
ż

R

dx

ż 1

0
du1αpxqăugpxq (37.489a)

“
ż

R

gpxq`1´ αpxq˘dx (37.489b)

“
ż

R

ˆ
gpxq ´ fpxq

k

˙
(37.489c)

“ 1´ 1
k

(37.489d)

ă 1. (37.489e)

L’équation (37.488) nous permet donc de conclure que P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ 0. Par conséquent
la variable aléatoire Y pωq “ Xppωqpωq a un sens.

Nous devons maintenant prouver que Y a bien f pour densité. Pour cela nous considérons un
ensemble mesurable A P BorpRq et nous montrons que P pY P Aq “ ş

A fpxqdx. Nous avons

P pY P Aq “ P pXp P Aq “
8ÿ

i“1
P pXj P A, p “ jq. (37.490)

Par ailleurs nous avons
P pXj P A, p “ jq “ P

`
Xj P A,αpXjq ě Uj , αpXmq ă Um @m ď j ´ 1

˘

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘
P
`
αpX1q ă U1

˘j´1

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ˆ
1´ 1

k

˙j´1
.

(37.491)

Étant donné que gpxqdx est la densité de Xj et que du est la densité de U , nous avons

P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ “
ż

R

ż 1

0
1xPA1αpxqěugpxqdudx (37.492a)

“
ż

R

gpxq1xPA
ż 1

0
1αpxqěudu

looooooomooooooon
αpxq

dx. (37.492b)

“
ż

R

1xPA
fpxq
k

dx (37.492c)

“ 1
k
P pX P Aq. (37.492d)



37.7. SIMULATIONS DE RÉALISATIONS DE VARIABLES ALÉATOIRES 2067

En remplaçant dans l’équation (37.491) nous trouvons

P pXj P A, p “ jq “ 1
k
P pX P Aq

ˆ
1´ 1

k

˙j´1
. (37.493)

Et enfin, l’équation (37.490) donne

P pY P Aq “ 1
k
P pX P Aq

8ÿ

i“1

ˆ
1´ 1

k

˙j´1
“ P pX P Aq. (37.494)

37.7.5 Simuler une loi géométrique à l’ordinateur

Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec
Xn „ Bppq, alors

Z “ mintk ě 1 tel que Xk “ 1u „ G ppq. (37.495)
Nous avons alors P pZ “ kq “ p1´ pqkp.

Si nous avons un générateur de lois de Bernoulli de paramètre p, alors nous on simulons jusqu’à
obtenir 1 et nous comptons combien de simulations ont été nécessaires.

37.7.6 Simuler une loi exponentielle à l’ordinateur

Nous pouvons utiliser la méthode de l’inversion. Étant donné que la fonction de répartition de
la loi exponentielle est F pxq “ 1´ e´λx, nous avons F´1pyq “ 1

λ lnp1´ yq. Par conséquent à partir
d’un générateur uniforme U , nous pouvons calculer

F´1pUq “ 1
λ

lnpUq (37.496)

qui suivra une loi exponentielle d’espérance 1{λ.

37.7.7 Simuler une loi de Poisson à l’ordinateur

Nous savons du point 37.5.8 que si les Ti sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi E pλq, alors nous avons

maxtn ě 1 tel que
ÿ

i

Ti ď 1u „Ppλq. (37.497)

La façon usuelle pour créer une loi exponentielle est d’avoir un générateur de loi uniforme Ui et
d’écrire que

´ 1
λ

lnpUiq „ E pλq. (37.498)

Nous devons donc faire la somme de telles variables aléatoires et voir à partir de quel moment la
somme dépasse 1. Le calcul est le suivant :

´
nÿ

i“1

1
λ

lnpUiq ď 1 (37.499)

implique
nź

i“1
Ui ď e´λ. (37.500)

En pratique, la variable aléatoire qui se comporte comme une loi de Poisson de paramètre λ est

N “ maxtn ě 1 tel que
nź

i“1
Ui ě e´λu. (37.501)

Nous générons donc des nombres aléatoires entre 1 et 1 et nous effectuons le produit jusqu’à ce
qu’il passe en dessous de e´λ. À ce moment, nous retournons le nombre de nombres qu’il a fallu
générer.
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37.8 Sage
Nous allons montrer maintenant quelques trucs importants dans l’utilisation de Sage pour

réaliser des petits graphiques.

Remarque 37.126.
Dans ce qui suit, nous allons parler de « Sage », mais en réalité nous allons surtout parler du
module scipy qui fait partie des modules hyper-usuels de Python. Les remerciements vont donc
au moins autant du côté de l’équipe de scipy que vers celle de Sage.

37.8.1 Loi exponentielle

Il faut savoir que la définition d’une loi continue retourne automatiquement la loi centrée
réduite. Pour avoir une loi exponentielle de moyenne donnée, il faut donc préciser de façon plus
maligne que ce que l’on croit.

1 from scipy import stats
2

3 X=stats.expon(scale =5)
4 print (X.mean()) # retourne 5
5

6 P=plot( X.pdf ,x,0,10 )
7 show(P) # Affiche le graphique

tex/frido/code_sage1.py

37.8.2 Inverser des lois

Pour trouver des intervalles de confiance, il faut souvent calculer des inverses de loi. Bien
entendu Sage le fait. Ce que sage connaît, c’est l’inverse de la fonction de survie. Autrement dit si
X est une variable aléatoire, X.sf est la fonction x ÞÑ 1´P pX ă xq et X.isf en est l’inverse. Pour
résoudre P pX ă ξq “ α, il faut résoudre F pξq “ α, c’est-à-dire

1´ F pξq “ 1´ α, (37.502)

ce qui se fait de la façon suivante : le programme suivant donne pour une loi normale centrée
réduite la valeur de ξ pour laquelle P pN ă ξq “ 0.05 :

1 from scipy import stats
2

3 N=stats.norm
4 print N.mean() # 0
5 print N.var() # 1
6

7 xi = N.isf (0.95)
8 print xi # -1.64485
9

10 N.cdf(xi) # Vérification : 0.05
11

12 # Graphiques de la fonction de densité et la cumulative .
13 P=plot(N.cdf ,x,-10,10)
14 Q=plot(N.pdf ,x,-10,10,color=" red ")
15 show(P+Q)

tex/frido/code_sage2.py
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37.9 Monte-Carlo
Nous voudrions calculer une valeur approchée de l’intégrale

I “
ż b

a
fpxqdx. (37.503)

Les méthodes classiques consistent à discrétiser l’intervalle ra, bs et en calculant une somme de la
forme

ř
iwifpxiq.

L’idée de Monté Carlo est de remplacer le découpage déterministe xi par des variables aléatoires
Xi en trois étapes.
(1) Pour cela nous commençons par écrire l’intégrale comme une espérance : I “ EpXq où X est

une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé pΩ,F , P q à déterminer. Une contrainte
est évidemment d’avoir X P L1pΩ,F , P q.

(2) Nous générons une suite indépendantes et identiquement distribuée de variables aléatoires
pXnq de même loi que X et la loi (forte) des grands nombres implique que

X̄n “ 1
n

nÿ

k“1
Xk

p.s.ÝÑ EpXq “ I. (37.504)

(3) Le dernier point sera de donner un intervalle de confiance.

Exemple 37.127
Nous voudrions déterminer de façon approchée l’intégrale I “ ş1

0 fpxqdx. Si U „ U r0, 1s, alors
I “ E

`
fpUq˘ (37.505)

et il suffit de faire
I » 1

n

nÿ

k“1
fpUiq. (37.506)

où mes Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1s. 4

Exemple 37.128
Supposons que la fonction à intégrer se présente sous la forme fpxq “ hpxqgpxq avec g ě 0 et telle
que l’intégrale

ş
R
g existe. Notons

c “
ż

R

g (37.507)

et
I “

ż

R

hpxqcgpxq
c
dx. (37.508)

Nous avons alors I “ E
`
chpY q˘ où Y admet la densité gpxqc. 4

Passons au cas de plusieurs variables et considérons l’intégrale

I “
ż

r0,1s1
fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (37.509)

Nous écrivons
I “ E

`
fpU1, . . . , Udq

˘
(37.510)

où les Ui sont de loi uniformes sur r0, 1s. En pratique, nous générons une suite de variables aléatoires
de pZkq de lois uniformes que nous regroupons par paquets :

Vk “ pZdk, Zdk`1, . . . , Zdpk`1q´1q. (37.511)

Ces variables aléatoires Vk sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1sd. Ensuite
la loi des grands nombres nous indique que

I „ 1
n

nÿ

k“1
fpVkq. (37.512)
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37.9.1 Intervalle de confiance

37.9.1.1 Principe

Nous supposons que nous travaillons sur une approximation de Monte-Carlo telle que la variable
aléatoire choisie soit dans L2. La loi des grands nombres nous dit que X̄n „ I tandis que le théorème
central limite nous enseigne que

X̄n ´ EpXq
σ{?n

LÝÑ N p0, 1q . (37.513)

Par conséquent

P

ˆ
X̄n ´ EpXq
σ{?n P r´u, us

˙
» P p´u ď Z ď uq (37.514)

où Z „ N p0, 1q. En remplaçant EpXq par I et en effectuant les manipulations usuelles, nous
trouvons que P pI P Jαq “ 1´ α si

Jα “
“
X̄n ´ uα σ?

n
, X̄n ` uα σ?

n

‰
(37.515)

où σ2 est la variance de X. Si σ n’est pas connue, alors nous le remplaçons par un estimateur

S1n “
1

n´ 1

nÿ

k“1
pXk ´ X̄nq2 (37.516)

et nous considérons l’intervalle

J 1α “
“
X̄n ´ uα S

1
n?
n
X̄n ` uα S

1
n?
n

‰
. (37.517)

Il y a deux façons de faire diminuer la longueur de l’intervalle de confiance : augmenter n ou
diminuer σ. Pour le second point, le choix de X dans I “ EpXq est essentiel.
Exemple 37.129
Soit à calculer

I “ 1?
2π

ż

R

eβze´z2{2dz (37.518)

avec β ą 0. Nous introduisons la variable aléatoire X “ eβZ avec Z „ N p0, 1q. Nous avons alors
I “ EpXq. (37.519)

Par ailleurs l’intégrale demandée vaut eβ2{2. En appliquant les formules vues plus haut nous trou-
vons

Jα “
“
X̄n ´ uα σ?

n
, X̄n ` uα σ?

n

‰
(37.520)

où
σ2 “ VarpXq “ Epe2βZq ´ Epeβzq2 “ e2β2 ´ eβ2

. (37.521)

Nous avons utilisé la formule (37.386). Si nous choisissons β “ 2, nous trouvons σ2 » 2926. Donc
si nous voulons une longueur de Jα plus petite que 10´2 tout en demandant α “ 0.05 (ce qui
implique uα “ 1.96), nous devons avoir

1.962973?
n
ă 10´2, (37.522)

c’est-à-dire environ n “ 1011, ce qui soit dit en passant est très largement au delà des capacités de
la commande rand de scilab. 4

Nous allons maintenant voir quelques méthodes pour réduire la variance.

https://help.scilab.org/docs/5.4.0/fr_FR/rand.html


37.9. MONTE-CARLO 2071

37.9.1.2 Échantillonnage préférentiel

Nous devons calculer I “ ş
R
fpxqdx. Pour cela nous introduisons artificiellement une densité g

et nous écrivons
I “

ż

R

fpxq
gpxq gpxqdx “ E

ˆ
fpY q
gpY q

˙
(37.523)

où Y est de densité g. Il faut essayer de trouver g de telle sorte à ce que

Var
ˆ
fpY q
gpY q

˙
(37.524)

soit la plus petite possible.

37.9.1.3 Méthode de la variable de contrôle

Soit I “ EpXq. Nous introduisons une variable aléatoire Z et nous écrivons

I “ EpX ´ Zq ` EpZq. (37.525)

Il faut alors choisir Z de telle sorte que EpZq soit calculable et que X ´ Z ait une variance plus
faible. En particulier, Z ne peut pas être indépendante de X.

37.9.1.4 Variables antithétiques

Soit I “ ş1
0 fpxqdx. La première idée (exemple 37.127) est d’écrire

I “ E
`
fpUq˘ (37.526)

où U „ U r0, 1s, mais nous n’avons pas de garanties sur la variance de fpUq. Nous pouvons écrire

I “ E
`
fpUq˘ “ E

”1
2
`
fpUq ´ fp1´ Uq˘

ı
. (37.527)

Ici 1´U est encore une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, mais il se fait que la variable aléatoire

Z “ 1
2
`
fpUq ` fp1´ Uq˘ (37.528)

a une variance inférieure à Var
`
fpUq˘. En effet, fpUq et fp1´Uq ne sont pas indépendantes, par

conséquent le résultat du lemme 37.23 n’est pas valide, par contre la proposition 37.28 reste vraie
et nous avons

VarpZq “ 1
4 Var

`
fpUq˘` 1

4 Var
`
fp1´ Uq˘` 1

2 Cov
`
fpUq, fp1´ Uq˘. (37.529)

Nous avons Var
`
fp1´Uq˘ “ Var

`
fpUq˘. En ce qui concerne le terme avec la covariance, nous lui

appliquons l’équation (37.56) :

Cov
`
fpUq, fp1´ Uq˘ “ E

´
pfpUq ´ Iqpfp1´ Uq ´ Iq

¯
(37.530a)

ď E
`pfpUq ´ Iq2˘1{2

E
`pfp1´ Uq ´ Iq2˘1{2 (37.530b)

“ Var
`
fpUq˘ (37.530c)

où nous avons utilisé le fait que E
`
fpUq˘ “ E

`
fp1´ Uq˘ “ I. Au final nous avons bien obtenu

VarpZq ď Var
`
fpUq˘. (37.531)
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37.10 Résultats qui se démontrent avec des variables aléatoires

37.10.1 Nombres normaux

Tout nombre x P r0, 1r admet un unique 16 développement en base b ě 2 :

x “
8ÿ

n“1

εnpxq
bn

(37.532)

avec εnpxq P A “ t0, . . . , b´ 1u.
Soit k ě 1 et r P Ak ; nous posons

Nxpr, nq “ Card
 
i P t1, . . . , n´ k ` 1u tel que ε1pxq “ r1, . . . , εi`k´1 “ rk

(
. (37.533)

C’est le nombre d’occurrences du motif r (de longueur k) dans les n premières décimales de x.

Définition 37.130.
Un nombre x P r0, 1r est normal en base b si pour tout r P t0, . . . , b´ 1uk nous avons

Nxpb, nq
n

Ñ 1
bk
. (37.534)

Un nombre est normal s’il est normal en toute base.

Proposition 37.131 ([495, 43]).
Au sens de la mesure de Lebesgue, presque tous les nombres de r0, 1r sont normaux.

Démonstration. Pour x P r0, 1r, nous notons εnpxq son développement en base b. Cela nous donne
des variables aléatoires εi : r0, 1rÑ A dont la loi de probabilité est donnée par

P pε1 “ dq “ P
`rd
b
,
d` 1
b
r˘ “ 1

b
(37.535)

parce que l’intervalle rdb , d`1
d r est l’ensemble des nombres de r0, 1r dont la première décimale est d.

Pour la loi des εi, il faut un peu plus découper, mais ça donne le même résultat : P pεi “ dq “ 1{b.
Ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées. Nous considérons aussi
la variable aléatoire

Npr, nq : r0, 1r Ñ N

x ÞÑ Nxpr, nq (37.536)

Pour un r P A fixé, nous définissons encore la variable aléatoire

Xj : A Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si εjpxq “ b

0 sinon.
.

(37.537)

Les variables aléatoires Xj sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identique-
ment distribuées de paramètre EpXjq “ P pXj “ 1q “ P pε1 “ bq “ 1

b . Nous pouvons utiliser dessus
la loi forte des grands nombres (théorème 37.83). Pour dire que

1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ 1
b
. (37.538)

Mais en réalité nous avons aussi
řn
j“1Xj “ Npr, nq parce que en appliquant à x P r0, 1r :

nÿ

j“1

#
1 si εjpxq “ r

0 sinon
“ Card

 
i P t1, . . . , nu tel que εipxq “ r

( “ Nxpr, nq, (37.539)

16. Nous excluons 1 parce que son développement en puissances négatives de b est zéro.
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de sorte que l’équation (37.538) nous dit exactement que pour tout r P A,

lim
nÑ8

Nxpr, nq
n

“ 1
b

(37.540)

pour presque tout x P r0, 1r.
Il reste à prouver la même chose pour tout r P Ak. Voyons avec k “ 2 et r “ pu, vq P A2. Nous

posons
Yj “ 1tεj“u,εj`1“vu, (37.541)

et Npr, nq “ řn´1
j“1 Yj . Les Yi sont encore des binomiales de paramètre 1

b2 , mais elles ne sont pas
indépendantes. En effet pour avoir Y1pxq “ Y2pxq “ 1, il faut que les trois premières décimales de
x soit en même temps de la forme uv. et .uv, donc

P pY1, Y2 “ 1q “ b3δu,v (37.542)

alors que P pY1 “ 1qP pY2 “ 2q “ b4. Nous pouvons contourner ce problème en remarquant que les
εi, eux, sont indépendants. Donc le lemme de regroupement 37.16 nous dit que la famille tY2nu
est une famille de variables aléatoires indépendantes (et idem pour la famille Y2n´1). En effet, les
variables aléatoires Y2n correspondent à la partition 23, 45, 67, etc.

Nous appliquons la loi des grands nombres sur les deux familles indépendamment :

1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

p.s.ÝÑ 1
b2

(37.543)

et
1
n

nÿ

j“1
Y2j

p.s.ÝÑ 1
b2

(37.544)

Pour rappel, le but pour l’instant est d’établir la limite limnÑ8 1
n

řn
j“1 Yj “ 1

b2 . Nous allons l’établir
séparément pour les termes pairs et impairs de la suite. Pour les pairs :

1
2n

2nÿ

j“1
Yj “ 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
p.s.ÝÑ 1

b2
(37.545)

Pour les impairs 17,

1
2n´ 1

2n´1ÿ

j“1
Yj “ n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
Ñ 1

b2
(37.546)

parce que les deux parenthèses convergent vers 1
b2 alors que les coefficients devant convergent vers

1
2 .

Au final nous avons bien

Npr, nq
n

“ 1
n

n´1ÿ

j“1
Yj “ n´ 1

n

˜
1

n´ 1

n´1ÿ

j“1
Yj

¸
Ñ 1

b2
(37.547)

tant que r P A2.
Pour prouver la même chose avec r P Ak, il suffit de faire le même raisonnement en divisant

en plus de paquets : tYkj`mum“1,...,k´1 sont indépendants et nous utilisons k fois la loi des grands
nombres.

Donc pour toute base b nous savons que les nombres normaux en base b forment un ensemble
de mesure nulle dans r0, 1r. Il reste à voir que leur union reste de mesure nulle. Cela est vrai parce
que nous avons une union dénombrable et qu’une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle par le lemme 15.27.
17. Ici dans [43], la seconde somme va jusqu’à n´ 1 et je ne comprends pas pourquoi.
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Remarque 37.132.
Un nombre x est normal en base b si et seulement si la suite uk “ xbk est équirépartie modulo
1 sur r0, 1s (c’est-à-dire quel la suite des parties fractionnelles des uk est équirépartie). Pour le
nombre 0.2357873 . . ., nous parlons de la suite 0.2357873 . . . ; 0.357873 . . . ; 0.57897 . . . etc. C’est la
suite des queues de suites de la suite de ses décimales 18.

37.10.2 Théorème de Bernstein

Théorème 37.133 (Théorème de Bernstein[43]).
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et son module de continuité

ω : r0, 1s Ñ R

h ÞÑ supt|fpuq ´ fpvq| tel que |u´ v| ă hu. (37.548)

Pour n ě 0 nous définissons le ne polynôme de Bernstein de f par

Bnpfqpxq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xkp1´ xqn´kf

ˆ
k

n

˙
. (37.549)

Alors il existe C tel que pour tout n ě 1 :
(1)

}f ´Bnpfq}8 ď Cω

ˆ
1?
n

˙
. (37.550)

(2)
Bnpfq unifÝÑ f (37.551)

sur r0, 1s.
(3) L’inégalité (37.550) est optimale : il existe une fonction g P C0`r0, 1s,C˘ et δ ą 0 tels que

pour tout N ě 1, }g ´ Bnpgq}8 ě δ?
n
. Cette fonction peut être choisie Lipschitzienne. Une

telle fonction est donnée par exemple par gpxq “ |x´ 1
2 |.

(4) Les polynômes forment une partie dense dans
´
C0`r0, 1s˘, }.}8

¯
.

Démonstration. Soit x P r0, 1s et une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes 19 et
identiquement distribuées pXiqiě1 de paramètre x. Nous notons Sn “ řn

k“1Xk.

(1) Pour cette histoire de convergence, il faut majorer la quantité
ˇ̌
fpxq´Bnpfqpxq

ˇ̌
. Pour cela il

y a trois astuces. La première est de se souvenir que E
`
fpxq˘ “ fpxq, et la seconde est que

le théorème de transfert 37.60 appliqué à x ÞÑ fpx{nq donne 20

E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙ “
nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙
P pSn “ kq “

nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙ˆ
n

k

˙
xkp1´ xqn´k, (37.552)

c’est-à-dire que

Bnpfqpxq “ E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙
. (37.553)

Et enfin la troisième astuce est d’utiliser le lemme 12.171 pour avoir

ω

ˆ
|x´ Sn

n
|
˙
“ ω

ˆ
1?
n
|?n´ Sn?

n
|
˙
ď

ˆ?
n|x´ Sn

n
| ` 1

˙
ω
` 1?

n

˘
. (37.554)

18. C’est pas trop bien dit, mais on se comprend, non ?
19. Définition 37.9.
20. Nous avons aussi utilisé la formule de l’espérance pour les variables aléatoires discrètes.
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À partir de là nous pouvons un peu calculer :
ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇE

ˆ
fpxq ´ f`Sn

n

˘˙ ˇ̌
ˇ (37.555a)

ď E

ˆ
|fpxq ´ f`Sn

n

˘|
˙

(37.555b)

ď E

ˆ
ω
´
|x´ Sn

n
|
¯˙

(37.555c)

ď ω

ˆ
1?
n

˙
E

ˆ
|?nx´ Sn

n
| ` 1

˙
. (37.555d)

Le dernier facteur peut être récrit sous la forme

E

ˆ?
n
ˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌` 1
˙
“ ?nE

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌˙` 1, (37.556)

et c’est là que nous pouvons utiliser l’inégalité de Hölder 28.33 :

E
`|X|˘ “ }X}1 ď }X}2 (37.557)

où }X}2 désigne
}X}2 “

b
E
`|X|2˘. (37.558)

Nous pouvons donc écrire
ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙ˆ?
n
››x´ Sn

n

››
2 ` 1

˙
. (37.559)

Nous étudions maintenant de plus près la quantité }x´ Sn
n }2. D’abord

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙
“ x2 ´ 2x

n
EpSnq ` 1

n2EpS2
nq. (37.560)

Ensuite nous savons l’espérance de Sn (qui vaut EpSnq “ nx) par (37.330) et le lemme 37.22
nous permet de calculer EpS2

nq par indépendance des Xi qui composent Sn. Nous avons alors

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙
“ x2 ´ 2x2 ` 1

n2

ÿ

1ďi‰jďn
EpXiqEpXjq ` 1

n2

nÿ

i“1
EpX2

i q (37.561a)

“ ´x2 ` n2 ´ n
n2 x2 ` nx

n2 (37.561b)

“ xp1´ xq
n

. (37.561c)

Quelques justifications :
— EpXiq “ EpX2

i q “ x parce que Xi est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre
x.

— La première somme contient tous les couples pi, jq sauf les diagonaux ; il y en a donc
n2 ´ n.

En recombinant le tout,

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙˜
?
n

c
xp1´ xq

n
` 1

¸
(37.562a)

“ ω

ˆ
1?
n

˙`a
xp1´ xq ` 1

˘
(37.562b)

ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
. (37.562c)
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La dernière majoration est une rapide étude de la fonction xp1´ xq.
Étant donné que les majorations (37.562) sont valables pour tout x, en passant au supremum
nous avons

}f ´Bnpfq}8 ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
Ñ 0. (37.563)

Ceci prouve les deux premiers points du théorème.
(2) Fait.
(3) Nous considérons la fonction

gpxq “ }x´ 1
2j} (37.564)

et nous vérifions qu’elle vérifie toutes les conditions. D’abord si u, v P r0, 1s alors
ˇ̌
gpuq ´ gpvqˇ̌ ď |u´ v| (37.565)

et donc ωphq ď h, ce qui signifie que g est 1-Lipschitz. Le principe de cette partie est de
montrer que }g ´Bnpgq}8 est plus grand que d’autres trucs (et non plus petit que d’autres
trucs comme d’habitude). Nous commençons par

}g ´Bnpgq}8 ě gp12q ´Bnpgqp
1
2q. (37.566)

Très vite nous nous rendons compte que gp1{2q “ 0. Ensuite nous nous souvenons que

Bnpgqp12q “ E

ˆ
gpSn
n
q
˙
“ E

ˆ
|Sn
n
´ 1

2 |
˙
“ 1

2nE
`|2Sn ´ n|

˘
. (37.567)

si nous posons εi “ 2Xi ´ 1, alors les εi sont des variables aléatoires de Rademacher indé-
pendantes et identiquement distribuées qui satisfont à 2Sn ´ n “ řn

i“1 εi. Nous utilisons la
proposition 37.115 :

}f ´Bnpfq8} ě 1
2nE

`|
ÿ

i

εi|
˘ ě 1

2n
?
e

››
nÿ

i“1
εj
››
2. (37.568)

Calculons ce qui est dans la norme :

››
nÿ

j“1
εj
››2
2 “ E

˜
` nÿ

j“1
εj
˘2
¸
“

ÿ

1ďi‰jďn
EpεiqEpεjq `

nÿ

i“1
Epε2i q “ 0` n “ n. (37.569)

Nous finissons alors notre travail de majoration :

}f ´Bnpfq8} ě 1
2n
?
e

››
nÿ

i“1
εj
››
2 ě

1
2
?
n
?
e
ě 1

2
?
e
ω

ˆ
1?
n

˙
. (37.570)

(4) Nous avons trouvé une suite de polynômes qui converge uniformément vers un élément arbi-
traire de L2`r0, 1s˘. Cela prouve la densité.

Corollaire 37.134.
Dans R, si I “ ra, bs alors les polynômes forment une partie dense dans

`
C0pIq, }.}8

˘
.

Démonstration. Nous supposons que b ą a. Le cas a “ b est assez facile parce que l’espace des
fonctions sur tau est de dimension 1.

Nous considérons une bijection affine ϕ : r0, 1s Ñ ra, bs telle que ϕp0q “ a et ϕp1q “ b. Soit
f P C0pIq.

Si g “ f ˝ ϕ, alors le théorème de Bernstein 37.133 nous donne une suite de polynômes gk sur
r0, 1s tels que

gk
unifÝÑ g. (37.571)
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Nous considérons fk “ gk ˝ϕ´1 qui est encore un polynôme parce que ϕ´1 est affine. Étant donné
que ϕ´1 est une bijection, si h est une fonction sur r0, 1s, nous avons

sup
xPra,bs

}ph ˝ ϕ´1qpxq} “ sup
yPr0,1s

}hpyq}. (37.572)

Cela nous permt le calcul suivant :

}fk ´ f}8 “ }gk ˝ ϕ´1 ´ g ˝ ϕ´1} (37.573a)
“ }pgk ´ gq ˝ ϕ´1} (37.573b)
“ sup

xPra,bs
}pgk ´ gq

`
ϕ´1pxq˘} (37.573c)

“ sup
yPr0,1s

}pgk ´ gqpyq} (37.573d)

“ }gk ´ g}8. (37.573e)

Nous avons donc
lim
kÑ8 }fk ´ f}8 “ 0, (37.574)

ce qui prouve la densité.
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Chapitre 38

Statistiques

38.1 Notations et hypothèses
Nous notons X le caractère à étudier, et Ω l’ensemble des individus. Le caractère à étudier est

vu comme une fonction sur Ω :
X : Ω Ñ R,N, t0, 1u, . . . (38.1)

Les statistiques descriptives sont les techniques pour présenter et résumer les données : dia-
grammes, graphiques, indicateurs numériques : moyenne, écart-type, médiane, . . .

Nous faisons les hypothèses suivantes :
(1) Chaque observation xi est la réalisation de la variable aléatoire X qui sera de loi inconnue µ.
(2) Le n-uple px1, . . . , xnq est la réalisation de pX1, . . . , Xnq qui est l’échantillon de taille n.
(3) Les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune

µ. La loi µ est la loi parente de l’échantillon.

Exemple 38.1
Un échantillon de taille 1 consisterait à tirer au sort une personne dans une population et mesurer
sa taille. 4

Exemple 38.2
Une échantillon de taille n consisterait à tirer au sort n personnes dans une population et de
mesurer leurs tailles. 4

L’inférence statistique est l’art de dégager des informations sur la population à partir d’in-
formations partielles : intervalles de confiance, estimateurs, test d’hypothèses, . . .

En théorie des probabilités, nous connaissons la loi de la variable aléatoire X et nous en
déduisons des informations sur le réalisations de X : valeur la plus probable, moyenne, intervalle
dans lequel Xpωq a le plus de chance d’appartenir. En statistique, au contraire, la loi est inconnues
et nous cherchons des informations sur la loi à partir d’un échantillon de données numériques
observées.

38.2 Modèle statistique
Une modèle statistique est un triplet

S “
”
pΩ,F , P q, pXθqθPΘ, pµθqθPΘ

ı
(38.2)

où pΩ,F , P q est un espace probabilisé, pXθq est une famille de variables aléatoires définies sur Ω
et telles que pour tout θ P Θ, la variable aléatoire Xθ suive la loi µθ. Les µθ sont des mesures sur
les boréliens de R et pour tout B P BorpRq nous avons

P pXθ P Bq “ µθpBq. (38.3)

2079
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Remarque 38.3.
D’une certaine manière, l’introduction de µθ dans la définition est redondante parce que ces mesures
sont déjà contenues dans la données des variables aléatoires Xθ.

Exemple 38.4(Modèle statistique gaussien)
Si nous savons que les variables aléatoires Xi suivent une loi gaussienne, alors nous considérons
Θ “ R ˆ R` et θ “ pm,σ2jq. Dans ce cas, µθ “ N pm,σ2q et le but de la statistique est
de déterminer la valeur de θ qui correspond à une population en partant de l’observation d’un
échantillon. 4

Définition 38.5.
Si Θ Ă Rk, nous disons que le modèle statistique est un modèle paramétrique.

Le modèle gaussien est un modèle paramétrique : dès que m et σ2 sont déterminés, la loi du
phénomène X est connue.

Définition 38.6.
Pour chaque θ P θ, nous disons qu’un échantillon de taille n associé à un modèle statistique“pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

‰
est un vecteur

`
Xθ,1, . . . , Xθ,n

˘
de taille n de variables aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées de la même loi que la variable aléatoire Xθ. La loi µθ est la
loi parente de l’échantillon.

Définition 38.7.
Un modèle d’échantillonnage sur le modèle statistique S est une famille pXθ,1, . . . , Xθ,nqθPΘ
d’échantillons de taille n ě 1.

Nous noterons souvent pX1, . . . , Xnq à la place de pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon, mais il faut
se souvenir que les Xi suivent toujours la même loi donnée par θ. La loi du vecteur pX1, . . . , Xnq
est µθ b . . .b µθ et est définie sur l’espace pΩn,F b . . .b F , Pbnq.
Remarque 38.8.
Le travail du statisticien est de proposer un modèle statistique S a priori. Si nous étudions la taille
d’une population, nous allons choisir un modèle gaussien. Plus le modèle est précis, plus l’espace
Θ est petit mais plus il y a de risques que le vérité soit hors de l’ensemble considéré.

Exemple 38.9
Soit X une variable aléatoire de carré intégrable que l’on sait simuler. Afin d’évaluer la moyenne
µ de X, nous pouvons considérer la moyenne empirique des simulations : X̄n “ 1

n

řn
i“1Xi où les

variables aléatoires Xi sont indépendantes, identiquement distribuées et de même loi que X.
La loi des grands nombres nous enseigne que X̄n Ñ µ. De plus,

lim
nÑ8P

ˆ
µ P

„
X̄n ´ aσ?

n
, X̄n ` aσ?

n

˙
“

ż a

´a
e´x2{2 dx?

2π
. (38.4)

En effet, la condition sur µ est équivalente à

´ a ď X̄n ´ µ
σ{?n ď a, (38.5)

tandis que le théorème central limite nous enseigne que la variable aléatoire X̄n´µ
σ{?n se comporte

comme N p0, 1q lorsque n est grand. Dans ce cas, nous avons que

P

ˆ
X̄n ´ µ
σ{?n P r´a, as

˙
“ 1?

2π

ż a

´a
e´x2{2dx. (38.6)

Notons que dans ce calcul nous avons utilisé le fait que µ “ EpX1q.
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Montrons que la suite

σ2
n “

1
n

nÿ

i“1
X2
i ´

˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2

(38.7)

converge presque surement vers σ2. Le théorème central limite implique que

1
n

nÿ

i“1
X2
i
p.s.ÝÑ EpX2

1 q (38.8)

et que ˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2
p.s.ÝÑ EpX1q2. (38.9)

La différence converge donc presque surement vers σ2 en vertu de la proposition 37.26.
Nous avons également Epσ2

nq “ σ2. En effet, sachant que EpXiq “ EpX1q “ µ et que EpX2
i q “

EpX2
1 q “ µ2 ` σ2,

Epσ2
nq “

1
n

nÿ

i“1
EpX2

i q ´
1
n2

˜
nÿ

i“1
EpX2

i q
¸
`

ÿ

i‰j
EpXiXjqq (38.10a)

“ σ2 ` µ2 ´ 1
n2

`
npσ2 ` µ2q ` pn2 ´ nqµ2˘ (38.10b)

“ σ2 ´ 1
n
σ2, (38.10c)

dont la limite nÑ8 donne bien σ2.
Nous voudrions à présent montrer que

X̄n ´ µ
σn{?n

LÝÑ N p0, 1q. (38.11)

Vu que le théorème central limite donne une convergence en loi, nous pouvons utiliser le lemme de
Slutsky pour montrer que ˆ

X̄n ´ µ
1{?n , σ2

n

˙
LÝÑ pσZ, σ2q (38.12)

où Z „ N p0, 1q. En vertu de la proposition 37.75 appliqué à la fonction f : R2 Ñ R,

fpx, yq “
#

x?
y si y ‰ 0

0 sinon
(38.13)

nous avons la convergence en loi

f

ˆ
X̄n ´ µ
1{?n , σ2

n

˙
LÝÑ fpσZ, σ2q, (38.14)

c’est-à-dire
X̄n ´ µ
σn{?n

LÝÑ Z. (38.15)

Afin d’être complet, précisons que

P
`pσZ, σq P Rˆ t0u˘ “ 0. (38.16)

4
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Proposition 38.10.
Soit Xi des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente Bpn, pq.
Alors si X̄n désigne la moyenne empirique,

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (38.17)

Démonstration. Cela est une application de la loi des grands nombres, tu théorème central limite,
du lemme de Slutsky et de la proposition 37.75.

D’abord, la loi des grands nombres nous indique que X̄n Ñ p parce que p est l’espérance de
Bernoulli. Ensuite nous avons

X̄n ´ EpXqa
VarpXq{?n “

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq (38.18)

parce que la variance d’une loi de Bernoulli est pp1´ pq. Le théorème central limite nous indique
par conséquent que

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (38.19)

Le lemme de Slutsky implique alors la convergence du couple :
˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq , X̄n

¸
LÝÑ pZ, pq. (38.20)

Nous appliquons maintenant la proposition 37.75 avec la fonction

fpx, yq “
a
pp1´ pqxa
yp1´ yq (38.21)

qui est une fonction dont l’ensemble des points de discontinuité est C “ t0u. Étant donné que
P pX̄n “ 0q “ 0, la proposition s’applique et nous avons

f

˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq , X̄n

¸
LÝÑ fpZ, pq, (38.22)

c’est-à-dire
?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (38.23)

38.3 Modèles d’échantillonnages

Soit X, une variable aléatoire sur pΩ,F , P q. Un échantillon de taille n pour X est une suite
de n variables aléatoires pX1, . . . , Xnq définies sur pΩ,F , P q indépendantes et de même loi que X.
Nous disons que la loi de X est la loi parente de la suite Xi.

Définition 38.11.
Soit

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

ı
θPΘ

, (38.24)

un modèle statistique. Un modèle d’échantillonnage de taille n associée au modèle statistique S
est la donnée d’une famille de n-échantillons pXθ,1q, . . . , Xθ,n telle que pour tout θ P Θ, l’échantillon
pXθ,iq soit de variable parente Xθ.
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La moyenne empirique du n-échantillon pXiq est la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (38.25)

La proposition suivante signifie que la moyenne empirique est une « bonne » façon d’approcher
la variable aléatoire.

Proposition 38.12.
Soit X, une variable aléatoire dans L2pΩq (c’est-à-dire EpX2q ă 8) d’espérance m et de variance
σ2. Alors
(1) EpX̄nq “ m et VarpX̄nq “ σ2

n .
(2) Nous avons les convergences

X̄n
p.s.ÝÑ m (38.26a)

X̄n ´m
σ{?n

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (38.26b)

(3) Si X est de loi N pm,σ2q, alors X̄n „ N pm, σ2

n q, c’est-à-dire

X̄n ´m
σ{?n „ N p0, 1q. (38.27)

Remarque 38.13.
L’intérêt de cette proposition en statistique descriptive expérimentale est le suivant. La taille
moyenne des français est un nombre m qui existe, mais qui est largement hors de portée de
l’expérience (mesurer 65 · 106 personnes risque de prendre un sacré temps). Si on mesure seulement
n personnes dont les tailles sont pxiqi“1,...,n (ici xi est un nombre expérimental, pas une variable
aléatoire), alors on peut calculer la moyenne x̄n de ces n personnes-là. La proposition indique que
si n est assez grand, alors x̄n donne une bonne idée de m.

Ne pas confondre Xn qui est une variable aléatoire, c’est-à-dire une application mesurable, qui
nous sert à démontrer des théorèmes en mathématique, avec xn qui est un nombre mesuré sur le
terrain, qui a une existence physique bien définie, mais aucun status mathématique.

Si on croit que toute cette histoire de variables aléatoires, de tribu et de mesures décrit ef-
fectivement la réalité, alors on peut croire que le comportement de la suite X̄n décrit bien le
comportement de la suite x̄n (cette dernière n’étant même pas une suite parce qu’on n’a jamais
qu’un nombre fini de mesures expérimentales).

La variance empirique d’un échantillon est la variable aléatoire

V 2
n “

1
n

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (38.28)

La variance empirique corrigée est la variable aléatoire

S2
n “

1
n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (38.29)

Lemme 38.14.
La variance corrigée et la variance empirique ont comme espérances :

EpV 2
n q “

n´ 1
n

σ2 (38.30a)

EpS2
nq “ σ2. (38.30b)
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Démonstration. Nous commençons par calculer l’espérance de la variance non corrigée. La première
étape est de la récrire sous la forme

V 2
n “

1
n

ÿ

k

pX2
k ´ 2XkX̄n ` X̄2

nq

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´

2
n
X̄n

ÿ

k

Xk

loomoon
“nX̄n

` 1
n

ÿ

k

X̄2
n

loomoon
“nX̄2

n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ 2X̄2

n ` X̄2
n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ X̄2

n.

(38.31)

Nous calculons séparément l’espérance de ces deux termes. Si X est la loi parente des Xi, en
utilisant l’indépendance des Xi nous trouvons

E

˜
1
n

ÿ

k

X2
k

¸
“ 1
n

nÿ

k“1
EpX2

kq

“ EpX2q
“ EpXq2 ´VarpXq.

(38.32)

Nous devons à présent calculer l’espérance de X̄2
n :

EpX̄2
nq “ EpX̄nq2 `VarpX̄nq. (38.33)

En utilisant le lemme 37.23,

VarpX̄nq “ Var
˜

1
n

ÿ

k

Xk

¸
(38.34a)

“ 1
n2

ÿ

k

VarpXkq (38.34b)

“ 1
n

VarpXq. (38.34c)

Par conséquent
EpV 2

n q “ VarpXq
ˆ

1´ 1
n

˙
“ n´ 1

n
VarpXq. (38.35)

En ce qui concerne la variance corrigée,

S2
n “

1
n´ 1

ÿ

k

pXk ´ X̄nq2 “ n

n´ 1V
2
n , (38.36)

par conséquent EpS2
nq “ n

n´1EpV 2
n q “ VarpXq.

Théorème 38.15 (Théorème de Cochran[236]).
Soient pXiq des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi N pm,σ2q avec σ ą 0. Alors
(1) X̄n „ N pm, σ2

n q,
(2)

`
n´1
σ2

˘
S2
n “

`
n
σ2

˘
V̄ 2
n „ χ2pn´ 1q,

(3) les variables aléatoires X̄n et V̄n sont indépendantes et

X̄n ´m
Sn{?n “ X̄n ´mb

V̄n{pn´ 1q
„ T pn´ 1q. (38.37)
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Nous pouvons aussi écrire le dernier résultat en termes de la variance corrigée Sn, l’estimateur
sans biais de la variance parce que d

V̄n
n´ 1 “

1?
n
Sn (38.38)

en vertu de la définition (38.29).

Proposition 38.16.
Soit X une variable aléatoire de variance VarpXq “ σ. Si EpX4q ă 8, alors
(1) S2

n
p.s.ÝÑ σ2.

(2)
S2
n ´ σ2

b
µ4´σ4

n

LÝÑ Z „ N p0, 1q (38.39)

où µ4 “ EpX4q est le moment d’ordre 4 de X.

Théorème 38.17.
Si pX1, . . . , Xnq est un n-échantillon de loi parente N pm,σ2q, alors
(1) Les variables aléatoires

X̄n ´m
σ{?n et pn´ 1qS

2
n

σ2 (38.40)

sont indépendantes.
(2) La loi de pn´ 1qS2

n
σ2 est χ2pn´ 1q.

Si un échantillon vérifie ces deux propriétés, alors les Xi sont de loi N pm,σ2q.
L’inégalité de Markov donne une borne supérieure à la probabilité qu’une variable aléatoire

positive soit plus grande ou égale à une constante.

Théorème 38.18 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd et ϕ : Rd Ñ r0,8r. Alors

P
`
ϕpXq ě a

˘ ď E
`
ϕpXq˘
a

(38.41)

pour tout a ą 0.

Démonstration. Calculons le second membre :

E
`
ϕpXq˘
a

“
ż

Ω

ϕpXq
a

dP

“
ż

ϕpXqěa
ϕpXq
aloomoon
ď1

dP `
ż

ϕpXqăa
ϕpXq
a

dP

ě
ż

ϕpXqďa
dP

“ P
`
ϕpXq ď a

˘
.

(38.42)

D’où l’inégalité voulue.

38.4 Estimation ponctuelle
Nous considérons un modèle statistique

S “ “pΩ,F , P q, pXθq, pµθq
‰
θPΘ (38.43)
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et pour tout θ nous notons X “ pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon de loi parente µθ. Tant que nous
travaillerons avec un θ fixé, nous écrirons X “ pX1, . . . , Xnq sans expliciter la paramètre θ. Nous
noterons

Eθ
`
ϕpX1, . . . , Xnq

˘ “
ż

Rn
ϕpx1, . . . , xnqdµbnθ px1, . . . , xnq. (38.44)

Dans cette notation nous plaçons le θ sur l’espérance, tandis qu’en réalité le θ devrait être sur
chaque X1. Tant qu’aucune confusion n’est possible nous ferons toujours cet abus d’écriture.

Le but de la théorie de l’estimation est de déduire la valeur de θ (et donc la loi µθ) à partir
d’un échantillon de loi parente θ.

Nous posons les hypothèses suivantes.
(1) Le modèle statistique S est paramétré, c’est-à-dire que Θ Ă Rd avec le plus souvent d “ 1, 2.

Typiquement les paramètres seront la moyenne et la variance.
(2) Le modèle statistique est identifiable, c’est-à-dire que pour tout couple pθ1, θ2q P Θ2, si

θ1 ‰ θ2, alors µθ1 ‰ µθ2 .
(3) Le modèle S est dominé par la mesure de Lebesgue si les lois µθ sont continues et par la

mesure de comptage si les lois µθ sont discrètes.

Exemple 38.19
Quelque familles identifiables :
— La famille des lois exponentielles

`
E pλq˘

λą0 est identifiable.
— Les lois gaussiennes

`
N pm,σ2q˘

mPR,σ2ą0 sont également identifiables.
En réalité il est assez compliqué de trouver un exemple de modèle non identifiable à moins de la faire
exprès. Par exemple en paramétrant les lois exponentielles de la façon suivante :

`
E psinpλqq˘

λPR.
Cette famille n’est pas identifiable. 4

Le corollaire 15.197 ainsi que l’hypothèse de modèle dominé implique que les lois ont des
densités. Si la loi µθ est discrète, nous notons

ppx, θq “ µθptxuq (38.45)

la densité de µθ par rapport à la mesure de comptage. Si La loi µθ est continue, nous notons

ppx, θq “ fθpxq (38.46)

la densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
Si µθ est une loi discrète et si pX1, . . . , Xnq est un échantillon de taille n, alors pour tout

px1, . . . , xnq P Rn nous avons

pnpx1, . . . , xn; θq “ µbnθ
`tx1, . . . , xnu

˘ “ µθptx1uq . . . µθptxnuq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (38.47)

La première et la dernière égalité sont des notations ; la seconde est une conséquence de l’indé-
pendance des Xi contenues dans l’échantillon. Pour une loi continues, nous adoptons la même
notation. Le vecteur aléatoire pX1, . . . , Xnq admet la densité

px1, . . . , xnq ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “ fθpx1q . . . fθpxnq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (38.48)

Exemple 38.20
Soit pX1, . . . , Xnq un n-échantillon de loi Bp1, θq avec θ P s0, 1r. C’est une loi discrète portée par
l’ensemble t0, 1u. Nous avons

ppx, θq “

$
’&
’%

0 si 0 ‰ x ‰ 1
1´ θ si x “ 0
θ si x “ 1.

(38.49)
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De façon plus condensée nous pouvons écrire

ppx, θq “ θxp1´ θq1´x1t0,1upxq. (38.50)

Pour tout px1, . . . , xnq P Rp, la densité du n-échantillon est donnée par

pnpx1, . . . , xn; θq “ θx1`¨¨¨`xnp1´ pq1´
ř
ip1´xiq1t0,1unpx1, . . . , xnq. (38.51)

4

38.5 Statistiques et estimateurs
Définition 38.21.
Une statistique sur un modèle d’échantillonnage est une variable aléatoire fonction de l’échantillon
pX1, . . . , Xnq ne dépendant pas de θ 1. C’est-à-dire une application borélienne T : Rn Ñ R ne
dépendant pas de θ. La statistique associée à cette application est S “ T pX1, . . . , Xnq.

Les fonctions T pX1, . . . , Xnq données par řiXi, e
ř
Xi sont des statistiques. La constante 1

2 est
également une statistique (mais elle est moins intéressante).

Un estimateur est une statistique qui prend ses valeurs dans Θ. Nous la noterons

θ̂n “ θpX1, . . . , Xnq. (38.52)

La fonction θ̂n est borélienne à valeurs dans Θ.

Exemple 38.22
Soit un n-échantillon de loi Bp1, θqθPr0,1s. Les fonctions θ̂n “ 1

n

řn
i“1Xi et ϕ̂n “ 1

2 sont des
estimateurs. Cependant nous devinons que la première va être plus intéressante que la seconde.
4

Pour la suite, nous travaillerons avec des estimateurs de carré intégrable, c’est-à-dire que

Eθ
`|θ̂npX1, . . . , Xnq|2

˘ ă 8 (38.53)

pour tout θ P Θ.

38.5.1 Qualité des estimateurs

Définition 38.23.
Une estimateur est convergent ou consistant si pour tout θ P Θ, la suite de variables aléatoires
θ̂npX1, . . . , Xnq converge en probabilité vers θ.

En d’autres termes, l’estimateur θ̂n est convergeant si pour tout θ P Θ et pour tout η ą 0,

lim
nÑ8P

`|θ̂npX1, . . . , Xnq ´ θ| ą η
˘ “ 0. (38.54)

La probabilité dans le membre de gauche est donnée par

µbnθ
´ px1, . . . , xnq P Rn tel que |θ̂npx1, . . . , xnq ´ θ| ą η

(¯
. (38.55)

Soit θ̂n un estimateur pour θ. Nous cherchons à minimiser l’erreur commise en remplaçant θ
par θ̂n. Nous introduisons donc le risque quadratique de l’estimateur θ̂n par

Rpθ̂n, θq “ Eθ
`pθ̂n ´ θq2

˘
. (38.56)

Nous disons qu’un estimateur θ̂n,1 est préférable à θ̂n,2 si pour tout θ P Θ nous avons

Rpθ̂n,1, θq ă Rpθ̂n,2, θq. (38.57)
1. Parce que d’habitude c’est ce qu’on cherche à estimer.
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Lemme 38.24.
Une formule alternative pour le risque quadratique :

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq `
`
Eθpθ̂nq ´ θ

˘2 (38.58)

Démonstration. Nous avons

Eθ

´
pθ̂n ´ θq2

¯
“ Varpθ̂n ´ θq ´ Eθpθ̂n ´ θq2. (38.59)

D’une part Varpθ̂n ´ θq “ Varpθ̂nq et d’autre part Eθpθ̂n ´ θq2 “
“
Epθ̂nq ´ θ

‰2. Par conséquent

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq ´
´
Epθ̂nq ´ θ

¯2
. (38.60)

Le biais de l’estimateur θ̂n est la quantité

Eθpθ̂nq ´ θ. (38.61)

À ce niveau, nous rappelons que nous écrivons Eθ l’espérance calculée en supposant la valeur θ
pour le paramètre des différentes variables aléatoires entrant dans le calcul. Voir la discussion
autour de la définition (38.44).

Exemple 38.25
Dans le cadre de la proposition 37.103, nous voulons savoir si Ntt est un estimateur sans biais de
λ. Pour ce faire nous calculons

Eλ

ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t
EλpNtq “ λ (38.62)

parce que EpNtq “ λt. Ici nous avons calculé EpNtq en prenant λ pour valeur du paramètre du
processus de Poisson, alors que en principe c’est justement le paramètre que nous voulons estimer.

4

Exemple 38.26
La moyenne empirique X̄n est un estimateur sans billet de la moyenne. L’estimateur

1
n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄iq2 (38.63)

est un estimateur sans billet de la variance. 4

Un estimateur sans biais n’est pas toujours de meilleur qualité qu’un estimateur avec biais. En
effet ce que nous voulons est de se donner un (petit) intervalle I autour de la bonne valeur de θ et
de maximiser P pθ̂n P Iq. Sur la figure 38.1, c’est l’estimateur biaisé rouge tombe plus souvent sur
le bon intervalle que l’estimateur non biaisé bleu.

Nous allons maintenant étudier quelques manières de construire des estimateurs convergeant 2.
Il vont évidemment s’appuyer sur la loi des grands nombres.

38.5.2 Méthode des moments

Sans surprises, un bon estimateur pour la moyenne est

θ̂npX1, . . . , Xnq “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (38.64)

2. Là je ne suis vraiment pas sûr de l’orthographe. Comme partout où j’utilise le verbe « converger » d’ailleurs.
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I

´3 ´2 ´1 1 2 3

1

2

Figure 38.1 – Un estimateur sans biais et un avec biais.

Plus généralement, nous supposons qu’il existe une fonction borélienne 3 M : RÑ R telle que

Eθ
`|MpXq|˘ ă 8 (38.65)

où X est la loi parente de l’échantillon. Supposons également que la fonction

hpθq “ Eθ
`
MpXq˘ (38.66)

soit inversible et continue sur Θ. Dans ce cas, pour estimer le paramètre θ, nous considérons
l’estimateur

θ̂n “ h´1

˜
1
n

nÿ

i“1
MpXiq

¸
. (38.67)

Cela est un estimateur convergeant. En effet, la loi des grands nombres dit que
1
n

ÿ

i

MpXiq p.s.ÝÑ Eθ
`
MpXq˘. (38.68)

En composant avec la fonction h, nous avons

θ̂n
p.s.ÝÑ h´1

´
Eθ

`
MpXq˘

¯
“ θ. (38.69)

Dans cette construction, MpXq est le moment de X que l’on souhaite déterminer.

Exemple 38.27
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq. Construire λ̂n. Pour une loi exponentielle,

EpXq “ 1
λ
. (38.70)

Nous devons donc déterminer le moment d’ordre 1 deX (c’est-à-dire sa moyenne). Nous considérons
donc la fonction Mpxq “ x ; par conséquent

hpλq “ EpXq “ 1
λ

(38.71)

et h´1pθq “ 1{θ. L’estimateur que nous considérons pour λ est finalement

θ̂n “ 1
1
n

řn
i“1Xi

. (38.72)

4

3. Définition 15.42.
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38.5.3 Méthode de substitution

Supposons que nous connaissions un estimateur convergeant θ̂n Ñ θ. Si g : Rd Ñ R est une
fonction continue, alors

gpθ̂nq Ñ gpθq. (38.73)

38.5.4 Méthode du maximum de vraisemblance

Exemple 38.28
Nous désirons contrôler la qualité d’une chaîne de production ; pour cela nous prélevons un échan-
tillon de 10 pièces, et nous en trouvons 3 défectueuses. Que dire de la proportion de pièces défec-
tueuses ?

Évidemment, le plus probable est que la proportion de pièces défectueuses soit de 1{3. Analysons
en détail comment nous arrivons à ce résultat. Nous considérons que le fait de tirer 10 pièces
revient à une expérience binomiale de paramètres 10 et de probabilité p inconnue. Dans ce cas, la
probabilité d’observer exactement 3 pièces défectueuses est de

Lppq “ P pX “ 3q “
ˆ

10
3

˙
p3p1´ pq7. (38.74)

Le maximum de Lppq est p “ 3{10.

‚

pp3
10

3
5

9
10

LppqLppq

1
5

Figure 38.2 – La fonction de vraisemblance de l’exemple 38.28.

4

Soit px1, . . . , xnq, une réalisation de l’échantillon pX1, . . . , Xnq. L’application

θ ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi, θq (38.75)

est la vraisemblance de l’échantillon. Nous définissons θ̂n par

pnpx1, . . . , xn; θ̂nq “ sup
θPΘ

pnpx1, . . . , xn; θq. (38.76)

Remarque 38.29.
Nous passons sous le silence le fait que la fonction sup soit une fonction mesurable, et que par
conséquent θ̂n soit bien une variable aléatoire.

La variable aléatoire θ̂n “ θ̂npX1, . . . , Xnq est l’estimateur de maximum de vraisemblance
de θ.
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38.5.5 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 38.30
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi Bp1, θq avec θ P r0, 1s. Trouver l’estimateur de maximum
de vraisemblance de θ.

En utilisant la densité de la loi multinomiale,

pnpx1, . . . , xn; θq “
ź

i

ppxi, θq “
ź

i

θxip1´ θq1´xi1t0,1unpx1, . . . , xnq. (38.77)

En passant au logarithme, si xi P t0, 1u,

Lnpθq “
ÿ

i

xi lnpθq ` p1´ xiq lnp1´ θq (38.78)

En passant à la dérivée, nous trouvons que l’extremum est donné par

θ “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (38.79)

4

Exemple 38.31

Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq avec θ ą 0. Trouver l’estimateur de maximum de
vraisemblance de θ.

Nous avons
pnpx1, . . . , xnq “

nź

i“1
θie

´θxi . (38.80)

En passant au logarithme la fonction à minimiser est

Lpθq “ n lnpθq ´ θ
ÿ

i

xi. (38.81)

La minimisation donne
θ “ nř

i xi
, (38.82)

c’est-à-dire
θ̂npX1, . . . , Xnq “ nř

iXi
“ 1
X̄n

. (38.83)

Ce résultat n’est pas étonnant vu que le paramètre λ de la loi exponentielle est l’inverse de la
moyenne.

4

Exemple 38.32

Soit pX1, . . . , Xnq, un échantillon de loi parente uniforme sur r0, θs avec θ ą 0.

(1) Montrer que la fonction de vraisemblance est donnée par

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq

˘
1rmaxpx1,...,xnq,8rpθq. (38.84)

(2) Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.
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Lorsque nous parlons de paramètres qui peuvent prendre un spectre continu de valeurs, il
est inutile de calculer la probabilité parce qu’elle est nulle. Le système de maximum de vraisem-
blance fonctionne avec les densités. Dans notre cas, la fonction de vraisemblance est le produit des
densités :

Lpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi; θq (38.85a)

“
ź

i

1
θ
1r0,θspxiq (38.85b)

“ 1
θn
1r0,θsnpx1, . . . , xnq. (38.85c)

De cette expression nous voyons que mintx1, . . . , xnu doit être positif en même temps que le
maximum doit être plus petit que θ. Cette seconde condition peut s’écrire 1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. Au
final nous avons

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq

˘
1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. (38.86)

Il n’est évidemment pas possible de dériver explicitement cette expression. Par contre pour
que cette fonction soit non nulle, il faut obligatoirement θ ě maxtx1, . . . , xnu. Par conséquent elle
prend son maximum pour θ “ maxtx1, . . . , xnu.

La conclusion est que l’estimateur de maximum de vraisemblance de θ est θ̂n “ maxitXiu. 4

Exemple 38.33

Déterminer l’estimateur de maximum de vraisemblance de la moyenne pour un modèle statis-
tique dans laquelle la famille de probabilités est

pµθq “ tN pθ, σ2q tel que θ PP Ru. (38.87)

Nous supposons que σ est connu.
La densité de la variable aléatoire conjointe pX1, . . . , Xnq au point px1, . . . , xnq est le produit

des densités, donc

nź

i“1
γm,σpx1, . . . , xnq “ 1

σnp2πqn{2 exp´1
2

˜ÿ

i

ˆ
xi ´m
σ

˙2
¸
. (38.88)

Étant donné que le but est de minimiser, nous pouvons oublier le facteur et passer au logarithme :

L0px̄q “ ´1
2

nÿ

i“0

ˆ
xi ´m
σ

˙2
. (38.89)

Nous pouvons également supprimer le 1
2 et le 1{σ2. La fonction à minimiser devient

Lpx1, . . . , xnq “ ´
ÿ

i

pxi ´mq2, (38.90)

dont la dérivée vaut 2nm´ 2
ř
i xi. Par conséquent nous avons un minimum avec

m “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (38.91)

4
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38.5.6 Estimation d’une fonction de répartition

Théorème 38.34 (Glivenko-Cantelli[496]).
Soient Xi des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi dont
la fonction de distribution est F (inconnue). Nous définissons l’estimateur

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1Xiďx. (38.92)

Alors
P
`

lim
nÑ8 }Fn ´ F }8 “ 0

˘ “ 1. (38.93)

Autrement dit, pour presque tout ω P Ω,

lim
nÑ8 }Fnpω, .q ´ F }8 “ 0. (38.94)

C’est-à-dire qu’il y a presque certainement convergence en probabilité.

Notons que de façon générale lorsqu’on parle d’estimateurs, partout où il y a un « n » dans une
variable aléatoire, il y a une dépendance sous-entendue en ω.

Proposition 38.35.
Pour presque tout x, l’estimateur Fnpxq est sans biais par rapport à F pxq :

E
`
Fnpxq

˘ “ F pxq. (38.95)

Démonstration. C’est juste un calcul :

E
`
Fnpxq

˘ “ 1
n

nÿ

i“1
E
`
1tXiďxu

˘ “ 1
n

nÿ

i“1
F pxq “ F pxq. (38.96)

38.5.7 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 38.36
Dans cet exercice nous construisons un estimateur biaisé qui présente un risque quadratique infé-
rieur à un estimateur non biaisé.

Soit un modèle statistique dont la famille de lois est tN pm,σ2quθPs0,8r où m est un paramètre
réel connu. En ce qui concerne la variance nous considérons

σ̂2
n “

1
n

nÿ

i“1
pXi ´mq2. (38.97)

(1) Montrer que σ̂2
n est un estimateur sans biais de θ.

(2) Montrer que le risque quadratique de σ̂2
n est

Rpσ̂2
n, θq “

2θ2

n
. (38.98)

(3) Considérer la famille d’estimateurs cσ̂2
n avec c ą 0. Déterminer la valeur de c qui minimise

le risque quadratique de l’estimateur.
(1) Nous calculons

Epσ̂2
nq “

1
n

ÿ

i

E
“pXi ´mq2

‰

“ 1
n

ÿ

i

VarpXi ´mq ´ 1
n

ÿ

i

EpXi ´mj2q

“ 1
n

ÿ

i

VarpXiq

“ σ2.

(38.99)
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(2) Par la formule (38.60) nous savons que le risque d’un estimateur sans biais est donné par sa
variance :

Rpθ̂n, θq “ Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq. (38.100)

Étant donné que les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées,
le lemme 37.23 nous enseigne que la variance de la somme est la somme des variances. Nous
avons donc à calculer

Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq
“ 1
n2

ÿ

i

Var
“pXi ´mq2

‰

“ 1
n2

ÿ

i

E
“pXi ´mq4

‰´ E“pXi ´mq2
‰2
.

(38.101)

Ces espérances ne sont pas très compliquées à calculer en utilisant la fonction caractéristique
donnée par la proposition 37.105 :

ΦX´mptq “ E
`
eitpX´mq

˘ “ e´itmEpeitXq “ e´itmΦXptq “ exp
ˆ
´σ

2t2

2

˙
. (38.102)

Nous avons Φp4qp0q “ 3σ4 et Φ2p0q “ ´σ2. Par conséquent

Varpσ̂2
nq “

1
n2

ÿ

i

2θ2 “ 2θ2

n
. (38.103)

Notez ici que θ “ σ2.
(3) En tenant compte du fait que Varpσ̂2

nq “ 2θ2

n et Epσ̂2
nq “ θ, nous avons

E
`pcσ̂2

n ´ θq2
˘ “ Varpcσ̂2

n ´ θq ` Epcσ̂2
n ´ θq2 (38.104a)

“ 2c
2θ2

n
` pc´ 1q2θ2. (38.104b)

La dérivée (par rapport à c) de cela s’annule pour c0 “ n
n`2 . Notons que nous n’avons pas tout

à fait démontré que cela est bien un minimum. Calculons cependant le risque quadratique
de notre estimateur pour cette valeur de c. Pour cela nous reportons c “ c0 dans l’expression
(38.104b) :

E
` n

n` 2 σ̂
2
n

˘ “ 2θ2

n` 2 . (38.105)

Cela est effectivement plus petit que Rpσ̂2
n, θq.

Nous avons ainsi construit un estimateur biaisé qui a un risque quadratique plus petit que l’esti-
mateur non biaisé. 4

Exemple 38.37
Nous considérons la famille de probabilités µθ “ N pθq où θ “ pm,σ2q P R ˆ s0,8r. Déterminer
l’estimateur de maximum de vraisemblance du paramètre θ “ pm,σ2q.

Pour chaque observation xi nous avons une densité gaussienne. Le produit donne

p
`
x1, . . . , xn; pm,σ2q˘ “ 1

σ2p2πqn{2 exp
«
´ 1

2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2
ff
. (38.106)

En passant au logarithme et en supprimant des facteurs inutiles à la minimisation,

Lpm,σq “ ´n lnpσq ´ 1
2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2. (38.107)
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L’annulation de la dérivée par rapport à m donne immédiatement m “ 1
n

ř
i xi. L’annulation de

la dérivée par rapport à σ donne

´ nσ2 `
ÿ

i

pxi ´mq2 “ 0 (38.108)

et donc
σ2 “ 1

n

ÿ

i

pxi ´ x̄nq. (38.109)

L’estimateur de maximum de vraisemblance du couple θ “ pm,σ2q est donc

θ̂n “
˜

1
n

ÿ

i

Xi,
1
n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2
¸
. (38.110)

4

38.5.8 Espérance et variance d’un estimateur

Soit Tn “ TpX1, . . . , Xnq un estimateur du paramètre θ dans un modèle d’échantillonnage. Les
moyennes et variances de l’estimateur sont les variables aléatoires

mθ,n “ EθpTnq “
ż

Rn
Tnpx1, . . . , xnqdµbnθ px1, . . . , xnq, (38.111a)

VarθpTnq “
ż

Rn
rTnpx1, . . . , xnq ´mθ,ns2dµbnθ px1, . . . , xnq, (38.111b)

Lemme 38.38.
Si l’estimateur Tn satisfait

lim
nÑ8EθpTnq “ θ (38.112a)

lim
nÑ8VarθpTnq “ 0, (38.112b)

alors il est convergeant.

Démonstration. Nous utilisons l’inégalité de Markov (théorème 38.18) et nous introduisons l’espé-
rance de l’estimateur :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ε

˘ ď 1
ε
E
`
TnpX1, . . . , Xnq ´ θ

˘
(38.113a)

ď 1
ε
E
`|Tn ´mn,θ|

˘` 1
ε
E
`|mn,θ ´ θ|

˘
(38.113b)

(38.113c)

Le second terme est l’espérance d’une constante. Nous majorons le premier terme en utilisant le
fait que }.}1 ď }.}2 (voir la remarque 28.34 après l’inégalité de Hölder) :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ε

˘ ď 1
ε
E
`|Tn ´mn,θ|2

˘1{2 ` 1
ε
|EθpTnq ´ θ| (38.114a)

“ 1
ε

VarpTnq1{2 ` 1
ε
|EθpTnq ´ θ|. (38.114b)

Les deux termes tendent séparément vers zéro par hypothèse. Nous avons par conséquent la conver-
gence en probabilité Tn Ñ θ.
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38.6 Estimation par intervalle de confiance

Nous voudrions estimer la proportion d’individus dans une population ayant un certain ca-
ractère déterminé par une variable booléenne : chaque individu a ou non le caractère étudié.
L’échantillon sera donc une suite de 0 et de 1.

Pour tout i P t1, . . . , nu nous notons

xi “
#

1 si le ième individu a la caractère
0 sinon.

(38.115)

et x̄n “ 1
n

řn
i“1 xi. Notre modèle statistique sera

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq, Bp1, θq

ı
(38.116)

où Ω est l’ensemble des individus étudiés, P est la manière de choisir les individus lors du sondage
(essentiellement c’est une loi uniforme) et Xθ est la variable aléatoire

Xpωq “
#

1 si ω a le caractère
0 sinon

(38.117)

Cela est une variable aléatoire de distribution Bp1, pq où p est inconnu. Ici, Θ “ r0, 1s est l’ensemble
des p possibles.

Remarque 38.39.
Nous supposons que Ω est la population entière et que la variable aléatoire est l’opinion de la
personne ω. En cela, nous considérons que le tirage de l’échantillon est sans remise. Le fait que nous
modélisions par une variable aléatoire de Bernoulli signifie que nous considérons l’approximation
dans laquelle la population globale est grande.

Nous supposons que nous ayons un échantillon pX1, . . . , Xnq dont nous avons observé une
réalisation px1, . . . , xnq de fréquence x̄n. Nous voudrions déterminer un intervalle dans lequel X̄n

a de fortes chances de se trouver. Plus précisément nous considérons un petit α et nous cherchons
ε tel que

P
`
p P rX̄n ´ ε, X̄n ` εs

˘ “ 1´ α. (38.118)

Typiquement, α “ 5%. Le nombre α est le niveau de confiance que nous nous fixons a priori.
Si nous trouvons un intervalle I tel que P pp P Iq “ 1´α, nous disons que l’intervalle est exact,

si nous avons P pp P Iq ě 1´ α, nous disons que l’intervalle est par excès.
Il y a deux points de départs pour trouver l’intervalle. Le plus simple est d’utiliser le théorème

central limite et considérer
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÝÑ N p0, 1q. (38.119)

La seconde est d’utiliser la loi exacte : nX̄n “ ř
iXi „ Bpn, pq.

Bien entendu la seconde donne lieu à des calculs plus compliquée.

Remarque 38.40.
Dans certaines vraies vies (par exemple en médecine), la taille des échantillons est très réduite.
Dans ce cas le théorème central limite n’a aucun sens et les calculs exact s’imposent.

De plus dans de nombreux cas de la vraie vie, nous avons un ordinateur à disposition pour
calculer avec la loi exacte. L’utilisation du théorème central limite dans le but de produire un
intervalle de confiance semble donc de plus en plus être une survivance du passé.

Dans la suite, nous allons supposer que n est suffisamment grand pour justifier l’approximation
normale du théorème central limite 37.89. Si Z est une variable aléatoire normale centrée réduite,
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notre premier essai est de faire

1´ α “ P
`
p P rX̄n ´ ε, X̄n ` εs

˘
(38.120a)

“ P

˜
´ε?na
pp1´ pq ď

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ď

ε
?
na

pp1´ pq

¸
(38.120b)

» P

˜
´ ε

?
na

pp1´ pq ď Z ď ε
?
na

pp1´ pq

¸
(38.120c)

“ 2P
˜
Z ď ε

?
na

pp1´ pq

¸
´ 1. (38.120d)

La dernière ligne utilise la symétrie de la distribution N p0, 1q. Le nombre ε que nous cherchons
vérifie donc

P

˜
Z ď ε

?
na

pp1´ pq

¸
“ 1´ α

2 . (38.121)

De nos jours, les ordinateurs donnent la loi de répartition inverse des normales. Cela nous fournit
un nombre tα tel que

ε
?
na

pp1´ pq “ tα (38.122)

où tα est le nombre tel que P pZ ď tαq “ 1´ α{2.
Conclusions de ce premier essai :

(1) Le problème est que nous ne pouvons pas déduire ε de l’équation (38.122) parce que p est
inconnu.

(2) Cela ruine notre premier essai et nous demande de trouver mieux.
(3) L’astuce est évidemment de remplacer p par X̄n, mais il faut le justifier.

Méthode Slutsky Le point de départ du premier essai infructueux était la convergence

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÑ N „ N p0, 1q (38.123)

donnée par le théorème central limite 37.89. Ce que nous voudrions en réalité est la conver-
gence

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÑ N (38.124)

La loi des grands nombres nous donne

X̄np1´ X̄nq p.s.ÝÑ pp1´ pq. (38.125)

Par conséquent le lemme de Slutsky implique la convergence en loi du couple :
˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ,

b
X̄np1´ X̄nq

¸
LÑ `

N,
a
pp1´ pq˘. (38.126)

À ce point des opérations nous pouvons utiliser la proposition 37.75 au couple avec la fonction

fpx, yq “ x

y

a
pp1´ pq (38.127)

dont la probabilité d’être continue est 1 (y “ 0 est de mesure nulle dans R2). La conclusion
du théorème est que

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ N p0, 1q. (38.128)
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C’est à partie de là que nous pouvons construire notre intervalle de confiance :

1´ α “ P pX̄n ´ ε ď p ď X̄n ` εq (38.129a)

“ P

¨
˝

?
nεb

X̄np1´ X̄nq
ě ?n X̄n ´ pb

X̄np1´ X̄nq
ě ´?nεb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚q (38.129b)

» P

¨
˝

?
nεb

X̄np1´ X̄nq
ě N ě ´?nεb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚q. (38.129c)

Nous cherchons maintenant dans les tables le ξ qui fait

P p´ξ ď N ď ξq “ 1´ α (38.130)

puis nous cherchons ε de telle sorte à avoir
?
nεb

X̄np1´ X̄nq
“ ξ. (38.131)

Dans cette équation tout est connu à part le ε qui se découvre.
Méthode piétonne Nous remarquons que l’événement

´ ε
?
na

pp1´ pq ď
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ď

ε
?
na

pp1´ pq (38.132)

est le même que l’événement ˇ̌
ˇ̌
ˇ
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď tα. (38.133)

Vu que tα est positif, cela est encore le même événement que

n
pX̄n ´ pq2
pp1´ pq ď t2α (38.134)

ou encore
p2pn` t2αq ´ pp2nX̄n ` t2αq ` nX̄2

n ď 0. (38.135)

Les racines du polynôme du membre de gauche sont

p˘ “
2nX̄n ` t2α ˘

b
p2nX̄n ` tαq2 ´ 4pn` t2αqnX̄2

n

2pn` t2αq
. (38.136)

Le but étant d’effectuer une limite nÑ8, nous factorisons d’abord n. Après simplification

p˘ “
X̄n ` tα

2n ˘ tα
b

t2α
4n2 ` X̄np1´X̄nq

n

1` tα
n

. (38.137)

Étant donné que nous considérons que n est grand, nous allons négliger les termes en 1
n en

faisant attention à ce que le terme en 1
n sous la racine est en réalité 1{?n et ne doit pas être

négligé. Nous trouvons, à cette approximation, que

p P
”
X̄n ´ tα

d
X̄np1´ X̄nq

n
, X̄n ` tα

d
X̄np1´ X̄nq

n

ı
(38.138)

avec une probabilité 1´ α.
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38.6.1 Région de confiance

Soit un n-échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente µθ. Nous supposons Θ Ă R avec Θ ouvert.
Soit α P r0, 1s un intervalle de confiance et une application mesurable

Λ: Rn Ñ BorpΘq
px1, . . . , xnq ÞÑ Λpx1, . . . , xnq. (38.139)

On appelle région de confiance exact au niveau de confiance 1 ´ α une région aléatoire
Λpx1, . . . , xnq telle que

P
`
θ P Λpx1, . . . , xnq

˘ “ 1´ α. (38.140)

Si d “ 1, la région Λpx1, . . . , xnq est un intervalle.

38.6.2 Fonction pivotale

Soit θ̂n, un estimateur de θ. Une fonction v sur ΘˆΘ est pivotale pour θ si la loi de la variable
aléatoire vpθ̂n, θq ne dépend pas de θ. Elle est asymptotiquement pivotale si

vpθ̂n, θq LÝÑ ξ (38.141)

où ξ est une variable aléatoire indépendante de θ.
En pratique, nous essayons de faire apparaitre une variable aléatoire de loi connue qui ne

dépend pas du paramètre que l’on recherche. Si la variance est connue et si l’échantillon est grand,
le théorème central limite nous permet d’introduire une loi normale centrée réduite.

Exemple 38.41
Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires de loi parente N pm,σ2q. Une fonction asymptotiquement
pivotale pour m est

vpz1, z2q “ z1 ´ z2
σ{?n (38.142)

parce que la variable aléatoire

vpX̄n,mq “ X̄n ´m
α{?n (38.143)

tend vers N p0, 1q qui ne dépend pas de m. 4

Exemple 38.42
Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne
m et d’écart type σ que nous supposons inconnus. Le fonction suivante est asymptotiquement
pivotale pour m :

vpX̄n,mq “ X̄n ´m
σ{?n . (38.144)

4

Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi N pm,σ2
0q avec σ2

0 connu. Nous cherchons un intervalle
de confiance 1´α pour m. Pour cela nous allons utiliser une fonction asymptotiquement pivotale,
à savoir

X̄n ´m
σ2

0{
?
n
„ N p0, 1q. (38.145)

Nous devrions chercher des valeurs z` de z´ telles que

P

ˆ
z´ ď X̄n ´m

σ0{?n ď z`
˙
“ 1´ α. (38.146)
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Pour des raisons de symétries (de la courbe gaussienne), nous allons chercher un intervalle symé-
trique : z´ “ ´z`. Le nombre à chercher est donc le zα tel que

P
`|Z| ď zα

˘ “ 1´ α. (38.147)

Si nous demandons α “ 5%, la réponse est zα “ 1.96, c’est-à-dire que

P

ˆ
´1.96 ď X̄n ´m

σ{?n ď 1.96
˙
“ 0.95. (38.148)

Nous avons donc
P

ˆ
m P “X̄n ´ 1.96σ?

n
, X̄n ` 1.96σ?

n

‰˙ “ 0.95. (38.149)

Supposons maintenant que nous avons observé 100 valeurs numériques avec x̄n “ 12 et σ “ 1.
La réalisation de l’intervalle de confiance pour m au niveau de confiance 0.95 est :

“
12´ 0.196, 12` 0.196

‰
. (38.150)

Cet intervalle est à interpréter de la façon suivante : si nous recommençons un grand nombre de
fois le sondage, la moyenne tombera 95% des fois dans l’intervalle ainsi calculé. Mais il faut bien
comprendre que la probabilité

P
`
m P “12´ 0.196, 12` 0.196

‰˘
(38.151)

vaut zéro ou un.

Exemple 38.43

Soit un échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente N pm,σ2q oùm et σ2 sont inconnus. Déterminer
un intervalle de confiance exact symétrique au niveau de confiance 1´ α.

Déterminer un intervalle de confiance pour σ2.
Nous savons que la moyenne empirique est un estimateur de la moyenne :

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (38.152)

Nous cherchons un intervalle du type I “ rX̄n ´ ε, X̄n ` εs pour lequel P pm P Iq “ 1 ´ α. Nous
savons que la variable aléatoire

X̄n ´m
α{?n (38.153)

suit une loi N p0, 1q, mais la variance est inconnue. La subtilité à savoir est que la variable aléatoire

Z “ X̄n ´m
Sn{?σ (38.154)

où S2
n “

ř
ipXi ´ X̄nq2{pn´ 1q suit une loi de Student à n degrés de liberté T pn´ 1q en vertu du

théorème de Cochran 38.15. Comme il est usuel de le faire, nous inversons l’intervalle :

1´ α “ P
`´ε ď X̄n ´m ď ε

˘
(38.155a)

“ P

ˆ
´ε
?
n

Sn
ď Z ď ε

?
n

Sn

˙
. (38.155b)

Les valeurs se trouvent dans des tables ; par exemple pour n “ 10 et α “ 5% nous trouvons

ε
?
n

Sn
“ 2.262. (38.156)
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Plus généralement nous notons tn´1,1´α
2
le quantile d’ordre 1´ α

2 de la loi T pn´ 1q, c’est-à-dire
le nombre tel que

P pZ ď tn´1,1´α
2
q “ 1´ α

2 (38.157)

si Z „ T pn´ 1q. L’intervalle de confiance est alors donné par

I “
„
X̄n ´

tn´1,1´α
2
Sn?

n
, X̄n `

tn´1,1´α
2
Sn?

n


. (38.158)

Cela est un intervalle exact pour m au niveau de confiance 1´ α.
Nous pouvons aussi trouver un intervalle asymptotique en utilisant le théorème central limite :

X̄n ´m
Sn{?n

LÝÑ T (38.159)

avec T „ N p0, 1q.
Rappel : dire que In est un intervalle de confiance asymptotique signifie que

lim
nÑ8P pm P Inq “ 1´ α. (38.160)

En ce qui concerne la variance σ2, l’intervalle de confiance se construit en utilisant la partie
(2) du théorème de Cochran 38.15. Nous introduisons la variable aléatoire pivot

Z “ pn´ 1qS
2
n

σ2 (38.161)

qui suit une loi χ2pn ´ 1q. Cette loi n’étant pas symétrique (voir figure 37.1), nous n’allons pas
chercher un intervalle de confiance symétrique. Nous cherchons c1 et c2 tels que

$
’’’&
’’’%

P
`
σ2 P rc1, c2s

˘ “ 1´ α (38.162a)

P
`
σ2 P r0, c1s

˘ “ α

2 (38.162b)

P
`
σ2 P rc2,8r

˘ “ α

2 (38.162c)

La situation est représentée à la figure 38.3.

5 10 15 20 25 30

1
20

1
10

Figure 38.3 – L’intervalle de confiance pour une χ2.

Le construction des nombres c1 et c2 passe par la relation

P pc1 ď σ2 ď c2q “ P

ˆpn´ 1qS2
n

c2
ď Z ď pn´ 1qS2

n

c1

˙
. (38.163)
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Nous notons tn´1,α2 et tn´1,1´α
2
les quantiles donnés sur la figure 38.3, c’est-à-dire

P pZ ď tn´1,α2 q “
α

2P pZ ě tn´1,1´α
2
q “ 1´ α

2 . (38.164a)

Ce que nous obtenons est

pn´ 1qS2
n

c2
“ tn´1,α2 (38.165a)

pn´ 1qS2
n

c1
“ tn´1,1´α

2
, (38.165b)

et par conséquent l’intervalle de confiance pour σ2 est

I “
«
pn´ 1qS2

n

tn´1,1´α
2

,
pn´ 1qS2

n

tn´1,1´α
2

ff
(38.166)

avec P pσ2 P Iq “ 95%.

Remarque 38.44.
Il n’est pas clair a priori que la longueur de l’intervalle I décroisse avec n parce qu’il y a n dans
les t au numérateur.

4

38.6.3 Sondage de proportion

Une utilisation classique des statistiques est d’interpréter une proportion donnée par un son-
dage. Nous considérons une élection avec deux candidats A et B. Nous avons interrogés n “ 2500
personnes et nous avons obtenus 51% pour le candidat A et 49% pour le candidat B. Que peut on
dire ?

La modélisation de cette situation est que nous avons des variables aléatoires Xi „ BppAq et
que nous en avons observés n avec une moyenne

x̄n “ 0.51. (38.167)

La loi de X̄n est une binomiale. Sa densité n’est pas symétrique, mais si n est grand, elle le devient.
Nous cherchons un intervalle

I “ rX̄n ´ ε, X̄n ` εs (38.168)

tel que P ppA P Iq “ 1 ´ α. Pour cela nous considérons le fait que n “ 2500 est grand et nous
utilisons la limite de la proposition 38.10 :

Zn “
?
n

X̄n ´ pAb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (38.169)

La variable aléatoire Zn est asymptotiquement pivotale et normale centrée réduite. Nous cherchons
donc un intervalle symétrique pour X̄n ´ pA :

1´ α “ P p´ε ď X̄n ´ pA ď εq, (38.170)

c’est-à-dire, si n est grand,

1´ α “ P

¨
˝´ε

?
nb

X̄np1´ X̄nq
ď Zn ď ε

?
nb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚ (38.171)



38.7. ESTIMER UNE DENSITÉ LORSQU’ON NE SAIT RIEN 2103

où Zn est une normale centrée réduite. Nous trouvons ainsi, via les tables que
ε
?
nb

X̄np1´ X̄nq
“ 1.96 (38.172)

si nous voulons un intervalle à 5%. Par conséquent nous avons ε “ 1.96
?
X̄np1´X̄nq?

nj
et l’intervalle

de confiance est

IC “
»
–X̄n ´

1.96
b
X̄np1´ X̄nq?

n
, X̄n `

2.96
b
X̄np1´ X̄nq?

n

fi
fl . (38.173)

La propriété de cet intervalle est que

lim
nÑ8P ppA P Icq “ 1´ α. (38.174)

Remarque 38.45.
À quel moment avons nous fait une hypothèse sur la taille de la population globale ? En modélisant
les sondés par des variables de Bernoulli et leur somme par une binomiale, nous supposons que
le sondage est avec remise, sinon, elles ne seraient pas indépendantes. En supposant les sondés
indépendants, nous avons donc fait comme si la population totale était infinie.

38.7 Estimer une densité lorsqu’on ne sait rien
Nous supposons avoir une série d’observations issues d’un processus complexe dont nous n’avons

aucune idée de la loi parente, et nous voudrions nous faire une idée de la densité de cette loi
inconnue.

Nous observons une suite de réalisations que nous modélisons comme étant des variables aléa-
toires pX1, . . . , Xnq de loi parente (inconnue) µ. Notre but est de trouver un estimateur µ̂ de µ.
Par simplicité nous allons nous restreindre aux lois admettant une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue. C’est-à-dire que nous allons estimer µ par une suite de lois µ̂n qui sont toutes des
lois acceptant une densité par rapport à la mesure de Lebesgue.

38.7.1 Distance entre des mesures

Si ν1 et ν2 sont deux mesures de densité sur R, la distance entre ν1 et ν2 est définie par

dpν1, ν2q “ sup
APBorpRq

ˇ̌
ν1pAq ´ ν2pAq

ˇ̌
(38.175)

où BorpRq désigne l’ensemble des boréliens de R.

Théorème 38.46 (de Scheffé[497]).
Si f1 et f2 sont les densités de ν1 et ν2 par rapport à la mesure de Lebesgue, alors

dpν1, ν2q “
ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2| “ 1
2}f1 ´ f2}1 (38.176)

où f` est la partie positive de f (pour la décomposition fpxq “ f`pxq ´ f´pxq).
Démonstration. La dernière égalité est simplement une notation usuelle ; nous devons seulement
prouver les deux premières. Pour la première nous commençons par prouver que le borélien réalisant
le supremum est

B “ tx P R tel que f1pxq ě f2pxqu. (38.177)
En effet si A est un borélien nous avons

ν1pAq ´ ν2pAq “
ż

A
f1´ f2 ď

ż

AXB
f1´ f2 ď

ż

B
f1´ f2 “

ż

B
pf2´ f2q` “

ż

R

pf1´ f2q` (38.178)

Justifications :
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— f1 ´ f2 négative sur AX AB.
— Vu que f1 ´ f2 ě 0 sur B, l’intégrale augmente si on augmente le domaine.
— Sur B nous avons f1 ´ f2 “ pf1 ´ f2q`.

Donc pour tout borélien A nous avons

dpν1, ν2q ď
ż

R

pf1 ´ f2q`. (38.179)

Mais pour A “ B nous avons égalité :

ν1pBq ´ ν2pBq “
ż

B
f1 ´ f2 “

ż

B
pf1 ´ f2q` “

ż

R

pf1 ´ f2q. (38.180)

Pour la seconde égalité nous savons que f1 et f2 s’intègrent toutes deux à 1 (parce que ce sont
des densités de probabilité), donc ż

R

f1 ´ f2 “ 0. (38.181)

En particulier nous avons ż

R

pf1 ´ f2q` “
ż

R

pf1 ´ f2q´, (38.182)

ce qui donne bien ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2|. (38.183)

38.7.2 Estimateur par fenêtres glissantes

Nous considérons les estimations suivantes de la fonction de répartition :

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1tXiďxu, (38.184)

et un nombre hn qui sera la taille de la fenêtre glissante. Nous avons en tête de faire limnÑ8 hn “ 0.
Nous considérons ceci comme estimateur de la densité inconnue f des variables aléatoires Xi :

f̂npxq “ Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq
2hn

. (38.185)

L’idée sous-jacente est de prendre la dérivée de la fonction de répartition comme densité.

Lemme 38.47 ([497]).
Pour tout hn ą 0, l’estimateur f̂n est une densité de probabilité.

Démonstration. D’abord f̂n est bien à valeurs positives ou nulle. Ensuite devons parler de son
intégrale. Pour le numérateur nous avons

Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq “ 1
n

nÿ

i“1
1XiPBpx,hnq. (38.186)

En réalité cette égalité est valable seulement presque partout parce qu’elle n’est pas valable en
x “ x˘ hn, mais cela ne va pas nous ennuyer dans la mesure où nous avons dans l’idée d’intégrer
cela sur R. Avant de nous lancer dans l’intégrale nous remarquons que Xi P Bpx, hnq est la même
chose que x P BpXi, hnq, c’est-à-dire que

tXi P Bpx, hnqu “ tx P BpXi, hnqu. (38.187)

Donc ż

R

f̂n “ 1
2hn

1
n

nÿ

i“1

ż

R

1BpXi,hnqloooooomoooooon
2hn

“ 1
2nhn

nÿ

i“1
2hn “ 1. (38.188)
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Lemme 38.48 ([497]).
L’estimateur f̂n est déjà pas mal parce que

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq

˘Ñ fpxq (38.189)

pour presque tout x P R.
Démonstration. Nous commençons par nous rappeler le fait que Fnpxq est un estimateur sans biais
de F pxq (proposition 38.35). Donc

E
`
f̂npxq

˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq
2hn

. (38.190)

Nous devons prendre la limite de cela lorsque hn Ñ 0, c’est-à-dire considérer la dérivée de F .
Attention : rien ne dit que F soit dérivable, si ce n’est la proposition 18.24 qui indique qu’elle est
dérivable presque partout avec f comme dérivée.

La limite hn Ñ 0 dans (38.190) nous donne donc bien presque partout

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq

˘ “ fpxq. (38.191)

Proposition 38.49 ([497]).
Si la suite phnq est telle que hn Ñ 0 et nhn Ñ 8, alors pour presque tout x P R nous avons les
convergences

f̂npxq L
2pP qÑ fpxq (38.192)

et
f̂npxq PÑ fpxq. (38.193)

Démonstration. Il faut d’abord comprendre ce que signifie la convergence L2pP q pour presque tout
x. Pour cela il faut comprendre que f̂npxq est en soi une variable aléatoire et est en réalité une
fonction ω ÞÑ f̂npx, ωq. Ce que nous allons montrer est que pour presque tout x (maintenant fixé),
cette variable aléatoire converge vers une constante (par rapport à ω) et que cette constante est
fpxq.

La convergence Xn
L2pP qÑ X signifie E

`|Xn ´X|2
˘Ñ 0, c’est-à-dire

ż

Ω

ˇ̌
Xnpωq ´Xpωq

ˇ̌2
dP pωq Ñ 0. (38.194)

En faisant une décomposition biais-variance nous devons donc étudier

E
”`
f̂npxq ´ fpxq

˘2
ı
“ E

“
f̂npxq ´ fpxq

‰2 `Var
`
f̂npxq ´ fpxq

˘
(38.195)

Ici fpxq doit être vue comme la variable aléatoire constante sur Ω. Par le lemme 38.48 et la
proposition 37.25 le terme de biais converge vers zéro lorsque nÑ8.

Pour traiter le terme de biais, nous savons déjà que

2nhnf̂npxq “
nÿ

i“1
1tXiPBpx,hnqu, (38.196)

où le membre de droite (et donc aussi celui de gauche) est est une variable aléatoire binomiale
comptant le nombre de succès de l’expérienceXi P Bpx, hnq en n essais. Nous notons px,n “ P

`
Xi P

Bpx, hnq
˘
. Si µ est la loi parente des Xi, alors

pn,x “ P
`
Xi P Bpx, hnq

˘ “ µ
`
Bpx, hnq

˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq (38.197)
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où F est la fonction de répartition (parente) des Xi.
Alors la variance de ladite binomiale est donnée par (37.331), c’est-à-dire npx,np1´ px,nq. Nous

avons alors
Var

`
2nhnf̂npxq

˘ “ bpx,np1´ px,nq (38.198)
et

Var
`
f̂npxq

˘ “ 1
4n2h2

n

npx,np1´ px,nq. (38.199)

Nous pouvons faire la majoration tp1´ tq ď t qui est valable pour tout t et écrire

Varpf̂npxqq ď 1
4nhn

px,n
hn

. (38.200)

Le premier facteur tend vers zéro parce que nous avons supposé que nhn Ñ 8. Pour le second
facteur, il faut remarquer que l’expression (38.197) nous donne presque partout

lim
hnÑ0

pn,x
hn

“ 2fpxq, (38.201)

qui est constant et certainement borné.
Nous avons maintenant prouvé que pour presque tout x nous avons f̂npxq L

2pP qÑ fpxq. Montrons
que cela implique la convergence en loi, c’est-à-dire que pour tout η ą 0, nous avons la limite

P
`|f̂npxq ´ fpxq| ą η

˘Ñ 0. (38.202)

Si cela n’était pas vrai, nous aurions un nombre η0 ą 0 et ε ą 0 tel que pour tout n à partir d’une
certaine taille,

P
´
|f̂npxq ´ fpxq|2 ą η0

¯
ą ε, (38.203)

et en particulier en notant A l’événement |f̂npxq ´ fpxq|2 ą η2
0, P pAq ą ε. Alors

ż

Ω

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωq

ˇ̌2
dP pωq ě

ż

A

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωq

ˇ̌2
dP pωq ě

ż

A
η2

0 “ η2
0P pAq. (38.204)

Cela signifie que
}f̂npxq ´ fpxq}L2pP q ě η0P pAq, (38.205)

ce qui contredit la première convergence démontrée.

Note : l’hypothèse nhn Ñ 8 revient à dire que nous voulons que chaque boîte contienne de
plus en plus d’observations. Si nous avions nhn Ñ 0, alors avec n qui augmente, la majorité des
boîtes deviendraient vides, ce qui reviendrait à une perte d’information.

38.8 Test d’hypothèses, prise de décision

38.8.1 Exemple : qualité des pièces d’usine

Une usine fabrique des composantes électronique garantis un an. Le constructeur ne veut pas
accepter que plus de 5% des pièces tombent en panne avant un an.

Nous supposons que la durée de vie T d’une pièce soit une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de paramètre λ (qui est l’inverse de la moyenne : θ “ 1{λ). Le fabriquant veut donc
s’assurer que

0.95 ď P pT ě 1q, (38.206)
ou encore

P pT ě 1q “
ż 8

0

1
θ
e´x{θdx “ e´1{θ ě 0.95, (38.207)

donc le fabriquant doit s’assurer que
θ ě 1

ln
` 1

0.95
˘ . (38.208)
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Nous posons donc θ0 “ 19.5 et nous prenons comme modèle de décision que si θ ă θ0, alors la
chaîne de production doit être revue, et si θ ą θ0, alors l’usine peut continuer son travail.

Ce dont nous disposons n’est pas de θ, mais d’une estimation de θ à partir d’un échantillon.
Cela étant il faudra aussi pouvoir estimer la probabilité de faire un mauvais choix.

38.8.2 Exemple : la résistance d’un fil

Un artisan a besoin d’un fil qui a une résistance à une traction de 100 g en moyenne. Si la
résistance est trop faible, le fil casse ; si elle est trop grande, c’est trop rigide et ça ne convient pas.

Remarque 38.50.
Dans l’exemple précédent, avoir θ ą θ0 ne dérange pas. Si la durée de vie moyenne est de 2 ans, le
directeur de l’usine ne sera pas malheureux. Ici par contre l’artisan cherche une valeur précise et
a donc une borne vers le haut et vers le bas.

L’artisan reçoit un lot de fils et souhaite savoir s’il est conforme. Pour cela, il prend 4 fils au
hasard et mesure une moyenne de 112 g. Est-ce que cela est cohérent avec une moyenne de 100 g ?

Nous faisons l’hypothèse que ma résistance des fils suit une loi normale N pm,σ2q avec m
inconnu. Pour la simplicité nous supposons que σ est connu et vaut 10.

Nous devons prendre une décision entre deux hypothèses. L’hypothèse H0 sera de dire que le
lot a une résistance de 100 g et l’hypothèse alternative sera que le lot a une résistance différente.

Les 4 observations sont quatre variables aléatoires pXiqi“1,2,3,4, et le nombre 112 est une réali-
sation de la variable aléatoire

X̄4 “ 1
4pX1 `X2 `X3 `X4q. (38.209)

Nous supposons que H0 est vraie, et nous calculons quelle est l’intervalle autour de m “ 100
qui a 95% de chances de contenir la moyenne observée. Si 112 est dedans, nous acceptons H0 et si
112 est hors de cet intervalle, nous refusons H0.

Compte tenue de l’hypothèse H0, nous avons

X̄4 ´ 100
10?

4
“ X̄4 ´ 100

5 „ N p0, 1q. (38.210)

Nous commençons à connaitre par cœur l’intervalle de confiance à 95% d’une loi normale centrée
réduite ; le quantile est à 1.96, c’est-à-dire

P

ˆ
´1.96 ď X̄4 ´ 100

5 ď 1.96
˙
“ 0.95, (38.211)

ou encore
P
`
X̄4 P r90.2, 109.8s˘. (38.212)

Il y a donc moins de 5% de chances que la moyenne de ces quatre fils tombent en dehors de
l’intervalle r90.2, 109.8s. L’artisan doit donc rejeter l’hypothèse et considérer que le lot est mauvais.

La région
s´8, 90.2s Y r109.8,8r (38.213)

est la région de rejet, ou région critique.
Ici, le nombre 5% représente le risque de refuser H0 alors qu’elle était vraie. Notons que nous ne

pouvons pas calculer le risque d’accepter H0 alors qu’elle est fausse. En effet, si H0 est fausse, nous
ne savons pas quelles sont les valeurs de X̄4 acceptables parce qu’il y a une infinité de possibilités
pour m qui soient alternatifs à m “ 100.

Évidemment si la vraie moyenne est 100`10´7, l’hypothèseH0 sera acceptée, mais nous n’avons
aucun moyen de savoir si elle est vraie ou non.
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38.8.3 Vocabulaire et théorie

Nous avons un modèle d’échantillonnage paramétrique pXθ,1, . . . , Xθ,nq de taille n et de para-
mètre inconnu θ, de loi parente µθ appartenant à une famille paramétrique de lois pµθqθPΘ.

Soient H0 et H1 deux ensembles disjoints tels que Θ “ H0 YH1. L’ensemble H0 sera nommé
hypothèse nulle et l’ensemble H1 sera l’hypothèse alternative.

Pour l’exemple des fils, nous avions H0 “ t100u et H1 “ Rzt100u. Si une hypothèse est réduite
à un singleton, nous parlons d’hypothèse simple et sinon c’est une hypothèse composite ou
multiple. Faire un tests consiste à déterminer une région critique.

Définition 38.51.
Un test est une application mesurable δ qui à px1, . . . , xnq P Rn associe

δpx1, . . . , xnq P t0, 1u. (38.214)

Si δpx1, . . . , xnq “ 0 on accepte l’hypothèse H0 pour l’échantillon x1, . . . , xn, et si δpx1, . . . , xnq “ 1,
alors on rejette H0 et on choisit H1. L’ensemble

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que δpx1, . . . , xnq “ 1u (38.215)

est la région de rejet ou la région critique.

L’ensemble W “ δ´1p1q est un borélien de Rn parce que δ est mesurable. L’événement auquel
nous sommes intéressés est l’événement

R “ tpXθ,1, . . . , Xθ,nq PW u. (38.216)

Exemple 38.52
Pour l’exemple de 38.8.2 nous avions

δpx1, . . . , x4q “ 1Ar90.2,109.8spx̄4q. (38.217)

4

38.8.4 Risque de première et seconde espèce

Le modèle de décision que nous avons introduit comprend deux façons de se tromper. Soit nous
rejetons H0 alors qu’elle est vraie (c’est le risque de première espèce), soit nous acceptions H0
alors qu’elle est fausse (risque de seconde espèce). Nous pouvons formaliser ces concepts de la
façon suivante.

Nous considérons un test de région critique W . Le risque de première espèce, noté α est la
fonction

α : H0 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq PW
˘
.

(38.218)

Il s’agit de la probabilité de rejeter H0 alors qu’elle es vraie. Le risque de seconde espèce est la
fonction

β : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq RW
˘
.

(38.219)

C’est la probabilité d’accepter H0 alors qu’elle est fausse.

Définition 38.53.
Soit δ un test de région critique W . La puissance du test est la fonction

η : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq PW
˘
.

(38.220)
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La courbe d’efficacité du test est la fonction

h : Θ Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq RW
˘
.

(38.221)

La puissance d’un test est la probabilité de rejeter H0 lorsque H1 est vraie. Plus la puissance
est grande, mieux c’est. La courbe d’efficacité du test est la probabilité d’accepter H0 pour une
certaine valeur de θ.

Soit un test δ. Une statistique Tθ “ TnpXθ,1, . . . , Xθ,nq est une variable de décision pour δ
si AW peut s’écrire d’une des façons suivantes

AW “

$
’&
’%

tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ă cu test unilatéral à droite
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ą cu test unilatéral à gauche
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que c1 ď Tnpx1, . . . , xnq ă c2u test bilatéral.

(38.222)

Le plus souvent la variable de décision sera la moyenne : Tnpx1, . . . , xnq “ 1
n

řn
i“1 xi. Les valeurs

c, c1, c2 sont des valeurs critiques.
En ce qui concerne les notations, ici Tn représente la valeur mesurée sur un n-échantillon (d’où

l’indice n) alors que Tθ est la valeur théorique de T lorsque θ est la vraie valeur du paramètre qu’on
veut estimer.

Pour un test unilatéral à gauche, nous fixons la valeur critique c de telle manière a avoir

P pTθ ą cq ď α. (38.223)

Pour un test unilatéral à gauche, nous fixons c de telle manière a avoir

P pTθ ă cq ď α (38.224)

et pour un test bilatéral nous fixons c1 et c2 de telle façon à avoir

P pTθ ą c2q “ P pTθ ă c1q ď α

2 . (38.225)

38.8.5 Modèle paramétrique de loi gaussienne

Soit un modèle statistique paramétrique de lois gaussiennes N pm, 1q de moyenne m inconnue
avec m P R`. Nous avons Θ “ r0,8r.

Nous observons un échantillon de taille n “ 36. Avec un risque de première espèce de 5% nous
voulons estimer l’hypothèse H0 “ t0u contre l’hypothèse H1 “ s0,8r. De notre échantillon nous
construisons la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi (38.226)

dans laquelle les Xi sont les éléments de l’échantillon, elles sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi N pm, 1q avec m inconnu.

Si X̄n est proche de zéro nous acceptons H0, sinon nous la rejetons. La région de rejet s’écrit
donc sous la forme

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que x̄n “ 1
n

nÿ

i“1
xi ą uu (38.227)

dans lequel il faut fixer le u pour satisfaire au risque de première espèce de 5%. La contrainte est
d’avoir

P pX̄n ą uq “ α (38.228)
si H0 est vérifiée. Cela revient à dire que dans 5% des cas où H0 est correcte, nous la rejetterons.
Si H0 est vraie alors X̄n est une moyenne de gaussiennes de moyennes m et nous avons

X̄n ´m
σ{?n „ N p0, 1q (38.229)



2110 CHAPITRE 38. STATISTIQUES

avec m “ 0 et σ “ 1. L’équation (38.228) devient donc

α “ P

ˆ
X̄n

1{?n ą
u

1{?n
˙
“ P pT ą ?nuq (38.230)

où T „ N p0, 1q. Avec n “ 36 et α “ 5% nous trouvons

u “ 1.645
6 » 0.274 (38.231)

La règle de décision est donc la suivante : si x̄n ą 0.274 alors nous rejetons H0, et sinon nous
l’acceptons.

Calculons la puissance de ce test (définition 38.53). C’est la fonction donnée par

η : H1 Ñ R

m ÞÑ P
`pX1,m, . . . , Xn,mq PW

˘ “ P

ˆ
1
n

ÿ
Xi ą u

˙
.

(38.232)

Dans ce calcul, les Xi sont d’une loi normale N pm, 1q, et non N p0, 1q. En retranchant m et en
divisant par 1{?n nous trouvons

ηpmq “ P

˜
1
n

ř
Xi ´m

1{?t ą u´m
1{?n

¸
(38.233a)

“ P pT ą ?npu´mqq (38.233b)
“ P pT ą 16.45´ 6mq (38.233c)
“ 1´ Φp1.645´ 6mq (38.233d)

où Φ est la fonction de répartition de N p0, 1q. La fonction η a les propriétés suivantes :

lim
mÑ´8 ηpmq “ 0 (38.234a)

lim
mÑ8 ηpmq “ 1 (38.234b)

ηp0q “ 5
100 . (38.234c)

Remarque 38.54.
Si nous regardons m “ 0.001, le risque de seconde espèce est quasiment de 90%. En effet le risque
de seconde espèce est d’accepter H0 alors qu’il est faux. Lorsque m “ 0.001, l’hypothèse H0 est
fausse, mais la probabilité qu’on l’accepte est grande. D’ailleurs les conséquences de l’accepter à
tort ne sont peut-être pas si grandes que cela.

38.9 Tests paramétriques
La proposition suivante montre le lien entre région de confiance et les tests.

Proposition 38.55.
Soit ΛpX1, . . . , Xnq une région de confiance par excès de niveau de confiance 1´ α. Alors il existe
un tests pur de niveau α pour tester H0 “ tθ0u de région de rejet

Wn “ tx “ px1, . . . , xnq P Rn tel que θ0 R Λpx1, . . . , xnqu. (38.235)

Démonstration. L’hypothèse sur Λ signifie qu’avec les observations pX1, . . . , Xnq, il y a une forte
probabilité (plus grande que 1 ´ α) que θ soit dans ΛpX1, . . . , Xnq. Avec ou sans H0 nous avons
donc

P pθ P Λq ě 1´ α. (38.236)
Supposons maintenant l’hypothèse H0, alors

P
`pX1, . . . , Xnq PWn

˘ “ P
`
θ0 R ΛpX1, . . . , Xnq

˘ ď α. (38.237)
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Remarque 38.56.
Soit Wn la région de confiance d’un test de niveau α pour tester H0 “ tθ0u. Alors

Λ “ tx P Rn tel que x RWnu (38.238)

est une région de confiance 1´ α pour θ.

Exemple 38.57

Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi parente N pθ, 1q avec θ P tθ0, θ1u. Nous supposons
θ0 ă θ1. Nous voulons tester H0 “ tθ0u contre H1 “ tθ1u. Nous proposons le test suivant. La
variable de décision sera X̄n et la région de rejet sera

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que 1
n

ÿ

i

xi ą θ1 ` θ2
2 u. (38.239)

(1) Donner le risque de première espèce de ce test.
(2) Soit 0 ă α ă 1. Pour quelle valeur de n le tests a-t-il un risque de première espèce égal à α ?
(3) Donner la puissance du test.

Les réponses peuvent être exprimées en termes de la fonction de répartition F de la loi normale
centrée réduite.

Le risque de première espèce est donné par

α “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ą θ0 ` θ1
2

¸
(38.240)

où les Xi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente
N pθ0, 1q. Cela est la probabilité d’être dans la région de rejet alors que l’hypothèse H0 est vraie.
La formule (38.240) se transforme en

α “ P

˜
1
n

ř
Xi ´ θ0

1{?n ą
θ0`θ1

2 ´ θ0
1{?n

¸
(38.241a)

“ P pT ą ?nθ1 ´ θ0
2 q. (38.241b)

En termes de la fonction de répartition nous avons alors

α “ 1´ F `?nθ1 ´ θ0
2

˘
(38.242)

Il s’agit maintenant de trouver le nombre n qui réalise cette égalité. Pour cela nous utilisons
l’inverse F´1 de la fonction de répartition de la normale :

n “
ˆ

2
θ1 ´ θ0

F´1p1´ αq
˙2

. (38.243)

Le risque de seconde espèce est la possibilité d’accepter H0 lorsque H1 est vraie, c’est-à-dire

β “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ă θ0 ` θ1
2

¸
(38.244)

sous l’hypothèse H1. Dans le calcul de (38.244) nous prenons donc Xi „ N pθ1, 1q. Le résultat est
que

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘
. (38.245)
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Remarque 38.58.
L’expression (38.243) diminue lorsque θ0 et θ1 s’éloignent, ce qui est normal : plus les nombres à
discerner sont éloignés, moins l’échantillon à prendre pour réaliser le travail doit être grand.

Notons aussi que θ0 ´ θ1 ă 0, par conséquent augmenter n diminue la valeur de

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘

(38.246)

4 <++>

38.10 Tests d’adéquation
Soit X1, . . . , Xn un échantillon de loi parente X finie prenant ses valeurs dans ta1, . . . , aku. La

loi de X est donnée par les nombres
pi “ P pX “ aiq (38.247)

pour i “ 1, . . . , k. Nous introduisons l’effectif empirique, la variable aléatoire Ni qui compte
le nombre de fois que ai est observé dans l’échantillon. La fréquence empirique est la variable
aléatoire

Fi “ Ni

n
. (38.248)

Nous savons que la loi de Ni est Bpn, piq, et la loi des grands nombres dit que

Fi
p.s.ÝÑ pi (38.249)

pour chaque i. Le théorème central limite nous indique de plus que

Ni ´ npia
npip1´ piq

LÝÑ T „ N p0, 1q. (38.250)

Nous considérons un cas où les pi sont inconnus. Ils peuvent être approchés par Ni » npi. Le
théorème de Pearson nous indique comment.

Théorème 38.59 (Théorème de Pearson).
Nous avons

kÿ

i“1

pNi ´ npiq2
npi

LÝÑ K „ χ2pk ´ 1q (38.251)

où la distribution χ2plq est la somme des carrés de l gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Démonstration. Nous commençons par le cas k “ 2. Dans ce cas nous avons N2 “ n ´ N1 et
p1 ` p2 “ 1. La sommes que nous regardons est

pN1 ´ np1q2
np1

` pN2 ´ np2q2
np2

“ pN1 ´ np1q2
np1

` pN1 ´ np1q2
np1´ p1q (38.252a)

“ pN1 ´ np1q2
np1p1´ p1q . (38.252b)

Étant donné que N1 est une variable aléatoire binomiale nous avons

N1 ´ np1a
np1p1´ p1q

LÝÑ T „ N p0, 1q. (38.253)

Par conséquent la limite de (38.252b) est
˜

N1 ´ np1a
np1p1´ p1q

¸2
LÝÑ T 2 » χ2p1q. (38.254)



38.10. TESTS D’ADÉQUATION 2113

Cela conclut le cas k “ 2.
Passons à présent au cas général. Le k-uple pN1, . . . , Nkq est une variable aléatoire multinomiale

de loi
M pn; k; p1, . . . , pkq. (38.255)

Nous introduisons les variables aléatoires Ui données par Ui : Ω Ñ Rk avec

P
`
Ui “ p0, . . . , 1, . . . , 0q

˘ “ pi; (38.256)

c’est le vecteur aléatoire qui prend ses valeurs dans les vecteurs de la base canonique de Rk et qui
prend la valeur ei avec probabilité pi. Par construction nous avons

pN1, . . . , Nkq “
nÿ

i“1
Ui. (38.257)

Nous allons étudier la fonction caractéristique de pN1, . . . , Nkq définie par l’équation (37.201) :

ΦpN1,...,Nkq : R
k Ñ C

ej ÞÑ Epeiej ·N q “ EpeiNj q. (38.258)

Plus généralement,
ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “ E

`
eixt,NyRk

˘
. (38.259)

Nous avons
eixt,Ny “ ei

ř
jxt,Ujy “

ź

j

eixt,Ujy (38.260)

et vu que les Ui sont indépendantes et identiquement distribuées nous pouvons écrire U1 à la place
de Uj de façon à avoir

ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “
ź

j

E
`
eixt,U1y˘ (38.261a)

“
ź

j

ÿ

l

ple
ixt,ely (38.261b)

“
ź

j

ÿ

l

ple
itl (38.261c)

“
˜

kÿ

l“1
ple

itl

¸n

. (38.261d)

Nous allons montrer que

lim
nÑ8ΦpN1,...,Nnqpt1, . . . , tkq “ e´

1
2
řn
j“1 t

2
j ´

˜
kÿ

j“1
tj
?
pj

¸2

. (38.262)

Pour ce faire, nous allons effectuer un développement limité. D’abord nous introduisons les variables
aléatoires

αj “ Nj ´ npj?
npj

(38.263)

et nous calculons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ E

„
exp

ˆ
ixt, `N1 ´ np1?

np1
, . . . ,

Nk ´ npk?
npk

˘y
˙

(38.264)

Étant donné que n et pj sont des variables déterministes, nous pouvons les sortir de l’espérance.
Nous avons alors

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´i

kÿ

j“1
tj
?
npj

¸
ΦpN1,...,Nkq

ˆ
t1?
np1

, . . . ,
tk?
npk

˙
(38.265)
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parce que

E

˜
e
tj
Nj´npj?

npj

¸
“ e

´tjnpj?
npj E

´
etjNj{

?
npj

¯
(38.266)

En remplaçant (38.261) dans (38.265) nous trouvons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´i

kÿ

j“1
tj
?
npj

¸˜
kÿ

j“1
pje

i
tj?
npj

¸n

looooooooomooooooooon
A

(38.267)

Nous analysons maintenant le terme A. Nous écrivons l’égalité A “ A ` 1 ´ 1 en tenant compte
de

ř
j pj “ 1 sous la forme

A “
˜

1`
kÿ

j“1
pj
`

exppitj{?npjq ´ 1
˘
¸n

, (38.268)

Nous avons alors

lnpAq “ n ln
«

1`
8ÿ

j“1
pj
`
eitj{

?
npj ´ 1q

ff
(38.269)

Nous développons l’exponentielle en

eitj{
?
npj ´ 1 “ itj?

npj
´ t2j

2npj
` 1
n
εp1{nq (38.270)

et ensuite le logarithme selon la formule

lnp1` xq “ x´ x2

2 ` x2αpx2q. (38.271)

Nous avons

lnpAq “ n ln
«

1`
ÿ

j

pj

´ itj?
npj

´ t2j
2npj

` 1
n
εp 1
n
q
¯ff

(38.272a)

“ n ln
«

1`
ÿ

j

pj

´
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
εp 1
n
q
¯ff

(38.272b)

“ n
kÿ

j“1

˜
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
εp1{nq

¸

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon
K

(38.272c)

´ n1
2

»
–ÿ

j

˜
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
εp1{nq

¸2
fi
fl (38.272d)

` nK2αpKq (38.272e)

Nous introduisons dans ε tous les termes en 1{n2 et nous trouvons

lnpAq “
ÿ

j

˜
itj
?
pjn´

t2j
2

¸
´ 1

2

˜ÿ

j

itj
?
pj

¸2

` εp1{nq `K2αpKq. (38.273)

En remplaçant dans (38.267) et en passant à la limite pour nÑ8,

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´1

2
ÿ

j

t2j `
1
2
`ÿ

j

tj
?
pj
˘2
¸
. (38.274)
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Nous reconnaissons des lois gaussiennes dans le premier terme de l’exponentielle. Nous allons
maintenant nous atteler à identifier le second terme.

Soit C une matrice orthogonale dont la dernière ligne est p?p1, . . . ,
?
pkq. Nous considérons les

vecteurs

α “

¨
˚̋
α1
...
αk

˛
‹‚, t “

¨
˚̋
t1
...
tk

˛
‹‚. (38.275)

et ensuite nous notons

U “ Ct “

¨
˚̋
u1
...
uk

˛
‹‚. (38.276)

Étant donné que C est orthogonale, nous avons
řk
i“1 α

2
i “

řk
i“1 β

2
i et

Φpβ1,...,βkq “ E
`
eixu,βy

˘ “ E
`
eixt,αy

˘ “ Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq. (38.277)

Nous pouvons récrire l’argument de l’exponentielle (38.274) de la façon suivante :

kÿ

i“1
t2j “

ÿ

j

u2
j (38.278a)

kÿ

j“1
tj
?
pj “ pCtqk, (38.278b)

Nous avons alors

lim
nÑ8Φpβ1,...,βkqpt1, . . . , tkq “ lim

nÑ8Φpα1,...,αkqpu1, . . . , ukq (38.279a)

“ exp
˜

1
2

k´1ÿ

j“1
u2
j

¸
(38.279b)

“ ΦpZ1,...,Zk´1,0qpu1, . . . , ukq (38.279c)

où les Zi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de distribution
normale centrée réduite. Nous avons donc montré que

pβ1, . . . , βkq LÝÑ pZ1, . . . , Zk´1, qq. (38.280)

Étant donné que l’application x ÞÑ }x}2 est continue, nous avons aussi

}pβ1, . . . , βkq}2 LÝÑ }pZ1, . . . , Zk´1, 0q}2, (38.281)

et par conséquent

}pα1, . . . , αkq}2 LÝÑ
k´1ÿ

j“1
Z2
j „ χ2pk ´ 1q. (38.282)

D’après la définition (38.263) nous avions

}pα1, . . . , αkq}2 “
kÿ

j“1

pNj ´ pjq2
npj

. (38.283)



2116 CHAPITRE 38. STATISTIQUES



Chapitre 39

Chaînes de Markov à temps discret

Mets tes deux pieds en canard, c’est la chaîne de Markov qui se prépare.

39.1 Généralités

Les chaînes de Markov interviennent pour la description des systèmes dont l’évolution future
ne dépend que de l’état présent.

Définition 39.1.
Soit E un ensemble au plus dénombrable et pΩ,F , P q un espace probabilisé. Une chaîne de
Markov à valeurs dans E est une famille pXnqnPN de variables aléatoires telles que pour tout
x0, . . . , xn`1 P E,

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (39.1)

Pour une chaîne de Markov, il n’est pas important de savoir l’historique pour prédire la futur :
Xn`1 est seulement déterminé par Xn.

Remarque 39.2.
Il existe une théorie des chaînes de Markov à temps continu ou avec E non dénombrable, mais ce
n’est pas au programme.

Nous notons
pnpx, yq “ P pXn`1 “ y|Xn “ xq (39.2)

la probabilité de transition de la chaîne à l’instant n. Si cette probabilité ne dépend pas de n,
nous disons que la chaîne de Markov est homogène, et nous notons ppx, yq au lieu de pnpx, yq.
Nous notons Q la matrice (éventuellement infinie) de transition

Qxy “ ppx, yq. (39.3)

Nous avons ÿ

yPE
ppx, yq “ 1 (39.4)

parce que c’est la somme de toutes les transitions possibles en partant de x. Notons aussi que
ppx, yq ě 0.

Définition 39.3.
Une matrice dont tous les éléments sont positifs ou nuls et donc la somme de toutes les lignes sont
1 est une matrice stochastique.

Notons que l’ensemble des matrices stochastiques est un fermé dans l’ensemble des matrices.

2117
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Lemme 39.4.
Si U est une matrice stochastique 1, alors il existe une chaîne de Markov dont la matrice de tran-
sition est U .

Remarque 39.5.
La somme

ř
xPE ppx, yq ne vaut pas spécialement 1. Si les états x1 et x2 arrivent tous les deux en

y de façon certaine, alors nous avons
ř
x ppx, yq ě 2. Il n’y a donc pas de limites aux sommes des

colonnes.

Exemple 39.6
Nous considérons une fourmi qui se déplace dans un appartement à trois pièces A, B, C. Supposons
qu’à chaque minute, elle a une probabilité 1{3 de rester dans la pièce et une probabilité 2{3 de se
déplacer. Le plan de l’appartement est

A // B // C (39.5)

De la pièce A est est donc uniquement possible d’aller vers la pièce B ; de la B il est possible d’aller
en A et en C et de la C il est uniquement possible d’aller en B.

La matrice de transition de cette chaîne de Markov est

Q “
¨
˝

1{3 2{3 0
1{3 1{3 1{3
0 2{3 1{3

˛
‚ (39.6)

4

Exemple 39.7
Si Nt est un processus de Poisson, alors les variables aléatoires Xn “ Nn forment une chaîne de
Markov. 4

39.2 Chaînes de Markov sur un ensemble fini

Une chaîne de Markov est finie si l’ensemble E dans lequel elle prend ses valeurs est fini.

Proposition 39.8 ([498]).
Si pXnq est une chaîne de Markov irréductible sur un ensemble fini, alors pour tout ensemble A Ă E
nous avons

P pτA ă 8q “ lim
nÑ8P pτA ď nq “ 1 (39.7)

où τA “ mintk tel que Xk P Au.
Les proposition à venir vont montrer que

(1) Toute matrice stochastique admet un état stationnaire, proposition 39.9.
(2) Si la chaîne de Markov est irréductible, alors il y a unicité de l’état stationnaire, proposi-

tion 39.10. Mais attention : cela ne veut pas encore dire que la chaîne converge effectivement
vers cet état.

(3) Si la chaîne est irréductible et apériodique, alors il y a convergence en loi vers l’unique loi
invariante, théorème 39.13.

Proposition 39.9 ([499]).
Toute matrice stochastique admet un état stationnaire.

1. Définition 39.3.
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Proposition 39.10 ([499]).
Soit une chaîne de Markov irréductible finie. Alors il existe une unique loi stationnaire π et de plus
nous avons πi ą 0 pour tout état i de E.

Définition 39.11.
Une chaîne de Markov finie est régulière s’il existe un n P N tel que Pn a uniquement des éléments
strictement positifs.

Théorème 39.12 ([498]).
Soit P la matrice de transition d’une chaîne de Markov régulière sur un ensemble E de cardinal
N . Alors il existe des nombres π1, . . . , πN tels que
(1) πi ą 0 pour tout i “ 1, . . . , N
(2) π1 ` ¨ ¨ ¨ ` πN “ 1
(3)

lim
nÑ8P

n “ Π “

¨
˚̋
π1 π2 . . . πN
...

...
...

π1 π2 . . . πN

˛
‹‚ (39.8)

De plus le vecteur π “ pπ1, . . . , πN q est l’unique solution de

πP “ π. (39.9)

Démonstration. Si la chaîne n’a qu’un seul état c’est évident parce que la probabilité de transition
est toujours 1 ; fin de l’histoire.
Hypothèse Sinon nous supposons que P n’a que des éléments positifs, quitte à considérer Pn au

lieu de P . Nous notons d le plus petit élément de P ; il vérifie d ď 1
2 parce que la somme des

élément d’une ligne de la matrice P doit être égale à 1.
Les suites min et max Soit x un vecteur quelconque (de composantes positives). Nous notons

m0 “ mintxiu et M0 “ maxtxiu. Étant donné que les éléments du vecteur Px sont des
moyennes pondérées des éléments de x, si nous posons

mk “ mintpP kxqiui“1,...,N (39.10a)
Mk “ maxtpP kxqiui“1,...,N , (39.10b)

la suite pmkq est croissante et la suite pMkq est décroissante.
Stricte croissance et décroissance Si Mk`1 “ Mk, alors toutes les composantes de P kx sont

égales à Mk et le théorème est prouvé. Cela est encore une propriété de la moyenne. Même
remarque pour la suite pmkq.
Nous pouvons donc supposer que la suite pmkq est strictement croissante et que la suite pMkq
est strictement décroissante. Elles sont toutes les deux bornées dans rm0,M0s. Le lemme 8.18
nous donne la convergence.

Égalité des limites Vu que les éléments de P kx ne sont pas tous les mêmes et s’étalent de mk à
Mk, pour majorerMk`1 nous mettons le plus petit coefficient possible (c’est-à-dire d) devant
mk et nous supposons que toutes les autres composantes sont Mk ; nous avons alors

Mk`1 ď dmk ` p1´ dqMk (39.11)

parce que tous les autres coefficients de la ligne contenant le d (dans P k) sont plus petits ou
égaux à 1´ d. De la même façon nous avons la minoration

mk`1 ě dMk ` p1´ dqmk. (39.12)

En faisant la différence, et en nous souvenant que 0 ă 1´ 2d ă 1,

Mk`1 ´mk ď p1´ 2dqpMk ´mkq, (39.13)
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ce qui signifie que
Mk`1 ´mk ď p1´ 2dqkpM0 ´m0q, (39.14)

et donc que les deux limites sont égales.
Conclusion pour la limite Pour tout vecteur x, la suite P kx tend vers un vecteur dont toutes

les composantes sont égales. En particulier pour le vecteur ei de la base canonique,

P kei Ñ

¨
˚̋
π1
...
π1

˛
‹‚. (39.15)

Mais P kei est la ie colonne de la matrice P k. Cela prouve la convergence annoncée P k Ñ Π.

Réglons rapidement le cas des deux autres allégations du théorème. D’abord les matrices P k
sont toutes des matrices stochastiques ; et l’ensemble des matrices stochastiques est fermé, donc
la convergence se fait à l’intérieur de l’ensemble des matrices stochastiques. Cela prouve que π1 `
¨ ¨ ¨ ` πN “ 1.

Ensuite la suite pmkq étant strictement croissante et m0 étant égal à 0 dans le cas de ei nous
avons toujours πi ą 0 (strictement).

Théorème 39.13 ([499]).
Si pXnq est une chaîne de Markov finie, irréductible et apériodique de loi stationnaire π, alors
(1) La suite de matrices stochastiques P k converge vers la matrice

P k Ñ Π “

¨
˚̋
π
...
π

˛
‹‚. (39.16)

(2) Nous avons convergence des variables aléatoires au sens où

P pXk “ µP kq Ñ π. (39.17)

39.3 Marche aléatoire sur Z

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées valant
´1 avec une probabilité p et 1 avec une probabilité p1´ pq. La loi est

Yn „ pδ´1 ` p1´ pqδ1. (39.18)

Nous considérons la variable aléatoire

Xn “ X0 `
nÿ

i“1
Yi (39.19)

où X0 est une variable aléatoire indépendante des Yi à valeurs dans Z. Nous vérifions à présent
que Xn est une chaîne de Markov avec comme espace d’états E “ Z. Nous devons montrer que

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn

˘
. (39.20)

Pour ce faire nous allons exprimer tout cela en termes des Yi au lieu des Xi. D’abord étant donné
que nous avons égalité des événements

tXn`1 “ xn`1u X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u,
(39.21)
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nous pouvons, en vertu du principe (37.76), remplacer Xn`1 “ xn`1 par Yn`1 “ xn`1 ´ xn dans
le membre de gauche de (39.20). Nous avons donc déjà

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xnloooooooooomoooooooooon

A

|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon
B

˘
.

(39.22)
L’événement B est égal à l’événement

tX0 “ x0, Y1 “ x1 ´ x0, Y2 “ x2 ´ x1, . . . , Yn “ xn ´ xn´1u, (39.23)

qui n’est autre que l’ensemble

X´1
0 px0q X Y ´1

1 px1 ´ x0q X . . .X Y ´1
n pxn ´ xn´1q (39.24)

qui est dans la tribu engendrée par les variables aléatoires X0, pYiqi“1,...,n. Le point délicat du
raisonnement est de montrer que les événements A et B donnés par

A “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu (39.25a)

B “ tX0 “ x0u X
nč

i“1
tYi “ xi ´ xi´1u (39.25b)

sont indépendants. Nous ne pouvons pas montrer directement que P pA X Bq “ P pAqP pBq parce
que cela est la formule que nous voulons utiliser pour montrer que la chaîne est de Markov. Nous
passons donc par les tribus :

A P σpYn`1q (39.26a)
B P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (39.26b)

Nous utilisons maintenant l’hypothèse d’indépendance des variables aléatoires X0 et Yi pour
conclure que les deux tribus des équations (39.26) sont indépendantes. Les événements A et B
sont par conséquent indépendants.

L’événement A est indépendant de l’événement tXn “ xnu. Nous avons donc successivement

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
(39.27a)

“ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Yi “ xi ´ xi´1, X0 “ x0

˘

(39.27b)
“ P pYn`1 “ xn`1 ´ xnq (39.27c)
“ P pYn`1 “ xx`1 ´ xn|Xn “ xnq (39.27d)
“ P pYn`1 “ xn`1 ´Xn|Xn “ xnq (39.27e)
“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (39.27f)

Justifications :
— (39.27c) parce que les tribus σpYn`1q et σpYi, X0q sont indépendantes.
— (39.27d) Nous avons

tXn “ xnu P σpX0, Y1, . . . , Ynq (39.28)

tandis que
tYn`1 “ xn`1 ´ xnu P σpYn`1q; (39.29)

ce sont donc deux événements issus de tribus indépendantes. Donc conditionner ou non
l’événement Yn`1 “ xn`1 ´ xn à l’événement Xn “ xn ne change rien.

— (39.27e) est encore l’utilisation du fait que P pA|Bq “ P pK|Bq dès que AXB “ K XB.
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La chaîne est par conséquent de Markov.
La matrice de transition de cette chaîne de Markov est une matrice infinie « dans tous les

sens » :

ppx, yq “

$
’&
’%

p si y “ x´ 1
p1´ pq si y “ x` 1
0 sinon.

(39.30)

Remarque 39.14.
La plupart du temps lorsqu’il faut démontrer qu’une chaîne est de Markov, il faut suivre la procé-
dure que nous venons de suivre pour la marche aléatoire sur Z.

— Écrire tout en fonction des incréments.

— Dire que les incréments conditionnés sont indépendants des incréments qui conditionnent
(via les tribus engendrées).

— Écrire que la probabilité cherchée est égale à l’événement conditionné dans lequel on a juste
remplacé l’incrément par sa valeur.

— Conditionner à nouveau par rapport au dernier incrément qui est indépendant.

— Changer la valeur du dernier incrément par la variable aléatoire.

Dans ce raisonnement nous utilisons deux fois le fait que P pA|Bq “ P pK|Bq si AXB “ K XB.

39.3.1 Chaînes de Markov homogènes

Proposition 39.15.
Voici quelques propriétés des chaînes de Markov homogènes.

(1) La probabilité d’une trajectoire donnée est

P pXn “ xn, Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q “ ppxn´1, xnq . . . ppx0, x1qP pX0 “ x0q. (39.31)

(2) La probabilité de transition « en n coups » est donnée par la puissance nième de la matrice
de transition :

P pXn “ xn|X0 “ x0q “ Qnx0,xn . (39.32)

(3) Si l’espace des états E est fini, l’espérance d’une fonction bornée f : E Ñ R de l’état est
donnée par

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ E
`
fpXn`1q|Xn “ xn

˘
(39.33a)

“
ÿ

yPE
fpyqppxn, yq.j (39.33b)

Démonstration. Pour (1), étant donné que P pAXBq “ P pA|BqP pBq, nous avons

P pXn “ xn, . . . , X0 “ x0q “
P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0qP pXn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q.

(39.34)
Par la propriété de Markov, le premier facteur est

P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1q “ ppxn´1, xnq. (39.35)

Le reste est une récurrence sur n.
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Pour (2). Montrons avec n “ 2. En utilisant les divers points du théorème 37.30, nous avons

P pX2 “ x2|X0 “ x0q “
ÿ

yPE
P pX2 “ x2, X1 “ y|X0 “ x0q (39.36a)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ y,X0 “ x0qP pX1 “ y|X0 “ x0q (39.36b)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ yqP pX1 “ y|X0 “ x0q (39.36c)

“
ÿ

yPE
ppx2, yqppy, x0q (39.36d)

“ Q2
x2,x0 . (39.36e)

Bien entendu ici la notion de produit matriciel doit être comprise de façon formelle lorsque E est
infini.

Remarque 39.16.
Nous avons utilisé l’homogénéité de la chaîne de Markov au moment d’écrire l’expression (39.36d).
En principe nous aurions dû écrire p2py, x2qp1px0, yq.

Pour (3), . . .

39.3.2 Graphe de transition

Le graphe de transition d’une chaîne de Markov est le graphe dont les sommets sont les
éléments de l’espace des états de la chaîne et dont les sommets sont reliés par des arrêtes pondérées
par la probabilité de transition correspondante.

Définition 39.17.
Une chaîne de Markov est irréductible si pour tout x, y P E, il existe n tel que pnpx, yq ą 0 où

pnpx, yq “ P pXn “ y|X0 “ xq. (39.37)

Le nombre n peut dépendre de x et y.

Lemme 39.18.
Une chaîne de Markov homogène est irréductible si et seulement si son graphe de transition est
connexe.

Démonstration. Pour chaque couple px, yq P E2 nous avons

pnpx, yq “
ÿ

ziPE
P pXn “ y,Xn´1 “ zn´1, . . . , X1 “ z1, X0 “ xq

“
ÿ

zi

ppzn´1, yqppzn´2, zn´1q . . . ppz1, z2qppx, z1q.
(39.38)

La positivité d’un des termes de la somme signifie que le graphe est connexe tandis que la positivité
de pnpx, yq signifie que la chaîne est irréductible.

39.3.3 Chaîne de Markov définie par récurrence

39.3.3.1 Le cas général

Proposition 39.19.
Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans E, un ensemble au plus dénombrable. Soit pYnq une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées indépendantes de
X0.
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Soit pXnq la suite de variables aléatoires à valeurs dans E définie par récurrence selon la formule

Xn`1 “ GpXn, Yn`1q (39.39)

où G : E ˆRÑ E est une fonction mesurable. Alors pXnq est une chaîne de Markov.

Démonstration. Soient x0, . . . , xn`1 des éléments de E. Nous devons calculer la valeur de

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q. (39.40)

Commençons par préciser les espaces sur lesquels nos variable aléatoires sont définies. Nous avons

X0 : Ω0 Ñ E (39.41)

et
Yi : Ω Ñ R. (39.42)

La variable aléatoire X1 est donnée par
X1 : Ω0 ˆ Ω Ñ E

pω0, ω1q ÞÑ G
`
X0pω0q, Y1pω1q

˘
.

(39.43)

La variable aléatoire X2 est
X2 : Ω0 ˆ Ω2 Ñ E

pω0, ω1, ω2q ÞÑ G
`
X1pω0, ω1q, Y2pω2q

˘

“ G
´
G
`
X0pω0q, ω1

˘
, Y2pω2q

¯ (39.44)

et ainsi de suite.
Considérons maintenant l’événement

tX1 “ x1, X0 “ x0u Ă Ω0 ˆ Ω. (39.45)

Il est donné explicitement par

tX1 “ x1, X0 “ x0u “ tpω0, ω1q tel que G
`
X0pω0q, Y1pω1q “ x1, X0pω0q “ x0

˘u (39.46a)
“ tpω0, ω1q tel que G

`
x0, Y1pω1q “ x1, X0pω0q “ x0

˘u (39.46b)
“ tω0 P Ω0 tel que X0pω0q “ x0u ˆ tω1 P Ω tel que G

`
x0, Y1pω1q “ x1

˘u.
(39.46c)

Le premier terme du produit cartésien est dans σpX0q, tandis que le second est dans σpY1q. Étant
donné la définition des tribus produit (définition 15.112) nous avons

tX1 “ x1, X0 “ x0u P σpX0, Y1q. (39.47)

Ce raisonnement se généralise immédiatement et nous trouvons que

tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (39.48)

Nous sommes donc à calculer

♦ “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ Xn, . . . , X0 “ X0q (39.49a)
“ P

`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1looooooooooomooooooooooon

PσpYn`1q
|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon

PσX0,Y1,...,Yn

˘
. (39.49b)

Les tribus σpYn`1q et σpX0, Y1, . . . , Ynq étant indépendantes nous avons
♦ “ P

`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1

˘
(39.50a)

“ P
`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ Xn

˘
(39.50b)

“ P
`
GpXn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ xn

˘
(39.50c)

“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (39.50d)

Pour (39.50b) nous avons utilisé le fait que σpYn`1q est indépendante de σpXnq. Nous avons prouvé
que la chaîne était de Markov.
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Les probabilités de transition de la chaîne de Markov définie dans la proposition 39.19 sont

P pX1 “ y|X0 “ xq “ P
`
GpX0, Y1q “ y|X0 “ x0

˘ “ P
`
Gpx0, Y1q “ y

˘
. (39.51)

39.3.3.2 Exemple : la file de réparation de machines à laver

Nous considérons un magasin de réparation d’électroménager. Durant le jour n, un nombre
aléatoire Zn de machines en panne arrivent au magasin. Une machine est réparée chaque jour
(aucune si le magasin est vide). Nous supposons que les Zn soient indépendantes et identiquement
distribuées, et nous posons Xn, le nombre de machines en magasin le jour n.

La loi d’avancement de Xn est

Xn`1 “
#
Xn ` Zn ´ 1 si Xn ‰ 0
Zn si Xn “ 0.

(39.52)

Cela est une chaîne de Markov en vertu de la proposition 39.19. Ici la fonction est

Gpx, yq “ x` y ´ 1x‰0. (39.53)

Les probabilités de transitions sont

ppx, yq “

$
’&
’%

0 si x ď y ´ 2
P pZ “ 0q si x “ y ´ 1
P pZ “ kq si x “ y ` k ´ 1

(39.54)

pour x ‰ 0.

Exemple 39.20

Soit pXnq une chaîne de Markov de matrice de transition

P “
¨
˝

0.2 0.5 0.3
0.1 0.1 0.8
0.5 0.2 0.3

˛
‚. (39.55)

Calculer P pX3 “ 1|X0 “ 1q et P pX7 “ 0|X4 “ 0q.
Déterminer, s’il en existe, une loi stationnaire vers laquelle converge la chaîne.
Nous avons

P 3 “
¨
˝

0.344 0.251 0.405
0.283 0.307 0.41
0.287 0.248 0.465

˛
‚. (39.56)

La probabilité d’aller de l’état 1 à l’état 1 en trois étapes est donc 0.307. La chaîne étant de Markov,
sans mémoire, les probabilités entre les temps 4 et 7 sont les mêmes qu’entre 0 et 3. Nous avons
alors

P pX7 “ 0|X4 “ 0q “ 0.344. (39.57)

La chaîne est irréductible et n’a pas d’états absorbants.

4

39.4 Classification des états
Sauf mention expresse du contraire, nous considérons toujours une chaîne de Markov homogène.

Définition 39.21.
Un état x P E est absorbant pour la chaine pXnq si ppx, xq “ 1.
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Il n’est pas spécialement impossible d’arriver sur un état absorbant, mais il est impossible d’en
sortir.

Si x P E, nous notons
T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu, (39.58)

le premier temps d’atteinte de l’état x. Si X0 “ x, alors T pxq est le temps de retour en x.
Si p P N nous notons

Tppxq “ inftk ě 1 tel que Xk`p “ xu. (39.59)
C’est le temps mis pour atteindre x à partir de l’instant p.

Proposition 39.22.
La loi de la variable aléatoire rTppxq|Xp “ xs est la même que celle de la variable aléatoire
rT pxq|X0 “ xs.
Démonstration. Nous devons montrer que

P pTppxq “ k|Xp “ xq “ P pT pxq “ k|X0 “ xq. (39.60)

Cela est intuitivement évident du fait qu’une chaîne de Markov soit un processus sans mémoire.
Afin de prouver, nous allons sommer sur tous les états intermédiaires possibles :

P pTppxq “ k|X0 “ xq “ P pXp`k “ x,Xp`k´1 ‰ x, . . . ,Xp`1 ‰ x|Xp “ xq (39.61a)
“

ÿ

zi‰x
P pXp`k “ x,Xp`k´1 “ zk´1, . . . , Xp`1 “ z1|Xp “ xq (39.61b)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`1 “ z1, Xp “ xqP pXp`1 “ z1|Xp “ xqlooooooooooooomooooooooooooon
“ppx,z1q

(39.61c)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`2 “ z2, Xp`1 “ z1, Xp “ xq (39.61d)

P pXp`2 “ z2|Xp`1 “ z1, Xp “ xqlooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon
P pXp`2“z2|Xp`1“z1q“ppz1,z2q

ppx, z1q (39.61e)

“ . . . (39.61f)
“

ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . . ppzk´1, zk´1qppzk´1, xq. (39.61g)

À ce point ci, nous avons éliminé toute référence à p grâce à l’homogénéité de la chaîne. Nous
pouvons refaire le calcul à l’envers pour reconstituer l’expression de départ sans le p :

ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . .ppzk´1, zk´1qppzk´1, xq (39.62a)

“ P pxk “ x,Xk´1 ‰ x, . . . ,X1 ‰ x|X0 “ xq (39.62b)
“ P pT pxq “ kq, (39.62c)

ce qu’il fallait obtenir.

Définition 39.23.
Un état x est récurrent si P pT pxq “ 8|X0 “ xq “ 0, c’est-à-dire si la probabilité de ne jamais
retourner en x lorsqu’on y est passé est nulle. L’état x est transient ou transitoire dans le cas
contraire.

Si x est un état récurrent, et si E
`
T pxq|X0 “ x

˘ ă 8, nous disons que x est récurrent positif.
Si E

`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 8 alors nous disons que est récurrent nul.

Nous introduisons une variable aléatoire qui compte le nombre de fois que la chaîne de Markov
passe par l’état x :

Nx “
8ÿ

k“0
1tXk“xu. (39.63)

C’est une variable aléatoire à valeurs dans NY t8u.
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Proposition 39.24.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est récurrent :
(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0
(2) EpNx|X0 “ xq “ 8.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est transient :
(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 1
(2) EpNx|X0 “ xq ă 8.

Démonstration. En tant que événements, nous avons l’égalité

Nx ă 8 “
ď

nPN
tXn “ x,Xn`k ‰ x@k ě 1looooooooooooooomooooooooooooooon

Fn

u. (39.64)

Nous avons donc

P pNx ă 8|X0 “ xq “
8ÿ

n“0
P pFn|X0 “ xq, (39.65)

et

P pFn|X0 “ xq “ P pXn`k ‰ x,@k ě 1, Xn “ x|X0 “ xq (39.66a)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ x,X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (39.66b)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (39.66c)
“ P pXk ‰ x, k ě 1|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (39.66d)
“ P pT pxq “ 8|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (39.66e)

Justifications :
(1) Pour (39.66c), nous utilisons le fait que la chaîne soit « sans mémoire ».
(2) Pour (39.66d), nous utilisons le fait que la chaîne soit homogène.
(3) Pour (39.66e), l’événement Xk ‰ x pour tout k ě 1 est exactement l’événement T pxq “ 8.

En nous servant de la proposition 15.263 (théorème de Fubini et mesure de comptage), nous
permutons l’espérance et la somme dans l’expression

8ÿ

n“0
P pXn “ x|X0 “ xq “

8ÿ

n“0
Ep1tXn“xu|X0 “ xq (39.67a)

“ E
` 8ÿ

n“0
1tXn“xu|X0 “ x

˘
(39.67b)

“ EpNx|X0 “ xq. (39.67c)

Voyons ce passage plus en détail. D’abord, en général nous avons

EpY |X “ x0q “
ż

tX“x0u
Y pωqdP pωq “

ż

Ω
1tX“x0upωqY pωqdP pωq. (39.68)

Dans notre cas,
E
`
1tXn“xu|X0 “ x

˘ “
ż

Ω
1X0“xpωq1tXn“xupωqdP pωq. (39.69)

La fonction qui correspond à la proposiiton 15.263 est

fpn, ωq “ fnpωq “ δX0pωq,xδXnpωq,x, (39.70)

qui est bien une fonction positive et mesurable.
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Nous reprenons à présent le calcul (39.65) en remplaçant les éléments par leurs valeurs que
nous avons calculées :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
EpNx|X0 “ xq. (39.71)

Si x est récurrent, nous avons P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, mais la relation (39.71) ne permet pas de
conclure que le membre de gauche est nul parce qu’il reste la possibilité que EpNx|X0 “ xq “ 8.
Nous devons donc faire un pas en arrière et écrire cette espérance comme la limite des sommes
partielles :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ lim
NÑ8

Nÿ

n“0
P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
P pXn “ x|X0 “ xq “ 0 (39.72)

parce que tous les termes de la suite des sommes partielles sont nuls. Nous avons donc bien que
P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0. Il s’ensuit immédiatement que EpNx|X0 “ xq “ 1.

Nous devons maintenant démontrer l’implication inverse. Supposons que P pNx ă 8|X0 “
xq “ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement P pNx “ 8|X0 “ xq “ 1 et EpNx|X0 “ xq “ 8.
L’équation (39.71) nous indique alors que

P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, (39.73)

c’est-à-dire que x est récurrent.

39.4.1 Chaînes irréductibles

Proposition 39.25.
Soit pXnq une chaîne de Markov irréductible.
(1) Un état x est récurrent si et seulement si tous les états sont récurrents.
(2) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.

Démonstration. Soient x et y des états de la chaîne de Markov. Nous devons tester la valeur de
P pXn “ y|X0 “ yq. Afin d’exploiter l’hypothèse d’irréductibilité, nous considérons r, s P N tels
que

prpx, yq ą 0 (39.74a)
pspy, xq ą 0 (39.74b)

et nous calculons majorons en passant par quelques intermédiaires :

P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě P pXn`r`s “ y,Xn`s “ x,Xs “ x|X0 “ yq (39.75a)
“ P pXn`r`s “ y|Xn`s “ x,Xs “ x,X0 “ yq (39.75b)

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yqP pXs “ x|X0 “ yq.
Les deux premiers facteurs se calculent en utilisant la propriété de Markov et l’homogénéité de la
chaîne. Pour le premier,

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yq “ P pXn`s “ x|Xs “ xq “ P pXn “ x|X0 “ xq. (39.76)

Nous avons donc
ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě prpx, yqpspy, xq

ÿ

nPN
P pXn “ x|X0 “ xq. (39.77)

En réutilisant Fubini comme dans l’équation (39.67), nous avons
ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě KEpNx|X0 “ xq (39.78)
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oùK est une constante strictement positive, par hypothèse d’irréductibilité de la chaîne de Markov.
Si x est un état récurrent, alors le membre de gauche est infini par la proposition (39.24) et

donc ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq “ 8. (39.79)

Aux r ` s premiers termes près (qui ne changent pas la somme), nous avons
ÿ

nPN
P pXn “ y|X0 “ yq “ 8, (39.80)

ce qui signifie que y est récurrent.

Nous rappelons que T pxq est le temps que première atteinte de l’état x. Nous notons

πpxq “ 1
E
`
T pxq|X0 “ x

˘ . (39.81)

Étant donné que T pxq est un entier positif ou nul nous avons E
`
T pxq|X0 “ x

˘ P r1,8s et donc
πpxq P r0, 1s.

Si x est un état transient, alors T pxq “ 8 lorsque X0 “ x et donc E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 0 et
πpxq “ 0. Si x est récurrent par contre, P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1 et il n’y a pas de garanties sur
la valeur de E

`
T pxq|X0 “ x

˘
.

Corollaire 39.26.
Un état récurrent est récurrent positif si et seulement si πpxq ą 0. Un état récurrent est récurrent
nul si et seulement si πpxq “ 0.

Démonstration. C’est la formule (39.81).

Proposition 39.27.
Soit pXnq est une chaîne de Markov irréductible.
(1) Si x est un état récurrent, alors T pXq ă 8 presque surement.
(2) Nous avons une égalité entre les lois

L
`
Xk`T pxq|T pxq ă 8

˘ “ L pXk|X0 “ xq. (39.82)

39.4.2 Nombre de visites

La fonction
1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (39.83)

est la fréquence empirique de la chaîne de Markov.
Soit x un état récurrent, c’est-à-dire que P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1. Nous classons les visites
de la façon suivante :

T1pxq “ T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu (39.84a)
T2pxq “ inftk ě 1 tel que XT1pxq`k “ xu (39.84b)

... (39.84c)
Tnpxq “ inftk ě 1 tel que XTn´1pxq`k “ xu (39.84d)

La variable aléatoire Ti représente le temps entre la visite numéro i ´ 1 et la visite numéro i (si
X0 ‰ x, sinon il faut décaler). Nous définissons l’instant la na visite numéro n :

Sn “
nÿ

k“1
Tkpxq. (39.85)



2130 CHAPITRE 39. CHAÎNES DE MARKOV À TEMPS DISCRET

Lemme 39.28.
Les variables aléatoires Ti sont indépendantes.

Démonstration. Nous choisissons n des Ti et nous calculons la probabilité

♠ “ P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq (39.86)

où nous supposons i1 ą i2 ą . . . ą in. Nous décomposons cette probabilité en sommant sur toutes
les histoires de la chaîne de Markov compatibles avec les nombres ki donnés :

♠ “
ÿ

tzju
compatibles

P pXj “ zj , j “ 1, . . . , Nq. (39.87)

Notons qu’ici, le numéro du dernier terme de la somme n’est pas certain parce que tous les Ti
ne sont pas fixés. Nous l’avons noté N , mais en réalité il est différent d’un terme à l’autre de la
somme. Il est certain que zN “ x et zN´k1 “ x et si N ´ k1 ă j ă N , alors zj ‰ x. Cela est
simplement le fait que nous demandions aux zi de respecter les conditions données par les ki. Nous
avons

♠ “
ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |Xj “ zj , j ď N ´ k1qP pXj “ zj , j ă N ´ k1q

(39.88a)
“

ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |XN´k1 “ xqP pXj “ zj , j ă N ´ k1q (39.88b)

(39.88c)

Le premier facteur est P pTi1 “ k1q tandis que le second facteur est précisément P pTj “ kj , j ą 1q.
Nous avons donc montré que

P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq “ P pTi1 “ k1qP pTj “ kj , j ą 1q, (39.89)

et donc les Ti sont indépendants.

Proposition 39.29.
Si pXnq est une chaîne de Markov irréductible et si x P E alors

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (39.90)

presque surement.

Démonstration. Étant donné que la chaîne est irréductible, les états sont soit tous transient soit
tous récurrents par la proposition 39.25. Nous commençons par considérer que x est transient.

En comparant la définition (39.63) de Nx et le membre de droite de (39.90), nous avons pour
chaque n l’inégalité

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu ď

1
n
EpNxq. (39.91)

Dans le cas d’un élément transient, nous avons πpxq “ 0, donc il serait bon de montrer que
EpNxq ă 8, de sorte que prendre la limite nÑ8 dans (39.91) donne zéro.

Nous décomposons le calcul en deux morceaux :

EpNxq “ E
`
Nx|T pxq “ 8

˘
P
`
T pxq “ 8˘` E`Nx|T pxq ă 8

˘
P
`
T pxq ă 8˘

. (39.92)

Le fait que le premier terme soit fini découle immédiatement du fait que T pxq “ 8 impliqueXk ‰ x
pour tout k ě 1. Dans ce cas l’espérance de Nx est évidemment finie.
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Pour le second terme nous avons

E
`
Nx|T pxq ă 8

˘ “ E
` 8ÿ

k“0
1tXk“xu|T pxq ă 8

˘
(39.93a)

“
8ÿ

k“1
E
`
1tXk“xu|T pxq ă 8

˘
. (39.93b)

Pour inverser la somme et l’espérance, nous avons utilisé le théorème de théorème de Fubini-Tonelli
qui est encore valable pour des fonctions qui prennent la valeur 8. Le fait d’inverser ne signifie pas
que ni la somme ni l’intégrale soit finie. D’ailleurs c’est exactement ce que nous sommes en train
de déterminer.

Étant donné que nous voulons seulement savoir si cette somme est finie ou non, nous pouvons
nous restreindre à la somme depuis k “ 1 ou oublier le premier terme. D’autre par nous avons

8ÿ

k“1
1tXk“xu “

8ÿ

j“0
1tXj`T pxq“xu (39.94)

parce que les T pxq premiers termes sont par définition nuls. Nous regardons donc

8ÿ

j“0
E
`
1Xj`T pxq“x|T pxq ă 8

˘ “
ÿ

j

P
`
Xj`T pxq “ x|T pxq ă 8˘

(39.95a)

“
ÿ

j

P pXj “ x|X0 “ xq (39.95b)

“
ÿ

j

E
`
1tXj“xu|X0 “ x

˘
(39.95c)

“ E
`ÿ

j

1Xj“x|X0 “ x
˘

(39.95d)

“ EpNx|X0 “ xq (39.95e)
ă 8 parce que x est transient.

(39.95f)

L’équation (39.95b) provient de la proposition 39.27 et plus précisément de l’égalité entre les lois
(39.82). Nous avons terminé la preuve dans le cas où x est transient.

Nous passons maintenant au cas où x est récurrent, c’est-à-dire P pT pxq ă 8|X0 “ xq “ 1.
Les variables aléatoires Ti définies en (39.84) pour i ě 2 sont indépendantes et identiquement
distribuées et

L
`
Tkpxq

˘ „ L
`
T pXq|X0 “ x

˘
. (39.96)

La loi des grands nombres nous indique que

Sn
n
“ T1pxq

n
` 1
n

nÿ

k“2
Tkpxq p.s.ÝÑE`T2pxq

˘
(39.97a)

“ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (39.97b)

Remarque 39.30.
La loi des grands nombres est encore vraie sans l’hypothèse de variables aléatoires dans L1 pourvu
qu’elles soient positives. Alors dans la conclusion de la loi nous devons accepter la possibilité que
l’espérance soit infinie.

Nous posons pour m P N
npmq “

mÿ

j“1
1tXj“xu (39.98)
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qui est le nombre de visites de x avant l’instant m. Nous avons évidemment npmq ď m. Mais Sn
est l’instant de la nième visite, par conséquent Snpmq est l’instant de la dernière visite avant le
moment m. Pour tout m nous avons les inégalités

Snpmq ď m ă Snpmq`1. (39.99)

Nous divisons par npmq et nous effectuons la limite mÑ8 :

Snpmq
npmq ď

m

npmq ď
Snpmq ` 1
npmq (39.100)

En ce qui concerne la limite de npmq, nous utilisons la définition (39.98) :

npmq Ñ
8ÿ

j“1
1tXj“xu “ (39.101)

heur. . .
lim
mÑ8npmq “ lim

mÑ8

mÿ

n“1
1tXj“xu

p.s.ÝÑ 8 (39.102)

par la proposition (39.24). Plus précisément, la limite vaut Nx qui vaut presque surement 8 dans
le cas où x est récurrent. Par ailleurs la loi des grands nombres (39.97) nous enseigne en particulier
que

Snpmq
npmq

p.s.ÝÑ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (39.103)

Le terme de droite dans (39.100) se traite de façon usuelle :

Snpmq`1
npmq “ Snpmq`1

npmq ` 1
npmq ` 1
npmq . (39.104)

Le dernier facteur tend vers 1 et le tout a pour limite E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. Par conséquent nous avons

m

npmq
p.s.ÝÑ E

`
T pxq|X0 “ x

˘
(39.105)

et
npmq
n

“ 1
m

mÿ

j“1
1tXj“xu Ñ

1
E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ πpxq. (39.106)

Lemme 39.31.
Soit pXkq une chaîne de Markov dont l’espace des états est noté E. Pour chaque x P E nous notons

T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu (39.107)

et
Tppxq “ inftk ě 1 tel que Xk`p “ xu (39.108)

Alors nous avons
P pTppxq “ k|Xp “ yq “ P pT pxq “ k|X0 “ yq. (39.109)

La proposition suivante nous permet de parler de chaîne de Markov récurrence positive.

Proposition 39.32.
Soit pxnq une chaîne de Markov irréductible.
(1) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.
(2) Un état est récurrent positif si et seulement si tous les états sont récurrents positifs.
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Démonstration. Nous rappelons (proposition 39.29) que si la chaîne est irréductible

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1rXk“xs (39.110)

Notons aussi que
Nÿ

k“1
1Xk“x “

#
0 si N ă T pxqřN´T pxq
k“0 1Xk`T pxq“x si N ą T pxq (39.111)

où dans la seconde ligne nous avons effectué le changement de variable de sommation k1 “ k`T pxq.
Dans la limite (39.110) nous sommes toujours dans le cas où N est assez grand. Nous pouvons
donc écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (39.112)

Nous pouvons aussi écrire

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “

N

N ´ T pxq
1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (39.113)

Dans cette dernière égalité le membre de droite tend vers πpxq et nous avons

lim
NÑ8

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (39.114)

ou encore

lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (39.115)

Étant donné que πpxq est une constante nous avons évidemment Epπpxqq “ πpxq. Nous pouvons
cependant considérer les variables aléatoires

Zn “ 1
n

nÿ

k“1
1Xk`T pxq“x (39.116)

et remarquer que Zn
p.s.ÝÑ πpxq avec 0 ď Zn ď 1. Le théorème de la convergence dominée (15.184)

nous permet d’inverser la limite et l’espérance et écrire

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
E
`
1Xk`T pxq“x

˘
(39.117a)

“ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P
`
Xk`T pxq “ x

˘
. (39.117b)

Par le lemme 39.31 nous avons

P pXk`T pxq “ xq “ P pXk “ k|X0 “ xq (39.118)

et πpxq prend la forme

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ x|X0 “ xq. (39.119)

Soit maintenant un état x positif récurrent et y, un autre état. Par définition 39.23 et par
corollaire 39.26 nous avons πpxq ą 0. Nous devons prouver que πpyq ą 0.

Étant donné que la chaîne est irréductible il existe r et s tels que
"
prpx, yq “ P pXr “ y|X0 “ xq ą 0 (39.120a)
pspx, yq “ P pXs “ x|X0 “ yq ą 0 (39.120b)
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Nous reprenons l’équation (39.77) multipliée par 1{N :

1
N

Nÿ

n“1
P pXr`s`n“y|X0“yq ě prpx, yqpspy, xqloooooooomoooooooon

ě0

1
N

Nÿ

n“1
P pXn “ x|X0 “ xq

loooooooooooooooomoooooooooooooooon
Ñπpxq

(39.121)

et nous prenons la limite lorsque N Ñ8. À r`s termes près, nous trouvons à gauche l’expression
(39.119) de πpyq. Par conséquent

πpyq ě lim
NÑ8

1
n

Nÿ

n“1
P pXr`s`n “ y|X0 “ yq ě απpxq (39.122)

où α est une constante positive. Le nombre πpxq étant strictement positif par hypothèse nous avons
montré que πpyq ą 0, c’est-à-dire que y est récurrent positif.

39.5 Mesure invariante
Définition 39.33.
Une mesure de probabilité µ sur l’espace des états E d’une chaîne de Markov est invariante si
pour tout x P E

µpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqµpyq. (39.123)

Remarque 39.34.
Une mesure invariante est une mesure de probabilité et nous noterons par abus µpxq pour µptxuq.
Si A Ă E nous avons

µpAq “
ÿ

xPA
µpxq. (39.124)

Remarque 39.35.
Une loi invariante associée à une chaîne de Markov est une loi associée à la matrice de transition
de la chaîne, mais pas à la loi de X0. Par conséquent nous pouvons tester si µ est une mesure
invariante pour une certaine chaîne de Markov pXkq en considérant la chaîne pYkq avec Yk “ Xk

pour k ą 0 et Y0 arbitraire.

L’adjectif invariant provient du lemme suivant.

Lemme 39.36.
Soit pXnq une chaîne de Markov telle que X0 „ µ où µ est une mesure invariante sur l’espace des
états. Alors Xk „ µ pour tout k.

Démonstration. Par hypothèse, P pX0 “ xq “ µpxq. Ensuite nous avons

P pX1 “ yq “
ÿ

xPE
P pX1 “ y|X0 “ xqP pX0 “ xq (39.125a)

“
ÿ

x

ppx, yqµpxq (39.125b)

“ µpyq. (39.125c)

Par conséquent X1 suit également la loi µ. Par récurrence tous les états suivent cette même loi.

Si les états d’une chaîne de Markov ont comme loi une mesure invariante, alors nous disons
que la chaîne est stationnaire.

Remarque 39.37.
Pour une chaîne de Markov stationnaire de loi invariante µ nous avons

µpxq “
ÿ

y

ppy, xqµpyq (39.126)
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et si l’ensemble E est fini cette équation signifie

µ “ Qµ (39.127)

où Q est la matrice de transition de la chaîne de Markov.

Théorème 39.38 (Théorème ergodique).
Une chaîne de Markov irréductible est positive récurrente si et seulement si elle accepte une mesure
invariante. Cette mesure est invariante est alors unique et vérifie µ “ Qµ où Q est la matrice de
transition.

Démonstration. Nous allons seulement prouver le théorème ergodique dans le cas où E est fini.
Soit pXnq une chaîne de Markov récurrente positive ; nous avons πpxq ą 0 pour tout x P E. Nous
allons montrer que π est une mesure invariante.

Nous commençons par montrer que
ÿ

xPE
πpxq “ 1. (39.128)

Pour cela nous reprenons la propriété de chaîne irréductible pour écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x (39.129)

Étant donné que E est fini nous pouvons sommer sur x P E et permuter la somme avec la limite :

ÿ

xPE
πpxq “ lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1

ÿ

xPE
1Xk“x

loooomoooon
“1

. (39.130)

Nous nous retrouvons donc avec limNÑ8 1
NN “ 1. La fonction π définit donc bien une mesure de

probabilité sur E.
Nous montrons à présent que cette mesure est invariante, c’est-à-dire que

πpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq. (39.131)

Pour cela nous utilisons encore le théorème de la convergence dominée pour permuter la limite et
l’intégrale dans

πpxq “ Epπpxqq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
E
`
1Xk“x

˘
loooomoooon
P pXk“xq

“ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk`1 “ xq. (39.132)

La dernière égalité découle du fait que en divisant par N et en faisant tendre N vers l’infini, le fait
d’enlever un terme à la somme ne change pas la valeur de la limite. Nous pouvons substituer dans
(39.132) la valeur

P pXk`1 “ xq “
ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq. (39.133)

Nous avons alors

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1

ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq (39.134a)

“
ÿ

yPE
ppy, xq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ yq (39.134b)

“
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq, (39.134c)
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ce qui signifie que π est une mesure invariante. Notons que nous avons encore utilisé le fait que E
soit fini pour permuter avec la limite.

Il nous reste à montrer l’unicité de la mesure invariante sur la chaîne de Markov. Soit µ une
mesure invariante pour la chaîne de Markov pXkq. Comme indiqué dans la remarque 39.35 nous
pouvons supposer que X0 suit la loi µ. Par le lemme 39.36 nous avons P pXk “ xq “ µpxq pour
tout k. Par conséquent

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ xq “ µpxq. (39.135)

Théorème 39.39 (loi des grands nombres pour les chaîne de Markov).
Soit pXnq une chaîne de Markov irréductible acceptant une mesure invariante. Soit f : E Ñ R une
fonction dans L1pE,µq. Alors nous avons

1
N

Nÿ

k“1
fpXkq p.s.ÝÑ

ÿ

xPE
fpxqµpxq. (39.136)

En ce qui concerne les notations, l’hypothèse f P L1pE,µq signifie
ÿ

xPE
|fpxq|µpxq “

ż

E
|fpxq|dµpxq ă 8. (39.137)

Démonstration. Nous prouvons le théorème dans le cas où E est fini. Si nous écrivons

fpXkq “
ÿ

yPE
fpyq1Xk“y, (39.138)

alors
1
N

Nÿ

k“1
fpXkq “

ÿ

yPE
fpyq 1

N

Nÿ

k“1
1Xk“y. (39.139)

Étant donné que E est fini nous pouvons permuter les sommes et prendre la limite N Ñ8 :

lim
NÑ8

1
N

ÿ

k

fpXkq “
ÿ

yPE
fpyq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
1Xk“y “

ÿ

yPE
fpyqπpyq. (39.140)

39.6 Convergence vers l’équilibre

Nous voudrions savoir sous quelles conditions la variable aléatoire Xn converge en loi vers
quelque chose lorsque n Ñ 8. Une telle loi limite doit dépendre de la loi initiale 2 comme le
montre l’exemple de la chaîne de Markov

A1
&&

C
1{2oo 1{2 // B 1

ww
(39.141)

Si X0 “ C, alors la loi limite est
1
2pδA ` δBq. (39.142)

Si par contre X0 “ B, la loi limite est δB. Notons que la chaîne de Markov proposée ici est
irréductible.

2. Lorsque la loi limite ne dépend pas de la loi initiale, nous disons que la chaîne de Markov est ergodique, nous
y reviendrons.
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Notons qu’il n’y a pas toujours de lois limite comme le montre l’exemple

A
1 //

B
1

oo (39.143)

avec X0 “ A. La loi en est

Xk “
#
δA si k est pair
δB si k est impair.

(39.144)

Lemme 39.40.
Si nous avons une loi limite

P pXn “ xq Ñ lpxq, (39.145)
et que la chaîne est irréductible, alors nous avons l “ π.

Démonstration. D’après la proposition 39.29 nous avons

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ πpxq. (39.146)

Par le lemme 12.82 sur la moyenne de Cesaro et l’hypothèse (39.145), nous avons aussi

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ lpxq. (39.147)

Du coup πpxq “ lpxq.
Lemme 39.41 ([499]).
Si π est une loi stationnaire et si x est un étant transient, alors πpxq “ 0.

Ce lemme (qui peut être prouvé rigoureusement) est principalement dû au fait que la chaîne
de Markov ne visite un état transitoire qu’un nombre fini de fois par la proposition 39.24(1).

Définition 39.42.
Un état x P E est apériodique si

pgcdtn ě 1 tel que pnpx, xq ą 0u “ 1. (39.148)

Mettons que tous les n tels que pnpx, xq ą 0 ont 2 comme diviseur. L’état n’est alors pas
apériodique, mais on voit que si X0 “ x, alors les états impairs ne peuvent pas être sur x. Cela est
une forme de périodicité.

Si un état est apériodique, il existe p et q premiers entre eux tels que pppx, xq et pqpx, xq sont
non nuls. En particulier pour tout n P pN`qN, P pXn “ xq ‰ 0. Par conséquent la proposition 3.15
nous indique qu’à partir d’un certain moment tous les Xk pourraient être x.

L’état C de la chaîne de Markov suivante est apériodique :

A
1 // B

2{3
oo

1{3~~
C

1

__ (39.149)

En effet p3pC,Cq ‰ 0 par le chemin C Ñ A Ñ B Ñ C tandis que p5pC,Cq ‰ 0 également par le
chemin C Ñ AÑ B Ñ AÑ B Ñ C. Or pgcdt3, 5u “ 1.

Proposition 39.43 ([499]).
Soit pXnq, une chaîne de Markov irréductible. Un état x est apériodique si et seulement s’il existe
N tel que

pkpx, xq “ P pXk “ x|X0 “ xq ą 0 (39.150)
pour tout k ě N .
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La proposition suivante va nous permettre de parler de chaîne apériodique .

Proposition 39.44.
Si une chaîne de Markov est irréductible, alors un état est apériodique si et seulement si tous les
états sont apériodiques.

Démonstration. Soit x un état apériodique de la chaîne de Markov pXnqnPN. En vertu de la pro-
position 39.43 il existe Nx tel que pkpx, xq ‰ 0 pour tout k ě Nx. Soit y P E. Étant donné que la
chaîne est irréductible, il existe r et s tels queprpx, yq ą 0 et pspy, xq ą 0. Nous avons

pk`r`spy, yq “ P pXk`r`s “ y|X0 “ yq ě pspx, yqP pXk “ x|X0 “ xqprpy, xq. (39.151)

Si k est assez grand, cette quantité est strictement positive. Donc il suffit de prendre Ny “ Nx`r`s
pour savoir que y est également apériodique.

Exemple 39.45
Quelle est la différence entre une chaîne irréductible et une chaîne apériodique ? Une chaîne est
irréductible lorsque aucune sous-chaîne ne peut piéger le système. Pour toute paire d’états x, y P E,
il existe un n tel qu’il soit possible d’aller de x à y en n pas. Une chaîne est apériodique lorsqu’après
un temps suffisamment long, tous les états soient possibles en même temps.

Un exemple de chaîne irréductible non apériodique :

A
1 ))

B
1

ii (39.152)

Cette chaîne est irréductible parce que le graphe est connexe, par contre il n’est pas apériodique
parce que si X0 “ A il n’est pas possible d’être dans l’état A après un nombre impair de pas.

Plus formellement, pnpA,Aq “ 1 dès que n est pair ; le PGCD de la définition 39.42 n’est donc
certainement pas 1. 4

Si E est fini et si la chaîne de Markov est irréductible, alors en posant N “ maxxPE Npxq,
la matrice P k a des éléments non nuls sur toute la diagonale pour tout k ą N . Ces éléments
diagonaux ne sont autre que les pkpx, xq.
Théorème 39.46 (Convergence en loi des chaîne de Markov).
Si pXnq est
(1) irréductible,
(2) récurrente positive,
(3) apériodique,

alors Xn converge en loi vers l’unique probabilité invariante π vérifiant

πpxq “
ÿ

uPE
ppy, xqπpyq “ 1

E
`
T pxq|X0 “ x

˘ . (39.153)

Cette convergence est indépendante de la loi de X0 et on a

P pXn “ x|X0 “ yq ÑnÑ8 πpxq. (39.154)

39.7 Processus de Galton-Watson
Nous considérons une maladie et notons Zn le nombre de malades à l’instant n. Nous posons

Z0 “ 1 et

Zn`1 “
#

0 si Zn “ 0řZn
i“1 ξ

pnq
i sinon

(39.155)
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où ξpnqi est le nombre de personnes contaminées par le malade i à l’instant n. Nous supposons que
ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées et admettent un moment
d’ordre 1.

L’équation de propagation 39.155 signifie que nous supposons qu’une personne malade à l’ins-
tant n n’est plus malade à l’instant n`1. Par ailleurs les hypothèses d’indépendance signifient qu’à
chaque instant, le nombre de personnes contaminées par le malade i est indépendant du nombre de
personnes contaminées par le malade j. De plus la façon dont la contamination se passe à l’instant
n est indépendant de la façon dont la contamination se passe à l’instant m. Ces hypothèses sont
raisonnables tant que le nombre de personnes non contaminées est grand. À partir du moment où
presque tout le monde est malade, l’approximation de Galton-Watson ne fonctionne plus.

Nous notons ξ la loi parente des ξpnqi . Ensuite nous considérons

Gpsq “ Epsξq (39.156a)
m “ Epξq (39.156b)

Gnpsq “ EpsZnq. (39.156c)

Par le théorème de transfert (proposition 37.60) avec fptq “ st. Ce que nous avons est

Gnpsq “ E
`
fpZnq

˘ “
ż

R

sxdPZnpxq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (39.157)

où l’intégrale s’est transformée en somme parce que la loi de Zn est discrète : dPZn est une somme
de masses de Dirac. En particulier nous avons

Gnpsq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (39.158a)

Gp0q “ P pZn “ 0q (39.158b)

et
η “ lim

nÑ8P pZn “ 0q “ lim
nÑ8Gnp0q. (39.159)

D’où l’intérêt d’étudier Gn.

Lemme 39.47.
Pour tout n P N˚ et pour tout s P r0, 1s, nous avons

Gnpsq “ G ˝G ˝ . . . ˝Gpsqloooooooooomoooooooooon
n fois

. (39.160)

Démonstration. Pour n “ 1, nous avons Z1 “ ξ
p1q
1 et donc

G1psq “ Epsξq “ Gpsq, (39.161)

comme il se doit.
Si n ‰ 1 nous écrivons

Gnpsq “ EpsZnq (39.162a)

“ E

ˆ
s
řZn´1
i“1 ξ

pn´1q
i

˙
(39.162b)

“ E

˜ 8ÿ

k“0
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q
i

¸
. (39.162c)

À ce niveau, nous voulons permuter la somme et l’espérance. Étant donné que le lemme est facile
à vérifier pour s “ 1, nous supposons s ă 1. Du coup

s
řk
i“1 ξ

pn´1q
i ă 1 (39.163)
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et ce qui se trouve dans l’espérance est majoré par

8ÿ

k“0
1Zn´1“k “ 1. (39.164)

La fonction constante 1 est intégrable sur Ω (ici nous utilisons à fond le fait que l’espace Ω
soit un espace de probabilité) et nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée de
Lebesgue 16.2 pour permuter la somme et l’intégrale. Nous continuons donc le calcul (39.162) :

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
´
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q
i

¯
. (39.165)

La tribu engendrée par la variable aléatoire 1tZn´1“ku est une fonction des variables aléatoires ξpmqi

avec m ď n´ 2 tandis que la variable aléatoire s
řk
i“1 ξ

pn´1q
i est une fonction des variables aléatoires

ξ
pn´1q
i . Par conséquent le lemme de regroupement 37.16 nous dit que ces variables aléatoires sont
indépendantes, donc

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
`
1tZn´1“ku

˘
looooooomooooooon
“P pZn´1“kq

E
`
s
řk
i“1 ξ

pn´1q
i

˘
. (39.166)

Nous avons utilisé le fait que l’espérance d’une fonction indicatrice est la probabilité de l’événement.
En ce qui concerne la puissance de s, les événements ξn´1

i sont indépendants et suivent tous la
même loi ξ, donc

s
řk
i“1 ξ

pn´1q
i “

kź

i“1
sξ
pn´1q
i (39.167)

et

E
` kź

i“1
sξ
˘ “ Epsξqk “ Gpsqk. (39.168)

En mettant tout bout à bout,

Gnpsq “
8ÿ

k“1
P pZn´1 “ kqGpsqj “ Gn´1

`
Gpsq˘. (39.169)

Théorème 39.48.
La probabilité d’extinction η est donnée par

η “ P

˜ď

ně1
pZn “ 0q

¸
“ lim

nÑ8P pZn “ 0q. (39.170)

Ce nombre est la plus petite solution positive de l’équation Gpsq “ s.
De plus la classification des cas est comme suit.

(1) Si P pξ “ 0q “ 0 alors η “ 0.
(2) Si P pξ “ 0q ‰ 0 alors

(2a) si m ď 1 alors η “ 1,
(2b) si m ą 1 alors η P s0, 1r.

Le cas m ă 1 est dit sous-critique, le cas m “ 1 est dit critique. Le cas m ą 1 est dit
sur-critique.
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Démonstration. Commençons par prouver que G est une fonction continue. En utilisant la théo-
rème de transfert comme pour l’équation (39.157) nous trouvons que

Gpsq “ Epsξq “
8ÿ

k“0
pks

k (39.171)

où nous avons noté pk “ P pξ “ kq. Si r ă 1, alors la suite pkrk est bornée, donc le critère d’Abel
(16.10) nous indique que la série (39.171) converge absolument et la théorie générale des séries
entières conclut que la fonction G est en particulier dérivable terme à terme pour tout s P s´1, 1r.
Le probabilité d’extinction est un point fixe de G En utilisant la continuité de G en 0 nous

passons à la limite dans Gn`1p0q “ G
`
Gnp0q

˘
et nous obtenons

η “ Gpηq, (39.172)

ce qui signifie que la probabilité d’extinction est un point fixe de G.
η est le plus petit point fixe de G Nous démontrons maintenant que η est plus précisément le

plus petit point fixe de G sur r0, 1s. Nous allons effectuer cette partie en décomposant selon
les valeurs de p0 et de p1.
Au vu de l’écriture (39.171), si p1 “ 1 alors Gpsq “ s pour tout s P r0, 1s. Mais dans ce cas
nous savons par ailleurs que l’extinction est impossible. Zéro est bien la plus petite solution
de Gpsq “ s.
Supposons maintenant que p1 ă 1 et p0` p1 “ 1. Alors Gpsq “ p0` p1s et s “ 1 est l’unique
solution. Mais vu que nous savons que η est solution, c’est que η “ 1 et l’extinction est
certaine.
Nous passons au cas général : p0 ` p1 ă 1. D’abord nous remarquons que s “ 1 est solution
parce que

Gp1q “ p0 ` p1 ` ¨ ¨ ¨ “ 1. (39.173)

Remarquons aussi que dans ce cas s “ 0 n’est plus solution.
La fonction G est strictement convexe sur r0, 1s (parce que G2 ą 0). Cela se voir en effectuant
deux dérivations termes à termes (le rayon de convergence de la dérivée est le même que celui
de la fonction). Cette stricte convexité entraine que l’équation Gpsq “ s a au maximum une
autre solution que s “ 1. Nous nommons s0 la plus petite solution dans r0, 1s. Étant donné
que G est croissante on a

Gp0q ď Gps0q “ s0. (39.174)

En appliquant G à cette équation nous obtenons G
`
Gps0q

˘ ď Gps0q “ s0 et en appliquant n
fois,

Gnp0q ď s0. (39.175)

En passant à la limite, η ď s0 mais η étant solution, nous avons η “ s0. Nous avons donc
prouvé que la probabilité d’extinction η est la plus petite solution de Gpsq “ s.

Classification des cas Nous devons encore discuter les cas. Si P pξ “ 0q “ 0, alors p0 “ 0 et
Gp0q “ 0, ce qui signifie que s0 “ η “ 0 et l’extinction est impossible.
Nous passons au cas p0 ‰ 0. Si p0 ` p1 “ 1, alors m “ p1 ă 1 et nous avions déjà vu que
dans le cas p0 ` p1 “ 1, la probabilité d’extinction est η “ 1.
Il nous reste à traiter le cas p0`p1 ă 1. Encore une fois, la courbe G est strictement convexe
sur r0, 1s et elle est en particulier plus grande que sa tangente en s “ 1, c’est-à-dire

Gpsq ą G1p1qps´ 1q `Gp1q. (39.176)

Nous savons que Gp1q “ 1. En ce qui concerne G1p1q, nous dérivons encore terme à termes :

G1psq “
8ÿ

k“1
kpks

k´1, (39.177)
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donc
G1p1q “

8ÿ

k“1
kpk “ Epξq “ m. (39.178)

Ce que nous avons donc est
Gpsq ą 1`mps´ 1q. (39.179)

Nous nous particularisons au cas sous-critique (m ď 1). En nous rappelant que s´ 1 ă 0,

Gpsq ą 1` ps´ 1q “ s, (39.180)

donc s “ 1 est la plus petite solution et effectivement nous avons déjà vu que η “ 1 dans ce
cas.
Si m ą 1, alors on a

Gpsq ą 1`mps´ 1q. (39.181)

Mais dire m ą 1 revient à dire G1p1q ą 1 et donc dans un voisinage de s “ 1 on a

Gpsq ´Gp1q
s´ 1 ą 1, (39.182)

ce qui implique que
Gpsq ă s´ 1`Gp1q “ s. (39.183)

Nous avons donc Gpsq ă s dans un voisinage de 1. Mais Gp0q ´ 0 “ p0 ą 0, donc la fonction
fpsq “ Gpsq ´ s est positive en 0 et négative proche de s “ 1. Le théorème de la valeur
intermédiaire nous indique alors qu’il existe un s P s0, 1r tel que fpsq “ 0, c’est-à-dire tel que
Gpsq “ s.



Chapitre 40

Martingales

40.1 Convergence de martingales

Définition 40.1.
Si A est une tribu, une filtration de A est une suite croissante de sous-tribus Bi Ď Bi`1 Ď A.

Nous disons qu’une suite de variables aléatoires pXnq est adaptée à une filtration pFnq si Xi

est Fi-mesurable pour tout i.

Ces définitions impliquent immédiatement que si pXnq est adapté à pFnq alors Xn est Fk-
mesurable pour k ě n.

Définition 40.2.
Une martingale adaptée à la filtration pBnqnPN est une suite de variables aléatoires Mn telle que

(1) Mn P L1pΩ,A, P q,
(2) Mn est Bn-mesurable,

(3) EpMn`1|Bnq “Mn.

Le processus Mn est une sur-martingale si EpMn`1|Bnq ď Mn pour tout n, et c’est une
sous-martingale si EpMn|Bnq ěMn.

Exemple 40.3
Si M P L1pΩ,A, P q et si pBnqnPN est une filtration, nous pouvons considérer la martingale Mn “
EpM |Bnq. 4

Exemple 40.4
Soit pXiqiě1 une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées. On pose

Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn (40.1)

et la filtration Bn “ σpX1, . . . , Xnq. Pour montrer que cela est une martingale, nous commençons
par remarquer que

EpXn`1|Bnq “ EpXn`1q “ 0 (40.2)

par indépendance des tribus Bn et σpXn`1q. Ici c’est le lemme 37.38 qui joue.
Ensuite nous argumentons que EpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn|Bnq “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. En effet d’une part

X1`¨ ¨ ¨`Xn est Bn-mesurable et évidemment la condition intégrale de l’espérance conditionnelle
est satisfaite.

Plus généralement si X est une variable aléatoire et si σpXq Ă B alors EpX|Bq “ X. 4

2143
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Lemme 40.5.
Soit pMnq une martingales adaptée à la filtration pFnq et n ě k. Alors

EpMn|Fkq “Mk (40.3a)
EpMk|Fnq “Mk. (40.3b)

Démonstration. La seconde relation revient seulement à dire que Mk est Fn-mesurable, ce qui est
évident parce que Fk Ă Fn.

Nous prouvons la première par récurrence (à l’envers) sur k. D’abord si k “ n, l’égalité
EpMn|Fnq “ Mn. Nous supposons maintenant que EpMn|Fkq “ Mk, et nous prouvons que
EpMn|Fk´1q “Mk´1. Si Bk´1 P Fk´1, nous avons

ż

Bk´1

Mk´1 “
ż

Bk´1

Mk “
ż

Bk´1

Mn. (40.4)

La première égalité est la définition d’une martingale, et la seconde est l’hypothèse de récurrence.

Théorème 40.6 ([500, 501]).
Soit pMnqně0 une martingale bornée dans L2pΩq, c’est-à-dire telle que

α “ sup
ně0

EpM2
nq ă 8. (40.5)

Alors la suite Mn converge dans L2pΩq.
Démonstration. Nous écrivons Mn en somme télescopique

Mn “M0 `
nÿ

k“1
∆k (40.6)

où ∆k “ Mk ´ Mk´1. Nous commençons par monter que les incréments sont orthogonaux au
sens où Ep∆n∆kq “ 0. Pour n ą k, la variable aléatoire E

`
∆n∆k|Fn´1

˘
est la variable aléatoire

Fn´1-mesurable telle que ż

Bn´1

E
`
∆n∆k|Fn´1

˘ “
ż

Bn´1

∆n∆k (40.7)

pour tout Bn´1 P Fn´1. En particulier avec Bn´1 “ Ω nous trouvons

E
´
E
`
∆n∆k|Fn´1

˘¯ “ Ep∆n∆kq (40.8)

par la définition de l’espérance (37.51). Par conséquent, en utilisant le lemme 40.5 nous avons 1

Ep∆n∆kq “ E
´
Ep∆n∆k|Fn´1q

¯
“ E

´
∆kEp∆n|Fn´1q

¯
“ 0 (40.9)

parce que Ep∆n|Fn´1q “ EpMn|Fn´1q ´ EpMn´1|Fn´1q “ 0.
Utilisant l’orthogonalité des incréments, nous avons

EpM2
nq “ EpM2

0 q `
nÿ

k“1
Ep∆2

kq. (40.10)

En prenant le supremum (par rapport à n des deux côtés),

EpM2
0 q `

8ÿ

k“1
Ep∆2

kq “ α ă 8. (40.11)

1. À ce niveau je crois qu’il y a une faute dans [501] qui conditionne par rapport à Fn.
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Cela prouve que la suite
řn
k“1 ∆k converge dans L2pΩq. Nous en déduisons immédiatement que

pMnq est de Cauchy dans L2pΩq parce que si k, l ą n, nous avons (en utilisant encore l’orthogonalité
des incréments)

E
`|Mk ´Ml|2

˘ “
lÿ

i“k`1
Ep∆2

i q ď
8ÿ

i“k`1
Ep∆2

i q, (40.12)

qui tend vers zéro lorsque nÑ8.

Le théorème suivant complète la conclusion du théorème 40.6.

Théorème 40.7 ([501]).
Soit pMnqnPN une martingale bornée dans L2. Alors pMnq converge dans L2pΩq et presque surement
vers une même variable aléatoire M8 qui vérifie

Mn “ EpM8|Fnq. (40.13)

Notons en particulier que la variable aléatoireM8 est presque surement finie parce qu’en vertu
de (40.13) nous avons ż

Ω
M8 “

ż

Ω
Mn ă 8. (40.14)

Exemple 40.8
Soient des variables aléatoires indépendantes Vk „ E p2nλq et la variable aléatoire somme

Sn “
nÿ

k“1
Vk. (40.15)

Nous allons montrer que Sn
p.s.ÝÑ X où X est une variable aléatoire presque surement finie. Nous

posons

Mn “ Sn ´
nÿ

k“1

1
2kλ (40.16)

Cela est une martingale adaptée à la filtration Fn “ σpV1, . . . , Vnq en vertu de l’exemple 40.4. Nous
montrons à présent qu’elle est bornée dans L2pΩq au sens où

ř
ně1EpM2

nq ă 8. Nous avons

EpM2
nq “ E

˜
“
Sn ´

ÿ

k

1
2kλ

‰2
¸
“ E

˜
“ÿ

k

pVk ´ 1
2kλq

‰2
¸
. (40.17)

La variable aléatoire Vk ´ 1{2kλ est une variable aléatoire centrée de variance 1{p2kλq2 (voir pro-
position 37.97). Étant donné que Mn est centrée, VarpMnq “ EpM2

nq et nous avons

EpM2
nq “

nÿ

k“1
Var

ˆ
Vk ´ 1

2kλ

˙
“

nÿ

k“1

1
p2kλq2 , (40.18)

cette dernière somme étant bornée par l “ ř8
k“1

1
p2kλq2 , nous avons

EpM2
nq ď l (40.19)

avec l indépendant de n. C’est pour cela que pMnqnPN est une martingale bornée dans L2pΩq. Par
le théorème 40.7 nous avons Mn ÑM8 et en faisant nÑ8 dans

Sn “Mn `
nÿ

k“1

1
2kλ, (40.20)

nous trouvons
Sn ÑM8 `

8ÿ

k“1

1
2kλ “M8 ` 1

λ
(40.21)

qui est presque surement finie. 4
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40.2 Temps d’arrêt et martingale terminée

Définition 40.9.
Soit pΩ,Fn,F , P q un espace de probabilité filtré. Une application T : Ω Ñ N̄ est un temps d’arrêt
adapté à la filtration pFnq si pour tout n P N nous avons tT ď nu P Fn.

Le temps d’arrêt T est borné s’il existe k P N tel que T pωq ď k pour presque tout ω P Ω.

Lemme 40.10.
Si T est un temps d’arrêt presque surement fini, alors 2

— T ^ n p.s.ÝÑ T ,
— limnÑ8EpT ^ nq “ EpT q.

Démonstration. Vu que T est presque surement finie, il suffit de prouver que

pT ^ nqpωq Ñ T pωq (40.22)

pour tout ω tel que T pωq “ k pour tout k P N. Soient donc ω P Ω tel que T pωq “ k et n ą k. Nous
avons

pT ^ nqpωq “ T pωq ^ n “ k “ T pωq. (40.23)

En ce qui concerne la seconde assertion, la suite de variables aléatoiresXx “ T^n est croissante
et positive, donc le théorème de la convergence monotone 15.160 montre que

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (40.24)

Remarque 40.11.
Notons la différence subtile entre ST pωq et pST qpωq. La première est la variable aléatoire

ω1 ÞÑ ST pω1qpωq (40.25)

et la seconde est le nombre ST pωqpωq.
Théorème 40.12 (Théorème d’arrêt borné[501]).
Soit pXnq une sur-martingale et S ď T , deux temps d’arrêts bornés. Alors
(1) les variables aléatoires XS et XT sont intégrables,
(2) EpXT |σpSqq ď XS presque surement.

Si par contre pXnq est une martingale alors XS et XT sont bornées, et

EpXT |σpSqq “ XS . (40.26)

Remarque 40.13.
Un cas particulier intéressant de ce théorème 40.12 est le cas S “ 0 qui est un temps d’arrêt
vérifiant F0 “ tΩ,Hu. Si X est n’importe quelle variable aléatoire, la tribu engendrée σpXq est
toujours indépendante de la tribu tΩ,Hu, donc le résultat EpXT |FSq “ XS donne

EpXT q “ X0. (40.27)

Théorème 40.14 (Premier théorème d’arrêt de Doob[502]).
Soient pXnq une martingale et T un temps d’arrêt ; tous deux pour la filtration pFnq. Nous suppo-
sons qu’une des trois propriétés suivantes soit vérifiée :
(1) T est presque surement bornée.

2. Dans [43], dans le problème de la ruine du joueur, la seconde assertion est avec une limite sup et non avec une
limite normale.
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(2) EpT q ă 8 et il existe une constante c telle que

E
`|Xn`1 ´Xn| |Fn

˘ ď c (40.28)

sur l’événement tT ě nu.
(3) Il existe une constante c telle que |XT^n| ď c presque surement 3.

Alors XT est une variable aléatoire presque surement bien définie nous avons

EpTT q “ EpX0q. (40.29)

Si pXnq est une sur-martingale, alors la conclusion est EpXT q ď EpX0q et si pXnq est une sous-
martingale, la conclusion est EpXT q ě EpX0q.
Remarque 40.15.
Sous l’hypothèse (3), il est possible d’avoir T “ 8 sur un ensemble de mesure non nulle. Sur cet
ensemble, la variable aléatoire XT doit être définie de façon plus fine.

Problèmes et choses à faire

D’après la page de discussion de l’article sur Wikipédia, il semblerait que la seconde condition soit mal énoncée. Je n’ai pas vérifié.

Définition 40.16.
Nous disons que la martingale pMnqně1 est terminée s’il existe M P L1pΩ,A, P q telle que
EpM |Anq “M pour tout n ą 1.

Définition 40.17.
Un ensemble H Ă L1pΩ, µq est équi-intégrable si

lim
aÑ8

˜
sup
fPH

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq

¸
“ 0. (40.30)

Notons dans cette définition que vu que f P L1 nous avons toujours

lim
aÑ8

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq “ 0. (40.31)

L’équi-intégrabilité donne une sorte d’uniformité en f de cette limite.

Théorème 40.18.
Si pMnq est une martingale, nous avons équivalence entre
(1) pMnq converge dans L1 ;
(2) pMnq est terminée ;
(3) l’ensemble tMnuně1 est équi-intégrable.

Attention : en vertu de la proposition 28.19 et surtout de l’exemple 28.20, la convergence L1

n’implique pas la convergence presque partout.

Théorème 40.19 (Théorème de Doob[236]).
À propos de convergence de martingales.
(1) Toute martingale terminée converge presque surement et pour la norme L1.
(2) Toute martingale bornée dans L2 converge presque surement et pour la norme L2.

Proposition 40.20 ([503]).
Soient pMnq une martingale et T un temps d’arrêt (pour la même filtration pBnq). Alors le processus
Vn “Mn^T est une martingale.

3. Il est d’usage assez classique de noter a^ b le minimum de a et b.

https://en.wikipedia.org/wiki/Talk:Optional_stopping_theorem
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Démonstration. Nous décomposons Vn de la façon suivante :

Vn “Mn^T “Mn1Těn `MT1Tăn “Mn1Těn `
ÿ

kăn
Mk1T“k. (40.32)

Nous avons, grâce au lemme 15.3,

tT ě nu “ AtT ă nu “ AtT ď n´ 1u P Bn´1 (40.33)

et, si k ď n,
tT “ ku “ tT ď kulooomooon

PBk

z tT ď k ´ 1uloooooomoooooon
PBk´1

P Bk Ă Bn. (40.34)

La forme (40.32) donne donc manifestement la Bn-mesurabilité de Vn.
En ce qui concerne l’espérance nous devons calculer

EpVn`1|Bnq “ EpMn`11Těn`1|Bnq `
ÿ

kăn`1
EpMk1T“k|Bnq (40.35)

où nous avons utilisé la proposition 37.25. Étant donné que 1Těn`1 et 1T“k sont des variables
aléatoires Bn-mesurables nous pouvons utiliser la proposition 37.41 pour les sortir :

EpVn`1|Bnq “ 1Těn`1Mn `
ÿ

kďn
1T“kMk “MT^n “ Vn. (40.36)

Pour cette ligne, nous avons aussi utilisé les égalités suivantes :
— EpMn`1|Bnq “Mn parce que pMnq est une martingale
— EpMk|Bnq “Mk parce que Mk est Bn-mesurable.

Définition 40.21.
Si pXnq est un processus adapté à la filtration pFnq et si T est un temps d’arrêt Fn-mesurable alors
le processus arrêté à l’instant T est le processus Yn “ Xn^T .

Nous avons déjà vu par la proposition 40.20 que si pXnq est une martingale alors son processus
arrêté est encore une martingale.

40.3 Décomposition de martingales

Définition 40.22 (Processus croissant prévisible[501]).
Un processus Xn adapté à la filtration Fn est un processus croissant prévisible si
(1) A0 “ 0
(2) An ď An`1 ; c’est cette condition qui correspond à « croissant »,
(3) An`1 est Fn-mesurable ; c’est cette condition qui correspond à « prévisible ».

Proposition 40.23 (Décomposition de Doob pour une sous-martingale[501]).
Toute sous-martingale pXnq s’écrit de façon unique sous la forme

Xn “Mn `An (40.37)

où pMnq est une martingale et pAnq est un processus croissant prévisible.

Démonstration. Nous considérons le processus
"
A0 “ 0 (40.38a)
An`1 “ An ` EpXn`1 ´Xn|Fnq. (40.38b)
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Nous vérifions que cela est un processus croissant prévisible. D’abord

EpXn`1 ´Xn|Fnq “ EpXn`1|Fnq ´ EpXn|Fnq. (40.39)

Le second terme est égal à Xn parce que cette variable aléatoire est Fn-mesurable tandis que pXnq
étant une sous-martingale nous avons EpXn`1|Fnq ě Xn. Nous avons donc bien An`1 ě An et le
processus pAnq est croissant.

En ce qui concerne la prévisibilité nous devons prouver que An`1 est Fn-mesurable. D’une
part An est Fn-mesurable et d’autre part par définition de l’espérance conditionnelle, la variable
aléatoire EpXn`1 ´Xn|Fnq est également Fn-mesurable.

Nous posons alors Mn “ Xn ´ An et nous devons prouver que cela est une martingale. Nous
avons

EpMn`1 ´Mn|Fnq “ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpAn`1 ´An|Fnq. (40.40)

Le second terme vaut

EpAn`1 ´An|Fnq “ E
´
EpXn`1 ´Xn|Fnq|Fn

¯
“ EpXn`1 ´Xn|Fnq (40.41)

par la proposition 37.36. Le processus pMnq est donc une martingale. La preuve de l’existence
d’une décomposition (40.37) est achevée.

Nous passons maintenant à l’unicité en posant Xn “ Mn ` An “ M 1
n ` A1n. Nous avons

A0 “ A10 “ 0 et A1n “ Xn ´M 1
n, donc

A1n`1 ´A1n “ Xn`1 ´Xn `M 1
n`1 ´M 1

n “ Xn`1 ´Xn ´ pM 1
n`1 ´M 1

nq. (40.42)

Nous appliquons Ep.|Fnq des deux côtés de cette égalité :

EpA1n`1 ´A1n|Fnqloooooooooomoooooooooon
“A1n`1´A1n

“ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpM 1
n`1 ´M 1

n|Fnqlooooooooooomooooooooooon
“0

. (40.43)

Nous avons utilisé le que que pMnq étant une martingale, EpMn`1 ´MnFnq “ 0, et idem avec
pM 1

nq. Donc

A1n`1´A1n “ EpXn`1´Xn|Fnq “ EpMn`1´Mn|Fnq `EpAn`1´An|Fnq “ An`1´An. (40.44)
Nous avons donc montré que An`1´An “ A1n`1´A1n et donc que An “ A1n pour tout n. Nous en
déduisons immédiatement que Mn “M 1

n pour tout n et l’unicité de la décomposition.

Lemme 40.24.
Si pXnq est une martingale de carré intégrable adaptée à la filtration pFnq alors
(1) Le processus pX2

nq est une sous-martingale.
(2) Si X2

n “Mn `An est la décomposition de Doob, alors

An “
nÿ

i“1

´
EpX2

i |Ai´1q ´X2
i´1

¯
“

nÿ

i“1
E
´
pXi ´Xi´1q2|Ai´1

¯
. (40.45)

Démonstration. Pour la première assertion, nous utilisons l’inégalité de Jensen 37.52 :

EpX2
n|Fn´1q ě

`
EpXn|Fn´1q

˘2 “ X2
n (40.46)

parce que EpXn|Fn´1q “ Xn du fait que pXnq soit une martingale.
En ce qui concerne la seconde assertion, nous nous souvenons que le processus prévisible de

la décomposition de Doob d’une sous-martingale est donné par la récurrence (40.38) que nous
recopions ici :

"
A0 “ 0 (40.47a)
An`1 “ An ` EpX2

n`1 ´X2
n|Fnq (40.47b)
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Vu que X2
n est Fn-mesurable, il peut sortir de l’espérance :

An`1 “ An ` EpX2
n`1|Fnq ´X2

n (40.48)

et donc
An “

nÿ

i“1

´
EpX2

i |Fi´1q ´X2
i´1

¯
. (40.49)

Pour obtenir la dernière partie de (40.45) nous travaillons un peu :

E
`pXi ´Xi´1q2|Fi´1

˘ “ E
`
X2
i `X2

i´1 ´ 2XiXi´1|Fi´1
˘

(40.50a)
“ EpX2

i |Fi´1q `X2
i´1 ´ 2EpXiXi´1|Fi´1q (40.50b)

“ EpX2
i |Fi´1q `X2

i´1 ´ 2Xi´1EpXi|Fi´1q (40.50c)
“ EpX2

i |Fi´1q `X2
i´1 ´ 2Xi´1Xi (40.50d)

où nous avons utilisé la proposition 37.41 pour obtenir (40.50c).

40.4 Problème de la ruine du joueur
Nous considérons un joueur compulsif qui joue à un jeu très simple 4 : il joue à pile ou face

contre la banque avec une pièce truquée. Si pile sort, la banque donne 1 au joueur et si c’est face,
c’est le joueur qui donne 1 à la banque. Nous nommons a la fortune initiale du joueur, b celle de
la banque et p la probabilité d’obtenir pile.

Nous supposons que le jeu se poursuit jusqu’à la ruine du joueur ou de la banque. La modé-
lisation est comme suit : nous considérons pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi

Yn „ pδ1 ` p1´ pqδ´1. (40.51)

C’est le résultat financier pour le joueur du ne lancé. La fortune du joueur au bout de n lancés est
la variable aléatoire

Sn “ a`
nÿ

j“1
Yj . (40.52)

Nous notons Y0 “ a.
Nous considérons la filtration

An “ σ
`
Si tel que 0 ď i ď n

˘ “ σ
`
Yi tel que 0 ď i ď n

˘
, (40.53)

et le temps d’arrêt du jeu :

T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a` buu; (40.54)

c’est le temps qu’il faut pour que tout l’argent appartienne soit au joueur soit à la banque.
Nous voulons étudier les paramètres suivants :

(1) ρ “ P pST “ a`bq, c’est-à-dire la probabilité que ce soit le joueur qui gagne contre la banque.
(2) P pT ă 8q, c’est-à-dire la probabilité que le jeu se finisse.
(3) EpT q, la durée moyenne du jeu.

Lemme 40.25.
Le processus Sn du problème de la ruine du joueur est vérifie

EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (40.55)

De plus le processus Sn est

4. Le gros des choses dites à propos de la ruine du joueur provient de [43].
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(1) une martingale si p “ q “ 1
2 ,

(2) une sous-martingale si p ą q.

Démonstration. Pour n ě 1 nous avons

EpSn|An´1q “ a`
nÿ

j“1
EpYj |An´1q “ a`

n´1ÿ

j“1
EpYj |An´1q ` EpYn|An´1q. (40.56)

Si j ď n´ 1 alors Yj P mpAn´1q. Mais nous savons que si X est F-mesurable, alors EpX|Fq “ X
(c’est la définition de l’espérance conditionnelle), donc

řn´1
j“1 EpYj |An´1q “ řn´1

j“1 Yj .
En ce qui concerne le terme j “ n nous utilisons le fait que σpYnq soit une tribu indépendante

de An´1 ; nous avons donc au final pour tout j que EpYj |An´1EpYjq “ p´ q. Nous avons donc
EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (40.57)

Si p “ q “ 1
2 alors c’est une martingale, et si p ą q c’est une sous-martingale.

Lemme 40.26.
La variable aléatoire T est un temps d’arrêt.

Démonstration. Par définition T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a`buu. Vu que les variables aléatoires
Si avec i ď n sont Fn-mesurables, les ensembles

 
Sk R t0, a` bu

(
avec k ď n sont Fn-mesurables.

Donc les ensembles

tT “ nu “
č

kďn

 
Sk R t0, a` bu

(X  
Sn P t0, a` bu

(
(40.58)

sont Fn-mesurables. Nous en concluons que l’ensemble tT ď nu est également mesurable.

40.4.1 Le cas où la pièce est truquée

Nous supposons être dans le cas p ą q.

40.4.1.1 Introduction d’une martingale

Considérons le processus
"
A0 “ 0 (40.59a)
An “ An´1 ` EpSn ´ Sn´1|An´1q. (40.59b)

Vu que EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q (lemme 40.25) et que EpSn´1|An´1q “ Sn´1 (parce que Sn´1
est dans la tribu de An´1), nous avons An “ An´1 ` pp´ qq et donc

An “ npp´ qq. (40.60)

Ce processus pAnq est croissant et prévisible. Nous introduisons le processus

Mn “ Sn ´An (40.61)

et nous montrons que c’est une martingale 5. Nous conditionnons la définition (40.61) par rapport
à An´1 :

EpMnAn´1q “ EpSn|An´1q ´ EpAn|An´1qloooooomoooooon
“An

(40.62a)

“ An ´An´1 ` EpSn´1|An´1q ´An (40.62b)
“ EpSn´1|An´1q ´An´1. (40.62c)

Mais Sn´1 est An´1-mesurable, donc EpSn´1|An´1q “ Sn´1 et

EpMn|An´1q “ Sn´1 ´An´1 “Mn´1, (40.63)

ce qui signifie que pMnq est une martingale.
5. Ceci est un peu le contraire de la décomposition de Doob.
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40.4.1.2 Finitude du temps d’arrêt

Nous montrons maintenant, en étudiant MT^n que T est intégrable et nous prouvons que
P pT “ 8q “ 0.

Proposition 40.27.
La variable aléatoire T est intégrable, et P pT “ 8q “ 0, c’est-à-dire que le jeu se termine presque
certainement après un temps fini.

Démonstration. Nous rappelons que le lemme 40.26 nous indique que T est un temps d’arrêt. Le
temps d’arrêt T ^n est borné (par n évidemment) et nous pouvons donc lui appliquer le théorème
d’arrêt 40.14 pour dire que

EpMT^nq “ EpM0q. (40.64)

Le membre de droite est simple parce que M0 “ S0 ´ A0 “ S0 “ a parce que c’est l’argent de
départ du joueur. Pour l’autre :

EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq. (40.65)

D’une part, EpAT^nq “ E
`pT ^ nqpp ´ qq˘ et d’autre part, EpST^nq ď a ` b parce que ST vaut

zéro ou a ` b (avec des probabilités encore inconnues 6). En combinant avec ce qui était dit juste
au dessus et remarquant que pp´ qqEpT ^ nq ě 0 nous pouvons écrire

0 ď pp´ qqEpT ^ nq ď b. (40.66)

La suite de variables aléatoires T ^ n est donc croissante, positive et intégrable 7 et donc nous
avons du travail pour le théorème de la convergence monotone 15.160. La variable aléatoire T est
alors mesurable et 8

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (40.67)

Notons que nous n’avons pas encore prouvé que EpT q ă 8, mais en passant à la limite dans (40.66)
nous écrivons

0 ď pp´ qqEpT q ď b. (40.68)

Maintenant nous avons prouvé que T est intégrable et même L1. Par conséquent

P pT “ 8q “ 0. (40.69)

Le jeu se termine donc presque certainement après un temps fini.

40.4.1.3 Temps moyen de jeu

Le lemme 40.10 nous indique que ST^n
p.s.ÝÑ ST .

Nous avons les bornes 0 ď ST^n ď a` b et comme a` b est intégrable, ST^n l’est aussi et nous
pouvons parler de EpST^nq. Repartons de (40.65) :

a “ EpM0q “ EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq “ EpST^nq ´ pp´ qqEpT ^ nq. (40.70)

La variable aléatoire ST^n est majorée par a ` b indépendamment de n ; donc le théorème de la
convergence dominée 15.184 donne limnÑ8EpST^nq “ EpST q. En ce qui concerne le second terme,
la convergence dominée ne fonctionne pas parce que T^n n’est pas a priori majoré par quelque chose
d’indépendant de n, mais le théorème de la convergence monotone donne limnÑ8EpT^nq “ EpT q.
Au final en passant à la limite dans (40.70) nous avons

a “ EpST q ´ pp´ qqEpT q. (40.71)

6. Mais on y travaille.
7. Je rappelle que les constantes sont des fonctions intégrables sur Ω. Oui, je sais, quand on est habitué à faire

de l’analyse sur Rn c’est un truc qu’on perd toujours un peu de vue.
8. Dans [43], l’équation (40.67) vient avec une lim sup et non une limite normale. Je ne comprends pas pourquoi.
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Étant donné que T ą 0 et p´ q ą 0 nous pouvons récrire cela sous la forme

0 ď pp´ qqEpT q “ EpST q ´ a. (40.72)

Par définition de T nous avons aussi

EpST q “ pa` bqP pST “ a` bq ` 0 ·P pST “ 0q “ ρpa` bq. (40.73)

Nous déduisons
EpT q “ pa` bqρ´ a

p´ q . (40.74)

Ne crions pas victoire trop vite : nous n’avons pas encore d’expression de ρ “ P pST “ a ` bq. Le
temps moyen de jeu n’est donc pas encore tout à fait connu.

40.4.1.4 Probabilité de victoire du joueur

Nous avons besoin d’exprimer ρ en termes de a, b et p. Pour cela nous introduisons la variable
aléatoire 9

Un “
ˆ
p

q

˙Sn
. (40.75)

Nous commençons par prouver que c’est une martingale en calculant

EpUn|An´1q “ E

˜ˆ
q

p

˙Sn´1 ˆq
p

˙Yn
|An´1

¸
(40.76)

Nous utilisons la proposition 37.41. Dans notre cas, Sn´1 et Yn sont des variables aléatoires An-
mesurables ; la variable aléatoire Yn est même An´1-mesurable et sort donc du conditionnement ;
nous avons donc

EpUn|An´1q “
ˆ
q

p

˙Sn´1

E

˜ˆ
q

p

˙Yn¸
(40.77)

Nous allons utiliser le théorème de transfert 37.60 :

EpsYnq “
ż

Ω
sYnpωqDP pωq “

ż

Yn“1
sdP pωq `

ż

Yn“´1

1
s
dP pωq. (40.78)

Mais nous savons que P pYn “ 1q “ p et P pYn “ ´1q “ 1´ p “ q, donc

EpsYnq “ ps` 1´ p
s

(40.79)

et

E

˜ˆ
p

q

˙Yn¸
“ p` q “ 1. (40.80)

Donc

EpUn|An´1q “
ˆ
q

p

˙Sn´1
“ Un´1, (40.81)

ce qui prouve que pUnq est une martingale.
Par définition nous avons toujours Sn ě 0 tant que n ď T 10, donc UT^n P r0, 1s. Il est donc

évident que si a ě 1 nous avons ż

|UT^n|ąa
|UT^n|dP “ 0 (40.82)

9. Nous dirons un mot sur ce choix dans le « petit complément » plus bas
10. Pour n ą T le jeu est terminé, donc on ne se pose pas la question.
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parce que le domaine d’intégration est vide. Donc les variables aléatoires Vn “ UT^n sont équi-
intégrables 11 et le théorème 40.18 montre que la martingale pVnq est terminée ; par ricochet 12 le
théorème de Doob 40.19 montre qu’il existe une variable aléatoire X telle que Vn

p.s.ÝÑ X. Nous
allons prouver que X “ UT presque partout. Nous savions déjà (voir l’équation (40.22) et ses
alentours) que

Sn^T
p.s.ÝÑ ST . (40.83)

Nous avons alors (au sens du presque surement) :

lim
nÑ8Vn “ lim

nÑ8UT^n “ lim
nÑ8

ˆ
q

p

˙ST^n
“

ˆ
q

p

˙
qST “ UT . (40.84)

Donc par unicité de la limite presque partout nous avons X “ UT presque partout. Par le théorème
de transfert 37.60 nous évaluons

EpUT q “
ˆ
q

p

˙0
P pST “ 0q `

ˆ
q

p

˙a`b
P pST “ a` bq “ p1´ ρq `

ˆ
q

p

˙a`b
ρ. (40.85)

La remarque 40.13 nous permet de dire que

EpUT^nq “ U0. (40.86)

Mais par définition

U0 “
ˆ
q

p

˙S0

“
ˆ
q

p

˙a
, (40.87)

donc nous avons
EpUT^nq “

ˆ
q

p

˙a
. (40.88)

Nous voudrions passer à la limite n Ñ 8 dans cette équation. Pour permuter la limite et l’es-
pérance, il faut utiliser le théorème de la convergence dominée 15.184. Vu que nous avons choisi
q ą p, nous avons q{p ą 1 et donc UT^n ď pq{pqa`b, ce qui montre que la fonction ω ÞÑ pUT^nqpωq
est majorée par une constante (qui est une fonction intégrable). Nous pouvons donc permuter la
limite et l’espérance :

lim
nÑ8EpUT^nq “ E

`
lim
nÑ8UT^n

˘
. (40.89)

Mais nous avion déjà montré que UT^n
p.s.ÝÑ UT . Donc

EpUT q “
ˆ
q

p

˙a
. (40.90)

En égalisant avec l’expression (40.85) de EpUT q nous trouvons

ρ “
´
q
p

¯a ´ 1
´
q
p

¯a`b ´ 1
(40.91)

et ensuite nous trouvons EpT q en remettant ce ρ dans l’expression (40.74) donnée plus haut.

40.4.2 Le cas où la pièce est non truquée

Maintenant p “ q “ 1{2.
11. Définition 40.17.
12. Nous rappellons que la convergence L1 n’implique pas la convergence presque partout.
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40.4.2.1 Probabilité de gagner

Le lemme 40.25 nous indique alors que pSnq est une martingale et le lemme 40.24 nous permet
de dire que pS2

nq est alors une sous-martingale. Le processus croissant prévisible de pS2
nq est donné

par (40.38) qui en adaptant les notations est
#
B0 “ 0 (40.92a)
Bn “ Bn´1 ` E

´
pSn ´ Sn´1q2|An´1

¯
. (40.92b)

Nous avons toujours Sn ´ Sn´1 “ ˘1 parce que soit le joueur gagne soit le joueur perd, mais de
toutes façons sa fortune varie de 1 à chaque étape du jeu. Donc (40.92b) nous donne Bn “ Bn´1`1
et

Bn “ n. (40.93)

Cela nous dit que la variable aléatoire

S2
n ´Bn “ S2

n ´ n (40.94)

est une martingale (une sur-martingale moins son processus prévisible croissant). Nous lui appli-
quons le théorème d’arrêt 40.12 avec les temps d’arrêt 0 et T ^ n :

EpS2
T^n ´ T ^ n|F0q “ S2

0 ´ 0 (40.95)

où F0 est la tribu engendrée par la variable aléatoire 0, c’est-à-dire tΩ,Hu. Cette tribu est indé-
pendante de toute autre tribu et nous pouvons donc supprimer le conditionnement dans (40.95).
Nous avons aussi S0 “ a par définition. Avec tout ça nous avons la majoration

EpT ^ nq “ EpS2
T^nq ´ a2 ď pa` bq2 ´ a2 (40.96)

parce que Sk est toujours positif et entre 0 et a` b. En utilisant le lemme 40.10 et en passant à la
limite,

EpT q ď pa` bq2 ´ a2. (40.97)

En particulier, T P L1pΩq et P pT ă 8q “ 1.
En suivant exactement les mêmes étapes que dans le lemme 40.1040.10 nous avons aussi

lim
nÑ8ST^n “ ST (40.98)

presque partout. De plus nous savons que

0 ď S2
T^n ď pa` bq2, (40.99)

et nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée 15.184 pour dire que

lim
nÑ8EpS

2
T^nq “ EpS2

T q. (40.100)

Nous montrons à présent que ST^n L2ÝÑ ST . Pour cela nous devons évaluer la limite

lim
nÑ8

ż

Ω
|ST^n ´ ST |2. (40.101)

La fonction |ST^n´ST |2 est majorée par pa` bq2 et nous pouvons à nouveau appliquer la conver-
gence dominée :

lim
nÑ8Ep|ST^n ´ ST |

2q “ lim
nÑ8

ż

Ω
|ST pωq^npωq ´ ST pωqpωq|2dP pωq “

ż

Ω
lim
nÑ8 |ST^n ´ ST |

2 “ 0.
(40.102)

La même chose en n’écrivant pas les carrés montre que l’on a aussi ST^n L1ÝÑ ST .
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Il n’y a pas que n ÞÑ S2
n ´ n qui est une martingale. Il y a aussi pSnq lui-même (lemme 40.25).

Nous pouvons lui appliquer le théorème d’arrêt 40.12 pour les temps d’arrêts T ^ n et 0 :

EpST^nq “ EpS0q “ a. (40.103)

En passant à la limite, EpST q “ a. L’espérance EpST q peut par ailleurs être calculée comme

EpST q “ 0 ·P pST “ 0q ` pa` bqP pST “ a` bq. (40.104)

En égalisant les valeurs (40.103) et (40.104) de EpST q nous trouvons

ρ “ a

a` b . (40.105)

Cette formule est assez logique : la probabilité que le joueur gagne est égale à la proportion d’argent
en jeu qu’il a amené.

40.4.2.2 Temps moyen de jeu

Nous calculons maintenant l’espérance EpT q du temps de jeu (sans compter les pauses ni les
jours de fermeture du casino 13).

Nous recopions la première égalité de (40.96) sous la forme

a2 “ EpS2
T^n ´ T ^ nq (40.106)

et nous passons à la limite 14 en sachant que EpS2
T q “ ρpa` bq2 :

a2 “ ρpa` bq2 ´ EpT q. (40.107)

En reprenant la valeur (40.105) de ρ,
EpT q “ ab. (40.108)

Et là, on voit que si le joueur amène 1000 euros contre une banque qui en a un million, et si ils
jouent toutes les secondes , on en a pour 32 ans de jeu en moyenne.

Voilà. C’est fini pour la ruine du joueur.

40.4.3 Un petit complément

Nous avons introduit lors de l’équation (40.75) la variable aléatoire Un “ pp{qqSn . Sans aller
jusqu’à motiver complètement ce choix, nous nous proposons maintenant de voir que parmi les
variables aléatoires Un “ sSn , le choix s “ p{q est le seul qui donne une martingale.

Soit donc Un “ sSn et exprimons le fait que ce soit une martingale. Nous avons

EpUn|An´1q “ EpsSn´1sYn |An´1q (40.109a)
“ sSn´1EpsYn|An´1q (40.109b)
“ sSn´1EpsYnq. (40.109c)

Le passage à (40.109b) se justifie en disant que sSn´1 est une variable aléatoire bornée et An´1-
mesurable, et en invoquant proposition 37.41. La variable aléatoire Yn vaut 1 avec probabilité p et
´1 avec probabilité q ; donc l’espérance est vite vue :

EpsYnq “ ps` q1
s

(40.110)

et nous avons
EpUn|An´1q “

ˆ
ps` q1

s

˙
sSn´1 “ pps` q

s
qUn´1. (40.111)

13. Le joueur est un vrai joueur compulsif.
14. Comme il est dit dans La Grande Illusion, à quoi sert un n ? À passer à la limite.
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Pour que pUnq soit une martingale il faut (et il suffit) que

ps` q

s
“ 1. (40.112)

Les solutions de cette équation sont s P t1, pq u. C’est évidemment s “ p{q qui donne une martingale
non triviale. Attention pour être complet, il faut se demander ce qu’il se passe si s “ 0 séparément
parce que manifestement l’équation (40.112) ne traite pas ce cas. Encore une fois, en repartant du
début, s “ 0 ne se révèle pas être une martingale très excitante.

Bref, nous devons poser

Un “
ˆ
p

q

˙Sn
(40.113)

pour avoir une martingale.
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Chapitre 41

Processus de Poisson

41.1 Processus de Poisson
Définition 41.1.
Une famille de variables aléatoires pNtqtě0 est une processus de Poisson d’intensité λ s’il existe
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées pTkqkPN de loi E pλq
telles que

Nt “ suptn ě 0 tel que
nÿ

k“1
Tk ď tu. (41.1)

Si nous posons Sn “ řn
k“1 Tk, alors nous avons une expression plus pratique pour Nt :

Nt “
8ÿ

n“1
1tSnďtu. (41.2)

Nous avons par la proposition 37.103 vu que Nt „ Ppλtq.
Pour chaque ω P Ω, la fonction t ÞÑ Ntpωq est une fonction (pas du tout strictement) croissante

à valeurs dans N. Cette fonction part de 0 et fait un saut de taille 1 après des intervalles de temps
T1p8q, T2pωq, etc. Elle est continue à droite.

Nous avons les égalités d’événements suivantes qui sont pratiques :

ts ă Sn ď tu “ tNt ě n ą Nsu (41.3a)
tNt “ nu “ tSn ď t ď Sn`1u. (41.3b)

Théorème 41.2.
Les variables aléatoires pNtqtě0 est un processus de Poisson d’intensité λ si et seulement si elles
vérifient les trois propriétés suivantes.
Accroissements indépendants Pour tout choix 0 ă t0 ă t1 ă . . . tn, les variables aléatoires

Nti`1 ´Nti sont indépendantes.
Accroissements stationnaires Si 0 ă s ă t et h ą 0 alors

Nt`h ´Ns`h
L“ Nt ´Ns, (41.4)

c’est-à-dire que les accroissements décalés suivent les mêmes lois.
Poisson Pour tout t nous avons Nt „ Ppλtq.

Une conséquence des accroissements stationnaires est que Nt ´Ns
L“ Nt´s ´N0 “ Nt´s parce

que N0 “ 0.

Proposition 41.3.
Si pNtq est un processus de Poisson d’intensité λ, alors

lim
tÑ8Nt “ `8 (41.5)

2159
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presque surement. De plus
lim
tÑ8

Nt

t
“ λ (41.6)

presque surement.

La relation (41.6) est appelée loi des grands nombres.

Démonstration. Par définition nous savons que

Nt “ suptn ě 0 tel que Sn ď tu. (41.7)

Évidemment la fonction t ÞÑ Nt est croissante, donc la limite

lim
tÑ8Ntpωq (41.8)

existe dans r0,8s. Nous pouvons nous restreindre à t P N et considérer Lpωq “ limnÑ8Nnpωq.
Par somme télescopique avec N0 “ 0,

Nn

n
“

řn
k“1pNk ´Nk´1q

n
. (41.9)

Étant donné que le processus est de Poisson, les variables aléatoires pNk ´ Nk´1qk“1,...,n sont
indépendantes et suivent toutes la loi de N1 ´N0, c’est-à-dire la loi de N1. Encore par le fait que
Nt soit de Poisson nous savons que N1 „ Ppλq. La loi des grands nombres (37.83) appliquée aux
variables aléatoires Nk ´Nk´1 nous dit que

Nn

n

p.s.ÝÑ EpN1q “ λ ą 0. (41.10)

Du coup Nn Ñ8 et Lpωq “ 8.
Nous démontrons maintenant la loi des grands nombres pour les processus de Poisson. Étant

donné que pour les entiers Nn{n Ñ λ, pour les réels, si la limite existe, ça ne peut pas être autre
chose. Si nous notons t̄ la partie entière de t P R`,

Nt

t
“ Nt ´Nt̄

t
` Nt̄

t
. (41.11)

Le second terme est relativement simple à traiter :

Nt̄

t
“ Nt̄

t̄loomoon
Ñλ

· t̄

tloomoon
Ñ1

. (41.12)

où nous avons utilisé le premier point, t̄ étant entier. Pour le premier terme nous savons que t ÞÑ Nt

est croissante et donc que

Nt ´Nt̄

t
ď Nt̄`1 ´Nt̄

t
“ Nt̄`1 ´Nt̄

t̄` 1
t̄` 1
t

. (41.13)

Le second facteur tend vers 1 lorsque tÑ8. Le premier s’écrit

Nn ´Nn´1
n

(41.14)

et tend vers zéro en tant que terme général de la série (41.9) qui converge.

Proposition 41.4.
La variable aléatoire Nt{t est un estimateur sans biais de λ. De plus il converge vers λ en moyenne
quadratique.
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Démonstration. Vu que Nt{t Ñ λ presque surement, la variable aléatoire Nt{t est un estimateur
de λ. Le fait qu’il soit sans biais a été fait dans l’exemple 38.25.

D’autre part nous avons (voir théorème 37.96)

Var
ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t2

VarpNtq “ λ

t
. (41.15)

En appliquant la formule VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 à X “ Nt{t nous trouvons

E

ˆ
N2
t

t2

˙
“ λ

t
` λ2. (41.16)

Cela montre que Nt
t

L2ÝÑ λ.

Pour le théorème central limite d’un processus de Poisson, nous visons un résultat du style de
1
n

ř
iXi ´mn
σ
?
n

LÝÑ N p0, 1q. (41.17)

Nous écrivons le théorème central limite pour le nombre de sauts que le processus de Poisson a
connu en un temps t. Le rôle de la moyenne empirique est joué par Nt. Nous considérons avoir
fait une seule expérience qui a duré un temps t. Donc le rôle de n est joué par 1 (et non t comme
on pourrait le croire). Pour le reste, le nombre de succès en un temps t d’une variable aléatoire
exponentielle de paramètre λ est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λt, en vertu de ce
qui est raconté au point 37.5.8. C’est cela qui motive l’énoncé suivant.

Théorème 41.5 (Théorème central limite pour les processus de Poisson).
Si pNtqtą0 est un processus de Poisson de paramètre λ, alors nous avons

Nt ´ λt?
λt

LÝÑ N p0, 1q. (41.18)

Remarque 41.6.
Avant de nous lancer dans la démonstration, remarquons que si nous nous limitons à t P N, alors
nous avons

Nn ´ λn?
λn

“
řn
k“1pNk ´Nk´1q ´ λn?

λn
(41.19)

or par définition nous avons les égalités de lois

Nk ´Nk´1 „ N1 „ Ppλq, (41.20)

donc
Sn ´ λn?

λn
“

1
nSn ´ λ?

λn
n

“
1
nSn ´ λ?
λ{?n , (41.21)

ce qui est exactement le théorème central limite pour une suite de lois de Poisson 1.

Démonstration. Nous écrivons t̄ la partie entière de t̄ et nous décomposons :

Nt ´ λt?
λt

“ Nt ´Nt̄?
λtlooomooon
A

` Nt̄ ´ λt̄?
λtlooomooon
B

` λt̄´ λt?
λtlooomooon
C

. (41.22)

En ce qui concerne le terme B, nous avons

B “
c
t̄

t

Nt̄ ´ λt̄?
λt̄

Ñ N p0, 1q. (41.23)

1. Au fait près que nous devrions encore montrer que Sn est de carré intégrable.
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Notons que nous utilisons le fait que si an Ñ 1 (en tant que suite de nombre) et si Xn Ñ N p0, 1q
(limite en loi), alors anXn Ñ N p0, 1q en loi.

Le terme C est également facile parce que λt̄´ λt est majoré en norme par λ. Du coup

´ λ?
λt
ď C ď λ?

λt
. (41.24)

Donc limtÑ8C “ 0.
Reste à travailler sur A. Vu que t ÞÑ Nt est croissante, la différence Nt ´Nt̄ est positive. Soit

η ą 0, nous avons

P p|A| ą ηq “ P pNt ´Nt̄ ą
?
λtηq ď P

`
Nt̄`1 ´Nt̄ ě

?
λtη

˘ “ P pN1 ě η
?
λtq (41.25)

parce que nous savons que Nt̄`1 ´Nt̄ „ N1 „ Ppλq. En vertu des propriétés de la loi de Poisson,

lim
tÑ8P pN1 ě η

?
λtq “ 0. (41.26)

En effet si Z est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ nous avons

P pZ ą lq “
8ÿ

k“l
P pZ “ kq “ e´λ

8ÿ

k“l

λk

k! . (41.27)

Nous reconnaissons la queue de série de eλ, qui tend donc vers zéro lorsque l Ñ 8. Nous avons
donc prouvé que

lim
tÑ8P

`|A| ą η
˘ “ 0, (41.28)

c’est-à-dire la convergence en probabilité de A vers zéro.
Nous avons montré que

B ` C LÝÑ U „ N p0, 1q (41.29a)

A
PÝÑ 0. (41.29b)

Le lemme de Slutsky (37.74) nous avons une convergence du couple

pA,B ` Cq LÝÑ p0, Uq. (41.30)

Utilisant le corollaire 37.76, nous trouvons la convergence en loi

A` pB ` Cq LÝÑ 0` U, (41.31)

ce qu’il fallait.

41.2 Quelques trucs sur la simulation

Le théorème ergodique dit que

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x. (41.32)

C’est avec cela qu’on calcule πpxq à partir d’une simulation de chaîne de Markov.
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41.2.1 Le théorème central limite pour Markov

Théorème 41.7 (Version allégée).
Si pXnq est irréductible et positive récurrente, alors pour toute fonction f ,

1?
N

«
Nÿ

k“1
´N

ż
fdπ

ff
LÝÑ N p0, σ2q (41.33)

où σ2 dépend de la fonction f et de la chaîne de Markov.
Ici,

ş
fdπ “ ř

xPE fpxqπpxq.
Nous allons simuler la variable aléatoire

Z “ 1?
N

«ÿ
fpXkq ´N

ÿ

xPE
fpxqπpxq

ff
(41.34)

et puis on va mettre sa réalisation dans un histogramme. Dans le cas où on prend fpiq “ 1i“i0 , il
y a de la simplification dans l’intégrale qui devient

Z “ 1?
N

«
Nÿ

i“1
1Xk“i0 ´Nπpi0q

ff
. (41.35)

41.2.2 Feuille 5

On pose
Dn “

?
n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq|. (41.36)

On en génère un milliers de fois Dn, on note Dpkqn ces réalisations, et on regarde ce que vaut

1
1000

1000ÿ

k“1
1
D
pkqěc
n

. (41.37)

Cela nous donne une approximation de

P
`?
n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq| ě c
˘
. (41.38)

Note que chacun des Dpkqn demande de créer un nouveau vecteur Yi de lois qu’on veut regarder.
Par exemple de loi exponentielle.

41.2.3 Feuille 6

Pour créer une fonction qui renvoie i avec probabilité pi pour i “ 1, 2, 3, on peut faire

U „ U r0, 1s (41.39)

et puis on a

P pU ă p0q “ p0 (41.40a)
P pp0 ă U ă p0 ` p1q “ p1 (41.40b)
P pp0 ` p1 ă U ă p2q “ p2. (41.40c)

Une façon de faire une loi uniforme r0, 1s est de faire rand
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41.2.4 Feuille 7

L’échantillon est pY1, . . . , Ynq et nous écrivons le vecteur

Y “ Xβ ` ε (41.41)

où Y „ N pXβ, σ2 Idq et ε „ N p0, σ2 Idq. Nous utilisons le principe de maximum de vraisemblance.
Soit py1, . . . , ynq un échantillon et

Pθpy1, . . . , ynq “
ź

i

1
σ
?

2π
exp

«
´1

2

ˆ
yi ´Xt

iβ

σ

˙2
ff
. (41.42)

L’astuce est de faire que yi ´Xt
iβ est la iième composante du vecteur Y ´Xβ et donc la somme

qui est dans l’exponentielle devient la norme de Y ´Xβ :

fθpy1, . . . , ynq “
ˆ

1
σ
?

2π

˙n
exp

„
´1

2}Y ´Xβ}
2

. (41.43)

On passe au logarithme et on dérive par rapport à σ2. Attention : la variable est σ2, donc la dérivée
de σ2 est 1 et non 2σ. Bref, on trouve

σ2 “ 1
2n}U `Xβ}. (41.44)

41.2.5 Simuler des lois conditionnelles

Nous voulons générer des couples pX,Y q tels que Y prend les valeurs 0 ou 1 et tels que
"
P pX|Y “ 0q „ E pλ0q (41.45a)
P pX|Y “ 1q „ E pλ1q. (41.45b)

Le plus simple est de générer une liste

pX1, 0q pX4, 1q (41.46a)
pX2, 0q pX5, 1q (41.46b)
pX3, 0q pX6, 1q (41.46c)

avec X1, X2, X3 „ E pλ0q et X4, X5, X6 „ E pλ1q.
Avec cette méthode cependant la liste est triée et en plus on a autant de 1 que de 0. On

peut faire un peu plus technologique pour corriger cela. Pour créer un couple, on commence par
Y „ Bppq et puis suivant que Y “ 0 ou y “ 1, on génère X „ E pλ0q ou X „ E pλ1q.



Chapitre 42

Langages

42.1 Langages

42.1.1 Alphabets et mots

Définition 42.1.
Un alphabet est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

On utilise aussi parfois le terme vocabulaire pour désigner un alphabet.

Définition 42.2.
Un mot sur l’alphabet Σ est une suite finie et ordonnée, éventuellement vide, de lettres de Σ. Le
mot vide est toujours noté ε.

Définition 42.3.
La longueur d’un mot w, noté |w|, est le nombre de lettres constituant le mot w. Le mot vide a
une longueur de 0.

Soit w un mot de longueur k, on peut désormais noter w “ w1 ¨ ¨ ¨wk, où chacun des wi, 1 ď i ď k
représente une lettre de w. Par convention, si k “ 0, alors le mot w est le mot vide.

Définition 42.4.
Soient w un mot sur l’alphabet Σ et a P Σ une lettre, le nombre d’occurrences de la lettre a
dans le mot w, noté |w|a, est le nombre de fois où apparaît la lettre a dans le mot w, c’est-à-dire
le cardinal de l’ensemble ti | wi “ a, 1 ď i ď |w|u.
Définition 42.5.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots non-vides sur l’alphabet Σ, noté Σ`, est l’ensemble :

Σ` “ tw “ w1 . . . wn, n ą 0u (42.1)

Définition 42.6.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots sur l’alphabet Σ, noté Σ˚, est l’ensemble :

Σ˚ “ tw “ w1 . . . wn, n ě 0u (42.2)

Des deux définitions précédentes, on tire l’égalité suivante :

Σ˚ “ Σ` Y tεu (42.3)

Définition 42.7.
Soient Σ un alphabet et x, y P Σ˚ deux mots sur l’alphabet Σ de longueur respective n et m, le
produit w de x et y, noté x· y est défini par w “ x1 . . . xny1 . . . ym.

Le produit est également appelé concaténation.
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Proposition 42.8 (Longueur du produit de deux mots).
La longueur du produit de deux mots x et y est la somme des longueurs des mots x et y.

|x· y| “ |x| ` |y| (42.4)

Proposition 42.9 (Monoïde pΣ˚, · , εq).
L’ensemble Σ˚ munie de l’opération produit d’élément neutre ε est un monoïde 1.

Démonstration. Soient x, y, z P Σ˚, avec les définitions précédentes, on peut vérifier facilement
que :
— le produit est une loi interne : x· y P Σ˚ ;
— le produit est associatif : x· py· zq “ px· yq· z ;
— ε est l’élément neutre du produit : x· ε “ ε·x “ x.

Le produit n’est pas commutatif.

Définition 42.10.
Soient Σ un alphabet et w P Σ˚, la puissance ned’un mot w, notée wn, est définie par :

wn “
#
ε si n “ 0
w·wn´1 si n ą 0

42.1.2 Langage

Définition 42.11.
Un langage sur un alphabet Σ est un sous-ensemble de Σ˚. C’est un ensemble de mots sur l’al-
phabet Σ.

Un langage étant défini comme un ensemble, on peut appliquer toutes les notions de la théorie
des ensembles aux langages.

Définition 42.12.
Le langage vide, noté ∅ est le langage qui ne contient aucun mot.

Définition 42.13.
Le langage unité est le langage qui contient uniquement le mot vide : tεu.
Définition 42.14.
Soient Σ un alphabet et L1, L2 Ď Σ˚ deux langages sur l’alphabet Σ, on définit le produit L de L1
et L2, noté L1.L2 par :

L “ L1.L2 “ tu1 ·u2, u1 P L1, u2 P L2u (42.5)

Le produit de langages est également appelé concaténation. Il ne faut pas confondre le produit
de langage avec le produit cartésien de deux ensembles. Le langage unité est l’élément neutre du
produit de langages.

Proposition 42.15 (Distributivité du produit de langage par rapport à l’union).
Le produit de langage est distributif par rapport à l’union. Soient Σ un alphabet et L1, L2, L3 Ď Σ˚,
alors :

L1.pL2 Y L3q “ pL1.L2q Y pL1.L3q et pL1 Y L2q.L3 “ pL1.L3q Y pL2.L3q (42.6)

Démonstration. Soit w P L1.pL2 Y L3q, montrons que w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Dw1 P L1, w1 P
L2 Y L3, w “ w1 ·w1. Donc w1 P L2 ou w1 P L3. Si w1 P L2, alors w “ w1 ·w1 P L1.L2. Si w1 P L3,
alors w “ w1 ·w1 P L1.L3. Donc, w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Donc L1.pL2 Y L3q Ď pL1.L2q Y pL1.L3q.

1. Définition 6.19.
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Soit w P pL1.L2q Y pL1.L3q, montrons que w P L1.pL2 Y L3q. w P L1.L2 ou w P L1.L3. Si
w P L1.L2, i avec i P t2, 3u alors Dw1 P L1, wi P Li, w “ w1 ·wi. Donc w P L1.pL2 Y L3q. Donc,
pL1.L2q Y pL1.L3q Ď L1.pL2 Y L3q

Donc pL1.L2q Y pL1.L3q “ L1.pL2 Y L3q
L’autre partie de la proposition se montre de manière analogue.

Définition 42.16.
Soient Σ un alphabet et L Ď Σ˚, la puissance nedu langage L, notée Ln est définie par :

Ln “
#
tεu si n “ 0
L.Ln´1 si n ą 0

Définition 42.17 ([504]).
L’étoile de Kleene est un opérateur unaire noté ˚. L’itéré d’un langage L, noté L˚, est l’appli-
cation de l’étoile de Kleene à un langage L et est défini par :

L˚ “
ď

iě0
Li (42.7)

En particulier, on remarque que le mot vide fait toujours partie de l’itéré d’un langage, y
compris quand ce même langage ne contient pas le mot vide.

Définition 42.18.
L’itéré strict d’un langage L, noté L`, est défini par :

L` “
ď

ią0
Li (42.8)

Proposition 42.19 (Relations entre itéré et itéré strict).
Soit L un langage, alors on a :

L˚ “ L` Y tεu (42.9)

L` “ L.L` “ L`.L (42.10)
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Chapitre 43

Utilisation dans les autres sciences

Dans ce chapitre nous donnons des applications de divers théorèmes dans les autres sciences
que la mathématique.

43.1 Démystification du MRUA

43.1.1 Preuve de la formule

Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration complète de la formule du
MRUA :

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (43.1)

Au niveau de la physique, nous considérons un mobile qui se déplace avec une accélération
constante a. Nous notons par v0 sa vitesse initiale et par x0 sa position initiale.

Nous savons que, pour tout mouvement, si xptq est la position en fonction du temps, et si vptq
et aptq représentent la vitesse et l’accélération en fonction du temps, alors

vptq “ x1ptq et aptq “ v1ptq “ x2ptq. (43.2)

Afin de trouver xptq en connaissant aptq, il « suffit » donc de prendre deux fois la primitive. Essayons
ça dans le cas facile du MRUA où aptq “ a est constante.

La vitesse vptq doit être une primitive de la constante a. Il est facile de voir que vptq “ at est
une primitive de a. Par le corollaire 13.136(bis),

vptq “ at` C1 (43.3)

pour une certaine constante C1. Afin de fixer C1, il faut faire appel à la physique : d’après la
formule (43.3), la vitesse initiale est vp0q “ C1. Donc il faut identifier C1 à la vitesse initiale :
C1 “ v0. Nous avons donc déjà obtenu que

vptq “ at` v0. (43.4)

Afin de trouver xptq, il faut trouver une primitive de vptq. Il n’est pas très difficile de voir que
at2{2` v0t fonctionne, donc il existe une constante C2 telle que

xptq “ at2

2 ` v0t` C2. (43.5)

Encore une fois, regardons la condition initiale : la formule donne comme position initiale xp0q “ C2,
et donc nous devons identifier C2 avec la position initiale x0. En définitive, nous avons bien

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (43.6)

Cette formule est donc maintenant démontrée à partir de la seule définition de la vitesse comme
dérivée de la position et de l’accélération comme dérivée de la vitesse.

2169
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Remarquons cependant que la preuve complète fut très longue. En effet, nous avons utilisé les
règles de dérivation de la proposition 13.114, pour la démonstration desquels, les résultats 13.19
et 13.18 ont étés utiles. Mais nous avons surtout utilisé le corollaire 13.136(bis) qui repose sur le
théorème de Rolle 13.126, qui lui-même demande le théorème de Borel-Lebesgue 8.6 dans lequel
la notion d’ensemble compact a été cruciale.

43.1.2 Interprétation graphique

La distance parcourue xptq en un temps t est la primitive de la vitesse. Nous avons, par ailleurs,
que l’opération inverse de la dérivée donnait la surface. Pour reprendre les mêmes notations, nous
notons Svptq la surface contenue en dessous de la fonction v entre 0 et x. Nous ne serions donc pas
étonné que

Svptq “ at2

2 ` v0t` x0 (43.7)

soit la surface en dessous de la fonction vptq “ at ` v0. Nous voyons que la surface totale sous la
fonction vptq “ at` v0 est exactement

Svptq “ at2

2 ` v0t. (43.8)

Cela est un bon début, mais hélas nous ne retrouvons pas le terme « `x0 » de la formule (43.7).
Cela n’est pas tout à fait étonnant parce que nous savons que la surface sous une fonction était
une primitive de la fonction, mais nous n’avons pas dit laquelle. D’après le fameux corollaire
13.136(bis), la primitive n’est définie qu’à une constante près. Ici, c’est la constante x0 qu’on a
perdue en chemin.

Nous parlerons plus en détail du lien entre les surfaces et les primitives dans la section dédié à
l’intégration.

43.2 Relativité en mécanique newtonienne

43.2.1 Relativité du mouvement

Prenons quelqu’un qui cours le cent mètres en onze secondes. Par rapport à un spectateur
dans les gradins, il se sera déplacé de cent mètres. Mais si je cours à côté de lui de telle façon à
avoir parcouru 80 mètres le temps qu’il en fasse cent, alors par rapport à moi l’athlète ne se sera
déplacé que de 20 mètres. Par contre, par rapport à mon chronomètre, il aura également mit onze
secondes : ce n’est pas parce que je cours que mon chronomètre s’affole !

Entre moi et les spectateurs, on a donc une loi de transformation

x1 “ x´ vt t1 “ t. (43.9)

C’est-à-dire que la distance x1 qu’aura parcouru l’athlète par rapport à moi vaut la distance x
parcourue par le spectateur moins la vitesse que j’ai courue moi-même, c’est-à-dire moins vt.

43.2.2 Bob et Alice

Formalisons le concept de changement de repères. Pour cela, prenons deux amoureux, Bob et
Alice 1. Mettons que Bob reste assis sur un banc pendant qu’Alice cours en ligne droite à une
vitesse v. Tout deux déclenchent leur chronomètre quand Alice passe devant Bob. À tout moment,
Bob et Alice ont leur repères de temps et d’espace. Par exemple si après un temps t, Alice voir
une peau de banane à 1 mètre devant elle, elle va dire « Il y a une peau de banane à un mètre. »,
tandis que Bob va dire « Il y a une peau de banane à p1` vtq mètres ».

Plus généralement, s’il se passe quelque chose à la position x au temps t pour Bob, ce quelque
chose se passera au temps t1 “ t à l’endroit x1 “ x ´ vt pour Alice parce qu’en un temps t, elle
aura déjà avancé d’une distance vt.

Ça c’est ce dont tout le monde était persuadé depuis Galilée jusqu’au début du vingtième siècle.
1. C’est plus poétique que dire « soient A et B deux observateurs ».
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43.3 Invariance de la vitesse de la lumière

43.3.1 Champ de gravitation et électrique

Nous savons que que la force de gravitation s’écrit :

Fgrav “ G
mm1

r2 ,

tandis que la force électrique entre deux charges q et q1 est donnée par

Felec “ k
qq1

r2 . (43.10)

Nous avons aussi fait remarquer que dans le cas de la gravitation, la force a l’air d’être instantanée,
et que cela posait quelques problèmes conceptuels. La force électrique a apparemment le même
problème. Une différence entre les deux est qu’une charge électrique c’est tout petit et qu’on
peut expérimenter à souhait, tandis que pour avoir une masse dont on peut mesurer le champ de
gravitation correctement, il faut quelque chose grand comme la Terre 2.

43.3.1.1 Finitude de la vitesse de propagation de la force électrique

Si un micro est placé juste à côté de ton oreille, et qu’il commence à faire biiiiip, tu l’entends
directement. Quand il s’arrête, tu ne l’entends plus. Si le micro est placé à 600 m de toi, tu ne
commenceras à l’entendre que deux secondes après le commencement du son, et tu continueras à
l’entendre deux secondes après qu’il ait fini.

Eh bien, pour la force électrique, on a pu mesurer que c’est la même chose (sauf que ça va
beaucoup plus vite). Si on place une charge quelque part, on ne ressent la force (43.10) qu’après
qu’elle ait eut le temps d’arriver. Si on déplace la charge électrique, on continue à ressentir la
même force pendant un certain temps : il faut que la modification du champ électrique ait le
temps d’arriver. Exactement comme quand on fait des remous quelque part dans un étang : il faut
du temps que les remous arrivent plus loin.

On a pu faire des dizaines d’expériences de ce type avec l’électricité, le magnétisme et la
lumière ; et les résultats sont clairs : il faut du temps pour que ça se déplace. Tout cela provoque
des ondes électromagnétiques qui se déplacent à une vitesse finie. On peut produire de telles ondes
avec n’importe quel courant électrique alternatif.

43.3.1.2 Pourquoi pas la gravitation ?

La gravitation telle que donnée par Newton pose le même problème de vitesse de propagation
que l’électricité. Est-ce qu’en réalité la gravitation se propage également à une vitesse finie ?

Avec la gravitation c’est beaucoup plus compliqué parce qu’elle est beaucoup plus faible, et donc
c’est beaucoup plus difficile à détecter. D’après la théorie d’Einstein de la gravitation, la gravitation
devrait également produire des ondes gravitationnelles. Seulement, si un simple courant électrique
suffit pour mesurer une onde électromagnétique, affin de mesurer une onde gravitationnelle, il
faudrait un déplacement de masse de l’ampleur d’une étoile qui explose. Or ça, on ne sait pas
produire dans un laboratoire. Les physiciens sont donc pour l’instant (2009) en train d’attendre
qu’une étoile explose pas trop loin d’ici affin d’être capable de mesurer une onde gravitationnelle.

L’existence de ces ondes de gravitation ne fait aucun doute dans la tête d’aucun physicien parce
qu’elles sont une conséquence logique (et mathématique) de la théorie de la relativité générale,
laquelle a déjà eut beaucoup de confirmations expérimentales. Mais comme on est dans le cadre
d’une science expérimentale, il faut être patient et attendre d’en avoir effectivement observée une
avant de dire avec certitude que ça existe.

2. Une autre différence fondamentale est qu’il existe des charges électriques négatives, mais pas de masses néga-
tives ; de ce fait on ne peut pas construire d’isolant gravitationnel, contrairement aux isolants électriques qui existent.
Cela augmente encore la difficulté de faire des expériences avec la gravitation.
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43.3.2 Support du champ : pas d’éther

Nous avons dit qu’une onde électromagnétique se propage comme une onde sonore (quoique
beaucoup plus vite). Une question se pose alors. En effet, une onde sonore est matérialisé par de
l’air qui vibre. Qu’est-ce qui vibre pour une onde électromagnétique ?

Étant donné que les ondes électromagnétiques se propagent dans le vide (c’est pour ça que la
radio fonctionne dans l’espace), la question est problématique. Les physiciens ont donc supposé
que tout l’univers était rempli d’un fluide invisible appelé l’éther. L’électromagnétisme consiste
en une vibration de l’éther, exactement comme l’acoustique consiste en une vibration de l’air.

En fait, vérifier cette hypothèse n’est pas très compliqué. En effet il n’y a aucune raison que
l’éther suive la Terre dans son mouvement. Or la Terre se déplace à environ 30 km{s autour du
Soleil. Donc les ondes électromagnétiques doivent se propager plus vite dans le sens du mouvement
de la Terre que dans le sens perpendiculaire. Tout comme le son se propage plus vite dans le sens
du vent.

La célèbre expérience de Michelson-Morley a mesuré cet effet . . . et ce fut la consternation : il
n’y a aucun effet ! Or, la lumière se déplace à 300.000 km{s ; une variation de 30 km{s devrait être
détectable !

Mais rien ! On a recommencé les expériences dans tout les sens, à tous les mois de l’année, à
tous les endroits de la Terre. On n’a pas observé un poil de variation de la vitesse de la lumière.
Et ça, ça pose un gros problème à la physique.

43.3.3 Le problème

Si je joue au football dans un train qui avance à 100 km{h et que je lance une balle à 20 km{h,
quelqu’un au sol mesura la vitesse de la balle soit à 120 km{h soit à 80 km{h d’après que l’on ait
shooté vers l’avant ou l’arrière du train. Cela paraît logique. Mais ce qu’on vient de voir c’est que
ça ne marche pas avec la lumière.

Si un train avance à 100.000 km{s et qu’on y allume une lampe de poche, la lumière avancera
à 300.000 km{s par rapport au train et 400.000 km{s par rapport au sol. Non ! Justement pas ! La
lumière avancera quand même à 300.000 km{s par rapport au sol.

Là encore, on a fait des dizaines d’expériences partout, sur Terre, dans des avions, dans l’espace
avec des atomes, des lampes de poche et des horloges atomique, et dans tous les sens, le sens de
déplacement de la Terre, le sens inverse, le sens perpendiculaire, vers le haut, vers le bas : rien !
Personne n’a jamais observé un rayon de lumière se déplacer à une autre vitesse que 300.000 km{s.

Le problème est que le principe d’addition des vitesses est faux pour la lumière. Puisque l’ex-
périence nous force, nous devons faire avec.

Loi numéro 1.
La réalité est que la vitesse de la lumière est la même dans tous les référentiels. On note c cette
vitesse. C’est une constante fondamentale de la Nature.

Étant donné que c’est une loi expérimentale, nous n’en pouvons rien. C’est la nature qui est
comme ça. En particulier tu ne peux pas en vouloir à ton prof de physique d’avoir inventé une
théorie compliquée. Ce n’est pas lui qui l’a inventée et ce n’est pas de sa faute.

43.4 Conséquences

C’est maintenant que les choses vraiment graves commencent (cela soit dit sans vouloir te
faire peur). Affin d’un peu simplifier les choses, nous n’allons étudier que les mouvements en une
dimension, c’est-à-dire sur une droite.

43.4.1 Ligne d’univers

Un événement a une coordonnée pt, xq. Si je pose un objet juste à mes pieds (disons en x “ 0),
ses coordonnées seront à tout moment pt, 0q. Il est bon de voir cette coordonnée comme l’équation

http://fr.wikipedia.org/wiki/Exp�rience_d'interf�rom�trie_de_Michelson_et_Morley
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paramétrique d’une droite horizontale dans le plan des coordonnées t et x. Plus généralement
quand un mobile effectue un mouvement xptq, on appelle la ligne d’univers du mobile la ligne
(pas forcément droite) pt, xptqq. Dans le premier exemple, on avait xptq “ 0 pour tout t.

Le cas d’un mobile se déplaçant à vitesse constante v donne comme ligne d’univers la droite 3

pt, x0 ` vtq, et un objet qui se déplace selon un MRUA a comme ligne d’univers

`
t, x0 ` v0t` at2

2
˘
.

43.4.2 Transformations de Lorentz

Reprenons les amours scientifiques de Bob et Alice, mais cette-fois, analysons celles-ci en tenant
compte du fait que la vitesse de la lumière soit invariante. Maintenant, si Bob voit se passer quelque
chose au temps t à l’endroit x, on va dire qu’Alice voit cette chose au temps t1 à la position x1, et
on va chercher pt1, x1q en fonction de pt, xq.

Posé en termes mathématiques, le problème s’énonce ainsi : trouver les fonctions f et g telles
que les formules

t1 “ fpt, xq (43.11a)
x1 “ gpt, xq (43.11b)

donnent les coordonnées vues par Alice pour un événement vu par Bob à l’instant t au point x.
Une première étape importante est franchie par la proposition suivante 4.

Proposition 43.1.
Les fonctions f et g contenues dans les transformations (43.11) sont nécessairement linéaires
(affines), c’est-à-dire qu’elles doivent s’écrire sous la forme

t1 “ αt` βx` p
x1 “ γt` δx` q

pour certaines fonctions α, β, γ, δ, p et q de la vitesse d’Alice relativement à Bob.

Démonstration. Pendant qu’Alice court et que Bob la regarde, Ève tente de lancer une pierre sur
Alice (Ève est jalouse). Bob et Alice regardent deux événements. Le premier est la pierre qui quitte
la main de Ève, et le second est la pierre qui percute le sol. Pour Bob, le jet s’est passée au temps
t0 au point x0, et la pierre touche le sol un petit peu plus tard, au temps t0 `∆t et un peu plus
loin, au point x0 `∆x. Bob écrit donc ceci sur sa feuille de papier :

E1 “ pt0, x0q
E2 “ pt0 `∆t, x0 `∆xq,

tandis qu’Alice, en observant les mêmes deux événements, aura noté

E11 “
`
fpt0, x0q, gpt0, x0q

˘

E12 “
`
fpt0 `∆t, x0 `∆xq, gpt0 `∆t, x0 `∆xq˘.

Bob et Alice se demandent combien de temps la pierre est restée en l’air et quelle distance elle a
parcourue. Par le principe général d’homogénéité, les deux seules quantités pertinentes (qui ont
un sens physique) pour Bob sont pt0 `∆tq ´ t0 et px0 `∆xq ´ x0, c’est-à-dire ∆t et ∆x. En effet,
si Bob avait choisi de s’asseoir autre part et si Alice avait commencé à courir un peu plus tard, ça
n’aurait rien changé à la longueur du jet de Ève.

D’une façon ou d’une autre, il doit exister une façon de déduire les mesures de Alice en connais-
sant celles de Bob ; je ne connais pas avec quelles formules, mais ces formules ne peuvent contenir
que ∆t, ∆x et v parce que ce sont les seules quantités qui définissent tous les événements.

3. bon exercice de révision de ton cours de math de vérifier que c’est une droite.
4. dont je te suggère fortement de ne pas lire la preuve si tu ne veux pas que ton cerveau éclate.
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Cela dit, Alice va caractériser le mouvement de la pierre avec la différence des coordonnée entre
le jet et la chute sur le sol mesurées par elle-même. En d’autres termes, pour Alice ce qui compte
c’est la différence entre E11 et E12, soit

`
fpt0 `∆t, x0 `∆xq, gpt0 `∆t, x0 `∆xq˘´ `

fpt0, x0q, gpt0, x0q
˘
. (43.12)

Mais nous venons de signaler que ce qu’Alice mesurait devait pouvoir être exprimé en termes de
∆t et ∆x. Nous concluons que la différence (43.12) ne dépend en fait pas de x et t mais seulement
de ∆t et ∆t.

Prenons maintenant une notation plus compacte et notons X “ pt, xq, ∆X “ p∆t,∆xq puis
F “ pf, gq. Avec ça, l’expression (43.12) se note F pX ` ∆Xq ´ F pXq. Comme mentionné, cette
expression ne dépend que de ∆x. En particulier, elle ne dépend pas de X.

Maintenant tu vas comprendre pourquoi on apprend les dérivées dans ton cours de math.
Comme F pX`∆Xq´F pXq ne dépend pas de X, le rapport

`
F pX`∆Xq´F pXq˘{∆X non plus.

La limite de ce rapport quand ∆X tend vers zéro non plus :

lim
∆XÑ0

F pX `∆Xq ´ F pXq
∆X (43.13)

ne dépend pas de X. Tu reconnais là la dérivée de F au point X. En d’autres termes, F 1pXq est
constante, elle ne dépend pas de X. Disons donc que F 1pXq “ a. Tu connais beaucoup de fonctions
dont la dérivée est constante ? Non ? En effet, il n’y en a pas beaucoup. Les fonctions qui vérifient
F 1pXq “ a signifie sont toutes de la forme

F pXq “ aX ` b.

À ce niveau, il convient de re-déballer les notations compactes : si a “
ˆ
α β
γ δ

˙
et b “ pp, qq on

trouve

fpt, xq “ αt` βx` p (43.14a)
gpt, xq “ γt` δx` q, (43.14b)

comme annoncé.

Nous savons que lorsque pt, xq “ p0, 0q, alors pt1, x1q “ p0, 0q. En effet, Bob et Alice ont lancés
leurs chronos en même temps au moment où ils étaient au même endroit. En mettant pt, xq “ p0, 0q
dans les équations (43.14), on trouve pt1, x1q “ pp, qq, et donc p “ q “ 0. Ça fait une chose de réglée ;
on se retrouve avec

"
t1 “ αt` βx (43.15a)
x1 “ γt` δx. (43.15b)

Quelles sont les contraintes à vérifier pour que ces transformations décrivent correctement la phy-
sique que l’on cherche à écrire ?
(1) Il faut que les transformations décrivent correctement que Alice avance à une vitesse v par

rapport à Bob,
(2) dans le même ordre d’idée, il faut que l’on trouve que Bob avance à la vitesse ´v par rapport

à Alice,
(3) il faut que si Alice et Bob observent un rayon lumineux, ce rayon aille à la vitesse c par

rapport à Alice et à la même vitesse c par rapport à Bob,
(4) enfin, il faut avoir le principe de relativité, c’est-à-dire que comme les équations (43.15) disent

ce que Alice voit en fonction de ce que Bob voit, on demande que les équations qui disent ce
que Bob voit en fonction de ce que Alice voit soient les mêmes. En d’autres termes, il faut
que les transformations et les transformations inverses soient les mêmes au changement près
du signe de v.
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Étudions une à une ce que chacune de ses contraintes impose. Rappelons que pt, xq et pt1, x1q
sont les coordonnées que Bob et Alice mettent sur le même événement. Par exemple sur l’événement
qui consiste à ce que Ève, par jalousie envers Bob, jette une peau de banane sous les pieds d’Alice.
Cet événement a lieu à un certain moment, à un certain endroit. C’est ce moment et cet endroit
qui sont notés pt, xq et pt1, x1q.
(1) Les coordonnées pt, xq et pt1, x1q peuvent décrire n’importe quoi. Regardons les coordonnées

de Alice qui cours. Pour Alice, cela correspond à pt1, x1q “ pt1, 0q parce que si x1 désigne
la position de Alice par rapport à Alice, alors x1 est toujours nul. Pour Bob par contre,
Alice ne reste pas en place, mais se déplace à une vitesse v. C’est-à-dire que si pt, xq sont
les coordonnées de Alice pour Bob, alors x{t “ v. Écrivons les équations (43.15) en tenant
compte de tout ça : avec x1 “ 0, la seconde équation donne

0 “ γt` δx, (43.16)

d’où on déduit que x{t “ ´γ{δ. En imposant que cela soit v, on trouve γ “ ´vδ, et on
ré-écrit les transformations en tenant compte de ça :

"
t1 “ αt` βx (43.17a)
x1 “ ´vδt` δx. (43.17b)

Nous voilà débarrassé d’un paramètre.
(2) Maintenant, on regarde ce qu’il se passe quand pt, xq et pt1, x1q décrivent les positions de Bob.

On a pt, xq “ pt, 0q parce que selon Bob, Bob est au repos. Les équations deviennent :

t1 “ αt x1 “ ´vδt. (43.18)

La vitesse de Bob par rapport à Alice est ´v, donc on exige que x1{t1 “ ´v, c’est-à-dire que
´vδt
αt

“ ´v,

ce qui implique que δ “ α. On avance encore un peu. Écrivons à nouveau les lois de trans-
formation en en tenant compte :

"
t1 “ αt` βx (43.19a)
x1 “ ´vαt` αx. (43.19b)

(3) Si maintenant Bob et Alice regardent un même rayon de lumière (comme c’est romanesque !),
alors pt, xq et pt1, x1q expriment les coordonnées d’un rayon lumineux expriment les coordon-
nées d’un rayon lumineux. Le fait que Bob regarde un rayon lumineux fait que x “ ct, et
donc que les coordonnées du rayon lumineux, observé par Alice sont :

t1 “ αt` βct x1 “ ´αvt` αct. (43.20)

L’invariance de la vitesse de la lumière exige que Alice mesure une vitesse c pour le rayon de
lumière, c’est-à-dire x1 “ ct1. On exige donc que

´αvt` αct “ cαt` βc2t,

ce qui implique que
β “ ´αv

c2 .

Une fois de plus, l’avant-dernière, on ré-écrit les lois de transformations en tenant compte de
ce fait ; mais cette fois, on fait l’effort d’écrire aussi les transformations inverses :

t1 “ αt´ αv

c2 x t “ 1
∆
`
αt1 ` αv

c2 x
1˘ (43.21)

x1 “ ´αvt` αx x “ 1
∆pαvt

1 ` αx1q (43.22)

où ∆ “ α2 ´ α2v2

c2 que tu noteras au passage être toujours positif, et nul uniquement quand
v “ c.
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(4) Maintenant il reste à imposer le principe de relativité. Les transformations (43.21) montrent
comment Alice voit le monde (c’est-à-dire pt1, x1qq en fonction de la façon dont Bob voit le
monde (c’est-à-dire pt, xq). On se demande donc quelle seraient, pour Bob, les coordonnées
pt, xq d’un point vu en pt1, x1q par Alice. Cela signifie que l’on impose que les deux systèmes
(43.21) soient en réalité les mêmes, à un changement de signe près.
Attention : il a priori faux de dire qu’en changeant le signe de v dans αv{c2, j’obtiens ´αv{c2

parce que α est une fonction de v. En réalité, il faut noter αpvqv{c2 et donc le changement
de signe de v donne ´αp´vqv{c2. Ceci étant clair, on peut un petit peu calculer.
Commençons par égaliser le coefficient de x dans t1 à celui de x1 dans t, en changeant le signe
de v :

αp´vqv
c2 “ αpvqv

c2 ,

et donc αpvq “ αp´vq. Ça c’est une bonne nouvelle. Égalisons maintenant le coefficient de t
dans t1 à celui de t1 dans t en changeant le signe de v :

αp´vq “ αpvq
∆pvq “

αpvq
αpvq2`1´ v2

c2

˘ .

Comme αp´vq “ αpvq, on en déduit que

αpvq “ 1b
1´ v2

c2

. (43.23)

Maintenant qu’on a tout, on peut écrire les transformations de Lorentz. On met donc l’expres-
sion (43.23) dans les lois de transformations (43.21) :

t1 “ 1b
1´ v2

c2

´
t´ v

c2x
¯

t “ 1b
1´ v2

c2

´
t1 ` v

c2x
1
¯

x1 “ 1b
1´ v2

c2

px´ vtq x “ 1b
1´ v2

c2

pvt1 ` x1q.
(43.24)

Tu remarqueras que ∆ “ 1 ; si tu ne sais pas ce qu’est le déterminant d’une application linéaire,
ça n’a pas d’importance. Mais si tu sais ce qu’est le déterminant d’une application linéaire, alors
ce ∆ “ 1 est crucial !

Affin d’avoir des équations un peu plus courtes, à partir de maintenant nous allons noter

γpvq “
c

1´ v2

c2 .

43.4.3 Conditions d’existence

Comme tu vois une racine carrée et un dénominateur dans ces formules, tu dois te demander
quelles sont les conditions d’existence. Étant donné que v ă c, on a v2{c2 ď 1 et en particulier,
v2{c2 “ 1 si et seulement si v “ c.

Ce qui se trouve dans la racine carrée ne pose donc jamais de problèmes parce que ce n’est
jamais négatif.

Le dénominateur est par contre plus problématique : quand v “ c il n’y a plus rien qui fonc-
tionne. Quelle est la physique de ce problème ? Pour le comprendre, il faut se souvenir ce que
représente v. Nous avons dit que v est la vitesse à laquelle Alice court. Ce que la condition d’exis-
tence nous enseigne, c’est que personne ne peut courir à la vitesse de la lumière. C’est une vitesse
que l’on ne peut pas atteindre.

Dit en termes plus savants, on ne peut pas choisir un repère qui se déplace à la vitesse de la
lumière.

La question qui se pose alors est « ah bon, on ne peut pas atteindre la vitesse de la lumière !
Et la lumière, comment elle fait ? ». Bonne question, merci de l’avoir posée. Hélas la réponse sort
du cadre de ce cours.
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Loi numéro 2.
Aucun objet ne peut atteindre la vitesse de la lumière.

Loi numéro 3.
Tu ne dois pas te demander pourquoi la lumière elle-même se déplace à la vitesse de la lumière
malgré la loi numéro 2.

43.4.4 La notion d’intervalle

Un événement est quelque chose qui se passe à un endroit à un certain moment. C’est donc
caractérisé par le moment et le lieu. Comme on travaille à une dimension, c’est un couple de réels
pt, xq.

Regardons un rayon de lumière. Un événement est le fait d’allumer une lampe de poche, et
un autre est le fait que le lumière arrive sur l’objet qu’on éclaire. Appelons-les pt1, x1q et pt2, x2q.
Comme d’habitude, on note ∆t “ t2 ´ t1 et ∆x “ x2 ´ x1. Comme le rayon de lumière va à la
vitesse c, on a c “ ∆x{∆t, ou encore

c2∆t2 ´∆x2 “ 0.

Pour cette raison, on va dire que l’intervalle entre deux événements pt1, x1q et pt2, x2q vaut en
général

s2 “ c2pt2 ´ t1q2 ´ px2 ´ x1q2. (43.25)

Par invariance de la vitesse de la lumière, si un intervalle est nul pour un observateur, il sera nul
pour tous les observateurs.

43.4.4.1 En mécanique newtonienne

Affin de voir un peu mieux l’enjeu de l’invariance de l’intervalle, regardons un exemple chiffré.
Si par exemple je me déplace de 10 m en 5 s, mon intervalle mesuré par une personne extérieure
est

c2∆t2 ´∆x2 “ p300.000.000q2 · p5q2 ´ p10q2 “ 2, 25 · 1018 m.

Si je fais le calcul pour moi, j’ai que ∆x1 “ 0 parce que je ne me déplace pas, et ∆t1 “ 5 parce que
je me suis déplacé en 5 secondes. Le truc est que à côté de p300.000.000q2, l’intervalle spatial ∆x
ne pèse pas grand chose. Ça ne change presque rien qu’il soit de 5 mètres ou de zéro. Ça ne change
pas grand chose, mais ça change quand même ! Entre moi qui calcule ou une personne extérieure,
l’intervalle change de 100 sur un nombre de la grandeur de 200.000.000.000.000.000.0000 !

Reprenons plus clairement le raisonnement. D’après la mécanique classique, l’intervalle mesuré
par deux personnes est différent, mais très peu différent. Inutile de dire que du temps de Newton,
on n’avait pas les moyens techniques de mesurer si cet intervalle est effectivement différent ou bien
s’il est en réalité égal. C’est un peu comme si on te mettait un spot dans les yeux et qu’on te
demandait si c’est un spot de 1000 W ou de 1001 W. Bonne chance pour le dire !

43.4.4.2 En mécanique relativiste

Maintenant qu’on a des moyens techniques nettement plus poussés que Newton, on a pu mesurer
que l’intervalle est égal. L’intervalle est un invariant. Cela n’est pas un nouveau principe physique
parce qu’il découle des transformations de Lorentz.

43.4.5 Le cône de lumière d’un point

Il est intéressant de dessiner dans le plan pt, xq l’ensemble des points atteints par le rayon
lumineux. Le point pt, xq est atteint si c2t2´x2 “ 0, ou encore si x “ ˘ct. Cela forme deux droites
dans le plan tracé par les coordonnées t et x. Ces deux droites forment ce qu’on appelle le cône
de lumière du point p0, 0q.
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43.4.6 Contraction des longueurs

Bob prend un morceau de bois qu’il mesure de longueur l et le dépose devant lui. À l’instant t
(de Bob), les deux extrémités sont aux coordonnées e1 “ pt, 0q et e2 “ pt, lq.

Afin de savoir quelle est la longueur de ce même morceau de bois pour Alice, il faut qu’elle
mesure les deux extrémités en même temps (pour elle), et qu’elle fasse la différence. Comme Bob
et Alice déclenchent leurs chronomètres en même temps, le plus simple est de faire la mesure à cet
instant.

Pour Bob, c’est clair : les coordonnées des deux extrémités sont e1 “ p0, 0q et e2 “ p0, lq.
La longueur du bois est l. Pour savoir quelle est la longueur mesurée par Alice, on utilise les
transformations de Lorentz qui donnent les coordonnées e11 et e12 relatives à Alice. On trouve
e11 “ p0, 0q et

e12 “
ˆ´vl{c2

γpvq ,
l

γpvq
˙
. (43.26)

En d’autres termes, on a x1 “ 0 et x2 “ l{γpvq, ce qui fait que la longueur observée par Alice est
l1 “ x2 ´ x1 “ l{γpvq.

Eh bien ce résultat est faux. Si tu vois pourquoi sans lire la suite, tu es très fort.
Pour mesurer la longueur d’un objet, il faut mesurer la position des deux bouts en même temps

puis faire la différence entre les deux. Effectivement, e1 et e2 sont en même temps pour Bob, et
donc Bob peut mesurer la longueur de son bout de bois en faisant la différence x2´x1. Mais comme
le montre les coordonnées (43.26), les événements e11 et e12 ne se passent pas en même temps pour
Alice ! Eh oui : t11 “ 0 et t12 “ ´vl{c2γpvq ; c’est pas la même chose.

Il faut donc trouver un événement qui pour Alice correspond à l’extrémité du bout de bois
au temps t1 “ 0. Comme l’événement général qui correspond au bout du bois pour Bob est pt, lq,
l’événement général est pour Alice

t1 “ t´ v
c2 l

γpvq x1 “ l ´ vt
γpvq . (43.27)

Affin d’avoir t1 “ 0, il faut t “ vl{c2. En mettant cette valeur de t dans x1, on trouve

x1 “ l ´ v ` vl
c2

˘qb
1´ v2

c2

“
l
´

1´ v2

c2

¯
q

b
1´ v2

c2

“ lγpvq.

Et là, c’est la bonne formule. Si un objet a une longueur l dans le référentiel où il est au repos, il
aura une longueur

l1 “ l

c
1´ v2

c2 (43.28)

dans un référentiel qui se déplace à la vitesse v par rapport à l’objet.

43.4.7 Dilatation des intervalles de temps

Encore un petit effort et promit, je te donne une application concrète que tu connais des
bizarreries de la relativité. Mais en attendant, regarde bien ta montre, tu ne va pas en croire tes
yeux !

Reprenons Bob et Alice. On se rappelle que Bob et Alice avaient déclenchés leurs chronomètres
en même temps quand Alice était passée devant Bob. Un peu plus tard, Alice regarde sa montre
qui indique un temps t. Et elle se demande si Bob a aussi à ce moment une montre qui indique un
temps t.

Ce serait dingue que non hein ! ? ! En effet, si je synchronise ma montre avec quelqu’un et que
je pars faire un tour, ma montre ne sera pas tout d’un coup désynchronisée. Oui, mais Alice, elle
cours presque à la vitesse de la lumière . . . et à ces vitesses-là, on a déjà vu des choses incroyables.
Calculons donc pour en avoir le cœur net.
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Le fait qu’Alice regarde sa montre est un événement qui se passe pour Alice aux coordonnées
pt1, 0q (le zéro c’est parce que par rapport à elle-même, Alice est toujours au repos). À quelles
coordonnées pt, xq pour Bob correspond cet événement ?

L’équation de t en fonction de t1 et x1 dans les transformations de Lorentz (43.24) prise avec
x1 “ 0 donnent

t “ t1

γpvq .

Et si, juste pour le plaisir, on faisait l’inverse ? Bob regarde sa montre, il voir un temps t et sa
coordonnée spatiale est x “ 0. À quel temps d’Alice cela correspond ? Mettons x “ 0 dans la
transformation de Lorentz de t1 en fonction de t et x. Ce qu’on obtient c’est

t1 “ t

γpvq .

N’est-ce pas génial ? C’est la même ! Évidemment, ça ne pouvait pas être autre chose : le principe
de relativité demande qu’on ne puisse pas faire la différence entre Alice qui cours vers la droite
avec Bob assis et Alice assise avec Bob qui cours vers la gauche. C’est exactement pour ça que dans
une gare, quand le train d’à côté démarre, il t’arrive de croire que c’est ton train qui démarre : tu
ne peux pas faire la différence, c’est un principe physique.

43.4.8 Invariance de l’intervalle

Dans deux secondes, je vais te montrer comment une utilisation intelligente des exponentielles
permet de trouver un résultat très fort en relativité. Quoi ? Les exponentielles, les mêmes qu’au
cours de math ? Eh oui : la même exponentielle que celle qu’on t’a introduit avec des populations
de bactéries qui se multiplient, cette même exponentielle qui la la miraculeuse propriété d’être
égale à sa propre dérivée.

Mais n’anticipons pas.
Nous avons déjà signalé que si la quantité ∆s2 “ c2∆t2´∆x2 était nulle pour un observateur,

alors elle était nulle pour tous les observateurs. Supposons deux événements A et B observés par
Alice et Bob. Bob les note aux coordonnées pta, xaq, et ptb, xbq tandis qu’Alice les note en pt1a, x1aq
et pt1b, x1bq.

L’intervalle entre les deux événements mesuré par Bob sera

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2,

tandis que ce même intervalle mesuré par Alice sera

s12 “ c2pt1b ´ t1aq2 ´ px1b ´ x1aq2.

On peut bien entendu remplacer dans la première équation les ta, tb, xa et xb par leurs valeurs en
termes de t1a, t1b, x1a et x1b données par les transformations de Lorentz. Tu paries que les trois quart
des termes dans le calcul se simplifient et qu’il restera exactement s12 ? Je te dis que oui, et je te
conseille de me croire sur parole, sinon tu vas devoir lire le calcul suivant :

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2 “ c2
ˆ

1
γpvqpt

1
b `

v

c2x
1
bq ´

1
γpvqpt

1
a `

v

c2x
1
aq
˙2

´
ˆ

1
γpvqpvt

1
b ` x1bq ´

1
γpvqpvt

1
a ` x1aq

˙2
.

Jusqu’ici, on n’a fait que remplacer les choses par leurs valeurs données par les transformations
de Lorentz. Maintenant on regroupe à l’intérieur de chaque parenthèse les termes de façon à faire
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apparaitre ∆x1 et ∆t1 :

s2 “ c2

γpvq2
´
pt1b ´ t1aq `

v

c2 px1b ´ x1aq
¯2

´ 1
γpvq2

`px1b ´ x1aq ` vpt1b ´ t1aq
˘2

“ c2

γpvq2
ˆ
p∆t1q2 ` 2 v

c2 ∆t1∆x1 ` v2

c4 p∆x1q2
˙

´ 1
γpvq2

´
p∆x1q2 ` 2v∆x1∆t1 ` v2p∆t1q2

¯
.

Là, on a utilisé le produit remarquable pa`bq2 “ a2`2ab`b2, et on a systématiquement renommé
tous les intervalles avec la notation ∆ pour être plus compact. Maintenant, on va regrouper tous
les termes contentant p∆t1q2 ensemble, tous ceux qui contiennent ∆t1∆x1 ensemble et ceux qui
contiennent p∆x1q2 ensemble. Autre manière de le dire, on met les ∆ en évidence comme on peut.
On trouve ceci :

p∆t1q2
ˆ

c2

γpvq2 ´
v2

γpvq2
˙
`∆t1∆x1

ˆ
2vc2

γpvq2c2 ´
2v
γpvq2

˙

` p∆x1q2
ˆ

c2v2

c4γpvq2 ´
1

γpvq2
˙
.

À partir de là, je te laisse vérifier (en utilisant le fait que γpvq2 “ 1´ v2{c2) que les coefficients se
simplifient beaucoup et valent finalement respectivement c2, 0 et ´1 comme il se doit. Avec tout
ça, nous avons montré le résultat très important suivant :

L’intervalle entre deux événements est invariant sous les changements de repères d’iner-
tie, c’est-à-dire que la valeur mesurée par n’importe qui qui se déplace en MRU sera
toujours la même.

Pourquoi cela est tellement important ? À cause de Pythagore et d’une petite démonstration à
coups d’exponentielles 5.

43.4.8.1 Rappel de trigonométrie hyperbolique

Les fonctions de trigonométrie hyperboliques sont :

coshpxq “ ex ` e´x
2 sinh “ ex ´ e´x

2 . (43.29)

Elles ont pas mal de propriétés en commun avec les sinus cosinus et normaux. D’abord, leurs
dérivées sont faciles à calculer :

cosh1pxq “ sinhpxq
sinh1pxq “ coshpxq

où tu noteras qu’il n’y a pas de signe moins qui apparaît, contrairement au cas de la trigonométrie
normale. Une autre propriété qui ressemble fort à une propriété de la trigonométrie est :

Proposition 43.2.
Pour tout x P R,

cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1 (43.30)

avec un signe moins comme différence avec la trigonométrie.

5. oui oui tout ton cours de math va finir par y passer.
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Démonstration. La preuve revient simplement à calculer en utilisant le produit remarquable de
pa` bq2. D’abord, on a :

cosh2pxq “ 1
4
`
ex ` e´x˘2 “ 1

4
`
e2x ` 2exe´x ` e´2x˘ “ 1

4pe
2x ` 2` e´2xq

où l’on a utilisé le fait que pexq2 “ e2x et que exe´x “ 1. Il te reste à faire la même chose pour
sinh2pxq, la réponse est :

sinh2pxq “ 1
4
`
e2x ´ 2` e´2x˘.

En faisant la différence entre les deux, il reste 1.

Une propriété qui est par contre très différente entre la trigonométrie plane et la trigonométrie
hyperbolique, c’est la périodicité. Les fonctions usuelles cos et sin sont périodiques. Pas les fonctions
hyperboliques.

Proposition 43.3.
La fonction sinh : RÑ R est bijective.

Démonstration. Il faut démontrer que sinus hyperbolique est injective et surjective. Calculons
d’abord les limites. Comme tu sais que limxÑ8 ex “ 8 et limxÑ´8 ex “ 0, tu vois facilement que

lim
xÑ´8 sinhpxq “ ´8 lim

xÑ8 sinhpxq “ 8. (43.31)

Par ailleurs, la fonction sinus hyperbolique est continue et respecte donc le théorème de la valeur
intermédiaire 6 13.50. Soit y P R. Voyons s’il existe un x P R tel que sinhpxq “ y. Les deux limites
indiquent qu’il existe x1 P R tel que sinhpx1q ă y et x2 P R tel que sinhpx2q ą y. Le théorème de
la valeur intermédiaire conclu qu’il existe un x entre x1 et x2 tel que sinhpxq “ y. Cela prouve la
surjectivité.

Pour l’injectivité, on va utiliser le théorème de Rolle et une petite preuve par l’absurde. Sup-
posons que sinhpx1q “ sinhpx2q avec x1 ‰ x2. Dans ce cas, le théorème de Rolle nous dit qu’il
existe un x entre x1 et x2 tel que sinh1pxq “ 0. La dérivée de sinus hyperbolique étant cosinus
hyperbolique, il faut se demander il existe un x tel que coshpxq “ 0. Étant donné que ex ą 0 pour
tout x, en fait le cosinus hyperbolique ne s’annule jamais.

´2 ´1 1 2

´7
´6
´5
´4
´3
´2
´1

1
2
3
4
5
6
7

Figure 43.1 – En rouge, la fonction x ÞÑ sinhpxq et en bleu, la fonction x ÞÑ coshpxq.
6. Je t’avais dit que tout tons cours de math allait y passer hein.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_de_Rolle
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Un très bon exercice serait de faire un étude complète des fonctions cosinus et sinus hyperbo-
lique. Leur graphes sont donnés à la figure 43.1

Un corollaire de la surjectivité de sinh sur R est que si je prends n’importe quel deux nombres
dont la différence des carrés vaut 1, alors ces carrés sont représentables avec des fonctions hyper-
boliques :

@x, y P R tels que x2 ´ y2 “ 1, Dξ P R tel que x2 “ coshpξq et y2 “ sinhpξq.
La tangente hyperbolique est définie par

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (43.32)

Un bon exercice est de prouver les deux relations suivantes :

sinhpxq “ tanhpxqb
1´ tanh2pxq

coshpxq “ 1b
1´ tanh2pxq

. (43.33)

43.4.8.2 Les transformations de Lorentz (bis)

Nous avons prouvé qu’en relativité, l’intervalle est un invariant. Pour cela, nous avons utilisé
les transformations de Lorentz démontrées à partir de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la
lumière. Eh bien, oublions un instant que la vitesse de la lumière soit invariante, et posons à la
place comme hypothèse que l’intervalle soit invariant. C’est-à-dire que si Bob mesure un événement
aux coordonnées pt, xq et Alice en pt1, x1q, alors c2t2 ´ x2 “ c2pt1q2 ´ px1q2.
Théorème 43.4.
Les transformations de Lorentz sont les seules qui laissent l’intervalle invariant.

Démonstration. Toute la partie comme quoi les transformations doivent êtres linéaires reste parce
que cette partie ne demandait pas l’invariance de la vitesse de la lumière.

Nous cherchons donc les transformations entre Alice et Bob sous la forme

t1 “ αt` βx
x1 “ γt` δx

telles que c2pt1q2 ´ px1q2 “ c2t2 ´ x2. Lorsque Alice passe devant Bob, ils déclenchent tout deux
leurs chronomètre et leurs axes. C’est-à-dire que si à ce moment un événement se trouve à droite
pour Alice, il est aussi à droite pour Bob. On doit donc avoir, quand t “ t1 “ 0, que x ą 0 implique
x1 ą 0. Cela donne la contrainte que δ ą 0. D’autre part, comme leurs chronomètres vont dans le
même sens (ils choisissent tout les deux de compter le temps et non décompter), on a α ą 0.

En développant l’expression de ps1q2 en termes de t et x, on trouve la condition d’invariance de
l’intervalle sous la forme :

c2pα2t2 ` 2αβtx` β2x2q ´ pγ2t2 ` 2γδtx` δ2x2q “ c2t2 ´ x2, (43.34)

qui doit être valable pour tout t et pour tout x. En t “ 0 on trouve la condition

δ2 ´ c2β2 “ 1. (43.35)

Cela implique qu’il existe un ξ P R tel que δ2 “ cosh2pξq et c2β2 “ sinhpξq. La première équation
donne δ “ coshpξq (il faut rejeter δ “ ´ coshpξq parce qu’on a demandé que δ ą 0). Pour la
seconde, on trouve cβ “ sinhpξq où l’on peut oublier la possibilité cβ “ ´ sinhpξq parce que cela
revient juste à renommer ξ Ñ ´ξ (la fonction sinus hyperbolique est impaire). Bref, il existe un ξ
tel que

δ “ coshpξq
β “ sinhpξq

c

(43.36)
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En mettant maintenant x “ 0 dans la condition (43.34), on trouve la condition

α2 ´ γ2

c2 “ 1.

Pour les mêmes raisons qu’avant, il existe un η P R tel que

α “ coshpηq
γ “ c sinhpηq. (43.37)

Rien qu’en regardant deux cas très particuliers, on a déjà bien avancé, non ? Remettons maintenant
les valeurs (43.36) et (43.37) dans la condition (43.34). En utilisant l’identité cosh2pxq´sinh2pxq “
1, et en séparant les termes en t2, x2 et tx pour satisfaire la condition, il faut

coshpηq sinhpξq “ sinhpηq coshpξq (43.38)

parce que les termes en t2 et x2 donnent exactement c2t2 ´ x2 et qu’il faut que le terme en
tx s’annule. Mettons la condition (43.38) au carré, et substituons cosh2pηq “ 1 ` sinh2pηq et
cosh2pξq “ 1` sinh2pξq, il reste

sinh2 ξ “ sinh2 η,

ce qui signifie sinh ξ “ ˘ sinh η, ou encore ξ “ ˘η. On voit que ξ “ ´η ne fonctionne pas dans
(43.38), donc on reste avec ξ “ η et les transformations prennent la forme

t1 “ coshpξqt` sinhpξq
c

x

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqx.
(43.39)

Ce que nous avons prouvé, c’est qu’il existe un ξ P R tel que les transformations entre Alice et Bob
aient cette forme. Il faut trouver ce que vaut ξ en fonction de la vitesse v à laquelle Alice court.

Pour ce faire, étudions le mouvement d’Alice. Bob la voit aux coordonnées pt, vtq, ce qui cor-
respond à

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqvt
pour Alice. Mais ces coordonnées sont celles de Alice elle-même, donc x1 “ 0, ce qui donne 7

vt “ ´c sinhpξqt{ coshpξq, ou encore
tanhpξq “ ´v

c
(43.40)

En utilisant les relations (43.33), on trouve

coshpξq “ 1b
1´ v2

c2

sinhpξq “ ´v{cb
1´ v2

c2

. (43.41)

En remettant ces valeurs dans les transformations (43.39), on trouve

t1 “ t´ v
c2x

γpvq (43.42)

x1 “ x´ vt
γpvq , (43.43)

exactement les transformations de Lorentz !

Ce résultat est important pour une raison assez simple : maintenant, la théorie de la relativité
est indépendante de toute considérations sur la lumière. En effet, ce que nous venons de prouver,
c’est que s’il existe une vitesse c telle que c2t2 ´ x2 “ c2pt1q2 ´ px1q2, alors pt, xq et pt1, x1q sont liés
par les transformations de Lorentz.

7. Conditions d’existence : coshpξq ‰ 0 ; heureusement, nous avons vu que le cosinus hyperbolique ne s’annule
jamais.
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43.4.9 Vitesse limite

Affin de nous passer de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la lumière, nous avons prouvé
que l’hypothèse d’invariance de l’intervalle était suffisante. Mais il faut avouer que cette hypothèse
n’est pas très intuitive. Nous allons montrer maintenant que l’existence d’une vitesse limite est une
troisième hypothèse qui peut être utilisée comme alternative aux deux premières.

43.5 Applications

Une première application sympa est le logiciel 8 lightspeed. Si tu es sous Ubuntu-Linux, installe
juste le paquet nommé lightspeed, et régales-toi ! Tu verras c’est marrant. Si tu utilise des fenêtres,
je laisse faire l’adage « Windows c’est facile ».

43.5.1 Le GPS

Pour qu’un système GPS puisse te localiser, en gros, il t’envoie un signal, tu lui réponds et il
mesure le temps qu’il a fallu à la lumière pour faire l’aller-retour. Déjà, tu remarques que cela n’est
possible que grâce au fait que la vitesse de la lumière soit finie. Sinon, le GPS ne fonctionnerait
pas. Mais il y a mieux.

Comme pour te localiser il faut plusieurs satellites en plus de ton appareil, il faut que les horloges
internes de tout ce petit monde soient bien synchronisées, sinon pour mesurer des intervalles de
temps et calculer des distances, c’est mal parti. Eh mais un satellite, ça bouge assez vite (surtout
que les mesures doivent être très précises), et en plus ça ne fait même pas un MRU, vu que ça
tourne en rond. Comme tu vois tout le travail qu’il a fallu faire pour trouver les transformations
de Lorentz d’un MRU, tu t’imagines le travail pour un mouvement circulaire ! Eh bien ce travail
a été fait, et le résultat est que si on en tient pas compte, les contractions temporelles liées à la
relativité sont suffisamment grandes pour complètement dérégler le GPS.

43.5.2 Les ondes électromagnétiques

Tu te souviens qu’au début du chapitre, nous avons dit que le problème qui a amené la relati-
vité était la propagation du champ électrique. Maintenant que nous avons déjà vu une partie des
conséquences du problème, il est temps de se rendre compte que les champs électriques et magné-
tiques sont les objets les plus soumis aux bizarreries relativistes du monde : elles se propagent à la
vitesse de la lumière. Regarde un coup autour de toi ; tout ce qui est champ électromagnétique a
besoin de la relativité pour être bien compris : GSM, lumière, four à micro-onde, radio, wifi, fibre
optique, . . .

Si un jour un ingénieur te dit qu’il n’y a pas besoin de connaitre la relativité pour inventer la
radio (c’est vrai : la radio a été inventée avant la relativité), ni pour construire une fibre optique,
dis lui en pensant à moi qu’il utilise tout le temps les équations de Maxwell 9, et que ces équations
sont relativistes.

Bref, soit convaincu que tu vis dans un monde relativiste et que les transformations de Lorentz
te suivent à chacun de tes pas.

43.6 Mécanique relativiste

Cela est bien beau, mais la dilatation du temps, et les contractions de longueurs doivent bien
avoir des répercussions sur la cinématique et la dynamique des objets. Est-ce que le théorème de
l’énergie cinétique est encore valable ? est-ce que les lois de Newton tiennent encore la route ?

8. jeu de mot sur « application » ! ah ah !
9. C’est sous ce nom là qu’on nomme l’ensemble des équations de l’électromagnétisme comme la loi de l’induction.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Global_Positioning_System
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43.6.1 Des problèmes, toujours des problèmes

Attardons-nous un peu pour faire quelques commentaires sur cette citation du chevalier pégase
dans les chevaliers du zodiaque :

Ses coups vont à la vitesse de la lumière et pourtant je les vois distinctement arriver.
Est-ce possible ? Nous avons vu qu’il y avait des dénominateurs qui s’annulent quand des objets
se déplacent plus vite que la lumière ; or pour voir venir un rayon de lumière qui vient vers soi, il
faudrait que le rayon émette de la lumière devant elle. Ça semble un peu mal parti pour respecter
les lois de la relativité, non ?

Cela pose en tout cas une question qu’il faudra résoudre. On entend venir une ambulance parce
qu’elle émet du son qui avance plus vite qu’elle. Pas de problèmes avec ça. Mais quid de la voir
venir ?

On peut voir venir un tram parce qu’il émet de la lumière ; cette lumière allant plus vite que
le tram, elle arrive à nos yeux avant le tram lui-même. Cela est très bien. Mettons que le tram
avance à 50 km{h ; pour le conducteur, la lumière de son phare avant avance devant lui à la vitesse
c. Par conséquent pour un observateur au sol, cette même lumière devrait avancer à la vitesse
c ` 50. Encore une fois, on a un problème d’invariance de la vitesse de la lumière ; mais comme
c’est de la lumière, on est habitué à ce que des trucs bizarres arrivent. On ne sera pas étonné
que c ` 50 “ c d’une manière ou d’une autre 10. Pire. Si un vaisseau spatial avance à la vitesse
200000 km{s et qu’il envoie en reconnaissance un vaisseau devant lui à la vitesse de 150000 km{s,
le vaisseau de reconnaissance ira à la vitesse 150000 km{s par rapport au vaisseau principal. Et par
rapport au sol, il ira à la vitesse 150000` 200000 “ 350000 km{s, ce qui est impossible. Il faudra
trouver quelque chose pour que ça se passe bien.

Un autre problème maintenant.
Prenons une masse m que l’on soumet à une force constante F . Par la loi de Newton, a “ F {m

est constante et la vitesse après un temps t vaut v “ Ft{m. Pas de bol, ça devient plus grand que
la vitesse de la lumière à partir du temps t “ cm{F . Ça est un problème hein ? Il faut trouver un
truc pour qu’avec une force constante, l’accélération diminue.

43.6.2 Loi d’addition des vitesses

Si Bob observe un objet se déplacer à la vitesse V , alors Alice devrait l’observer bouger à la
vitesse V ´ v. Tout comme si une vache voit passer un train à 90 km{h, alors le vélo qui avance à
25 km{h le voit passer à 65 km{h.

Maintenant, tu es habitué à ce que rien ne se passe comme d’habitude, donc tu te doutes bien
qu’en réalité la bonne formule ne va pas être V ´ v.

Bob observe l’objet aux coordonnées pt, V tq, ce qui fait pour Alice :
ˆ
t´ v

c2V t

γpvq ,
V t´ vt
γpvq

˙
.

En divisant le x1 d’Alice par le t1 d’Alice, on trouve la vitesse mesurée par Alice :

V 1 “ pV ´ vqt
γpvq

γpvq
t
`
1´ vV

c2

˘ “ V ´ v
1´ vV

c2
.

La loi de transformation des vitesses relativiste est donc

V 1 “ V ´ v
1´ vV

c2
. (43.44)

Qu’en est-il de notre c ` 50 “ c ? Disons que Bob lance un bisou à Alice pendant qu’elle arrive
vers lui. Le bisou arrive à la vitesse de la lumière (càd V “ c) tandis que Alice s’approche de Bob

10. et je ne te cache pas que c’est ce qui va arriver.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Les_Chevaliers_du_Zodiaque
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à la vitesse 50 m{s (càd v “ 50). Donc la vitesse à laquelle Alice devrait voir arriver le bisou est
bien c` 50. En utilisant la formule d’addition relativiste des vitesses (43.44), nous trouvons

V 1 “ c´ 50
1´ 50c

c2
“ c´ 50

1´ 50
c

“ cpc´ 50q
c´ 50 “ c.

Donc effectivement en relativité quand on additionne des vitesses il faut penser à la règle du
« c` 50 “ c ».

43.6.3 L’action d’une force

L’équation fondamentale de la mécanique classique est

F “ ma.

Or tu n’es pas sans savoir que l’accélération est la dérivée seconde de la position par rapport au
temps. Nous noterions donc F “ mx2ptq. Le problème est évidemment que si F est constante, on
trouve v “ Ft{m qui dépasse toujours la vitesse c quand t est assez grand. Il faudra donc modifier
la loi F “ ma. Pour cela, posons-nous des questions sur la dérivée x1ptq. On dérive par rapport au
temps ; oui mais nous avons vu que le temps n’est pas le même pour tout le monde. Introduisons
donc la notation

v “ dx

dt
(43.45)

qui ne signifie rien d’autre que nous dérivons x par rapport à t et non par rapport au temps t1 de
quelqu’un d’autre. Dans le cadre de la relativité, ce que signifie l’équation (43.45) est que v est
la dérivée de x par rapport à t. Dans le cas où x et t sont les coordonnées de la position d’Alice
mesurées par Bob, cela signifie qu’on dérive la position mesurée par Bob par rapport au temps
mesuré par Bob.

Ce que dit la relativité est que cette quantité v ne peut pas varier proportionnellement à la
force sous peine de dépasser la vitesse de la lumière. La subtilité est de modifier la loi de Newton
en disant que la quantité qui varie sous l’action d’une force n’est plus dx{dt “ v, mais

dx

dt1 “
vb

1´ v2

c2

,

c’est-à-dire la dérivée de la position mesurée par Bob par rapport au temps mesuré par Alice ! La
loi de Newton v “ Ft{m devient donc

vb
1´ v2

c2

“ Ft

m
. (43.46)

Est-ce que cela résous le problème ? Pour le savoir, regardons la vitesse acquise par le mobile de
masse m soumit à la force F pendant un temps t Il faut résoudre l’équation (43.46) par rapport à
v et voir si cela reste bien toujours inférieur à c. On commence par mettre la racine à droite et à
élever toute l’équation au carré :

v2 “ F 2t2

m2

ˆ
1´ v2

c2

˙

v2
ˆ

1` F 2t2

c2m2

˙
“ F 2t2

m2

v “
a
F 2t2{m2

b
1` F 2t2

c2m2

,

et donc finalement
vptq “ Ft

m
b

1` F 2t2

c2m2

. (43.47)
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Tu dois remarquer que si F et t ne sont pas trop grands, l’expression F 2t2{c2m2 est minuscule
parce que c est énorme. Si on fait l’approximation F 2t2{c2m2 “ 0 dans cette expression, on
retrouve v “ Ft{m. Cela montre qu’à moins de faire des expérience avec de très grandes forces
pendant énormément de temps, on ne peut pas voir la différence entre la mécanique de Newton et
la mécanique relativiste.

1 2 3

1

Sur le graphe suivant, la vitesse en fonction du temps lorsqu’une particule de masse m “ 1 est
soumise à une force constante. Pour les besoins du graphique, nous avons mit à 1 la vitesse c. Tu
vois que quand la vitesse n’est pas très grande, le graphiques est presque celui d’une droite ; et à
partir d’un certain moment, la courbe s’infléchit pour tendre vers 1 sans l’atteindre.

Remarque que si on maintient une accélération constante égale à celle de la gravité terrestre
pendant deux heures, on arrive déjà sur la Lune, à une vitesse de 75 km{s, c’est-à-dire encore rien
par rapport à la vitesse de la lumière ! Cela pour te dire que la formule (43.47) a l’air d’être très
différente de la formule classique v “ Ft{m, mais en réalité tant qu’on n’atteint pas des forces
énormes, elle ressemble très fort.

Vérifions maintenant que la formule (43.47) n’est pas en contradiction avec l’impossibilité de
dépasser la vitesse de la lumière. Pour cela, regardons ce qu’il se passe si on applique une force
constante F sur un objet de masse m pendant un temps très long. C’est-à-dire : calculons la limite

lim
tÑ8 vptq.

Tu vois tout de suite qu’on est sur un cas 8
8 , ce qui t’oblige à utiliser la règle de l’Hospital. On

peut cependant un peu réfléchir et deviner la réponse sans passer par des math trop compliquées.
En effet, quand t est vraiment énorme, l’expression F 2t2

m2c2 devient très grande, et le 1 qui se
trouve à côté ne vaut plus grand chose, on peut le négliger.

lim
tÑ8

Ft

m
b

1` F 2t2

c2m2

“ lim
tÑ8

Ft

m
b

F 2t2

m2c2

“ lim
vÑ8

Ft

m Ft
cm

“ c.

(43.48)

Tout est bien : on arrive au maximum à la vitesse de la lumière, mais il faut un temps infini pour
y parvenir. Conclusion : il n’est pas possible d’accélérer un objet jusqu’à atteindre la vitesse de la
lumière.

43.6.4 Équivalence entre la masse et l’énergie

Le moment est venu de montrer ce que signifie la fameuse formule E “ mc2.

43.7 Principe de correspondance

Nous ne sommes pas parvenu à démontrer la formule (43.46) de la mécanique relativiste qui
montre comme un objet accélère sous l’effet d’une force constante. Nous avons juste montré qu’il
fallait modifier la loi v “ Ft{m et nous avons prit la première modification qui nous soit tombée
sous la main, à savoir qu’il faut dériver la position par rapport au temps de l’objet qu’on observe
plutôt que par rapport au temps de l’observateur.
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En fait, il est possible de prouver rigoureusement 11 la formule

Ft

m
“ αvb

1´ v2

c2

.

Mais il n’y a pas moyen de trouver la valeur de la constante α. Tout ce qu’il y a moyen de trouver
avec l’hypothèse de l’invariance de la vitesse de la lumière est l’existence d’une constante telle que
cette formule soit vraie.

Affin de fixer la constante α, il faut faire intervenir un principe physique supplémentaire, le
principe de correspondance

Loi numéro 4.
Lorsque la vitesse d’une particule est faible, les équations doivent être en première approximation
les mêmes que celles de la mécanique classique.

Que signifie en première approximation ? Tu sais qu’une fonction x ÞÑ fpxq peut être approxi-
mée (pour des petits x) par la formule

fpxq » fp0q ` xf 1p0q.
Nous voudrions donc que Ft{m soit en première approximation égal à v. Nous devons étudier la
fonction

fpvq “ αvb
1´ v2

c2

.

Voir ce que vaut cette fonction en première approximation lorsque v est petit est un exercice de
dérivation. En utilisant la règle de dérivation des fractions, on trouve que

f 1pvq “ αb
1´ v2

c2

` αv2

c2
´

1´ v2

c2

¯3{2 ,

et donc que f 1p0q “ α. Bien entendu, fp0q “ 0. En première approximation, nous trouvons donc

fpvq » αv (43.49)

qui doit être égal à la quantité non relativiste v. Nous en déduisons qu’il faut fixer α “ 1, et on
tombe sur la formule relativiste proposée plus haut

Ft

m
“ vb

1´ v2

c2

L’utilisation cruciale du principe de correspondance a une répercussion énorme sur notre vision
de la physique. En effet, la relativité d’Einstein ne parvient pas à remplacer la mécanique de
Newton. On a besoin d’invoquer la mécanique de Newton pour fixer la théorie. On peut écrire
l’axiome suivant :

lim
vÑ0

Einstein “ Newton. (43.50)

Cela n’est pas une propriété de la théorie d’Einstein, mais un de ses axiomes !
La relativité ne fait donc pas table rase des principes physiques de la mécanique newtonienne :

elle les complète et les contient.

11. Mais il n’existe pas de démonstrations simples à ma connaissance.



Chapitre 44

Exemples avec Sage

Ce chapitre est un foure-tout de choses que l’on peut faire avec Sage.

44.0.1 Graphiques

Pour afficher le graphe d’une fonction, vous pouvez faire

+--------------------------------------------------------------------+
| SageMath version 8.1, Release Date: 2017-12-07 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
+--------------------------------------------------------------------+
sage: plot(cos(x),0,5)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: f(x)=sin(x)
sage: f.plot(-pi,pi)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

Un programme externe se lance automatiquement pour afficher le graphique que vous avez de-
mandé.

Il se peut qu’aucun programme ne se lance et vous ayez, au lieu de Launched png viewer for
Graphics object ... uniquement Created graphics object .... Disons pour faire court que
Sage a produit un png et qu’il ne sait pas quel programme externe utiliser pour l’afficher.

La solution est à l’adresse http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/
viewer.html

44.0.2 Autres

Dans le but d’automatiser certaines tâches, j’ai écrit ce module, nomé outilsINGE.sage, dans
le cadre d’un cours de première année donné à des ingénieurs. Certaines des fonctions définies ici
sont utilisée dans les exemples qui suivent.

1 # -* - coding : utf8 -* -
2 from sage. all import *
3

4 """
5 This module provides _pragmatic_ tools for solving exercise for
6 a first year in general mathematics .
7 """
8

9 # TODO : trouver une bonne traduction pour " point de selle ."
10

2189
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http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/viewer.html
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11 def automatedVar(symbol ,n):
12 """ If symbol = " x " and n =4 , return the string ’x1 , x2 , x3 , x4 ’ Ðâ

"""
13 s = " ,".join([ symbol+ str (i) for i in range (1,n+1)])
14 return s
15

16 class SolveLinearSystem( object ):
17 """
18 Solve Ax = v and print it in a nice way
19

20 Example :
21

22 A = matrix ([ [1 , -2 ,3 , -2 ,0] ,[3 , -7 , -2 ,4 ,0] ,[4 ,3 ,5 ,2 ,0] ])
23 v = vector ((0 ,0 ,0 ,0 ,0) )
24 print SolveLinearSystem (A , v )
25 """
26 def __init__(self ,A,v):
27 self.matrix = A
28 self.vector = v
29 self.nvars = A.ncols()
30 s = automatedVar(" x ",self.nvars)
31 self.xx=var(s)
32 def equations(self):
33 """ Return the equations corresponding to the
34 self . matrix and self . vector as a list of equationsÐâ

"""
35 X=matrix( [self.xx[i] for i in range (0,self.nvars) ]).Ðâ

transpose ()
36 eqs=[]
37 for i in range (0,self.matrix.nrows()):
38 exp = (self.matrix*X)[i][0]== self.vector[i]
39 eqs.append(exp)
40 return eqs
41 def solutions(self):
42 return solve(self.equations (),self.xx)
43 def latex(self):
44 """ " Return the LaTeX ’s code of the system . """
45 a=[]
46 a.append(r """
47

48 \ item
49 $
50 \ left \{
51 \ begin { array }{ ll }
52 """ )
53 for eq in self.equations ():
54 a.append(" "+ str (eq).replace(" x "," x_ ").replace(" * "Ðâ

," ").replace(" == "," = ")+" \\\\ \ n ")
55 a.append(r """
56 \ end { array }
57 \ right .
58 $
59 """ )
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60 return " ".join(a)
61 def __str__(self):
62 a = []
63 a.append(" The given matrix corresponds to the system ")
64 for eq in self.equations ():
65 a.append( str (eq))
66 a.append(" And the solutions are ")
67 a.append( str (self.solutions ()))
68 return " \ n ".join(a)
69

70 def QuadraticMap(A,v):
71 """
72 Return the result of the quadratic form associated
73 with A applied on the vector v , that is the number
74 A_ij v ^ iv ^ j
75 using the summation convention .
76 """
77 n = A.nrows ()
78 if not A.is_symmetric ():
79 print " Warning : Given matrix is not symmetric "
80 if not A.is_square ():
81 raise TypeError ," Error : The matrix A is not square "
82 if not v.degree ()==n :
83 raise TypeError ," The size do not agree "
84 return sum ([ A[i,j]*v[i]*v[j] for i in range (n) for j in range (Ðâ

n) ]).simplify_full ()
85

86 class SymmetricMatrix( object ):
87 """
88 Provide informations about the matrix A assuming it is symmetricÐâ

.
89 """
90 def __init__(self ,A):
91 if not A.is_square ():
92 print " Error : A symmetric matrix must be square "
93 raise TypeError
94 self.matrix = A
95 self.degree = A.nrows()
96 self.matrix.set_immutable ()
97 def primary_principal_submatrix(self ,n):
98 """
99 Return the primary principal submatrix of order n , that is theÐâ

matrix obtained
100 by removing the n last lines and columns from selfÐâ

.
101 """
102 taille=self.degree -n
103 v=[]
104 for i in range (0,taille):
105 v.append(self.matrix[i][0: taille ])
106 return matrix(v)
107 def principal_minors(self):
108 """
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109 Return the list of principal minors . The principal minor of Ðâ

order k is
110 the determinant of the primary principal matrix ofÐâ

order k .
111 """
112 a=[]
113 for i in range (self.degree):
114 a.append(self.primary_principal_submatrix(i).determinant ())
115 return a
116 def genre_list(self):
117 """
118 Return the genius of the matrix as a list of booleans in the Ðâ

order
119 positive defined , negative defined ;
120 semidefinite positive , semidefinite negative , Ðâ

indefinite .
121

122 """
123 defpos = True
124 defneg = True
125 semidefpos = True
126 semidefneg = True
127 indefinie=True
128 mineurs = self.principal_minors ()
129 for i in range ( len (mineurs)):
130 m = mineurs[i]
131 if m == 0:
132 defneg=False
133 defpos=False
134 if m < 0:
135 defpos=False
136 semidefpos=False
137 if i%2==0:
138 defneg=False
139 if m > 0:
140 semidefneg=False
141 if i%2==1:
142 defneg=False
143 if 0 not in mineurs:
144 semidefneg=False
145 semidefpos=False
146 if (defpos ==True) or(defneg ==True) or(semidefpos ==True) or(Ðâ

semidefneg ==True):indefinie=False
147 return [defpos ,defneg ,semidefpos ,semidefneg ,indefinie]
148 def __str__(self):
149 return str (self.matrix)
150

151 class QuadraticForm(SymmetricMatrix):
152 """
153 From a symmetric matrix A , provide informations concerning the Ðâ

associated quadratic form .
154 """
155 def __init__(self ,A):
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156 SymmetricMatrix.__init__(self ,A)
157 if not A.is_symmetric ():
158 print " Warning : matrix is not symmetric "
159 def evaluate(self ,v):
160 """
161 Return the value of the quadratic form on the vector v .
162 """
163 return QuadraticMap(self.matrix ,v)
164 def diagonalizing_martrix(self):
165 """
166 Return the matrix B such that B ^ tAB is diagonal .
167 """
168 # The transposition is because , in the matrix B , the Ðâ

eigenvectors have
169 # to be read as column while Sage ’s matrix constructor takes Ðâ

rows .
170 return matrix(self.orthonormal_basis ()).transpose ()
171 def new_variables(self):
172 """
173 Give the change of variables needed to put the quadratic form Ðâ

under its normal form
174 X = BY
175 where X are the " old " variables
176 """
177 variables = var(automatedVar(" y ",self.degree))
178 Y = vector(variables)
179 return self.diagonalizing_martrix ()*Y
180 def eigenmatrix_left(self):
181 return self.matrix.eigenmatrix_left ()
182 def eigenvectors(self):
183 """
184 Return a list of eigenvectors of the matrix .
185

186 As the matrix is symmetric , that list has to be a basis .
187 """
188 D,P = self.eigenmatrix_left ()
189 return [P[i] for i in range (P.nrows ())]
190 def eigenvalues(self):
191 """
192 Return a list of eigenvalues of the matrix in the same order Ðâ

as the list of eigenvectors given in
193 self . eigenvectors ()
194 """
195 D,P = self.eigenmatrix_left ()
196 return [ D[i,i] for i in range (D.nrows ()) ]
197 def orthonormal_basis(self):
198 """
199 Return a basis of eigenvectors normalised to 1 as a list .
200 """
201 M,mu = matrix(self.eigenvectors ()).gram_schmidt ()
202 return [ v/v.norm() for v in M ]
203 def verification(self):
204 """
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205 return the value of the quadratic form on the vector Ðâ

new_variables ()
206 """
207 return self.evaluate(self.new_variables ())
208

209 def __str__(self):
210 a = []
211 a.append(" Hi guy ; I ’m the quadratic form associated with the Ðâ

matix ")
212 a.append( str (self.matrix))
213 a.append(" My eigenvalues and eigenvectors are : ")
214 veps = self.eigenvectors ()
215 vaps = self.eigenvalues ()
216 for i in range ( len (veps)):
217 a.append(" % s -> % s "%( str (vaps[i]), str (veps[i])))
218 a.append(" I ’ ve the following orthonormal basis of eigenvectorsÐâ

: ")
219 for v in self.orthonormal_basis ():
220 a.append( str (v))
221 a.append(" A matrix B such that B ^ tAB is diagonal is ")
222 a.append( str (self.diagonalizing_martrix ()))
223 a.append(" I ’m quite pretty in the following variables ... ")
224 for i in range (self.degree):
225 a.append(" x % s = % s "%( str (i+1), str (self.new_variables ()[i]))Ðâ

)
226 a.append(" Look at me when I wear my cool variables ")
227 a.append( str (self.verification ()))
228 return " \ n ".join(a)
229

230 class Extrema( object ):
231 """
232 From a function f , provides the informations for the study of Ðâ

the extrema :
233 partial derivative
234 critical points
235 Hessian matrix at the critical points
236 Genius of the Hessian and conclusion as local min / max
237

238 Dear student : remember that this class does not furnish any Ðâ

informations
239 concerning * global * extrema . The latter have to be found
240 among the critical points OR on the border of the domain .
241 """
242 def __init__(self ,f):
243 var( ’x , y ’)
244 self.fun = f
245 self.gx=self.fun.diff(x).full_simplify ()
246 self.gy=self.fun.diff(y).full_simplify ()
247 self.gxx=self.gx.diff(x).simplify_full ()
248 self.gxy=self.gx.diff(y).full_simplify ()
249 self.gyy=self.gy.diff(y).full_simplify ()
250 self.cp = solve( [self.gx(x,y)==0,self.gy(x,y)==0] ,[x,y] )
251 def critical_points(self):
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252 """
253 Return the critical points as a list of tuples (x , y )
254 """
255 a = []
256 for pt in self.cp :
257 try :
258 px = SR(pt[0]. rhs())
259 py = SR(pt[1]. rhs())
260 a.append ((px,py))
261 except TypeError :
262 a.append(" I ’m not able to solve these equations . ")
263 return a
264 def hessienne(self ,a,b):
265 return matrix(SR ,2,2,[self.gxx(a,b),self.gxy(a,b),self.gxy(a,Ðâ

b),self.gyy(a,b)])
266 def __str__(self):
267 a = []
268 a.append (" The function : ")
269 a.append( str (self.fun))
270 a.append (" Derivative x and y : ")
271 a.append( str (self.gx))
272 a.append( str (self.gy))
273 a.append (" Hessian matrix : ")
274 a.append( str (self.hessienne(x,y)))
275 a.append (" Critical points : ")
276 for pt in self.critical_points () :
277 a.append( str (pt))
278 for pt in self.critical_points ():
279 try :
280 px = pt[0]
281 py = pt[1]
282 a.append(" At (% s ,% s ) , the Hessian is "%( str (px), str (py)))
283 try :
284 Hess = SymmetricMatrix(self.hessienne(px ,py))
285 for l in Hess.matrix:
286 a.append(" "+ str (l))
287 a.append(" Primary principal minors are % s "% str (Hess.Ðâ

principal_minors ()))
288 l = Hess.genre_list ()
289 if l[0]== True:
290 a.append(" Hessian positive defined ")
291 a.append(" local minimum ")
292 if l[1]== True:
293 a.append(" Hessian negative defined ")
294 a.append(" local maximum ")
295 if l[2]== True:
296 a.append(" Hessian positive semidéfinite ")
297 a.append(" I don ’t conclude ")
298 if l[3]== True:
299 a.append(" Hessian negative semidefinite ")
300 a.append(" I don ’t conclude ")
301 if l[4]== True:
302 a.append(" Undefinite Hessian ")
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303 a.append(" «selle» point ")
304 except RuntimeError ,data :
305 a.append(" "+ str (data))
306 except TypeError :
307 a.append(" I ’m not able to solve these equations . ")
308 return " \ n ".join(a)

tex/sage/outilsINGE.sage

Exemple 44.1
Calculer la limite

lim
xÑ8

sinpxq cospxq
x

(44.1)

var(’x’)
f(x)=sin(x)*cos(x)/x
limit(f(x),x=oo)

La première ligne déclare que la lettre x désignera une variable. Pour la troisième ligne, notez que
l’infini est écrit par deux petits « o ». 4

Exemple 44.2
Quelques limites et graphes avec Sage.
(1) limxÑ0

sinpαxq
sinpβxq .

Pour effectuer cet exercice avec Sage, il faut taper les lignes suivantes :

sage: var(’x,a,b’)
(x, a, b)
sage: f(x)=sin(a*x)/sin(b*x)
sage: limit( f(x),x=0 )
a/b

Noter qu’il faut déclarer les variables x, a et b.
(2) limxÑ˘8

?
x2`1´x
x´2

sage: f(x)=(sqrt(x**2+1))/(x-2)
sage: limit(f(x),x=oo)
1
sage: limit(f(x),x=-oo)
-1

Noter la commande pour la racine carré : sqrt. Étant donné que cette fonction diverge en
x “ 2, si nous voulons la tracer, il faut procéder en deux fois :

sage: plot(f,(-100,1.9))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: plot(f,(2.1,100))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

La première ligne trace de ´100 à 1.9 et la seconde de 2.1 à 100. Ces graphiques vous
permettent déjà de voir les limites. Attention : ils ne sont pas des preuves ! Mais ils sont de
sérieux indices qui peuvent vous inspirer dans vos calculs.
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4

Exemple 44.3

Calculer les dérivées partielles Bxf , Byf , B2
xf , B2

xyf , B2
yxf et B2

yf des fonctions suivantes.

(1) 2x3 ` 3x2y ´ 2y2

(2) lnpxy2q
(3) tanpx{yq
(4) xy2

x`y

Le script Sage suivant (exoDV002.sage) résout l’exercice :

1 # -* - coding : utf8 -* -
2

3 def LesCalculs(f):
4 print " Pour la fonction % s "% str (f)
5 print " d_x ",f.diff(x).simplify_full ()
6 print " d_y ",f.diff(y).simplify_full ()
7 print " d ^2 _x ",f.diff(x).diff(x).simplify_full ()
8 print " d_xd_y ",f.diff(x).diff(y).simplify_full ()
9 print " d_yd_x ",f.diff(y).diff(x).simplify_full ()

10 print " d ^2 _y ",f.diff(y).diff(y).simplify_full ()
11 print " "
12

13 def exercise_DV002 ():
14 var( ’x , y ’)
15 fa(x,y)=2*x**3+3*x**2*y-2*y**2
16 fb(x,y)=ln(x*y**2)
17 fc(x,y)=tan(x/y)
18 fd(x,y)=x*y**2/(x+y)
19 LesCalculs(fa)
20 LesCalculs(fb)
21 LesCalculs(fc)
22 LesCalculs(fd)

tex/sage/exoDV002.sage

La sortie est :

Pour la fonction (x, y) |--> 2*x^3 + 3*x^2*y - 2*y^2
d_x (x, y) |--> 6*x^2 + 6*x*y
d_y (x, y) |--> 3*x^2 - 4*y
d^2_x (x, y) |--> 12*x + 6*y
d_xd_y (x, y) |--> 6*x
d_yd_x (x, y) |--> 6*x
d^2_y (x, y) |--> -4

Pour la fonction (x, y) |--> log(x*y^2)
d_x (x, y) |--> 1/x
d_y (x, y) |--> 2/y
d^2_x (x, y) |--> -1/x^2
d_xd_y (x, y) |--> 0
d_yd_x (x, y) |--> 0
d^2_y (x, y) |--> -2/y^2
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Pour la fonction (x, y) |--> tan(x/y)
d_x (x, y) |--> 1/(y*cos(x/y)^2)
d_y (x, y) |--> -x/(y^2*cos(x/y)^2)
d^2_x (x, y) |--> 2*sin(x/y)/(y^2*cos(x/y)^3)
d_xd_y (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d_yd_x (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*(x^2*sin(x/y) + x*y*cos(x/y))/(y^4*cos(x/y)^3)

Pour la fonction (x, y) |--> x*y^2/(x + y)
d_x (x, y) |--> y^3/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d_y (x, y) |--> (2*x^2*y + x*y^2)/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d^2_x (x, y) |--> -2*y^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_xd_y (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_yd_x (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*x^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)

4

Exemple 44.4

Résoudre les systèmes suivants.

(1)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(2)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(3)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(4)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(5)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(6)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(7)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

(8)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(9)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(10)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(11)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(12)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(13)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(14)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

Nous résolvons les systèmes en utilisant Sage avec le script suivant.

1 # -* - coding : utf8 -* -
2 """
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3 Ce script Sage résout un certain nombre
4 de systèmes d ’ équations linéaires du cours INGE1121
5 """
6

7 import outilsINGE
8

9 def exercise_1_1_bcdefhi ():
10 # Exercice 1.1. b ( INGE1121 )
11 A=matrix ([ [1,-2,3,-2,0],[3,-7,-2,4,0],[4,3,5,2,0] ])
12 v=vector ((0,0,0,0,0))
13 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
14 # Exercice 1.1. c ( INGE1121 )
15 A=matrix ([ [2,1,-2,3],[3,2,-1,3],[3,3,3,-3] ])
16 v=vector ((0,4,9))
17 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
18 # Exercice 1.1. d ( INGE1121 )
19 A=matrix ([ [1,2,-3],[2,5,2],[3,-1,-4] ])
20 v=vector ((0,0,0))
21 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
22 # Exercice 1.1. e ( INGE1121 )
23 A=matrix ([ [1,2,-1],[2,5,2],[1,4,7],[1,3,3] ])
24 v=vector ((0,0,0,0))
25 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
26 # Exercice 1.1. f ( INGE1121 )
27 A=matrix ([ [1,1,1,1],[1,1,1,-1],[1,1,-1,1],[1,-1,1,1] ])
28 v=vector ((0,4,-4,2))
29 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
30 # Exercice 1.1. h ( INGE1121 )
31 A=matrix ([ [1,3,3],[1,3,4],[1,4,3] ])
32 v=vector ((1,0,3))
33 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
34 # Exercice 1.1. i ( INGE1121 )
35 A=matrix ([ [1,-3,2],[-3,3,-1],[2,-1,0] ])
36 v=vector ((-6,17,3))
37 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)

tex/sage/exo11.sage

Le résultat est le suivant :

The given matrix corresponds to the system
x1 - 2*x2 + 3*x3 - 2*x4 == 0
3*x1 - 7*x2 - 2*x3 + 4*x4 == 0
4*x1 + 3*x2 + 5*x3 + 2*x4 == 0
And the solutions are
[
[x1 == -23/16*r19, x2 == -5/16*r19, x3 == 15/16*r19, x4 == r19, x5 == r18]
]
The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 + 3*x4 == 0
3*x1 + 2*x2 - x3 + 3*x4 == 4
3*x1 + 3*x2 + 3*x3 - 3*x4 == 9
And the solutions are
[
[x1 == 3*r20 - 7, x2 == -4*r20 + 11, x3 == r20, x4 == 1]
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]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - 3*x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
3*x1 - x2 - 4*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 0, x2 == 0, x3 == 0]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 7*x3 == 0
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 9*r21, x2 == -4*r21, x3 == r21]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + x2 + x3 + x4 == 0
x1 + x2 + x3 - x4 == 4
x1 + x2 - x3 + x4 == -4
x1 - x2 + x3 + x4 == 2
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == -1, x3 == 2, x4 == -2]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 1
x1 + 3*x2 + 4*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 3*x3 == 3
And the solutions are
[
[x1 == -2, x2 == 2, x3 == -1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 - 3*x2 + 2*x3 == -6
-3*x1 + 3*x2 - x3 == 17
2*x1 - x2 == 3
And the solutions are
[
[x1 == 37, x2 == 71, x3 == 85]
]

4

Exemple 44.5

Pour chacun des systèmes suivants A·X “ B,
(1) Résoudre le système par échelonnement,
(2) Calculer A´1,
(3) Vérifier votre réponse en calculant A´1B. Qu’êtes-vous censé obtenir ?
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Les énoncés sont
(1)

A “
¨
˝

2 1 ´2
3 2 2
5 4 3

˛
‚, B “

¨
˝

10
1
4

˛
‚ (44.2)

Nous utilisons Sage pour fournir la réponse. Le code suivant résout le système et donne l’inverse
de la matrice :

1 # -* - coding : utf8 -* -
2

3 import outilsINGE
4

5 def exercise_1_3 ():
6 A=matrix ([[2,1,-2],[3,2,2],[5,4,3]])
7 v=vector ((10,1,4))
8 print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
9 print " Matrice inverse : "

10 print A.inverse ()

tex/sage/exo13.sage

La sortie est ici :

The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 == 10
3*x1 + 2*x2 + 2*x3 == 1
5*x1 + 4*x2 + 3*x3 == 4
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == 2, x3 == -3]
]
Matrice inverse :
[ 2/7 11/7 -6/7]
[ -1/7 -16/7 10/7]
[ -2/7 3/7 -1/7]

4

Exemple 44.6

Sachant que p´1, 0, 1, 0q est un vecteur propre de la matrice

A “

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚ (44.3)

(1) Diagonaliser A au moyen d’une matrice orthogonale
(2) Écrire la forme quadratique XtAX sous forme d’une somme pondérée de carrés.
Calculons Av afin de savoir la valeur propre associée au vecteur donné :

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

´1
0
1
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´3
0
3
0

˛
‹‹‚. (44.4)
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La valeur propre est donc 3. Nous savons donc que pλ´ 3q pourra être factorisé dans le polynôme
caractéristique.

Pour le reste de l’exercice c’est standard et c’est résolu de la façon suivante :

1 # -* - coding : utf8 -* -
2

3 import outilsINGE
4

5 def exercise_6_5 ():
6 A=matrix(QQ ,4,4,[2,1,-1,1,1,0,1,1,-1,1,2,1,1,1,1,0])
7 x=outilsINGE.QuadraticForm(A)
8 print x

tex/sage/exo65.sage

qui retourne

Hi guy; I’m the quadratic form associated with the matix
[ 2 1 -1 1]
[ 1 0 1 1]
[-1 1 2 1]
[ 1 1 1 0]
My eigenvalues and eigenvectors are :
3 -> (1, 0, -1, 0)
3 -> (0, 1, 2, 1)
-1 -> (1, 0, 1, -2)
-1 -> (0, 1, 0, -1)
I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors :
(1/2*sqrt(2), 0, -1/2*sqrt(2), 0)
(1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
(1/6*sqrt(6), 0, 1/6*sqrt(6), -1/3*sqrt(6))
(-1/2*sqrt(1/3), 3/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3))
A matrix B such that B^tAB is diagonal is
[ 1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 0 3/2*sqrt(1/3)]
[ -1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 -1/3*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
I’m quite pretty in the following variables ...
x1 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x2 = 3/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*y2
x3 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x4 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/3*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
Look at me when I wear my cool variables
3*y1^2 + 3*y2^2 - y3^2 - y4^2

4

Exemple 44.7

Rechercher les extrema des fonctions suivantes
(1) fpx, yq “ 2´a

x2 ` y2

(2) fpx, yq “ x3 ` 3xy2 ´ 15x´ 12y
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(3) fpx, yq “ x3

3 ` 4y3

3 ´ x2 ´ 3x´ 4y ´ 3
Les corrigés sont créés par le script Sage exo101.sage

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_1_A():
var(’x,y’)
f(x,y)=2-sqrt(x**2+y**2)
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_B():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3+3*x*y**2-15*x-12*y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_C():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3/3+4*y**3/3-x**2-3*x-4*y-3
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :
(1) The function :

(x, y) |--> -sqrt(x^2 + y^2) + 2
Derivative x and y :
(x, y) |--> -x/sqrt(x^2 + y^2)
(x, y) |--> -y/sqrt(x^2 + y^2)
Hessian matrix :
[-sqrt(x^2 + y^2)*y^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4) x*y/(x^2 + y^2)^(3/2)]
[ x*y/(x^2 + y^2)^(3/2) -sqrt(x^2 + y^2)*x^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

power::eval(): division by zero

Ici nous voyons que Sage a du mal à calculer la matrice hessienne en p0, 0q. En effet, nous
tombons sur une division par zéro. Pour résoudre l’exercice, il faut se rendre compte que
la fonction px, yq ÞÑ a

x2 ` y2 est toujours positive et est nulle seulement au point p0, 0q.
Donc f est toujours plus petite ou égale à deux tandis que fp0, 0q “ 2. Le point est donc un
maximum global.

(2) The function :
(x, y) |--> x^3 + 3*x*y^2 - 15*x - 12*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 3*x^2 + 3*y^2 - 15
(x, y) |--> 6*x*y - 12
Hessian matrix :
[6*x 6*y]
[6*y 6*x]
Critical points :
(2, 1)
(1, 2)
(-1, -2)
(-2, -1)
At (2,1), the Hessian is

(12, 6)
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(6, 12)
Primary principal minors are [108, 12]
Hessian positive defined
local minimum

At (1,2), the Hessian is
(6, 12)
(12, 6)
Primary principal minors are [-108, 6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-2), the Hessian is
(-6, -12)
(-12, -6)
Primary principal minors are [-108, -6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-2,-1), the Hessian is
(-12, -6)
(-6, -12)
Primary principal minors are [108, -12]
Hessian negative defined
local maximum

(3) The function :
(x, y) |--> 1/3*x^3 - x^2 + 4/3*y^3 - 3*x - 4*y - 3
Derivative x and y :
(x, y) |--> x^2 - 2*x - 3
(x, y) |--> 4*y^2 - 4
Hessian matrix :
[2*x - 2 0]
[ 0 8*y]
Critical points :
(3, 1)
(-1, 1)
(3, -1)
(-1, -1)
At (3,1), the Hessian is

(4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [32, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (-1,1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [-32, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (3,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [-32, 4]
Undefinite Hessian
«selle» point
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At (-1,-1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [32, -4]
Hessian negative defined
local maximum

4

Exemple 44.8

Déterminer les valeurs extrêmes et les points de selle des fonctions suivantes.

(1) fpx, yq “ x2 ` 4x` y2 ´ 2y.
(2) fpx, yq “ ex

2`xy.
(3) fpx, yq “ ex sinpyq.

Certains corrigés de cet exercice ont étés réalisés par Sage. Le script utilisé est exo103.sage

1 # -* - coding : utf8 -* -
2

3 import outilsINGE
4

5 def exercise_10_3_A ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x**2+4*x+y**2-2*y
8 print outilsINGE.Extrema(f)
9

10 def exercise_10_3_H ():
11 var( ’x , y ’)
12 f(x,y)=exp(x**2+x*y)
13 print outilsINGE.Extrema(f)
14

15 def exercise_10_3_Q ():
16 var( ’x , y ’)
17 f(x,y)=exp(x)*sin(y)
18 print outilsINGE.Extrema(f)

tex/sage/exo103.sage

Des réponses :
(1) The function :

(x, y) |--> x^2 + y^2 + 4*x - 2*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 2*x + 4
(x, y) |--> 2*y - 2
Hessian matrix :
[2 0]
[0 2]
Critical points :
(-2, 1)
At (-2,1), the Hessian is

(2, 0)
(0, 2)
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Primary principal minors are [4, 2]
Hessian positive defined
local minimum

(2) The function :
(x, y) |--> e^(x^2 + x*y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> (2*x*e^(x^2) + y*e^(x^2))*e^(x*y)
(x, y) |--> x*e^(x^2 + x*y)
Hessian matrix :
[(4*x*y*e^(x^2) + y^2*e^(x^2) + 2*(2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y)]
[ (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) x^2*e^(x^2 + x*y)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

(2, 1)
(1, 0)
Primary principal minors are [-1, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

(3) The function :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
(x, y) |--> e^x*cos(y)
Hessian matrix :
[ e^x*sin(y) e^x*cos(y)]
[ e^x*cos(y) -e^x*sin(y)]
Critical points :

I’m not able to solve these equations.
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

Ici, Sage n’est pas capable de résoudre les équations qui annulent le jacobien. Les équations
à résoudre sont pourtant faciles :

"
ex cospyq “ 0 (44.5a)
ex sinpyq “ 0 (44.5b)

Étant donné que l’exponentielle ne s’annule jamais, il faudrait avoir en même temps cospyq “
0 et sinpyq “ 0, ce qui est impossible. La fonction n’a donc aucun extrema local.

4

Exemple 44.9

Considérons la fonction
fpx, yq “ xy2e´px2`y2q{4. (44.6)

(1) Montrer qu’il y a une infinité de points critiques.
(2) Déterminer leur nature.
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Voici la fonction Sage qui fournit les informations :

1 # -* - coding : utf8 -* -
2

3 import outilsINGE
4

5 def exercise_10_4 ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x*y**2* exp(-(x**2+y**2) /4)
8 print outilsINGE.Extrema(f)

tex/sage/exo104.sage

La sortie est

The function :
(x, y) |--> x*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Derivative x and y :
(x, y) |--> -1/2*(x^2 - 2)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
(x, y) |--> -1/2*(x*y^3 - 4*x*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Hessian matrix :
[ 1/4*(x^3 - 6*x)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
[1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*(x*y^4 - 10*x*y^2 + 8*x)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
Critical points :
(r17, 0)
(-sqrt(2), -2)
(sqrt(2), -2)
(-sqrt(2), 2)
(sqrt(2), 2)
At (r17,0), the Hessian is

(0, 0)
(0, 2*r17*e^(-1/4*r17^2))
Primary principal minors are [0, 0]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (-sqrt(2),-2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),-2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

At (-sqrt(2),2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
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local minimum
At (sqrt(2),2), the Hessian is

(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

Notez la présence de r1 comme paramètres dans les solutions. Tous les points avec y “ 0 sont
des points critiques. Cependant, Sage 1 ne parvient pas à conclure la nature de ces points px, 0q.

Notons que le nombre fpx, yq a toujours le signe de x parce que y2 et l’exponentielle sont
positives. Toujours ? En tout cas lorsque x ‰ 0. Prenons un point pa, 0q avec a ą 0. Dans un
voisinage de ce point, nous avons fpx, yq ą 0 parce que si a ą 0, alors x ą 0 dans un voisinage de
a. Le point pa, 0q est un minimum local parce que 0 “ fpa, 0q ď fpx, yq pour tout px, yq dans un
voisinage de pa, 0q.

De la même façon, les points pa, 0q avec a ă 0 sont des maxima locaux parce que dans un
voisinage, la fonction est négative.

Le point p0, 0q n’est ni maximum ni minimum local. C’est un point de selle.

4

Exemple 44.10

Dériver les fonctions suivantes.
(1) sin

`
lnpxq˘

(2) sin x
x

;

(3) ex2

(4) cospxqsinpxq
Le programme suivant par Sage résout l’exercice :

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 var( ’x ’)
7 f=sin(ln(x))
8 print f.diff(x)
9 f=sin(x)/x

10 print f.diff(x)
11 f=exp(x**2)
12 print f.diff(x)
13 f=cos(x)**(sin(x))
14 print f.diff(x)

tex/sage/corrDerive_0002.sage

Le résultat est :

cos(log(x))/x
cos(x)/x - sin(x)/x^2

1. ou, plus précisément, le programme que j’ai écrit avec Sage.
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2*x*e^(x^2)
(log(cos(x))*cos(x) - sin(x)^2/cos(x))*cos(x)^sin(x)

4

Exemple 44.11

Donner une approximation de lnp1.0001q.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: numerical_approx(ln(1.0001))
0.0000999950003332973

4
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Chapitre 45

Épilogue : la constante de Weiner

Nous voici à la fin du Frido. Nous avons étudié beaucoup de math, et beaucoup reste à voir.
En guise de conclusion, je voudrais vous parler de la constante de Weiner, introduite dans [505].
Il s’agit d’une constante, qui comme π ou e intervient dans à peu près tous les domaines de la
mathématique.

Comme toujours, il existe énormément de définitions équivalentes différentes ; nous choisissons
celle-ci, motivée par le le théorème de Weinersmith 28.42.

Définition 45.1.
La constante de Weiner Wc est l’unique entier p tel que l’espace Lp soit un espace de Hilbert.

Cette constante intervient de façon centrale dans de nombreux résutats dans tous les domaines ;
nous en citons quelques-uns.
(1) La moyenne de tout couple de réels peut être calculée en divisant leur somme par la constante

de Weiner 1.
(2) La constante de Weiner donne l’indice du groupe alterné dans le groupe symétrique pour

tous les ordres, théorème 5.30.
(3) La constante de Weiner donne une borne inférieure optimale pour l’ensemble des nombres

premiers.
(4) L’unique point fixe non trivial de la fonction factorielle est la constante de Weiner.
(5) Tout automorphisme d’anneau a un polynôme minimal dont le degré est donné par la

constante de Weiner.
(6) L’égalité ab “ 0 dans un anneau n’implique pas spécialement a “ 0 ou b “ 0 lorsque la

caractéristique de l’anneau est égale à la constante de Weiner, et seulement dans ce cas.
(7) Pour l’anecdote, la constante de Weiner donne le rapport τ{π ; elle est aussi la partie entière

de e.
Il reste encore de nombreuses conjectures mettant en valeur la constante de Weiner :

(1) La fameuse droite critique de la conjecture de Riemann est donnée par l’inverse de la
constante de Weiner.

(2) Soit P l’ensemble de nombres premiers. Est-ce que l’ensemble
tpp, qq P P ˆ P tel que 0 ă |p´ q| “Wcu (45.1)

est fini ?
D’aucuns pourraient objecter que tout cela n’est que fantaisie et trivialité. Il n’en est rien. La

preuve que la constante de Weiner est centrale en mathématique est précisément qu’elle avait déjà
un nom et un symbole réservé bien avant le début de l’histoire des mathématiques.

Le fait est que toutes les mathématiques que vous connaissez se basent sur les nombres entiers ;
cela n’est pas du tout une trivialité.

1. C’est historiquement la première propriété énoncée de la constante de Weiner ; elle suggère également une
notion de constante de Weiner généralisée pour moyenner un nombre arbitraire de nombres. La construction des
nombres de Weiner généralisés est en projet dans la section 1.2.
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Chapitre 46

GNU Free Documentation License

Version 1.3, 3 November 2008
Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc.

http://fsf.org/

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but
changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful
document “free” in the sense of freedom : to assure everyone the effective freedom to copy and
redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily,
this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not
being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document must
themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a
copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation : a free program should come with manuals providing the same
freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals ; it can be
used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed
book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.

APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such
a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under
the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any
member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the license if you copy,
modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the
Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly
within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secon-
dary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical
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connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical
or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being
those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License.
If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as
Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify
any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts
or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A
Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a
format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the docu-
ment straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint
programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input
to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of
markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not
Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A
copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD,
and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification.
Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include
proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or
XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-
generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For
works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text near the
most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to the
public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is pre-
cisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language.
(Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as “Acknowledgements”,
“Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section
when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to this
definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this
License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by
reference in this License, but only as regards disclaiming warranties : any other implication that
these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommer-
cially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License
applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions what-
soever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the
reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept com-
pensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also
follow the conditions in section 3.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you
must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts : Front-Cover
Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly
and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers
in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the
Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first
ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent
pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or
with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public
has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the
Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent
steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent
copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated
version of the Document.

MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of
sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this Li-
cense, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do
these things in the Modified Version :

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document,
and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History
section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original
publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship
of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal
authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they
release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright

notices.
F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission

to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the
Addendum below.
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G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts
given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.
I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at

least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title
Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating the title,
year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Trans-
parent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document
for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section. You
may omit a network location for a work that was published at least four years before the
Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the
section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor
acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the
Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with
any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.
If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Se-

condary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option
designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of In-
variant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any
other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements
of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the
text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to
25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version.
Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through
arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same
cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another ; but you may replace the old one, on explicit permission from
the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use
their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

COMBINING DOCUMENTS
You may combine the Document with other documents released under this License, under the

terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination
all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as
Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their
Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same
name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of
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it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a
unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in
the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original
documents, forming one section Entitled “History” ; likewise combine any sections Entitled “Ack-
nowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections Entitled
“Endorsements”.

COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a
single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for
verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under
this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow
this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent docu-
ments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if
the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s
users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate,
this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then
if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be
placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of
covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that
bracket the whole aggregate.

TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires
special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all
Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include
a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the
original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation
and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the
requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual
title.

TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided
under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and
will automatically terminate your rights under this License.
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However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright
holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally
terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the
violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the
copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you
have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and
you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who
have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated
and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give
you any rights to use it.

FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documen-
tation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version,
but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/ .

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies
that a particular numbered version of this License “or any later version” applies to it, you have
the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later
version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide
which future versions of this License can be used, that proxy’s public statement of acceptance of
a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.

RELICENSING

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web server
that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit
those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A “Massive
Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set of copyrightable
works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by
Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in
San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same
organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another
Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that were
first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated
in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus
incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA
on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.

ADDENDUM : How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page :

http://www.gnu.org/copyleft/
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Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or
modify this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Ver-
sion 1.3 or any later version published by the Free Software Foundation ; with no Inva-
riant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license
is included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with . . .
Texts.” line with this :

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts
being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these
examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public
License, to permit their use in free software.
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Liste des notations

N �G Le sous-groupe N est normal dans G, page 141

Algèbre

rL : Ks degré d’une extension de corps, page 304

LpE,F q Ensemble des applications linéaires de E dans F , page 223

KpAq corps contenant K et A, page 317

KrAs anneau contenant K et A, page 317

N0 les naturels non nuls : N0 “ Nzt0u, page 109

Mnˆm l’ensemble des matrices nˆm, page 223

∇f gradient de la fonction f , page 734

projV projection de V ˆW sur V , page 575

SpanpAq l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A, page 215

C1pU,Rnq Les applications une fois continument dérivables, page 747

dfapuq Application de la différentielle de f sur le vecteur u, page 719

f pnq La n-ième dérivée de la fonction f , page 799

opxq fonction tendant rapidement vers zéro, page 801

ppq idéal engendré par p, page 179

Fp lorsque p est premier, page 289

Fpn corps fini à pn éléments, page 1308

FracpAq Le corps des fractions de l’anneau A, page 118

FunpX,Y q les applications de X vers Y , page 112

SpEq Les opérateurs autoadjoints de E, page 472

Un Le groupe des racines nede l’unité., page 1291

respP,Qq résultat des polynômes P et Q, page 464
?
A racine d’une matrice hermitienne positive, page 835

θαpP q la multiplicité de α par rapport à P , page 211

ArXs tous les polynômes de degré fini à coefficients dans A, page 207

AnrXs les polynômes à coefficients dans A et de degré inférieur à n, page 208

CpP q matrice compagnon, page 528

D � P D divise P , page 209

Eλpuq Espace propre de u, page 483
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matBpqq matrice de q dans la base B, page 1142

UpAq ensemble des inversibles, page 114

Ensembles de matrices

S`pn,Rq matrices symétriques définies positives, page 509

S``pn,Rq matrices symétriques strictement définies positives, page 509

AutpEq automorphisme de l’espace vectoriel E, page 224

EndpEq les endomorphismes de E, page 224

LpE,F q applications linéaires bornées (continues), page 569

Opn,Rq le groupe des matrices orthogonales, page 472

ΩpEq formes quadratiques non dégénérées, page 1138

QpEq formes quadratiques réelles sur E, page 511

Q`pEq formes quadratiques positives, page 1138

Q``pEq formes quadratiques strictement définies positives, page 1138

Sp,qn pRq matrices symétriques réelles de signature pp, qq, page 1139

βpsq Vecteur unitaire de la binormale, page 1474

γ „ g Équivalence d’arcs paramétrés, page 1465

νpsq Vecteur unitaire de la normale principale, page 1474

cpsq rayon de courbure, page 1474

tpsq Torsion, page 1475

Géométrie

px0 : . . . : xnq coordonnées homogènes dans un espace projectif, page 1526

ConvpAq enveloppe convexe, page 427

CrGs combinaisons d’éléments de G à coefficients dans C, page 1049

PGLpEq groupe projectif, page 1514

Bo orthogonal dans le dual, page 255

P pEq l’espace projectif de E, page 1507

P1pCq sphère de Riemann, page 1529

Chaînes de Markov

πpxq lié au temps de retour, page 2129

Probabilités et statistique

σpXq La tribu engendrée par la variable aléatoire X, page 2001

a^ b minpa, bq, page 2147

KX matrice de covariance d’un vecteur gaussien, page 2052

mpAq Ensemble des fonctions A-mesurables, page 861

Théorie des groupes

pG{Hqg classes à gauche, page 153

rasp ensemble des a` kp, page 177
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rG,Gs groupe dérivé, page 144

rg, hs commutateur dans un groupe, page 144

AffpRnq Le groupe des applications affines bijectives de Rn., page 437

gr groupe engendré, page 141

Ĝ groupe des caractères de G, page 1045

σx réflexion par rapport à x, page 1159

An groupe alterné, page 275

DpGq groupe dérivé, page 144

Dn groupe diédral, page 1202

Gab groupe abélianisé de G, page 145

N ˆφ H produit semi-direct, page 161

Sn le groupe symétrique, page 157

Topologie et théorie des ensembles

AdhpAq adhérence de A, page 344

AA Le complémentaire de l’ensemble A, page 107

DiampAq Diamètre de la partie A, page 667

IntpAq intérieur de A, page 344

BA La frontière de l’ensemble A, page 480

A∆B différence symétrique, page 108

Ac complémentaire de A, page 107

Analyse

IsompXq Le groupe des isométries de X, page 388

µ ! ν La mesure µ est absolument continue par rapport à la mesure ν., page 930

C8
`
R,S 1pRdq˘ Fonctions à valeurs dans les distributions., page 1859

C8pI,D 1pRdqq fonctions à valeurs dans les distributions, page 1789

pS, F̂ , µ̂q complété de l’espace mesuré pS, F̂ , µ̂q, page 867

LpE,F q Les applications linéaires de E vers F , page 612

LpnqpV,W q L’espace des applications n-linéaires V n ÑW , page 755

argpzq La valeur principale de l’argument de z P C, page 1633

L Les applications linéaires continues de E vers F , page 612

Db l’ensemble de écritures décimales en base b, page 589

R l’ensemble des réels, page 127

R` les réels positifs ou nuls, page 130

exp exponentielle, page 1004

H 1 dual, page 1579

lim inf an limite inférieure, page 375

lim sup an limite supérieure, page 375



2224 CHAPITRE 46. GNU FREE DOCUMENTATION LICENSE

Lp espace de Lebesgue, sans les classes, page 1645

µ K ν mesures perpendiculaires, page 930

µ˚ La mesure extérieure associée à la mesure µ, page 859

Bz,Bz̄ dérivées partielles d’une fonction complexe, page 1601

projKpxq projection orthogonale de x sur y, page 1576

σpAq tribu engendrée par D, page 848

DpΩq Les fonctions C8 à support compact sur Ω, page 1775

S 1pRdq espace des distributions tempérées, page 1781

A2pΩq espace de Bergman, page 1728

AK orthogonal d’une partie., page 1578

CcpIq fonctions continues à support compact dans I, page 1665

f „ g fonctions ayant des limites équivalentes, page 707

H1pΩq espace de Sobolev sur Ω, page 1804

H1pIq espace de Sobolev, page 1799

HmpMq espace de Sobolev, page 1806

L1
locpIq fonctions intégrables sur les compacts de I, page 1799

Lp espace de Lebesgue avec les classes, page 1647

Miϕ La fonction x ÞÑ xiϕpxq, page 1723

Snf somme partielle de série de Fourier, page 1693
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